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JOURNAL

MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

Sur le nombre des racincs communes & plusieurs équations

simultanées ;

Pz M. Exuz PICARD.

On sait que, dans ses helles et profondes recherches sur les fonctions
de plusieurs variables (Monatsberichte der Academic der Wissen-
schaften zu Berlin, 1869 ct 1878), M. Kronecker s'est occupé de la
recherche du nombre des racines communes 4 plusieurs équations
simultanées contenues dans un domaine A. Désignons ces # équations

pal‘
f«(xn Tgy o00y .Z',,)’: 0,

f,(x” -Z'z, veey x”)"-—- 0,

fn(xn Lay oovy Ty)= 0.

M. Kronecker a trouvé une intégrale multiple d’ordre (2 — 1),



6 EMILE PICARD.

étendue & la surface du domaine, dont la signification est extréme-
ment remarquable. Cette intégrale représente 'excés du nombre des
racines, contenues dans le domaine, pour lesquelles le déterminant
fonctionnel

I 9 .. 9
day day dz,
9 I . Y
dr, Jx, da,
?._f " 0/ n df n

dz, dzy, = Oz,

est positif, sur le nombre des racines pour lesquelles ce déterminant
est négatif.

Le probléme de la recherche du nombre exact des racines ne
semble donc pas résolu par la formule de M. Kronecker (*). Je me
propose de montrer qu’en s'appuyant sur le résultat de l'illustre géo-
métre, on pewt arriver 4 représenter par unc intégrale multiple
d’ordre n le nombre cherché des racines; cest 'objet des pages qu'on
va lire. Aprés avoir rappelé rapidement la formule de M. Kronecker,
j'expose le principe général de la méthode que j'applique particuliére-
ment, en développant les calculs, au cas de deux équations.

1. La formule de M. Kronecker se déduit immédiatement d'une
propriété élémentaire des fonctions V, continues dans un certain do-

(') A la suite des deux Notes que j'ai publiées sur cette (uestion (Comptes
rendus, 7 septembre et 16 novembre 1891), M. Kronecker m'a fait I'honneur de
m’écrire une lettre oii il me représente qu’on trouve dans son Mémoire de 1878
la solution de la question. Je ne puis partager I'opinion de l'illustre auteur; il
me semble que, dans ce probléme, on doit chercher & exprimer le nombre des
racines par une formule dont I'application ne nécessite aucune discussion spé-
ciale relative au systéme particulier des équations f = o et que les intégrales a
effectuer doivent dépendre uniquement, au point de vue des limites, du do-
maine A : c’est ce qui n'a pas lieu dans I'analyse de M. Kronecker, qui partage
le domaine A en plusieurs autres dépendant des équations particuliéres que 'on
a a étudier, ( Voir sur ce point une Communication de M. Kronecker, Comptes
rendus, 28 décembre 1891, et les remarques que j'ai faites a ce sujet.)
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maine et satisfaisant & I'équation de Laplace; nous la présenterons
de la maniére suivante, en prenant d’abord le cas de trois variables.
Si la fonction V(X, Y, Z) est uniforme et continuc dans un espace
limité par une surface S et satisfait a I'équation

@V eV | oy

vttt T
ona

(1) ff%da:o,

I'intégrale étant étendue a la surface S.
Appliquons cette formule & la fonction

V=2 (r=yX+Y'+1Z%),
et transformons-la en faisant le changement de variables

X=f(z,y,3),
Y =4(x,y, ),
L =Y(z,y,s).

L’intégrale (1) peut s’écrire

XdYdL+YdZdX +ZdXdY
(x3+yz+zx%

Pour trouver I’élément de I'intégrale transformée, concevons que
z, ¥, 5 aient ét¢ exprimés en fonction de deux paramétres u et .
I1.’élément dY dZ devra étre remplacé par

(3]

(3]

D(e, 4) D(=z, y)  D(3, ¢) D(y,3) , D(s, ¢) D(, 2) )
[D(.r,y) D(u, ) + D(y, z) D(u, v) * D(s,z) D(4, v)] du d,

ct on a des expressions analogues pour dZdX et dXdY. En substi-
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tuant dans l'intégrale, on trouve alors de suite la nouvelle intégrale

(2) ffAdydz+dedz'+Cdzdy,
ot
of o sy o of of

- S % % S % o
o 92 % o 9 9% 5 92 00
T 9y 0s T 0: oz Y 9r dy
, d9 ﬁ 4 ] d_v{: _()_'i N

A=4'7‘7"‘,B={'£7’”,c_—_¢“‘7?.
(gt g (fro+ gt (S g+ )

D’apros I'égalité (1), Uintégrale (2), étendue 4 une surface fermée S,
sera nulle si, a l'intéricur de S, il n'y a pas de points (, y, 3) pour
lesquels £, % et { s'annulent & la fois.

Si, au contraire, les fonctions f, %,  s'annulent a Vintéricur de S,
I'intégrale (2) ne sera pas nulle en général. En supposant que les
racines du systéme d'équations

Sy, 5)=0o,
¢(z,y,35)=0,
| Yy, =0
soient simples, c'est-a-dire que le déterminant fonctionnel
o oy
Jdzr dy 0s

— |9 9 9
D= oxr dy 03
9 K 9
or dy ds
ne soit pas nul pour les racines considérées, on ¢tablit (*) que linté-
grale (2)cst égale a

4wim,

(') On en trouvera la démonstration dans les Mémoires de M. Kronecker;
j'en ai donné une démonstration toute différente dans le Tome I de mon 77aité
d’ Analyse, p. 123.
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m désignant la différence cntre le nombre des racines contenues
dans S, pour lesquelles le déterminant fonctionnel D est positif et
celles pour lesquelles il est négatif.

2. Le résultat précédent se généralise facilement et 'on peut don-
ner la forme suivante au théoréme de M. Kronecker pour le cas
e n équations. Soient les 7 ¢équations

Si(xy &y ooy ) =0,

% ) Sa( L4y Lay ooy 1) = 0,
(3)

tssecv e S ssres0s e ey

'f,,(.l:,, Ligy v ooy Lp) == 0O,

FFormons l'intégrale multiple d’ordre 2 — 1,

[’ - /)/‘. . foid‘[l N dxl-lll.l'[.g., coe d.l'"’
o/ . . (f:+f:+"'+/"l);

etendue & l'extéricur de la surface limitant un certain domaine 4, de
P'espace i n dimensions, en posant

SO L O o
! da"l o‘tl—t ‘)‘l.l'-f-l 0“’:;
S %o A 2 94

A‘ fomend 2 d.l'l ()-L'[_| 0«'/'[.1.‘ d.l',. 3
" or, 0ri—y Oy Jx,

si n est pair, Landis que A; est égal au déterminant préeédent multi-
pli¢ par (— 1)*! si n est impair.

Si I'on désigne par S la surface de I'hypersphére de rayon un dans
I'espace & » dimensions, on aura

1=S.m,

m représentant la différence entre le nombre des racines du  sys-
Journ. de Math. (4 série), tome VIII. — Fasc. I, 1892, 2
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téme (3) contenues dans 4, pour lesquelles le déterminant fonetionnel

o o o
t)x. ()-l'g d.l',,
D:T:"'o LR DY o« o0
A O
10.1', ()Jf’ l).l",,

est positif et celles pour lesqquelles il est négatif.
La valeur de S est donnée par la formule

< ! 2 1.3 2.
Sc=am.2.-m.25- S m.2700
2 3 2.} 3.5

Iin particulier, pour 1z = 4, on aura
S=-axs,

a. Tel est le résultat fondamental diva M. Kroneeker, Comme je
Fai dit plus haut, il ne permet pas de wouver le nombre exact des
racines du systeme (3), contenues dans le dopaine A, puisque |
nombre m représente seulement une différence. Cesteette lacune que
je me propose de combler, en montrant qu’on peut représenter par
une intégrale définie concenable le nombre exact des racines,

Considérons, a cet effet, le systéme des e+ 1 dquations

1o -0

‘ S0,

(\‘) PN
’ Su=i0,

sD--o,

aux 2 -1 inconnues Ay iy ooy Ly 3o OB rupl'«"svunnlll. luujmn'.-; par b
le déterminant fonctionnel éerit plus hant.

Yenvisage dans Uespace a4 n 41 dimensions Cryyry, ooy 0y 35)
Uensemble des valeurs de ces variables correspondant i des points
(Zyy Ty ...y x,) conlenus dans A et des valeurs de 5 comprises entre
—e et +¢ (e désignant une constante positive arbitraire ), Cet en-
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semble définit un domaine A’, et lc nombre des racines du systéme (4)
correspondant & des points de ce domaine sera précisément le nombre
des racines du systéme (3) contenues dans A (nous supposons que
loutes les racines considérées sont simples, c’est-a-dire que D ne s'an-
nule pas pour ces racines). Or le déterminant fonctionnel des n + 1
fonctions formant les premicrs membres des ¢quations () se réduit
a la quantité essenticllement positive

D2,

La difficulté relative au signe du déterminant fonctionnel a
done disparu, ct I'on pourra, par suite, représenter par une inte-
grale multiple d’ordre n le nombre des racines communes aur
équations (3) contenues dans A.

%. Le principe de la solution étant ainsi indiqué, appliquons-le
d'abord au cas d’une seule ¢quation

f(z)=o,

dont on veut avoir le nombre des racines comprises entre a et b.
Nous formons les deux ¢quations

f(z'> =0,
v/ (z)=o0,

et nous avons a chercher le nombre des racines, communes a ces deux
équations, contenues dans lc rectangle formé par les droites

r=a x=b, y=+¢ y=-—c
Or le nombre des racines communes aux deux équations

f(ﬂ%_)’):o, ?(.’L‘,)’):O,

contenues dans un contour C, est représenté par l'intégrale curvi-
ligne

A [ fde—edf
arJ, S+t
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prise positivement le long du contour, quand on est assuré que le dé-
terminant fonctionnel ne change pas de signe. Appliquons ici cette
formule, on aura de suite, en intégrant le long du rectangle, pour le
nombre 2 des racines

oh y__ 12 "(b pt _____'
"n=-— { ] '—}{—-’_‘TJW} dax + - arc tang z’f,("(,,')“) — garc tang z:;((”(;),

les arc tang étant compris entre — = el + =

L'intégrale qui figure dans le second membre pourrait étee ealeulée:
du moins, on a de suite I'intégrale indéfinie qui est

are lang [ f—](;—‘;'))]

ctalors on voit bien, a priori, que le second membre veprésente le
nombre des racines, Il faut done garder U'intégrale, telle quelle est
éerite, et celte formule ne pourrait étre intéressante qu’au point de vue
pratique : elle permet, en calealant par approximation le second
membre, davoir la valeur exacte de n.

5. Prenons maintenant le cas de deux équations

SCryy)==o,
(s y)=0;

nous aurons a considérer le systéme des trois équations

(o, y)=o.
7(xyy)-= o,
-(’ Wy oy _df _’)?): 0.

Nocdy — dy dr
Nous allons chercher le nombre des racines de ce systéme, com-
prises dans le volume limité par le eylindree ayant pour seetion droite

la courhe C etles deux plans

s=—cg, s=+c
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Calculons d’abord la partic de I'intégrale relative a la surface laté-
rale du cylindre. En prenant les notations du n® 1, clle se réduira &
I'intégrale

[ [Adyds +Bdsda.
D’un¢ maniére générale, on a
dy dz = ds cosa, ds di = ds cosf,

d3 désignant I'élément positif de la surface, a et 3 les aigles que fait
avee les axes la normale extérieure & la surface. lei nous pouvons
prendre pour « et 3 les angles que fait la normale extérieure & la
courhe Cavee les axes Ox et Oy et

ds = ds.ds,

ols élant I'élément d’are de G, et ds étant positif. Nous aurons done,
pour I'intégrale précédente,

[H f(A cosa + BeosB)dsds;

mais, sur la courbhe C,
dx ==— ds cosj,

dy =+ ds cosa.

Nous pouvons, par suite, éerire l'intégrale sous la forme

fﬂf(Ady— Bdur) ds:

or on a

A= A— —
(/'t—i-?i-{—l)’zl)? (l) 0[ ()'é ‘)f (),:\),

(f*+ 9+ Drst)
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Il en résulte que, dans P'évaluation du nombre des racines, la por-
tion de l'intégrale double provenant de la surface latérale du cylindre se

réduit & l'intégrale curviligne, prisc positivement le long du contour (C

(2) fl’rlx + Qdy,

ou
y __ 1 d _df o Dd:
Pepliied) [

J_y ([Pt DY)
S AN A Dds
=i (rErn)
: T (g

L’intégrale qui figure dans P et Q peat s'obteniv immédiatement ;
on trouve ainsi

99 _ Y
P = 1 o.r Y o.r h:
= s TR T i
2% Ji+e (fz_*_,?:_}_l)z‘z)z
7 o af
0" av Ty D:
L S '"'“{+ w7 - "’ . l‘
v (/2+?!+|)-2 )

Passons a la portion de l'intégrale relative aux deux premicrs plans
de base du cylindre. Ils donncront I'intégrale double ¢tendue i aire
limitée par le contour (

(3) A L et

en éerivant

Jd Jf

[ ey

93 9% |

R=\2 5 o
oD JD

D5 w

La somme des intégrales (a) et (8) donne le nombre chercheé des
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racines communes aur deuzx e’qual tons

S ()= 0,
7(ny)=0,

contenues dans le contour C.
On voit que le champ d'intégration dans ces deux intégrales ne dé-
pend que du contour C,

6. Le résultat préccdent dépend en apparence du nombre e Les
deux cas limites € = o el ¢ == = appellent nécessairement Fattention.

Iaisons tendee d’abord e vers zéro, Uintégrale () tendra vers zéro,
Quant a Fintégrale (3), elle se présente sous une forme indéterminée
qui rappelle entiérement ce que nous avons Lrouvé pour le cas d’une
seule équation (n° £); nous pouvons dire que le nombre cherehé est la
limite de Pexpression

1 YA eRdrdy
~/ / (f1+ 51— iyt

quand z tend vers zéro, Hest elair que pour ¢ = o tous les éléments de
Fintégrale sont nuls, sauf celui qui correspond & une racine commune
aux deux équations [ == 0, 5 = o, et ¢’est de la que provient la forme
indéterminée. Nous chercherons tout 4 Fheure comment on pourrail
caleuler cette limite pour quelques contours particuliers et en suppo-
sant que /et 5 soient des polynomes.

IFaisons maintenant angmenter indéfiniment ¢ dans les intégrales (2)
et (3). On voit immédiatement que la premiére tend vers

o l)‘ Sds— = df

2rJo 1D Set

| D | désignant la valeur absolue de D).
Cette intégrale est a rapprocher de Fintégrale

v (fde—def
/

- -y

4 "3
S+

faisant connaltre la différence entre le nombre des racines contenues
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dans C, pour lesquelles le déterminant fonctionnel D est positif, et
celles pour lesquelles il est négatif. Les éléments de ces deux intégrales
ne penvent que différer par le signe sur certaines parties du contour.

. L4 ’ L4 . ' .
Quant i Tintégrale (3), clle se réduit, en posant e = -, &

v
1 ' wRdrdy
— ~s
“2/ [D*+ (1 )T

dont on doit chercher la Jimite pour v, = o. Il y aura ici, pour 5, = o,
une snite d’éléments indéterminés correspondant aux valeurs de .z et y,
pour lescquelles

]) = 0.

Si D ne s'annule pas a Uintérieur de C, cette limite est nulle et 'on
n'a qu’i prendre Uintégrale curviligne, ce qui est accord avee le -
sultal dont nous avons fait usage au n° 4.

7. Appliquons les considérations préetdentes au cas on le con-
tour considéré se réduit i un carré dont les ¢otés peavent étre suppo-
sés paralléles aux axes et oi les deux fonctions f(i, y) et 3(.z, y) sont
des polynomes. On peuat, dans ce cas, éerire les deux équations simul-
tanées

S(Lyy) =0,
(oy)=o0
sous la forme
f(x)=o,
y—F(z)=o0,
S () et F(ir) représentant deux polyndmes, puisqu’on suppose qu'il
u'y a que des racines simples. Le polyndéme f(x) n’aura aussi que
des racines simples.

Il s’agit de trouver le nombre des racines (., y) communes & ces
deux ¢quations, pour lesquelles

alx<b,
ceLy<d.
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On suppose qu’aucune des racines des deux équations nc se trouve
sur une des droites limites.
Le déterminant fonctionnel D se’réduit ici & f(.c), et I'on a

Ra==f*—ff".
Nous devons done considérer Pintégrale
s S [ dxdy
/ / Uy Fpefrsfof
étendue i laire du rectangle, et faire tendre & vers zéro,
En cffectuant Pintégration par rapport a y, cette intégrale devient

I / L __—_{” l‘)(f’a ) ,‘f” ,—,Ir _ _ /" ele ~F(ft ffdr
' (f2 -!f'f [ (el F) +jz..:.;1f' Jz [ (/‘z_{_lz/!z,l:(c,__].‘)z_f_fz .3}/;]

Quand & tend vers zéro, les seals ¢léments de intégrale

A

(_/‘—‘7—3""/'")[(//—'- Iy 4+ [+ _,_z/u]"'.f

*a

ne tendant pas vers zéro sont ceux qui correspondent aux valeurs de .«
racines de f(x). Au licu de l'intégrale précédente, nous pouvons donc

nous horner a la suivante ( en développant - par la

]
V el - F)'+ /’ "f"
formule de Taylor

_1« S(f ff)dr
f [d "F| ([t

ce ui nous conduit, pour ¢ == o, a

Ib ({l——-l‘)j
S

- %

1% désignant Uindice entre @ et b, au sens de Cauchy (*), de la fonetion

(") Lindice 12F(z) d’'une fonction rationnelle F(x) est I'esces du nombre
de fois que F(x)passe de + cc i - 2 sur le nombre de fois qu’elle passe de — »
+ =, quand z varie d’une maniére continve de @ a b. On sait que Cauchy a
donné un procédé régulier de calcul pour trouver ce nombre, procédé hasé sur
une série d’opérations analogues a celles du théoréme de Sturm,

Journ. de Math. (}* séric). tome VILL — Vasc. [, 18qg2. 3
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rationnelle (d——?E)—f—; et I'on aura, par conséquent, pour le nombre

des racines,
1 [,(C"'F)f’ 6(”'—F)
;[lﬂ '—-——T'—— -1 -—;.————f ’
Ce résultat est facile a veérifier directement. Quand ¢, en croissant,
passe par une racine de f(.r), le quotient

passe de + xa — xsic -- Fest négatif, c'est-a-dire si le point (., 3
est au-dessus de la droite y = ¢. De méme, ce quotient passera de
— i + % si le point correspondant (., y ) est au-dessous de b droite
y = c. En désignant done par n et 1/ le nombre des racines de nos
denx équations (comprises entre les droites .« = a, x = b), situées
respectivement au-dessus et au-dessous de la droite y = ¢, ona

b (L‘- F)f’ ‘.
I — =
en remplacant ¢ par o et désignant par N et N les nombres corres-
pondants. on a

o (d—F)f' - .
1”___7__,_ = N---N.

Or, si nous désignons parv le nombre des racines comprises dans le
rectangle, on a
it =Y+ ;\,

N'zzv 'y
donc
n—an--(\N—N'):==2v,
Par conséquent

[ = B0/ P
2 [Ia ’_"77—'— o I“ ""'“j:"' ‘J M

c’est le résultat que nous voulions vérifier (*).

(') Le cas du rectangle avait été déja traité, sous une tout autre forme. par
M. Hermite dans une Communication faite a 'Academie [Hemarques sur le
théoréme de M. Sturm (Comptes rendus, t. XXXVI, p. 294)].
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8. D’une manicre plus générale on peut indiquer une marche régu-
litre de caleul pour trouver la limite de I'intégrale

-l_// H(f*—ffMdxdy
) wy—Fre ey

quand le contour est formé de segments de courbes unicursales.
Cette intégrale double est, en effet, égale a intégrale curviligne

v /‘ df2— [y —Fydr :
d,‘l':" c (12 [(y — F)? + [+ 5':'/“];'
prise dans le sens positif le long du contour C.

Partageons cette intégrale en différentes parties correspondant aux
différents segments de courbes unicursales qui, par hypothése, for-
ment le contour C. Soit I'un d’eux correspondant aux valeurs ¢, et ¢,
du paramétre ¢ dont sont fonctions rationnelles « et y. La valeur cor-
respondante de Uintégrale sera, pour € == 0, en raisonnant comme au
numéro précédent,

Cpp VoS
2ty

Le quotient &7&"- sera unce fonction rationnelle de ¢, et Fon

naura qu'a en prendre Pindice de ¢, 4 ¢,. En additionnant tous les ré-
sultats ainsi obtenus, on aura le nombre cherché.

9. Passons maintenant au cas de trois équations. Quand on a les
(ualre équations
Sy yy3,0) =,
5Ly Y,y 3, 1) = 0,
"]’(.""’ Y3, 1) =0,
1( Ly Yy 5,1) =0

et que le déterminant fonctionnel relatif 4 ces quatre fonctions ne
change pas de signe & P'intéricur do domaine, le nombre des racines
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st donné par l'intégrale

e fff'Adyd.dt-i— Bd.dtdr+Cdtd.rdy-L- Ddrdy rl.
T ant (SP+ 2y
ol
' f af of o'
: dy Jds L
. Oz dv 3
Y dy 05 &
1‘ = )’ )
) 2':{. () (){
! Y dy 093wt
., 9. 9. 0
: /. y ds o
B, C, D «’en déduisant par une permutation cireulaive de r, y, 3, (.
Cect posé, nous avons ici les quatre équations

oy = o A U
Sy, 3) 0, 0 dy 93
?(":0 Y:5) == 0, "0y Ay Dy |

Do

oy 0y 9y
Y T F

Yr, y,3)
Do,

Nous pourrions donner, comme pour le cas de deox variables, la

formule générale avee le nombre arbitraire 25 mais, les formules élant
b

un peu longues i écrire, bornons-nous au terme qui ne tendra pas vers

f'—‘*~°'{dl (IV([.
j/ (WAG ISR Loy’

g A
S dr dy 65

zoro avee g, Co sera

en posant

j’ Jdy dy o dy
T e dy s

R-.!
y 9y 9y P
de dy I3
[ 90 b d»

de dy ds
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Développons les calculs dans le cas ou le volume se réduira i un
parallélépipéde paralléle aux axes, c'est-a-dire ou le domaine A est dé-
fini par les inégalités

a e,
al <y< bl’
a//< = < b//
et en supposant que f, 5, Y se réduisent a des polyndmes.
On admet qu’aucune des racines des trois équations ne se trouve sur

un des plans limites.
On peut mettre les trois ¢uations sous la forme

f(.Z‘i) 20,
- F(.L) == 0,
s —®(x)=o,

Sy F et @ désignant des polynomes en .
Ona

D-.f, R == ff" -~ [

I faut done calculer I'intégrale triple

_'_/.h e (S — D dxdyds
! v Jo U+ (=) =]

En intégrant d’abord par rapport & z et laissant de eoté 1},, on a

' s('/"fﬂ__./‘lj)—‘ .
‘ ST

('u\
) ' o | V—9 ] _ d — b
. “/z‘*"{/lz*‘(}”" [.) —I-(//" ®)?] [j"-—f-s’f"+(‘,1‘-——F—)’+(ﬂ"-'-"')’|,"
/ "_. /‘
s + . e(f, /") .
(2) , al P4 (y — F)
V—ao a — ¢
x [arc tang —-—- .—. ~arclang—-—=2 22 |
1"’\//‘~!~tz"/”'+(y "w' +Ef (- “)]

|
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11 faut effectuer Vintégration par rapport & y; on a alors deux types
différents d'intégrales.

Prenant dans la ligne (v) 'expression

L /e el (L . 4 N
2 fi-ef (= F e+ df T4 - F) = (b @)

nous aurons, en la décomposant, deux termes. Le seul qui soit a dis-
cuter, quand on fera € == o, est le terme

(ffF—
e N TR

(ui, intégré entre @’ et Yy par vapport a y, donne

!

“w

[ 1" V¥ T
—— .‘.__[f f . ) . ['ll’L tang __._,'_ — :_l; —are ld"”’ h/. ﬂ~ - »' y ] .
wl =iyt VI VI

\Nous avons maintenant i intégrer cette expression par rapport a .z,
en nous bornant, d'ailleurs, 4 des petits intervalles autour de chaque
acine de f() == o (on remarquera que, daprés Phypothése faite,
" —~ dn'est pas nul pour ces racines ); pour tout antre intervalle Fin-
tegrale est évidemment nulle quand on fait e - - 0.

Or I'élément précédent peut s'éerire

G('[/ = f”' A(-L’ )9

VIt
A étant une fonction de x quu reste finie pour .« = z|a ¢lant une ra-
cine de f()], et pour ¢ == o. Ecrivons Ilnlvgmlv a effectuer sons la
forme

TR S FEEEL A s
], LTy Ve Adas

le premier facteur est
d( ef’
;/.l" (‘IPL l«l"g "I.’)7

ct il est négatif de 2 -- 9 & 2 + 73 on peut donc écrire, en appliquant
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l¢ théoréme de la moyenne, l'intégrale sous la forme
e —— e 2+ sfl\
v’f‘(&)-.—s“f’*(&)A(E)f d(arc tang—f-),
A-1
% étant compris entre 2 — 7 ¢t 2 + ¥, c'est-a-dire

. o
VIiG) - f 2 (5)AG) [-— = + arclang j,((: -} — arc tang ‘//((1;__:)—‘],
par suite, pour z = o, l'intégrale sera trés petite, ct, comme on peut
prendre 7 aussi petit qu’on veut, la limite de I'intégrale correspondant

4 la ligne y sera nulle.
Nous n’avons donc qu'a considérer la seconde ligne; prenons le

terme

S(ff - [ —b
L/ — arctang - V=% .

At st ft - (r = F ) VI = by

H faut d’abord effectuer intégration, par rapporta y, entre a0’ et &'
En intégrant par partics, on aura comme premier terme

- " 19 . " b
(5) ,W ,f f — ; arc tang it 1K
KAL) [V RSN Sk S*+etf+ (- FF

et e second terme sera, en se bornant i écrire les termes qui ne se ré-
duiront pas & zéro a la limite,

e (f/ __/11) ~/$+52,I: (II”—"))’ ‘y__< [/'
() ,,uz_”ju) - s drcllng—u } ]

b Vit (0 -t

Nous devons maintenant faire la somme des expressions (5) et (6),
intégrer par rapport i .« entre ¢ et b, et chercher la limite poure = o.
Les termes correspondants & y - = &’ donneront

el ff" 12 —F .
D f/ »zf ) N b'""’l‘—' e arc Ldng —b—- (b
)(/ T'sj ) V/z"‘izj“"f-(b' l‘)’ \/‘—f—;zj'-_t_(b__l)[
2 2412 " K
\// +:j” + (b — D)2 are Lang — b —F
b - \/ ‘1‘5/"-&*(1/1 "D)!
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Or, pour ¢ = o ctune valeur de " annulant £ (i), Ia quantité entre

crochets est égale & + ; si le produit
(0 —-Fyb—-a)

est positif pour cette valeur de x, et & — :, st ce produit est neégatif.

On en conclut de suite que Fexpression précédente, intégrée entre a
et b, donnera pour ¢ = o,

= 0 (B -=Fr(b -~y ('
2 4 A ’

et le terme correspondant dans I'intégrale qui donne le nombre cher-
ché des racines sera, par suite,

~r

' I (o' -1 (h"
g SR

S

On anra des expressions analogues provemant des autres termes de
Pintégrale, et, par conséquent, nous pouvons ici, comme duns le cas
de deux variables, trouver le nombre des racines en effectuant sim-
plement des recherches d’indices.



