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THEORIE DES FONCTIONS ALGEBRIQUES DE DEUX VARIABLES, 385

Sur la théorie des fonctions algébriques de dewr variables ;

Pax M. Gustar ROBB, A Srockuoun.

Dans son céléhre Mémoire Recherches sur les fonctions algé-
briques ('), Puiscux a le premier étudi¢ les points singuliers des
courbes algébriques. Plus tard, M. Weierstrass, dans ses Lecons sur
la théorie des fonctions algébriques et des fonctions abélicnnes, o
donn¢ une nouvelle théorie des fonctions algébriques d’unc seule va-
riable, qui est extrémement élégante.

I.’objet de cc Mémoire sera, en suivant une méthode analogue
celle de M. Weierstrass, d’étudier les points singuliers des fonctions
algébriques de deux variables ct, en particulier, de donner la repré-
sentation analytique de la fonction dans le voisinage de ces points.

Soit

(1) fle,y,5)=0

I'équation d’unc surface algébrique; nous nous proposons de repré-
senter toutes les valeurs de z, y, 2 qui sont situées dans le voisinage
d’un point arbitraire (a, b, c) de la surface par des sérics, procédant
suivant des puissances entiéres ct positives de deux variables auxi-

liaires.

(") Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1™ série, t. XV.
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Posons d’abord
r=u+4+a, y=v¢+0, s=w+ec,
on aura 4
Sz, y,5)=Au+Be+ Cw+ (u,0,w)+ ...
ol

(u, v, W)P-

contient les termes d'ordre . Si tous les coefficients A, B, C ne sont
pas nuls, nous pouvons choisir deux fonctions linéaires et homogénes
de u, v, w

s=au+e+yw,

(=a+ 83,0+ v,w,

telles que le déterminant

A B C
(2) « B v |20
@ By v

Considérons alors le systéme

o=Au+ Bv + Cow +(u 0,0 ),+...,
=au + o +yw,
l=a,u+fB,0+vy,w.
Le déterminant des termes linéaires de ce systéme n'étant pas zéro,

toutes les valeurs de , ¢, w dans lc voisinage du point (o, 0,0) sonl

données par les formules .
u=p,(s1),

¥ 2[’2(3’ l),
w=p,(s,1),

ot py (8, 1), ps(8y 1), ps($, ¢) sont des séries entiéres de s et £ qui s'an-
nulent en méme temps que les variables elles-mémes ().

(') Nous entendons toujours, dans la suite, par p(s,t) une série de cette
forme.
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En revenant aux variables z, y, z, nous aurons, par conséquent,
toutes les valeurs de x, y, s dans le voisinage du point (@, b, ¢) de la
surface algébrique

f(z y,3)=0,

par le systéme
r=a+p,(s,0), y=b+p,(s,1), s=e¢+pis, 0.

La question cst beaucoup plus difficile si les trois coefficients A,
B, C s'annulent, c’est-a-dire, si le point (&, b, ¢) est un point multiple
de la surface.

Soit

SOy v, 5)=VF(u,v,w)=(1t,¢, W)+ (U ¢y 8 )y + .. ..
I.'équation F(u, ¢, w)= o commence par des termes d’ordre 1,

mza,
’osons ensuite
r .
s u=a5+80+7,
v 0 , 7
¢ =5+ Ban + Yae-

(3)

. 1 4 ' d
[ w=a,5+8,q+%%

ot les coefficients %, 3, v sont seulement assujettis i la condition de ne
pas annuler le déterminant

l o, xga Yoo
") | % B Y
I %y 3:) Vs

Alors
Fu,e, w)=®(,1,{),

q)(E’ n’ t)= KE’ "ia C)m + (E’ .rH t)md-l RatRRr
Les deuxsurfaces F(u, ¢, w)=o ct (&, , {) = o se correspondent

point par point. A un point de la surface ® (%, , {) = o ne correspond
qu’un seul point de la surface F(u,¢, w)=0 ct nice versa. Au licu
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de considérer la surface F(u, v, w) = o au voisinage du point (o, 0, 0),
nous pouvons considérer la surface ®(%,v,%) =0 au voisinage du
méme point.

Substituons maintenant

(3)

nous aurons

J¥E¢

(I’(E, 7]"5 = ZM[(__’ Ty Vm+ :(7, Ty Dy T I
' =Tlg(me) +4ne ),
ol
% (m9)=0
est une courbe algébrique d’ordre m. Supposons d’abord qu'elle soit
irréductible, et soit (@, b) un point régulier de la courbe. Posons

r=%+a, g=g+Db
Alovs
(D(Ey T C) = Cmq)(,:’ 7, 7‘:) = (”‘G)'(‘:., Tie Z )= o0,

O (7,5,0=A7+Bs, - Cl+(7,5,0a+...,

AZo;
d’ott suit
(6) s=p(e,0).
Cette séric nous donne tout le domaine du point (0,0, 0) de la sur-
face algébrique

a;i (‘:H Gy Z) == 0,

ct, par conséquent, d’aprés (5) et (3), au moins une partiec du domaine
du point (o, 0, 0) de la surfacc

F(u,v,w)=o,
ou du point (&, b, ¢) de la surface

f(z,y,z)=o0.
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n prenant un autre point régulier (a,, b,) de la courbe
v(7,9)=o0,

nous oblenons une autre séric de la forme (6), qui nous donne une
antre partie du domaine du point (o, 0, 0) de la surface

Fu,v,w)=o0.

Il faut, maintenant, chercher les rayons de convergence de la
serie (6)
- 'd
" ‘"[’(7|9 s)-

Supposons (u’elle converge pour

S v N
{74l<0u ’§,<°e
et choisissons une valeur b, telle que

l-i;’ - i’ ’ < ’3. .
Alors le point

=0

5,=b,~ b,

~appartient au domaine de convergence de la séric (6). Daulre part,
si b, a ¢16 choisi de telle sorte que I'équation

o(z,0,)=0

a e racines distineles @, .. ., @,,, NOUS aUroONs

(l‘(’. — Uy, T — 7;,, ::) == Ay (7 — (—IA) -+ B)_(G’ - [;, )+ G+ (.. Dt

>
AZo,
¢ly par conséquent,

(7) 'V—al:P).(""?;nZ)
(N==1,2,...,m).
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Nous pouvons, évidlemment, toujours supposer que I'équation

g(7,3)=o0

contienne les termes 7™ et 2, car dans l'autre cas il suffirait d’introduire
de nouvelles variables par une substitution linéaire et homogéne, c’est-
a-dire, faire un nouveau choix de coefficients de la substitution (3).

Les séries (7) nous donnent toutes les valcurs de 7 au voisinage de

=10, {=o,

mais une partic de ses valeurs sont aussi données par la série (6)

7, =p(a,,{)=p(a = b,7).

Par conséquent, une des séries (7) doit étre identique avec la
série (G) pour Lous les points de leur domaine de convergence com-
mun. Mais alors, d’aprés la terminologic de M. Weierstrass, cetle
série est la continuation analytique de la séric (6) au point

['4
=

'S:[l,, =0,

Ainsi, pour chaque point (J,, o),

ot 'on n'a pas en méme temps

(8) %2(7,9) =0, :7:: =0,

il existe une continuation analytique. Il ’ensuit que, pour des valeurs
assez petites de {, la séric (G) converge, si &, est au plus égal & la dis-
tance du point b au point le plus prochain, pour lequel les équations (8)
sont satisfaites. Mais alors ¢, est égal au rayon de convergence de la
séric

r—a=p(s-0>),
qui représente le domaine du point (@, ») de la courbe

%(z,0) =o.
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Cette valeur de &, n'est pourtant qu’une limite supérieure, ct il
peut se présenter que le rayon de convergence correspondant en {
tende vers zéro. Mais, évidemment, nous n’avons pas besoin de prendre
pour &, la valeur extréme et alors nous sommes toujours certain
d’obtenir un rayon de convergence, en §, qui n'est pas nul.

Supposons, maintenant, que (a,, b,) soit un point critique de la
courbe

2(5,7)=0,
pour lequel on a
?('.,'J‘):(), ——f-::o

Alors

(5 9) s (r—an =D )y + (=~ ay, 3~ b ey +.-.
=(

iy Ty )u + (%4, 71)(1.4-1 +..0
en posant

V=T s—=by=m7,.
La courbe

(7 9)=0

étant irréductible, on a, certainement,

< m.

On peut supposer que

(T1r 70w
contient le terme 7%,

Ensuite, on aura
(I’(E’ i C) =.(:'"(B(79 g, z)= Zma)‘(:” Ty t)’
(10) ;[;1(7” 3,%)= (Rer 31, z)p.. + (50, %)y z)p.l-n +..

ol

me S m.

Alinsi, nous avons ramené 'étude du point multiple (o, o, 0) d’ordre
m de la surface
O, D=0

Journ. de Math. (4* série), lome VIIL. — Fasc. IV, 18, 51
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a I'étude du point multiple (o, o, 0) de la surface
6.(70) Gy t) =0,

mais, dans la derniére, le point multiple est d’un ordre moins élevé.

A chaque point du domaine du point (0, 0, 0) de la derniére surface
correspond un seul point du domaine du point (o, 0, 0) de la premiére,
mais pas inversement. En effet, d'aprés le théoréme fondamental de
M. Weierstrass, on a '

60(719 T t) = [": +;1('3n C)T?—i"*‘- e

(11) _ B _
+Pp.-|(°'n C) T+ Pulsy, Z)'G(Tu TR :)
ou
. (i(0,0,0)<0;
mais

(12) @ 4, )= +p, (0, 5" '+ P (i DG, YD)

((0,0,0)Z0.

A un systéme de 3, et { correspond un seul systéme de v ct 7, mais
le dernier nous donne m valeurs de § et le premier sculement w va-
leurs de =, dont chacunc correspond a une scule valeur de %. Ainsi le
domaine du point (0, 0, 0) de la surface

D [~ |
‘I’.(-,, Ty o) =0

ne nous donne, par conséquent, qu'une partic du domaine du point

(0,0,0) de la surface
Q(Ea s Z) = 0.

Pour trouver le domaine de convergence des séries

;),('3”:)’ ch(’fnz), ey [;‘,,('J’..:,)

de la formule (11), nous procédons d'unc maniére analogue qu’anpa-
ravant. Elles convergent pour

7]<8,  [LI<E
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Soit b, une valeur de g, telle que

lzz"‘zal<an

et que I'équation
ait m racines distinctes

Alorson a

O(r—a¥ s —b,)=M(r—a?) +By(s~-D,) +...

ct
s—adh=p(s—0,%) (A=1,2,....m),
ou : ~
T=% + ay,
s=a,—a,+p(c—b,8) (A=1,2, veey )
(13) 7 =P (s—-0,0).

(Ces séries nous donnent toutes les valeurs de %, au voisinage du
point

-

g = bh (= 05
mais u de ses valeurs sont aussi données par la formule (11),
(14) ':‘,"+1—),(o',, 9Y1us +...—+—[7,,_.(cr., 0=, +1~)|‘(o,, )=o.

Supposons que _
7, =Py (0= 0,70); (A=1,2,...,u)

soient ces valeurs et formons le produit

(l5> !;1, ['74 - Pv(“ - —I;z’t)]

= +P, (6 =B, ) +...+ P, (s =5, {) =o.

Les équations (14) et (15) ayant les mémes racines, leurs coefli-
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cients doivent étre identiques; ainsi

P53, =P(s-0,%) (v=1,2,...0)
pour leur domaine de convergence commnun. Par conséquent,
i_',,(d' - 7;31 C)

est la continuation analytique de la séric

Pv(’c t) T=6G,+ 7"
au point
7=1b,, .

=0,

Hl s’ensuit que, pour des valeurs assez petites de {, les séries
- Y
P (353)

convergent, si 8, est au plus égal a la distance du point b, au point le
plus prochain, ou les deux équations

ol )= 9% _
%(7,9)=0, E=0

sont satisfaites. Mais c'est justement lc rayon de convergence des sé-
ries (gni forment les coefficients de I'équation

Hp ()N P (BT P(s) =0
qui nous doune les @ valeurs de t de I’équation

¢(t,9)=0o,
qui se confondent pour

¢=b, ou o, =o.
Il nous reste a étudier les points de la courbe

?(T’ 0’)= 0,
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(ui sont situés a une distance infinie. Nous pouvons toujours suppo-
ser que tous ces points soient de la forme

(%, %),
i ()

tend vers m valeurs finies distinctes

et, de plus, que le quotient

P

¢, ¢ e

2y eeey
En effet, si la courbe

3(%y9)=0

n’a pas cette propricté, il suffit de faire une transformation homogra-
phique ; mais cela revient i faire un nouveau choix de coefficients dans
la substitution (3).

Nous avons

SR 0= 2(% Tu+ 30 (T s + 2272(55 O+
T T 1 T
= [e(32), (33 G (3

ou, en posant,

/) m+1

Qi a

le second membre devient
) ) a"®,(7,,0,m)=o0.
Mais le point
o, =o, T, =0 A=1,2,...,m)

est un point régulier; ainsi

q"(’t’,, G’.,:)‘—TA;(T, —_ 6)‘\)-\\- B)_O’, -+ C)‘f‘ +...,

A).z (¢}
et

(16) s —o=p(0,1) A=1,2,...,m).
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Par conséquent, le domaine du point

(x’ %,0)
de la surface
6(':, 5,5)=o0

est représenté par m séries distinctes.

(Quant i la valeur du rayon de convergence en o, des sérics (16), il
est facile de voir qu'elles convergent pour des valeurs assez petites
de v, si

)
l"o,<;~;;
ou

la1> 4.,

U] . )
ou ¢, est la valeur absolue la plus grande de¢ , qui correspond 4 un
point critique de la courbe

3(%,9)=o,

on deux ou plusieurs valeurs de = se confondent.
Ainsi nous avons vu que, si nous choisissons un point arbitraive
(a, b) de la courbe
2(5,9)=0,

nous obtenons une partie du domaine du point multiple (0, 0, 0) de la
surface

(I)(E, 7]’2:)= 0.

Nous allons montrer qu'il suffit de choisir un nombre fini de points

(@, b) pour représenter tout le domaine du point multiple en question.
En effet, dans la théorie des courbes algébriques, on démontre qn'il
suffit de choisir un nombre fini de points

(17) ab, ab, ..., al,

de la courbe algébrique
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pour que les séries qui représentent les domaines de ces points re-
présentent aussi, prises enscmble, toute la courbe algébrique.

Les points a, b,, ..., a,b, peuvent étre choisis d'unc infinit¢ de ma-
niéres, mais la suite contient toujours ou hien tous les points communs
aux équations

, = %

f(T,G’)——-O, }:——0,
ou bien aux équations

7(z,5)=0, Jo = 0y

et ensuitc un certain nombre de points régulicrs. Nous choisissons
les points @, b,, ..., a,b, de la premiére maniére. Puis, nous aurons
pour chaque point ( @), 6,) de la courbe

2(%,3)=o0
ou bien
G5, )= —a)+ Biis— b+ G+ ...
('8) A)é(),

si (a3, b, ) est un point régulier, ou bien
iz )=(c—a 5= b, )+ 2 —ayy5— 0,0y L+ ...
!";g Wy < 1,
si wy est le nombre de valeurs de = de I'équation

?(‘:, 7)=0,

«ui sc confondent pour ¢ = J;.
Dans le premier cas, toutes les valeurs de 7, 5, { dans le voisinage du
point (@, by, 0) dela surface

6( T, %, Z) =o0
sont données par la séric

(19) T—a=p(s—b,7),
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a laquelle correspond, pour la courbe

(7 3)=o0,
la série
(20) T—a= ;);_(o' —by).

Dans le second cas, toutes les valeurs de t, ¢, { dans le voisinage: du
point multiple (a,, by, 0) sont données par I'équation

(21) G=a )t p, (5 = b, )= — M b P (7= Iy, D)= 0,
a laquelle correspond, pour la courbe

7(%,9)=0o,
'équation

(22) (=— a;.)“a—i-;;.(a —bh)(c—a .+ };u,.( T—b)=0.

Les séries

(s —=0,0) et pp(s—1h)

des formules (19) et (20) ont le méme rayon de convergence en
(5 — b,). Les séries

(=58 et p(s—b) (v=1,2,...,m),

(ui sont les coefficients des équations (21) et (22), ont aussi le méme
rayon de convergence en (7 — b,).
La courbe
#(7,7)=0

étant d'ordre m, les formules (20) et (22) donnent, cxactement,
m valeurs de 7 pour chaque valeur de o; par conséquent, les formules
(19) et (21) nous donnent aussi m valeurs de T pour chaque systéme
de valeurs de 5 et {. Il suit de l que les domaines des points

(a).yb).y 0) (1=', 25004 ")’
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de la surface
6(1’, g, t)= o,

pris ensemble, représentent tout le domaine du point multiple (o,0,0)

de la surface
o n0)=o0.

En effet, d’aprés (12), tout le domaine du point (o, 0,0) de celte
surface est donné par I'équation

(23) &+ p (D) +... Pu i (0, D) E+ pu(n,{) = 0.

Ainsi, pour

< |f<e.

nous aurons m valeurs de £ mais, d’autre part, on a

G = E'
Supposons que ¢ ait été choisi si petit, que les séries (19) et (21)
convergent. Nous avons vu que, pour chaque systéme de valeurs de s

et t,
198

les formules (19) et (21) nous donnent, exactement, iz valeurs de < et,
comme nous avons

E=7z»

aussi m valeurs de &, ou, justement, le méme nombre, qui est fourni
par 'équation (23 ).
Ainsi, quelle que soit la valeur du rapport

]

'f’

les formules (1g) et (21) nous donnent, exacicment, les m valeurs
de & que nous devons obtenir d’aprés I'équation (23). Alors ces deux

Journ. de Math. (4 série), tome VIIL — Fasc. IV, 1892. 52
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systémes de valeurs doivent étre identiques, et, par conséquent, tout
le domaine du point multiple (o, 0, 0) de la surface

°(§,n,§)=°

est représenté par ensemble des domaines des points (@, by, 0) de la
surface

-(B( Ty Ty Z): 0.

Les points (a,, i, 0) sont ou bien réguliers, ou bien des points mul-
tiples, mais d’un ordre moins élevé que I'ordre du point (0,0, 0) de
la surface

o, ) =o0.

Jusqu'ici nous avons considéré le cas ot la courbe

(7, 9)=o0
est irréductible. Supposons, maintenant, qu’clle soit réductible

9(79)=%(7,9)9:(5,79)... 5(7,9)=0
et soient

Pis P vy Y

ses facteurs irréductibles. Supposons d'abord que tous les facteurs
soient inégaux. Alors il n’y a pas grand’chose a ajouter & cc que
nous avons fait dans le cas ol la courbe est irréductible. Quels sont
les points critiques qu'il faut considérer? Ce sont les points communs
aux équations

(24) 2 (79)=o, a—f:o.

mais
(7 9)= %% %
et, par conséquent,

de _ d¢ J |
=050+ 9} (BaFaee )
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Ainsi, les points communs aux équations (24 ) sont les points com-
muns aux équations

9
%(%,0)=o0, -d%-"=o (v=1,2,...,9)

ct les points communs aux équations

9(%, 9)=0, ¢u(,0)=0 ( p=1,2,...,9,

Puis, en prenant un point arbitraire (a,, b,) de la courbe

#(%,0)=0,
nous obtenons, ou bien un développement de la for me
(25) : r—a,=p(c—b,0),
ou bicn une équation
(c—aP+p(s—0,0)(z—a) ' +...+p(s - b, =0,
A m,

ct nous démontrons facilement que tous ces développements conve r-
gent cn (o — b,) jusqu'au point critique le plus prochain de la courb e

?(‘L’, O') = 0.
Ensuite, chacune des courbes
w(z0)=0 (v=1,...,8)

peut étre représentée par les séries qui représentent les domaines d'un
certain nombre de points de la courbe. Ainsi nous formons une suite
dela forme (17) de ces points, en ajoutant pourtant les points com-

muns aux équations
V=1,2,...,8,

o, (7, 0)=o, w(r,o)=0(u=1,2,...,8,

>
Py
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Enfin, nous pouvons démontrer, en suivant la méme marche qu’au-
paravant, que I'ensemble des domaines de ces points

(ay, byy 0) (v=1,2y...,1)
de la surface _
‘I’(‘:, G’,t): 0,

nous donne tout le domaine du point multiple (o, 0, 0) de la surface

‘I’(Ea "19:) =o0.

Si un point (ay, by, 0) est un point multiple, il 'est, certaincment,
d’un ordre moins élevé que I'ordre du point multiple primitif.
Il y a, cependant, un cas d’exception, c'est le cas ot les courbes

(5 9)=o0, very (T 8)=0
se réduisent toutes 4 des droites qui ont un point commun
(ay; by)-

Alors il peut sc présenter que le point

(ayy byy0)
de la surface _
®(z, 7, t) =0

soit un point multiple du méme ordre que le point (o, 0, 0) de la sur--
face
&, n,{)=0.

Laissons ce cas pour le moment; il sera traité cn méme temps que
le cas ol toutes les courbes ¢,(7, )= 0 se réduisent & une seule
droite.

Supposons, maintenant, que deux ou plusieurs des courbes

o »(1,0)=o0,
se confondent; ainsi

?(7’ 0) =19, (= ")l‘ ?:(T’ 7))" ves ?:(7’ '7)1‘-
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Soit
A>T

Alors un point quelconque de la courbe
?| (1, 0) =0

peut correspondre & un point multiple de la surface

®(1,0,{)=o0.
En effet, ona

QU
-8
S

Rt ] ' ‘) 3 p‘.'l
=N AT o (90 #)

et, par conséquent,

pour chaque point de la courbe
%.(79) =o.

Soit (ay, by) un point régulier de cette courbe qui n’appartient pas
aux autres courbes

¢a(7y 0) =0, ceey %.(7,9) =0,
nous aurons

| P n D=l = o =D (Eaf
(26) ‘ +p)-.(° - "w :)l‘
t G(z—ay, 5~ by, {).

11 est facile de voir que les séries

(27) pi(s=by )y p(3—b,1%)

convergent pour

lc—b,l(S,,
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ou 8, est la distance de b, jusqu’a la valeur la plus prochaine b,, ol
Tona

Par conséquent, b, est, ou bien une valeur pour laquelle on a

do
¢ (t,0) =0, -}J =o,
on bien une valeur pour laquelle on a
¢.(7y0) =0, #(m0)=0 (v=2,...09)

kn cffet, soit b, unc valeur qui appartient au domaine de conver-

gence des séries (27) et qui ne coincide pas avec une valeur b,, on
aura

‘ 6(79 g, C) = [(‘7 - a,,‘)"-i-ﬁ.(c-—b“, :)(": - a"'))-" “+.. .
(28) | +pu(3— by Dl
—i(c —ay,0—b,%),

ol a, cst une racine de P'équation

(20) %.(% by) =o.

Mais our une valcur dc a l’ﬂCin(? dc l,é ualion 2 [CS dcu.\'
| * )
4"(’ llﬂliOllS

(2 —a )+ pi(s—0,0)(z— a)t+...+p, (s —=b,{) =0,

(":-a,‘)‘a-i-};.(o' — by D) (z—a ) ! +-~-+l—’>..(°' - byl)=o0

donnent des valeurs identiques de 7, d’od suit qu'il existe des conti-
nuations analyliques des scries

P.(G’—b,,, 09 teey p;.l(c—-bv,ﬁ)

au point (by, 0). C'est sculement si &, coincide avec un pointd,, qu'il
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n'existe pas de continuation analytique. Mais alors le rayon de con-
vergence en (¢ — b,) est au plus égal &

I-b-v—bvl'

On peut procéder dela méme maniéresi (a,, b,) appartientaux points
critiques.
Enfin on peut choisir une suite de la forme (17)

ab, ..., ab,

qui nous donne toute la courbe

¢(zy0)=o,
et I'on démontre que tout le domaine du point multiple (o, 0, 0) de
la surface

oEn=o0

cst représenté par les domaines des points

(ary by, o), (A=1,2y...,7)

®(t,9,{)=o.

de la surface

Ici il se présente aussi le cas exceptionnel ol le point multiple
(@ by, 0) cst du méme ordre que le point (o, 0, 0) de la surface

(I)(E’ Ny C) = 0.
Cela peut arriver pour un point particulier si les courhes
(T, 9) =0 (v=1,2,...,%)

se réduisent & des droites ayant un point commun, ct pour tous les
points de la courbe

¢(1» ) =o,

si elle est composée de m droites colncidentes.



4ob GUSTAF KOBB.

En résumé, nous avons vu que, quelle que soit la courbe
¢(r 0) =0,

nous pouvons toujours représenter le domaine du pomt multiple
(0, 0, 0) de la surface algébrique

®E =0
par 'ensemble des domaines d'un certain nombre de points
(ay, by0) (A=1,2,...,7)
d’une nouvelle surface algébrique
o(z,0,{) =0,
=1, n=d

on

et que les points (ay, by, o) sont ou bien des points simples, ou bien
des points multiples qui, sauf dans un cas d’cxception, sont d'un ordre
moins élevé que celui du point primitif. Puis aprés nons pouvons trai-
ter chaque point multiple

(ah b)w 0)

de la méme maniére, représenter son domaine par les domaines d'an
certain nombre de points

(@, b, o)

d’une nouvelle surface
‘po("'n Ty (l) =o0,

et ainsi de suite. Généralement I'ordre des points multiples sera dimi-
nué par chaque transformation; mais, comme nous avons vu que,
dans un cas d’exception, le point

(ayy by, 0)

de la surface
d(r,0,) =0
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peut étre du méme ordre que le point (o, o, 0) de la surface

Q(E’ n’ C) = 07

il nous faut démontrer que cela ne peut pas se présenter pour chaque
transformation successive, mais qu'aprés un certain nombre de trans-
formations I'ordre du point multiple sera certainement diminué.

Nous allons suivre exactement la méme marche que M. Weierstrass
dans le cas correspondant de la théoric des fonctions algébriques d'une
seule variable.

Supposons ainsi qu'au point (o, o, o) de la surface

Q(E’ n, %) =o.

F(u,0,w)=0

ou

corresponde un point multiple de la surface
o(1,0,{)=o0,
qui soit égalcment d’ordre m. Nous avons
F(u,v,w)= t”‘a(c, 6, %),
et, d’aprés (3) et (5),
‘ u=(a,7+Boc+7v,)%,

(30) ? 0 = (a7 + B +75)%,

w = (%37 + B30 +7,)¢.
On a ensuite

F(u,0,w)=(1t, 0,0 )+ (% 0, %)y + ...
= Ln[(Y15 Y2s Ya)m+ (%5 0, A+ (7, 0, e +--]

On ne diminue rien de la généralité, en supposant que le point mul-
tiple d’ordre m de la surface

®(t,0,5)=0
Journ. de Math. (4* série), tome VIII. — Fasc, 1V, 18g3. 53
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soit le point (o, 0, 0), car cela revient a supposer

(Yc 1 Vas Vs )m = 0.
I.’équation .
(uy 9, W)= o0,

qui représente, en général, un cone d’ordre m, se décompose dans le
cas actuel en m facteurs du premicr degré. Dans tous les cas, on peut
supposer que deux des quantités y,, Y4, Y5, par exemple v, ¢t v, soienl
différentes de zéro. En cffet, unc de ces quantités est toujours diffé-

rente de zéro; si les deux autres sont égales & zéro, nous faisons une
transformation linéaire et homogéne

u=au +5,v+yw,
- = -
V== U - 3,0 4 YW,
w=a2,u + B,0' + Y0,
¢t nous considérons la nouvelle surface
Flu,v,w)=o,

ou le point (o, v, 0), également, est un point multiple dordre m.
Ensuite, nous posons

c=(a,T,+ Bi7+ 7)),
¢ =(a,%+ f,0,+ v))l,
S=(ay7+ B +v.)%

D’aprés ’hypothése, nous aurons

, R a’(’:’ G,z)=(’7, 0', C)m+(¢’ c’()m-&-l"""'
et ainsi

B(%,9,0)=11®, (7,9, 8) =L [(Y1) Yar Y dm+ (20, 30, Ls,

Ici on peut toujours supposer

ll>
Y320
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En effet, pour que 'équation de la surface
®,(%,9,5)=0

cominence par des termes d’ordre m, il faut que nous ayons

m

(77 7, t)m = H(AI‘: -+ B)U -+ C):),

A=t

l\)'é 0, B)zo’

o

el que ¥, ¥,, ¥, annulent tous les facteurs. S'ils sont tous égaux, nous
ponvens, évidemment, toujours poser

>
Ys<O-
Dans I'autre cas, pour
’
T3~ 0,
il faut que
A=A, B,=DB (h=1,2,...,m),

el, comme
(79 0)n=9(%,5) = (1,9, w),,

qque tous les facteurs de (u, v, w).,, soient égaux. Ainsi pour que nous
ayons

il faut nécessairement que tous les facteurs de («, v, w ), soient égaux.
Posons ensuite

- A -
7:1('3--!—3)’ K=7<1

\

j1ous aurons
®(z,9,0)=1"W¥(=,77),
\F(f’ ;9 Z) = W(;’a C) + 76‘-(1’ ;y Z)’

ol

(@D =[5+ CD.
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Enfin, nous prenons la surface
¥(7,0,{)=0

comme point de départ et posons

o =(a\t,+ B, +71,)%,
C=(a)m + Bio+12)0
t=(ay7,+ P60+ Ys)0,

et nous sommes certains que
' > o
(1< O

Ensuite, comme les facteurs de

¥(s,0)
sont différents, nous aurons
12205
et ainsi de suite.
Supposons, maintenant, qu'une suite de transformations nous ait
conduit aux surfaces

6("&', g, z) =0,
q’l("n Ty t;) =0,
D, (% 95, ,) =0,

---------- tesse sy

q’r(7r’ Ory Cr>= 0,

ol les points multiples correspondants sont tous d'ordre m. Nous
allons donner une limite supéricure de 7. Exprimons d’abord les va-
riables u, v, w en les variables 7,,5,,{, : ona

u=(a+ B +1 )07+ B0 +7,) (2 %+ B %+ 1)%
(31) o=(a,7T + B0 + ¥,) (e T+ Byo + Yo - (2 5+ B 3+ ),
( w=(a37 + B0+ Ys) (237, + By, + ). () 5,4+ 45, 4+ v,
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ou

u= [Y‘Y;Y; ‘e (")""(7" Grs r)]z = [F. +(7,-, Cps Cr).lz"
(32) ¢ V= [72 Y;Y; . (') + (Tr) Gry z )] zr'— [Fl -+ ( vry Ory zr)]\rn
w= [73 Y; Y; . (r;_*_(,:" Sry z:r)] Zr— [ra -+ ( “r1 Fry sr)] are

D’aprés ce que nous avons dit, les deux produits
—_ r _—
Fo=vy...vy et Ty=v,...9;

sont différents de zéro.
Fnsuite,

F(u,o,w)={"®(x,3,{).

En différentiant par rapport a 7, get g,

oF «)t oo
5;,&.2: azC—t- t=t”‘—,,—;»

o R LY R LY R

JF JF o oF

m -
ah TE% T =t or""”"" e,

d’ot résulte

OF _ vy,
u =8""%s -
, oF -
(33) { % ={ '7,2,
t)w tm-l.

. . . . = 9 PO
ol ., % €L % sONt des fonctions linéaires et homogeénes de @, '())-:, :))—7

dtb
d" '
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En procédant de la méme maniére, on obtient enfin

: l? = Zm tm e z;'” q)r (-'" o” ,\:,-),

L AR CH N &}
(31) /

()‘, ("' 'ém Y. Cm ' (n(." Ty 'rr)s

OF _ ymyymes

5 =T LT (et ),

”

ou, d’aprés les relations qui cxistent entre les variables | SRR
' F= t:mr“’ f (7" Cry tr)q)r(‘:n Try Cr)s

JdF -

—; = c’rm m"“f! (71" Sry Cr)‘/,(.’)(cn Sry Cr)’

0‘, Z"" M"“fz( “ry %ry Cr)/m “ry%r \r)q

' l)w {""- '“H)fﬁ( “ry Iry :r)/“ ( ory Try C )

(15) !

Nous allons nous appuyer sur le théoréme suivant :

Soient g(u) et Y(u) deur fonctions enticres et rationnelles de u
qui Ront pas de facteur commun, on peut troucer dew wulres
fonctions entiéres et rationnelles de u,

L(u) et M(u),
L(u)5(u)+ M(u)$(w) =1.

Les coefficients de L(u) et de M(u) sont des fouctions ration-
nelles des coefficients de 3(u) ety (u).

de sorte que

Appliquons ce théoréme aux fonctions
J \
F(u,0,0) et - [F(u,0,w),

qui, considérées comme des fonctions de u, remplissent, évidemment,
les conditions exigées.
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Ainsi
(36) L(u,0,w)F(u,0,w)+ M(u,0,w) d% [F(u,0,w)]=1.

Les fonctions L(u, v, w) et M(«, ¢, w) sont des fonctions rationnelles
de v ct w. Soit

7.0, %)

leur dénominateur commun qui, du reste, n’est autre chose que le
discriminant de I'équation

F(u,v,w)=0,

considérée comme une équation en z. Multiplions les deux membres
de P'équation (36) par (v, w), de sorte que le premier membre de-
vienne une fonction enti¢re. On aura done

(37) L(u,¢,w)F(u,v,w)+ M(a, v, w)a% [Flu,e,w)]=7(s, o).

Soit
70, 0) = (0, @)+ (0, @) +.. .+ (v, w),.
En substituant dans I'équation (37) les valeurs de u, ¢, w expri-

meées en %, 5, %, lc premier membre contient comme facteur au

moins

t(n»mm—n
r b

d’aprés (35), mais le second membre n’en contient (ue
43 nw>0,"0.;
car on peut toujours supp oser que
7(T5,T5)20,
7.(v, w) n’étant pas réductible. Alors

(r+1)(m—1)3h,.
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Par conséquent, nous avons obtenu une limite supéricure de r ou
du nombre de transformations successives qui puissent nous donner
un point multiple du méme ordre que le point (o, 0, 0) de la surface

F(u,v,w)=o.

Il est évident que le méme raisonnement s’applique & une surface
quelconque de la suite des surfaces transformées.
Ainsi nous pouvons énoncer le résultat suivant :
Soit
(0,0,0)

un point multiple d’ordre m de la surface algébrique
F(u,¢,w)=o.
Par une substitution de la forme
u=(a,7+8,34+7v,)%,
b4

v = (2,7 + B9 +v,)%,

w=(2,7 4+ B35+ v3)%,
nous faisons correspondre & ce point un certain nombre de points
) (av, by, 0), (v=1,2,...,1)
d’une nouvelle surface

zl)-(".', 7,{)=o,

de sorte que I'ensemble des domaines des points (ay, b,, 0) représente
tout le domaine du point (o, 0, 0) de la surface

F(u,o,w)=o0.

Ensuite, nous traitons de la méme maniére chaque point maltiple
de la suite

(ay, by, 0), (v=1,2,...,1)

et nous parviendrons enfin 4 un nombre fini de points simples

(a;}.i’ b('z-)’ o)’ (‘,‘ = I’ 2, ey "))
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dans un nombre fini de surfaces

O (1,0,0)=0 (A=1,2,...,8)

dont les domaines, pris ensemble, représentent tout le domaine du
point multiple (o, 0, 0) de la surface

F(u,v,w)=0,
ou du point (2, b, ¢) de la surface

f(x,y,5)=0.

Le domaine de chacun de ces points est représenté paf une seule
séric ct, par conséquent, tout le domaine du point multiple d’ordre m
est représenté par un nombre fini de séries de deux variables auxi-
liaires.

Ici, le nombre de séries qui sont nécessaires pour représenter le
domaine du point multiple d’ordre m de la surface algébrique

F(u,v,w)=0

w’est pas fixé, comme dans le cas d'un point multiple d’une courbe
algébrique. Nous n’obtenons qu’une limite inférieure. Cela dépend du
fait qu'on peut représenter toute la courbe algébrique

%(7,9)=0

d’une infinité de maniéres par un nombre fini de séries.
Jusqu’ici nous avons supposé que le point considéré (a, b, c) de la
surface

[f(z,y,3)=0,

fdt un point a distance finie. Le cas ou les variables deviennent infi-
nics se ramene facilement au cas considéré. Soit

c==,
on n’a qu’4 poser
i
=T

2y

Journ. de Math. (}* série), tome VIfI. — Fasc. IV, 18g2. 54
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ct Pon étudie le point (a, b, o) de la surface transformée
fc(""’y’ Z.):—‘- 0.

Ainsi nous avons vu que le domaine d’un point quelconque de la
surface algébrique

f(a",}”:)=°

peut tre représenté par un nombre fini de séries de deux variables
auxiliaires.

Maintenant nous allons démontrer que toute la surface algébrique
peut étre représentée par un nombre fini de telles séries. Considérons
les deux équations

(38) S(&5 )5 3)|=0,

2 £y, 3)]=o.

En éliminant « entre ces deux ¢quations nous obtenons une certaine
courbe algébrique

(39) ¥(y;3)=o0.
Pour chaque systéme de valeurs de y et 3,
y=b s=g¢
qui n'apparticnt pas & la courbe (39), on a
o =flz,y,5)=MA(r—a)+B(y—-b)+Cy(s—c)+....
ou
ct, par conséquent, il existc un développement
(40) z—a=p(y— b,z ~¢),
qui représente tout le domaine du point

(a).’ l’yc)y
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et qui converge pour

ly —b| <8,y |z—c|< 8.

Lesrayons de convergence ¢, et  ne sont, certainement, pas nuls au
méme temps, c'est-a-dire, & n’est pas égal i zéro, si 5, a éié choisi
assez petit et vice versa.

Fixons ensuite la valeur

<~ =_cC.

A cette valeur 5 = ¢ correspond un nombre fini de racines de I'é-
quation (39) |
v(¥y3)=o0,
by by ooy b

qui sont telles que, pour le systéme
y=b, z=¢

il w’existe pas de développements de la forme (40). Ces valeurs cor-
respondent, par conséquent, & des points critiques de la surface

S (e, y,3)=0,

Imais non pas nécessairement & des points multiples. Soit s une valeur
dans le voisinage de ¢

|z —c|<,
les valeurs correspondantes des racines de I'équation
$(y,3) =0,
Yoo Yay ey Yoy coes Yy

sont toutes situées dans le voisinage des valcurs

by by ..y by, .. 0,
de sorte qu’on a

|}’).-[/).|<8a ()‘='a 27'--1")’
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ot &, tend vers zéro au méme temps que 8. Mais, si & a été choisi
assez petit, nous avons vu que le domaine du point critique

(ag‘”" b}, c) vy =1,2..., 00,

A=1,2,..,71
est représenté par un nombre fini de séries. Ensuite, soit
1<,

et soit 3, la valeur correspondante de 4,, on a

X ~

a' 'J.O

Appelons C, ct G, les cercles qu'on décrit autour du point b

comme centre avee les rayons 8, et 3,. Pour chaque valcur

y= [),
au dehors des cercles G, il existe un développement

a:—a,.:p)_(y— ,), 3 — l')
qui converge pour

|z~e¢|<L3

et dont le cercle de convergence des y soit A. D’aprés ce que nous
avons dit, le cercle A est au moins tangent au cercle C, le plus pro-
chain. Les cercles C, étant situés dans Vintérieur des cercles G, il
s'ensuit qu’on peut couvrir tout le plan des y par les cercles C, et un
nombre fini des cercles A. Les valeurs infinies de y appartiennent ou
bien au domaine d'un point critique, ou bien au domaine de conver-
gence d’unc séric de la forme (40).
Ainsi tous les points de la surface algébrique

f(.’L', Y 3) =0,

pour lesquels
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sont donnés par un nombre fini de séries. Ensuite, il suffit de choisir

un nombre fini de points ¢ du plan des 3, pour que leurs domaines &
couvrent tout lc plan des 5. En cffet, toutes les valeurs de s au dehors
d’un certain cercle de rayon,

R=

’

O =

appartiennent au domaine du point 3 = x. Alors il ne reste qu'une
partie finic du plan & couvrir de cercles, dont les rayons sont diffé-
rents de zéro. 1l est ¢vident qu'il suffit d'un nombre fini.

Enfin, & chaque point ¢ correspond un nombre fini de séries et,
comme le nombre des points ¢ est fini, un nombre fini de séries de
deux variables auxiliaires nous donnent toute la surface algébrique

Sfle, y,3)=o0.

Les considérations précédentes reposent sur le fait qu'une courbe
algébrique quelconque
7(%3)=o0

peut étre représentée, entiérement, par un nombre fini de séries d’une
variable auxiliaire.

Ayant obtenu un résultat analogue pour une surface algébrique
(uelconque, nous pouvons 'employer pour démontrer le méme théo-
réeme pour une hypersurface algébrique

S(@yy &y 25, 2,)=0
et ainsi de suite. Nous pouvons donc énoncer le théoréme général :
Une hypersurface algébrique quelconque de (n + 1) variables
f('”n Lgyooryling ) =0

peut toujours étre représentée par un nombre fini de séries de
n variables auxiliaires.




