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THÉORIE DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES DE DEUX VARIABLES. 385 

Sur la théorie des fonctions algébriques de deu.v variables ; 

PAR M. GUSTAF ROBB, A STOCKHOLM. 

Dans son célèbre Mémoire Recherches sur les fonctions algé-
briques ('), Puiscux a le premier étudié les points singuliers des 
courbes algébriques. Plus tard, M. Weierstrass, dans ses Leçons sur 
la théorie des fonctions algébriques cl des fonctions abêliennes, a 
donné une nouvelle théorie des fonctions algébriques d'une seule va-
riable, qui est extrêmement élégante. 

L'objet de ce Mémoire sera, en suivant une méthode analogue à 
celle de M. Weierstrass, d'étudier les points singuliers des fonctions 
algébriques de deux variables et, en particulier, de donner la repré-
sentation analytique de la fonction dans le voisinage de ces points. 

Soit 

<■) f(x,y,z)~ ο 

l'équation d'une surface algébrique; nous nous proposons de repré-
senter toutes les valeurs de a?, y, s qui sont situées dans le voisinage 
d'un point arbitraire (a, c) de la surface par des séries, procédant 
suivant des puissances entières et positives de deux variables auxi-
liaires. 

(') Journal de Mathématiques pures et appliquées, ire eérie, t. XV. 
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Posons d'abord 

x = u 4- il, y = r 4- ù, <3 = <»· -h <\ 

on aura 
f (x, y, 5 ) = AM -h ΒI' 4- Co> -H (//, Γ, W)i 4- — 

où 

(a, <·,«% 

contient les termes d'ordre p. Si tous les coefficients A, B, C ne sont 
pas nuls, nous pouvons choisir deux fonctions linéaires et homogènes 
de m, t>, w 

Hrrz α α 4- β c 4- γ »·, 
/ = α, M 4- β,Γ 4- γ,ιν. 

telles que le déterminant 
A η c 

(2) α β 7 £o. 

«ι β, γι 

Considérons alors le système 

ο =. A u 4- Β Ρ 4- Cw 4- (M, P, 4-..., 

s = olu 4- ΒΡ 4- γνν, 
ί = «,« + βιΡ4-γ»«'. 

Le déterminant des termes linéaires de ce système n'étant pas zéro, 
toutes les valeurs de M, E, W dans le voisinage du point (Ο, Ο, O) sonl 
données par les formules 

M =p (s, l). 

Γ = p2(S, /), 
iV = p

3
(s

i
t), 

où /), 0> 0 sonl ^es series entières de s et / qui s'an-
nulent en môme temps que les variables elles-mêmes (' ). 

(') Nous entendons toujours, dans la suite, par ρ(α,τ) une série de celle 
forme. 
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En revenant aux variables χ, γ,ζ, nous aurons, par conséquent, 
toutes les valeurs de χ, y

)
 ζ dans le voisinage du point («, b, c) de la 

surface algébrique 
/O. y.-) = <>, 

par le système 

./· = «+-/>,(*, /), y=b+ l), / ). 

La question est beaucoup plus difficile si les trois coefficients A, 
11, C s'annulent, c'est-à-dire, si le point (a, b, c) est un point multiple 
de la surface. 

Soit 

./X y > * ) — b )m + (u, v, w) m+1 + ... 

I,'équation F(//, r, «') = ο commence par des termes d'ordre iw, 

m t Ί. 
Posons ensuite 

I « = »,ξ + «Ι,η + γ,ζ, 
(.')) Ι »· = β,ξ + β,η +y2S, 

I ιν^β,ξ + β,η + γ,ζ, 

où les coefficients α, β, γ sont seulement assujettis à la condition de ne 
pas annuler le déterminant 

α, β, Τι 

(Ό «» β» T. · 
α. β» Τ» 

Alors 
F(a, e, «ρ) = Φ(ξ,η,ζ;, 

Q (ν *1» 0 ̂  ^ι> 0'« (ν ι» ** )'«+· ~>~···· 

Les deux surfaces F(h, ç, w) = ο et Φ (ξ, η, ζ) = ο se correspondent 
point par point. A un point de la surface Φ(ξ, η, ζ) = ο ne correspond 
qu'un seul point de la surface F(«,R, IV)= Ο et vice versa. Au lieu 
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de considérer la surface F(«, e,.w) = o au voisinage du point (ο, o, o), 
nous pouvons considérer la surface Φ(ξ, η,ζ) = ο au voisinage du 
même point. 

Substituons maintenant 

(>> ς=τζ, η = *,, 

nous aurons 

Φΐ. S» *1» C) — ^ ' )m ' ~f~ · · · | 
= ϊΜ[?(^σ) +····!> 

oil 
φ(τ,σ) = ο 

est une courbe algébrique d'ordre m. Supposons d'abord qu'elle soil 
irréductible, et soit («, b) un point régulier de la courbe. Posons 

τ = τ, -f- «, σ = σ, -+-/>. 
Alors 

Φ(ξ,η,ζ) = ζ'ηΦ(τ, τ,ζ) = ζ'"Φ,(τ,, σ,, ζ ) = ο, 

Φ|(
τ

η £.)
 = Ατ,-h Βσ, 4- 4- (τ,, 7,, ζ )

3

 -h. . ., 

Α>ο; 
d'où suit 

(β) Μ=ΚσιΌ· 

Cette série nous donne tout le domaine du poinl (ο, o, o) de la sur-
face algébrique 

Μ=ΚσιΌ· 

et, par conséquent, d'après (5) et (3), au moins une partie du domaine 
du point (ο, o, o) de la surface 

F(«, ?,«>) = o, 

ou du point (a, b, c) de la surface 

S (x, y, s)=o. 
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K11 prenant un autre point régulier («,, />,) (le la courbe 

9(τ,σ)=ο, 

nous obtenons une autre série de la forme (6), qui nous donne une 
autre partie du domaine du point (ο, ο, o) de la surface 

F(«,r,w)=o. 

11 faut, maintenant, chercher les rayons de convergence de la 
série (G) 

τι = /> (*.»£)· 

Supposons qu'elle converge pour 

Μ=ΚσιΌ· Μ=ΚσιΌ· 

et choisissons une valeur ù
t
 telle que 

|A, - b\<0,. 

Alors le point 
σ, = //, - Λ, ζ = ο 

appartient au domaine de convergence de la série (G ). D'autre part, 
si />, a été choisi de telle sorte que l'équation 

?(MO=° 

a /// racines distinctes ci
n
 ..o

/n
, nous aurons 

Φ (τ — Λ)., cr — lf
t
, ζ) —- A) (τ — (Ζχ) -t- 13),— />, ) + L.)X τ .. )

2
 -t-., 

A).<o, 
et, par conséquent, 

(7) t-= ζ) 

(λ-=1,2,...,«). 
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Nous pouvons, évidemment, toujours supposer que l'équation 

?(-> »)=o 

contienne les termes τ"1 et J"1, car dans l'autre cas il suffirait d'introduire 
de nouvelles variables par une substitution linéaire et homogène, c'est-
à-dire, faire un nouveau choix de coefficients de la substitution (3). 

Les séries (7) nous donnent toutes les valeurs de τ au voisinage de 

v = bn ζ = ο, 

mais une partie de ses valeurs sont aussi données par la série (6) 

-.=/>(»» ζ)=ρ(*-'>,Ό· 

Par conséquent, une des séries (7) doit être identique avec la 
série (G) pour tous les points de leur domaine de convergence com-
mun. Mais alors, d'après la terminologie de M. Wcicrstrass, cette 
série est la continuation analytique de la série (G) au point 

<r = b
n : = «. 

Ainsi, pour chaque point (/>,, o), 

Μ=ΚσιΌ· 

où l'on n'a pas en même temps 

<*) Μ=Κσι =ΚσιΌ· 

il existe une continuation analytique, il s'ensuit que, pour des valeurs 
assez petites de ζ, la série (G) converge, si S, est au plus égal à la dis-
tance du point b au point le plus prochain, pour lequel les équations (8) 
sont satisfaites. Mais alors 5, est égal au rayon de convergence de la 
série 

τ -α=
ρ(

σ
_ b), 

qui représente le domaine du point ( «, b) de la courbe 

o(~, ff)=0. 
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Cette valeur de δ, n'est pourtant qu'une limite supérieure, et il 
peut se présenter que le rayon de convergence correspondant en ζ 
tende vers zéro. Mais, évidemment, nous n'avons pas besoin de prendre 
pour δ, la valeur extrême et alors nous sommes toujours certain 
d'obtenir un rayon de convergence, en ζ, qui n'est pas nul. 

Supposons, maintenant, que (a,, b
{
) soit un point critique de la 

courbe 
φ(τ,σ) = ο, 

pour lequel on a 
/ Λ ?(-,») = «, 57 = 0· 

Alors 

φ(τ, τ) (τ - α,, σ- ί,)μ + (τ — α,, σ - Α,)μ+, -h... 
~ ( Μ » *ι )μ ·+■ (~Μ ^ΐ)μ+ι ■+"···» 

en posant 
7 Cl \ — 71, 7 —■ bt = 7,. 

La courbe 
?(-. »)=« 

étant irréductible, on a, certainement, 

IA<M. 
On peut supposer que 

(τη *<)μ 
contient le terme if. 

Ensuite, on aura 

* (5. η. ζ)='ί'"φ(-. ». ζ)=ί"*.( >). 
(ΐθ) <!*,(*!, 7,, ζ) ~ (τ,, 7|, ζ)μ,

(
 4" (î) J 7,, ζ)μ

1+
| + .... 

où 
τ -α=ρ(σ_ b),Μ=ΚσιΌ· 

Ainsi, nous avons ramené l'étude du point multiple (ο, ο, o) d'ordre 
m de la surface 

•(ξ. η, 0=<> 
Jourit. de Math. (4* série), tome VIII. — Fasc. IV, ι%ι. 5l 



3ga GU8TAF KOBB. 

ù Tétude du point multiple (ο, ο, o) de la surface 

P, (T1, S1, S1) = 0ar.,0 = °> 

mais, dans la dernière, le point multiple est d'un ordre moins élevé. 
Λ chaque point du domaine du point (ο, ο, o) de la dernière surface 

correspond un seul point du domaine du point (ο, o, o) de la première, 
mais pas inversement. En effet, d'après le théorème fondamental de 
M. Wcicrstrass, on a 

+/ν-ιΟι, ϊ)". Ϊ)Μ"·('Η "-)(M) j φ·^τ»' "*·' ζ> = Ι'ίτ -α=ρ(σ_ b),Μ=ΚσιΌ· 
(11) 

+/ν-ιΟι, ϊ)". Ϊ)Μ"·('Η "-)(M) j φ·^τ»' "*·' ζ> = Ι'ίτ -α=ρ(σ_ b),Μ=ΚσιΌ· 
où 

Γί(ο,ο,ο)<ο; 
mais 

(12) Φ (ξ. η, ζ) = [ξ'"-μ/?
Ι
(η,ζ)ς,η 1 /λ„ (*/J, ζ)|(1(ξ, τ„ ζ; 

Ci (ο, ο, ο)^ο. 

A un système de σ, et ζ correspond un seul système de η et ζ, mais 
le dernier nous donne m valeurs de ξ et le premier seulement u va-
leurs de dont chacune correspond à une seule valeur de ξ. Ainsi le 
domaine du point (o, o, o) de la surface 

φ,Οπ ζ> = « 

ne nous donne, par conséquent, qu'une partie du domaine du point 
(o, o, o) de la surface 

Φ(ξ, η, Γ) = ο. 
Pour trouver le domaine de convergence des séries 

P1 (S1, S) M*nï), ···» /V>nO 

de la formule (11), nous procédons d'une manière analogue qu'aupa-
ravant. Elles convergent pour 

+/ν-ιΟι, ϊ)". Ϊ)Μ"·('Η "-)(M) j φ·^τ»' "*·' ζ> = Ι'ίτ -α=ρ(σ_ b),Μ=ΚσιΌ· 
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Soit?
3
 une valeur de a, telle que 

+/ν-ιΟι, ϊ)". Ϊ)Μ"·('Η "-)(M) j φ·^τ»' "*·' ζ> = Ι'ίτ -α=ρ(σ_ b),Μ=ΚσιΌ· 
et que l'équation 

·('Η "-)(M) j φ·^τ»' "*·' ζ> = Ι'ίτ -α=ρ(σ_ b),Μ=ΚσιΌ· 
ait m racines distinctes 

a2\ a'?\ a\"i]. 
Alors on a 

Φ(τ - α*', σ - b
2

, ζ) = Α>(τ - α'*') -h Βλ(σ - b
2
) 4-. .. 

et 
7 —a* = />>(» — &„ ζ) (λ = ι, 2,....;«), 

OU 

τ = τ, 4- a3, 

Τ, = Gj (l
2
 4~^>(<X fc

3
, ζ) (X = 1, 2, ..., M), 

(ι3) τ, = Ρ>.(σ —ζ). 

Os séries nous donnent toutes les valeurs de τ, au voisinage du 
point 

' " b
2

y ζ —— ο j 

mais υι de ses valeurs sont aussi données par la formule (ι ι), 

(l\) TÎ4-/>,(*„ ζχ-1 4-...4-ρμ_,0,, ζ)τ, 4-/ν(*Μ ο = °· 

Supposons que 
τ, = Ρ>.(σ- /^2,ζ); (λ= ι,2,..., u.) 

soient ces valeurs et formons le produit 

(15) 

(
 =

 -μ P
|
 (ry _ 5

a)
 ζ)

 X
l*-» 4-. . . 4- Ρ

μ
 (σ - S

a
, ζ) = Ο. 

Les équations (ι4) et (ι5) ayant les mêmes racines, leurs coelli-
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cients doivent être identiques; ainsi 

Ρν('ι|ϊ)=Ρι(»-ί..Ο (ν = 1,2, ...$a) 

pour leur domaine de convergence commun. Par conséquent, 

1\(» -1>» 0 

est la continuation analytique de la série 

pv (S1 ζ) 7=7,-+-//, 
au point 

<7 = Z>
2

, ζ = 0. 

11 s'ensuit que, pour des valeurs assez petites de ζ, les séries 

( = -μ P| (ry _ 5a) ζ) Xl*-» 4-. . . 4- Ρμ (σ - Sa, ζ) = Ο. 

convergent, si £, est au plus égal à la distance du point b, au point le 
plus prochain, où les deux équations 

?(-,*>=<>, ji = «» 

sont satisfaites. Mais c'est justement le rayon de convergence des sé-
ries qui forment les coefficients de l'équation 

v u 1 + Pi(*du~l + · · · 0.)~I ■+- 1>ψ(»|) = » 

qui nous donne les μ valeurs de τ de l'équation 

9(τ,σ)=ο, 
qui se confondent pour 

<j — b{ ou σ, = ο. 

Il nous reste à étudier les points de la courbe 

φ(τ,σ)=ο, 
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qui sont situés à une distance infinie. Nous pouvons toujours suppo-
ser que tous ces points soient de la forme 

(*5 *)» 
et, de plus, que le quotient 

S G) 

tend vers m valeurs finies distinctes 

C,, ..., cm. 
En effet, si la courbe 

ΐ(τ,*)=ο 

n'a pas cette propriété, il suffit de faire une transformation homogra-
pliique ; mais cela revient à faire un nouveau choix de coefficients dans 
la substitution (3). 

Nous avons 

<* Φ(ί ♦ f)m '*/,1 ^)WH-I ^)m+ï · · · 

=*"h ("'· 9,«+W/-' (y +(ζ' *>**» (v ~*,l,+-
ou, en posant, 

-=τ,; ί* = η; 

le second membre devient 

9ΜΦ
1
(τ,,<Γ,,η) = ο. 

Mais le point 
D1 = ο, τ, — (λ — ι,2,.. ·. fit ) 

est un point régulier; ainsi 

φ.(t., ».,>) = Αλ("ι - «0+ Οχβ·, + (:>η +..., 

A><o 
et 

(ι6) '|-^ = ρι(σ„η) (λ = 1,2,, ..., m). 
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Par conséquent, le domaine du point 

(x, x,o) 
de la surface 

( = -μ P| (ry _ 5a) ζ) Xl*-» 4-

est représenté par m séries disiinctes. 
Quant à la valeur du rayon de convergence en σ, des séries ( iG), il 

est facile de voir qu'elles convergent pour des valeurs assez pel îles 
de η, si 

Ι··1<ί 
ou 

M>*.. 
où έ

4
 est la valeur absolue la plus grande de ?, qui correspond à un 

point critique de la courbe 
φ(τ,*) = ο, 

où deux ou plusieurs valeurs de τ se confondent. 
Ainsi nous avons vu que, si nous choisissons un point arbitraire 

( a, b) de la courbe 
φ(τ,σ) = ο, 

nous obtenons une partie du domaine du point multiple {ο, ο, ο) de la 
surface 

Φ(ξ,η,ζ)= ο. 

Nous allons montrer qu'il suffit de choisir un nombre fini de points 
(a, b) pour représenter tout le domaine du point multiple en question. 
En effet, dans la théorie des courbes algébriques, on démontre qu'il 
suffit de choisir un nombre fini de points 

(17) a1, b1, a^b.,, a
r
b, 

de la courbe algébrique 
φ(τ,σ)=ο, 
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pour que les séries qui représentent les domaines de ces points re-
présentent aussi, prises ensemble, toute la courbe algébrique. 

Les points a
t
b
t
, ..a

r
b

r
 peuvent être choisis d'une infinité de ma-

nières, mais la suite contient toujours ou bien tous les points communs 
aux équations 

φ(τ,»)=ο, dx/de = 0, 

ou bien aux équations 

( = -μ P| (ry _ 5a) ζ) Xl*-» 4-. . . 4- Ρμ (σ - Sa, ζ) = Ο. 

et ensuite un certain nombre de points réguliers. Nous choisissons 
les points a

%
..., a

r
b

r
 de la première manière. Puis, nous aurons 

pour chaque point ( <i>, by) de la courbe 

s (τ, σ) = ο 
ou bien 

Φ< τ, σ, ζ)— Ay (τ — α,)-<τ Η>( τ — /;> >-+- C> Ζ t — 
(ι 8) Α>^ο, 

si (a-j, by ) est un point régulier, ou bien 

Φ( τ, s. ζ ) — (τ — «>, σ — Α>, ζV· -Μ τ — «>., 7 - ζ;μ<_, +- ... 

!*>. = ? 

si U) est le nombre de valeurs de τ de l'équation 

( = -μ P| (ry _ 5a) ζ) Xl*-» 4-. . . 4- Ρμ (σ - Sa, ζ) = Ο. 

qui se confondent pour σ = by. 

Dans le premier cas, toutes les valeurs de τ, ?, ζ dans le voisinage du 
point (a>, by,, ο) delà surface 

Φ(τ, σ,ζ)=ο 
sont données par la série 

i'9) - - ax = py(i - b>,Z), 
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à laquelle correspond, pour la courbe 

?(τ, *)=O, 
la série 

<ao) ( = -μ P| (ry _ 5= - br). 

Dans le second cas, toutes les valeurs de τ, σ, ζ dans le voisinage du 
point multiple (α>., 6χ, ο) sont données par l'équation 

(ai) (τ — αγ)Κ + ρι(ν — "* α>·ΤΓ* -+-···-*-/v/9 ~ *)== η-

à laquelle correspond, pour la courbe 

φ(τ,*)=ο, 
l'équation 

(22) (τ — Λ). -h p
%
 (σ — by) ( Τ ~ «>Ρμ

ι
 (7 — //>.) = <>. 

Les séries 
fr(v-bysl) Cl py(>Τ-//>.) 

des formules (19) et (20) ont le même rayon de convergence eu 
(σ ~ ^χ). Les séries 

ρ„(σ-^,ζ) et pH(9-W) (v= 1,2,u>), 

qui sont les coefficients des équations (21)et (22), ont aussi le même 
rayon de convergence en (σ — &>.). 

La courbe 
φ(τ,σ)=ο 

étant d'ordre ut, les formules (20) et (22) donnent, cxacleiuenl, 
m valeurs de τ pour chaque valeur de σ; par conséquent, les formules 
(19) et (21) nous donnent aussi m valeurs de τ pour chaque système 
de valeurs de σ et ζ. Il suit de là que les domaines des points 

(ay, by,, ο) (λ= ι, 2,..., /■), 
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de la surface 
( = -μ P| (ry _ 5a) ζ) Xl*-» 4-. . . 4- Ρμ (σ - Sa, ζ) = Ο. 

pris ensemble, représentent tout le domaine du point multiple (0,0,0) 
de la surface 

φ(5> η»?)=°· 

En effet, d'après (12), tout le domaine du point (o, 0,0) de cette 
surface est donné par l'équation 

(23) ρ, (η, ζ) ξ"-' +.. .+Pm-> (η, ζ)5 + /"«(η* Ο = °· 

Ainsi, pour 
|Η|<Δ, |Ί|<*. 

nous aurons m valeurs de ξ; mais, d'autre part, on a 

σ=2. 

Supposons que δ ait été choisi si petit, que les séries (19) et (21) 
convergent. Nous avons vu que, pour chaque système de valeurs de σ 
et ζ, 

|îi<S, 

les formules (19) et ( 21) nous donnent, exactement, m valeurs de τ et, 
comme nous avons 

ξ = τζ, 

aussi m valeurs de ξ, ou, justement, le même nombre, qui est fourni 
par l'équation (23). 

Ainsi, quelle que soit la valeur du rapport 

n/S, 

les formules (19) et (21) nous donnent, exactement, les m valeurs 
de ξ que nous devons obtenir d'après l'équation (23). Alors ces deux 

Journ. de Math. (4* série), tome VIII. — Faec. IV, 189a. ^2 
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systèmes de valeurs doivent être identiques, et, par conséquent, tout 
le domaine du point multiple (ο, ο, o) de la surface 

( = -μ P| (ry _ 5a) ζ) 

est représenté par l'ensemble des domaines des points (αχ, ο) de la 
surface 

Φ(τ,σ,ζ)=ο. 

Les points (αχ, άχ, ο) sont ou bien réguliers, ou bien des points mul-
tiples, mais d'un ordre moins élevé que l'ordre du point (ο, ο, o) de 
la surface 

Φ(ξ,η,ζ) = ο. 

Jusqu'ici nous avons considéré le cas où la courbe 

μ (σ - Sa, ζ) = Ο. 

est irréductible. Supposons, maintenant, qu'elle soit réductible 

?("> »)= ?i(T, *)· · · ?/■:, σ)= o 
et soient 

Çi» 9" ···' ?' 

ses facteurs irréductibles. Supposons d'abord que tous les facteurs 
soient inégaux. Alors il n'y a pas grand'chose à ajouter à ce que 
nous avons fait dans le cas où la courbe est irréductible. Quels sont 
les points critiques qu'il faut considérer? Ce sont les points communs 
aux équations 

(ai) ?(">*) = <»> Λ=<>· 
mais 

( = -μ P| (ry _ 5a) ζ) Xl*-» 4-. . . 4- Ρμ (σ - Sa, ζ) = Ο. 
et, par conséquent, 

( = -μ P| (ry _ 5a) ζ) Xl*-» 4-. . . 4- Ρμ (σ - Sa, ζ) = Ο. 
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Ainsi, les points communs aux équations (24) sont les points com-
muns aux équations 

( = -μ P| (ry _ 5a) ζ) Xl*-» 4-. . . 4- Ρμ (σ - Sa, ζ) = Ο. 

et les points communs aux équations 
f ν =1, 2, ..., s. 

( = -μ P| (ry _ 5a) ζ) Xl*-» 4-. . . 4- Ρμ (σ - Sa, ζ) = Ο. 

l f" < V· 

Puis, en prenant un point arbitraire (α
ν
, 6

V
) de la courbe 

φ(τ, σ)=ο, 

nous obtenons, ou bien un développement de la for me 

(2 5) τ-α
ν
 = /?(σ-£

ν
,ζ), 

ou bien une équation 

(~ - «ν)λ-+-/?,(σ — b„ ζ)(τ — α
ν
)λ~* -h...-4-ρι(σ - b,

n
 ζ) = ο, 

λ < m, 

et nous démontrons facilement que tous ces développements conver-
gent en (σ — b

w
) jusqu'au point critique le plus prochain de la courb c 

9 (τ, σ) = ο. 

Ensuite, chacune des courbes 

?ν(τ,σ)=ο (ν = ι,...,*) 

peut être représentée par les séries qui représentent les domaines d'un 
certain nombre de points de la courbe. Ainsi nous formons une suite 
delà forme (17) de ces points, en ajoutant pourtant les points com-
muns aux équations 

v = 1, 2, ..., s, 

( = -μ P| (ry _ 5a) ζ) Xl*-» 4-. . . 4- Ρμ (σ - Sa, ζ) = Ο. 

u><v 
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Enfin, nous pouvons démontrer, en suivant la même marche qu'au-
paravant, que l'ensemble des domaines de ces points 

(<i
v
, ο) (ν — 1,2, ...,r) 

de la surface 
Φ(τ,σ,ζ) = ο, 

nous donne tout le domaine du point multiple (ο, ο, o) de la surface 

Φ(ί>η>ζ) = °· 

Si un point (α*, ù
v
, o) est un point multiple, il l'est, certainement, 

d'un ordre moins élevé que l'ordre du point multiple primitif. 
Il y a, cependant, un cas d'exception, c'est le cas où les courbes 

φ,(τ,σ)=ο, ..., φ,(τ,σ) = ο 

se réduisent toutes â des droites qui ont un point commun 

(«μ, ύμ). 

Alors il peut se présenter que le point 

(#μ, ύμ, Ο ) 
de la surface 

Φ(τ, σ,ζ)=ο 

soit un point multiple du même ordre que le point (ο, o, o) de la sur-
face 

•(ξ, «1,0=°· 

Laissons ce cas pour le moment; il sera traité en même temps que 
le cas où toutes les courbes φ

ν
(τ, σ) = o se réduisent à une seule 

droite. 
Supposons, maintenant, que deux ou plusieurs des courbes 

Qv (t,p) = 0, 
se confondent ; ainsi 

?(-. ') = ?< Φ ?.(τ, φ<...9,(τ, φ. 



THÉORIE DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES DE DEUX VARIABLES. 4<>3 

Soit 
λ| > I. 

Alors un point quelconque de la courbe 

?«(τ, σ) = ο 

peut correspondre à un point multiple de la surface 

φ(τ, σ, ζ) = ο. 
En effet, on a 

%. =λ- &"&■·■&+$· ···'?-')' 

et, par conséquent, 

*=°> 

pour chaque point de la courbe 

Q1 (t, σ) = ο. 

Soit (α
ν
, by) un point régulier de cette courbe qui n'appartient pas 

aux autres courbes 

<ρ,(τ, σ) = ο, ..., φ,(τ,σ) = υ, 
nous aurons 

(26) 
Φ(τ, σ, ζ) = [(τ - α

ν
)λ< -h ρ, (σ - by, ζ) (τ - +... 

+ Ρ>,(*- kl ΌΙ· 
G(T-a

v
, 7-by,ζ). 

Il est facile de voir que les séries 

(27) P
S
{7-by, ζ), PlX*~by,ï,) 

convergent pour 
I»- M<*n 
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où £, est la distance de jusqu'à la valeur la plus prochaine ù
v

, où 
l'on a 

( = -μ P| (ry _ 5a) ζ) Xl*-» 4-. . . 4- Ρμ (σ - Sa, ζ) = Ο. 

Par conséquent, ù
v
 est, ou bien une valeur pour laquelle on a 

?, (τ, <*) = », ^ = <>, 

ou bien une valeur pour laquelle on a 

?·('> ») = o, 9,(-r, σ) = ο (τ = 2, ..., *). 

Pu effet, soit ύμ une valeur qui appartient au domaine de conver-
gence des séries (27) et qui ne coïncide pas avec une valeur /A,, on 
aura 

I Φ(-:, a, ζ) = [(c - a^f< + p,{o — ζ)(τ - α^."' . 
( = -μ P| (ry _ 5a) ζ) Xl*-» 4-. . . 4- Ρμ (σ - Sa, ζ) = Ο. 

( = -μ P| (ry _ 5a) ζ) Xl*-» 4-. . . 4- Ρμ (σ - Sa, ζ) = Ο. 

ou βμ est une racine de l'équation 

Q1 (t, bu) = 0.^μ) = 0· 

Mais, pour une valeur de αμ racine de l'équation (29), les deux 
éq nations 

( τ - α
ν
)λ. -+- p

t
 (σ - ù

v
, ζ)(τ - a

v
)V-« -h... -h />,„<> - /;

v
, ζ) = ο, 

( τ — αμ)
λ·4-ρ,(σ - /;μ, ζ)(τ — βμ)Α. 1 4-.. .4-/>λ|(<τ - /;μ,ζ) = ο 

donnent des valeurs identiques de τ, d'où suit qu'il existe des conti-
nuations analytiques des séries 

P<(?— b„ ζ), ..., Λ,(σ — />
ν
,ζ) 

au point (ύμ, ο). C'est seulement si ύμ coïncide avec un point ù
v
, qu'il 
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n'existe pas de continuation analytique. Mais alors le rayon de con-
vergence en (σ — b

H
) est au plus égal à 

l*v-U 

On peut procéder delà même manière si (ciy, b
s
) appartient aux points 

critiques. 
Enfin on peut choisir une suite de la forme (17) 

a1 b1, ..., arbr, 

qui nous donne toute la courbe 

φ(τ,σ) = ο, 

et l'on démontre que tout le domaine du point multiple (ο, 0, o) de 
la surface 

φ(5,η, 0 = ° 

est représenté par les domaines des points 

(#λ» (λ — ι j 2, ..., J') 
de la surface 

Φ(τ, », ζ) = ο. 

Ici il se présente aussi le cas exceptionnel où le point multiple 
(«>, bXl o) est du même ordre que le point (ο, 0, o) de la surface 

Φ(ξ, η, 0 = °· 

Ola peut arriver pour un point particulier si les courbes 

φ/τ, σ) = ο (ν = ι, 2,.s) 

se réduisent à des droites ayant un point commun, et pour tous les 
points de la courbe 

φ(τ, σ) = ο, 

si elle est composée de m droites coïncidentes. 
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En résumé, nous avons vu que, quelle que soit la courbe 

<ρ(τ, σ) = ο, 

nous pouvons toujours représenter le domaine du point multiple 
(o, », o) de la surface algébrique 

Q (E, n, S) = 0 

par l'ensemble des domaines d'un certain nombre de points 

(<*h k, ο) (λ= ι, 2, .r) 

d'une nouvelle surface algébrique 

Φ(τ, σ,ζ) = ο, 
où 

ξ = τζ, η = σζ, 

et que les points (αχ, ki o) sont ou bien des points simples, ou bien 
des points multiples qui, sauf dans un cas d'exception, sont d'un ordre 
moins élevé que celui du point primitif. Puis après nous pouvons trai-
ter chaque point multiple 

(ax, ki o) 

de la même manière, représenter son domaine par les domaines d'un 
certain nombre de points 

(a'x, k> o) 
d'une nouvelle surface 

Q1 (Τ|, ο*,, ζ,) = o, 

et ainsi de suite. Généralement l'ordre des points multiples sera dimi-
nué par chaque transformation; mais, comme nous avons vu que, 
dans un cas d'exception, le point 

(αλ, bh o) 
de la surface 

Φ(τ, σ,ζ) = ο 
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peut être du même ordre que le point (ο, ο, o) de la surface 

Φ(5> η, ζ) = ο, 

il nous faut démontrer que cela ne peut pas se présenter pour chaque 
transformation successive, mais qu'après un certain nombre de trans-
formations l'ordre du point multiple sera certainement diminué. 

Nous allons suivre exactement la même marche que M. Weierstrass 
dans le cas correspondant de la théorie des fonctions algébriques d'une 
seule variable. 

Supposons ainsi qu'au point (ο, ο, o) de la surface 

*(5. ι,0 = °· 
OU 

F («,<>, w)= o 

corresponde un point multiple de la surface 

Φ(τ, σ,ζ) = ο, 

qui soit également d'ordre m. Nous avons 

F(«, Ρ,»>) = ζ'"Φ(τ
)
σ,ζ), 

et, d'après (3) et (5), 

/ «=(α,·: + β,<7 + γ,)ζ, 

(3O) \ «, = («ΪΤ + Ρ,» + Γ
1
)Ζ, 

( <ν=(α,τ + β,<τ + γ,)ζ. 
On a ensuite 

F(«, ν, n>) = (u, v, w)
n + (u,v,w)m.,+... 

= L· [(γ., Ta, γ»)».+(τ, β, ζ)
λ

+■(τ, », ζ)
λ+

, +...]. 

On ne diminue rien de la généralité, en supposant que le point mul-
tiple d'ordre m de la surface 

Φ(τ,σ, ζ) = ο 
Journ. de Math. (4* série), tome VIII· — Fasc. IV, 189s. 53 
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soit le point (ο, ο, o), car cela revient à supposer 

(YMT«Y«)-=°· 
L'équation 

O, t>, w)
m
 = o, 

qui représente, en général, un cône d'ordre m, se décompose clans le 
cas actuel en m facteurs du premier degrc. Dans tous les cas, 011 peut 
supposer que deux des quantités γ,, γ2, γ3, par exemple γ

3
 et γ

3
, soient 

différentes de zéro. En effet, une de ces quantités est toujours diffé-
rente de zéro; si les deux autres sont égales à zéro, nous faisons une 
transformation linéaire et homogène 

u = a, u! -f- β, ν' H- γ, «/, 

ç = a3 u' 4- v' -h γ3 w\ 

w — α
:
,«'-μβ3ρ'·+- γβ«>', 

et nous considérons la nouvelle surface 

F(m', e, cv') = o, 

où le point (o, o, o), également, est un point multiple d'ordre ///. 
Ensuite, nous posons 

- = (α;τ,-Η·β;σ, + γ;)ζ,, 
Î = («;·:,+ β;σ, + γ;)ζ,, 
( = -μ P| (ry _ 5a) ζ) Xl*-» 4-. . . 4- Ρμ (σ - Sa, ζ) = Ο. 

D'après l'hypothèse, nous aurons 

Φ(τ, », ζ> = (τ, <t, ζ),„ + (τ, », ζ),„
+1

 + .... 
et ainsi 

Φ(τ» »> ϊ) = ϊί"φι(τι>^.ϊι) = ΪΓ[(τ',.Τ^ ( = -μ P| (ry _ 5a) ζ) Xl*-» 4-. . . 4- Ρμ (σ - Sa, ζ) = Ο. 

Ici on peut toujours supposer 
V'0><0. 
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Kn ellet, pour que l'équation de la surface 

( = -μ P| (ry _ 5a) ζ) Xl*-» 4-. . . 4- Ρμ (σ - Sa, ζ) = Ο. 

commence par des termes d'ordre m, il faut que nous ayons 

m 

( = -μ P| (ry _ 5a) ζ) Xl*-» 4-. . . 4- Ρμ (σ - Sa, ζ) = Ο. -+- B^cr -+· 0>ζ), 
> = ι 

où 
A)<o, B^o, 

et que γ',, γ^, annulent tous les facteurs. S'ils sont tous égaux, nous 
pouvons, évidemment, toujours poser 

γ',<°· 
Dans l'autre cas, pour 

γ; = °, 
il faut que 

A).= A, 13).= Β (λ = ι, 2,..., m), 
el, couiirie 

(*, ». o)
m
 = φ(τ, ») = («, ν, w)„, 

i|ue tous les facteurs de (u, v, w)
m

, soient égaux. Ainsi pour que nous 
ayons 

V'3 = 0, 

ii faut nécessairement que tous les facteurs de («, e, soient égaux. 
Posons ensuite 

'=
T
('""B)'

 Ζ =
 ̂ ' 

nous aurons 
Φ(^ο,ζ)=τ»Ψ(τ

)
ά,ζ), 

Ψ(τ,5,?)=Ψ(ΐ,ζ)+τ¥(τ,;,Ϊ), 
OÙ 

( = -μ P| (ry _ 5a) ζ) Xl*-» 4-. . . 4- Ρμ (σ - Sa, ζ) = Ο. 
A=t 
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Enfin, nous prenons la surface 

Ψ(τ,σ,ζ) = ο 

comme point de départ et posons 

ί=(α;τ, + β;σ, + γ;)ζ,, 

ï =(βίτI + β«σΙ ■+" Yj)CH 
τ=(«;τ,+ β;σ

ι
 + γ;)ζ,, 

et nous sommes certains que 

Y'»?0· 

Ensuite, comme les facteurs de 

(σ - Sa, ζ) = Ο. 

sont différents, nous aurons 
. . . 4- Ρμ (σ - Sa, ζ) = Ο. 

et ainsi de suite. 
Supposons, maintenant, qu'une suite de transformations nous ait 

conduit aux surfaces 

Φ(τ> 0 = ") 
Φ,(τ,,ϊ

1
,ζ,) = ο, 

Φί(τ»> ».,£.)= ο, 

Φ. 1 η Kr) ~ Ο* 

ou les points multiples correspondants sont tous d'ordre m. Nous 
allons donner une limite supérieure de /·. Exprimons d'abord les va-
riables «t, c, w en les variables t„ c

n
 ζ

Γ
 : on a 

(30 

« = (α, τ -t- β, s -t- γ, )(α;τ, + β; σ, ·+■ γ;).. .(α," τ, ■+■ β* ι, + γ,''' )'ζ„ 
ν =(α,τ + +γ#)(«;τ, + β!,*, -+- γ;).. $',Γ*,+ γ'Γ)ν, 
w = (α,τ + β, e + γ,)(«;τ, + Κ», +γ',). · ( = -μ P| (ry _ 5a) ζ) Xl*-» 4-. . . 4- Ρμ (σ - Sa, ζ) = Ο. 
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OU 

(32) 
" = [Y· Yi YÎ · · · ΥΓ+ (T« ">· £·)]îr=[r,+ (τ,, ff

r
, ζ,)]ζ„ 

" = [Υ>YÎYÎ· ··ΥΓ + (τη ζ,)] [Γ, + 7
η

 ζ,)]ζ„ 

'"=[γ. γ; γ; · · · ΥΓ+(τ„ *
η

 ζ,)] L=[ Γ,+ϊ,)Κ,· 

D'après ce que nous avons dit, les deux produits 

Ia— i 2 * ' * |3 *» 1» "la 

sont différents de zéro. 
Ensuite, 

F (u, ρ, w)= ζΛΦ(τ, σ, ζ ). 

En différentiant par rapport à τ, σ et ζ, 

Is Y' +'£y< +£* =ζ"·ϊ+ωζ-·φ, 

Is Y' +'£y< +£* =ζ"·ϊ+ωζ-·φ, 

Is Y' +'£y< +£* =ζ"·ϊ
+ω

ζ-·φ, 

d'où résulte 

(33) 

Is Y' +'£y< +£* =ζ"·ϊ+ωζ-·φ, 

Is Y' +'£y< +£* =ζ"·ϊ+ωζ-·φ, 

Is Y' +'£y< +£* =ζ"·ϊ+ωζ-·φ, 

°ù y,, χ
2
 et χ, sont des fonctions linéaires et homogènes de Φ, ^ ^ 

et dQ/dS 



4 12 GUSTAP KOBB. 

En procédant de la même manière, on obtient enfin 

(31) 

Ρ=ζ» ζ» ...ζ," Φ, (τΓ,σ„ζΓ), 

%=?.—Λ(-ο »„ wc-. *«-)Is Y' +'£y< +£* =ζ"·ϊ+ωζ-·φ, 

%=?.—Λ(-ο »„ wc-. *«-)Is Y' +'£y< +£* =ζ"·ϊ+ωζ-·φ, 

%=?.—Λ(-ο »„ wc-. *«-)Is Y' +'£y< +£* =ζ"·ϊ+ωζ-·φ, 

on, d'après les relations qui existent entre les variables ζ, ζ,, ·... ζ,. 

(35) 

F=Çr+" / (*,, W·^,, *r, Cr), 

35 = £Γ'"""/.< ·„ «η &)/.',"(*„ ?«·), 

%=?.—Λ(-ο »„ wc-. *«-)· 

df
 = ζΓ—-/, (-, β„ ζ,)·/-(τ„ »„ ζ,). 

Nous allons nous appuyer sur le théorème suivant : 

Soient ç(«) et ψ (m) deux fonctions entières et rationnelles de u 
<fui n'ont pas de facteur commun, on peut trouver deux autres 
fonctions entières et rationnelles de u, 

L (u) et M(tt), 
de sorte que 

L(w) 9 («)-+- Μ(κ)ψ(α)= ι. 

Les coefficients de L (u) et de M (m) sont des fonctions ration-
nelles des coefficients de %(u) etψ(w). 

Appliquons ce théorème aux fonctions 

F (u,v,w) cl ^lFfu.e.w)), 

qui, considérées comme des fonctions de u, remplissent, évidemment, 
les conditions exigées. 
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Ainsi 

(36) L(//, v, w) F(W, E, M(«, v, w) ̂  [F(W, I>, IV)] = Ι. 

Les fonctions L(u, v, w) et M(H, v, w) sont des fonctions rationnelles 
de ν et sv. Soit 

•/.(Ρ. «O 

leur dénominateur commun qui, du reste, n'est autre chose que le 
discriminant de l'équation 

F(u, v, w)=o, 

considérée comme une équation en u. Multiplions les deux membres 
de l'équation (36) par y(e, iv), de sorte que le premier membre de-
vienne une fonction entière. On aura donc 

('λη) L(u, e, w) F(u, v, w)-+- M (a, c, w) ̂  [Ff c, w)\ = y/ι?, kv). 

Soit 
■j ( V, w) = ( ν, -+-( v, w>)u, -+-... + < V, w )„. 

Kn substituant dans l'équation (37) les valeurs de u, e, w expri-
mées en τ

Γ
, σ

Γ
, ζ„ le premier membre contient comme facteur au 

moins 
%=?.—Λ(-ο »„ wc 

d'après (35), mais le second membre n'en contient que 

%=?.—Λ(-ο »„ wc-. *«-)Is Y' +'£y< +£* =ζ"·ϊ+ωζ-·φ, 

car on peut toujours supposer que 

/(ï\n F
3
)< °» 

y (v,w) n'étant pas réductible. Alors 

(γ-ηι)(λ» — ι)5λ,. 
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Par conséquent, nous avons obtenu une limite supérieure de r ou 
du nombre de transformations successives qui puissent nous donner 
un point multiple du même ordre que le point (ο, o, o) de la surface 

F(u, p, w>)= o. 

Il est évident que le même raisonnement s'applique à une surface 
quelconque de la suite des surfaces transformées. 

Ainsi nous pouvons énoncer le résultat suivant : 
Soit 

(o, o, o) 

un point multiple d'ordre m de la surface algébrique 

F(w, c, w) = o. 

Par une substitution de la forme 

« = (α,τ4-?,« + γ,)ζ, 

"«(«,τ + β,ο + γ,Κ, 
«> = (*, τ + fΙ,σ + γ,)ζ, 

nous faisons correspondre à ce point un certain nombre de points 

(α
ν
,£\, o), (v = 1,2, ...,/■) 

d'une nouvelle surface 
%=?.—Λ(-ο »„ wc-. *«-)Is Y' +'£y< +£* =ζ"·ϊ+ωζ-·φ, 

de sorte que l'ensemble des domaines des points («
v
, o) représent*· 

tout le domaine du point (ο, o, o) de la surface 

F(M, P, W) = o. 

Ensuite, nous traitons de la même manière chaque point multiple 
de la suite 

(tf
v
, b

y1
 o), ( ν = ι, 2,..., r) 

et nous parviendrons enfin à un nombre fini de points simples 

(βμ'ι ο), (μ = 1,2,..., ι;) 
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dans un nombre fini de surfaces 

Φχ(τλ, ïx) = ο (λ = ι, 2, ..β) 

dont les domaines, pris ensemble, représentent tout le domaine du 
point multiple (ο, ο, o) de la surface 

F (n, P,W) = O, 

ou du point (a, b, c) de la surface 

/(^r»5)=o-

Le domaine de chacun de ces points est représenté par une seule 
série et, par conséquent, tout le domaine du point multiple d'ordre m 
est représenté par un nombre fini de séries de deux variables auxi-
liaires. 

Ici, le nombre de séries qui sont nécessaires pour représenter le 
domaine du point multiple d'ordre m de la surface algébrique 

F(u, p,<v) = o 

n'est pas fixé, comme dans le cas d'un point multiple d'une courbe 
algébrique. Nous n'obtenons qu'une limite inférieure. Cela dépend du 
fait qu'on peut représenter toute la courbe algébrique 

ΐ(τ,σ)=ο 

d'une infinité de manières par un nombre fini de séries. 
Jusqu'ici nous avons supposé que le point considéré (a, b, c) de la 

surface 
f(x,y,;)=o, 

fût un point à distance finie. Le cas où les variables deviennent infi-
nies se ramène facilement au cas considéré. Soit 

c = x, 
on n'a qu'à poser 

%=?.—Λ(-ο » 

Journ. de Math. (4* série), tome VIII. — Fasc. IV, 1892. 
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et l*on étudie le point (a, b, ο) de la surface transformée 

-)Is Y' +'£y< +£* =ζ"·ϊ+ωζ-·φ, 

Ainsi nous avons vu que le domaine d'un point quelconque de la 
surface algébrique 

f(x, y, z)= ο 

peut être représente par un nombre fini de séries de deux variables 
auxiliaires. 

Maintenant nous allons démontrer que toute la surface algébrique 
peut être représentée par un nombre fini de telles séries. Considérons 
les deux équations 

%=?.—Λ(-ο »„ wc-. *«-)Is Y' +'£y< +£* =ζ"·ϊ+ωζ-·φ, 
(38) 

%=?.—Λ(-ο »„ wc-. *«-)Is Y' +'£y< +£* =ζ"·ϊ+ωζ-·φ, 

En éliminant χ entre ces deux équations nous obtenons une certaine 
courbe algébrique 

(:*9) ψ(/,-) = ο. 

Pour chaque système de valeurs dey et s, 

y~b, ζ = c, 

qui n'appartient pas à la courbe (3q), on a 

0 =f(xi y y z)= A*(x# - αύ+*h(y - b) -f- c,(5 - c)-h .... 
où 

Αχ<ο, 

et, par conséquent, il existe un développement 

(4«) a;- ay = px(y- b,z - c), 

qui représente tout le domaine du point 

(ax, b, c), 



THÉORIE DES FONCTIONS ALGÉBRIQUES DE DEUX VARIABLES. L 417 

et qui converge pour 

|/-ό|<8„ \z — c|<8. 

Les rayons de convergence 8< et S ne sont, certainement, pas nuls au 
même temps, c'est-à-dire, 8 n'est pas égal à zéro, si a été choisi 
assez petit et vice versa. 

Fixons ensuite la valeur 
m? ' ■ " C· 

Λ cette valeur ζ = c correspond un nombre fini de racines de l'é-
quation (3f>) 

ΨΟ>-)=°> 
b„ b„ br 

<]ui sont telles que, pour le système 

y = h, : = c, 

il n'existe pas de développements de la forme (4«). Ces valeurs cor-
respondent, par conséquent, à des points critiques de la surface 

/O >y> s) = «, 

mais non pas nécessairement à des points multiples. Soit ζ une valeur 
dans le voisinage de c 

\s-e\<S, 

les valeurs correspondantes des racines de l'équation 

ΨΟ. Ο = ». 
y.. y», ■ ■·, y>.. ·■·, yr 

sont toutes situées dans le voisinage des valeurs 

Κ · · · > · · ·» 

de sorte qu'on a 
%=?.—Λ(-ο »„ wc-. *«-)Is Y' +'£y< +£* =ζ"·ϊ+ωζ-·φ, 
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où δ, tend vers zéro au même temps que δ. Mais, si δ a été choisi 
assez petit, nous avons vu que le domaine du point critique 

v = 1, 2, ..., mx, 
(a'x, bx; c). 

%=?.—Λ(-ο »„ wc-. *«-)Is Y' +'£y< +£* =ζ"·ϊ+ωζ-·φ, 

est représenté par un nombre fini de séries. Ensuite, soit 

5<î, 

et soit S, la valeur correspondante de δ,, on a 

%=?.—Λ(-ο »„ wc-. *«-)Is Y' +'£y< +£* =ζ"·ϊ+ωζ-·φ, 

Appelons Cx et Cx les cercles qu'on décrit autour du point by 
comme centre avec les rayons δ, et S,. Pour chaque valeur 

7 = b, 

au dehors des cercles Cx, il existe un développement 

x-ay=:py(y- b, ζ - r) 
qui converge pour 

\z-c|<* 

et dont le cercle de convergence des y soit A. D'après ce que nous 
avons dit, le cercle A est au moins tangent au cercle Cx le plus pro-
chain. Les cercles C\ étant situés dans l'intérieur des cercles Cx, il 
s'ensuit qu'on peut couvrir tout le plan des y par les cercles C> et un 
nombre fini des cercles A. Les valeurs infinies de y appartiennent ou 
bien au domaine d'un point critique, ou bien au domaine de conver-
gence d'une série de la forme (ίο). 

Ainsi tous les points de la surface algébrique 

%=?.—Λ(-ο »„ wc-. *«-)Is Y' +'£y< +£* =ζ"·ϊ+ωζ-·φ, 
pour lesquels 

I - - c |<o 
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sont donnés par un nombre fini de séries. Ensuite, il suffit de choisir 
un nombre fini de points c du plan des s, pour que leurs domaines 1 
couvrent tout le plan des s. En effet, toutes les valeurs de s au dehors 
d'un certain cercle de rayon, 

R=r 
appartiennent au domaine du point ζ = ». Alors il ne reste qu'une 
partie finie du plan & couvrir de cercles, dont les rayons sont diffé-
rents de zéro. Il est évident qu'il suffit d'un nombre fini. 

Enfin, à chaque point c correspond un nombre fini de séries et, 
comme le nombre des points c est fini, un nombre fini de séries de 
deux variables auxiliaires nous donnent toute la surface algébrique 

Ax> y> 5)=»· 

Les considérations précédentes reposent sur le fait qu'une courbe 
algébrique quelconque 

Q(t,j) = 0 

peut être représentée, entièrement, par un nombre fini de séries d'une 
variable auxiliaire. 

Ayant obtenu un résultat analogue pour une surface algébrique 
quelconque, nous pouvons l'employer pour démontrer le même théo-
rème pour une hypersurfacc algébrique 

y(aj,, Λ?,, .χ*,, )—ο 

et ainsi de suite. Nous pouvons donc énoncer le théorème général : 

Una hypersurfacc algébrique quelconque de (λ 4-1) variables 

f(X\, ·.., ) — o 

peut toujours être représentée par un nombre fini de séries de 
η variables auxiliaires. 


