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EXTENSION DES THÉORÈMES DE M. TCI1KBICHEFF. 2> 

Extension aux nombres premiers complexes des théorèmes 

de M. Tchcbicheff; 

PAS M. H. POINCARÉ. 

L'élude des travaux si intéressants (jue M. Sylvester a récemment 
consacrés à la théorie des nombres premiers ( The Messenger of Ma-
thematics, New Series, n° 241, May 1891) m'a déterminé à entre-
prendre une généralisation des théorèmes de M. Tchebicheff (voir 
Journal de Liouville, ι1* série, t. XVII) et à essayer de les étendre 
aux nombres premiers complexes. Les résultats auxquels je suis par-
venu n'ont pas, comme d'ailleurs on devait s'y attendre, le caractère 
de précision qui distinguent ceux de l'éminent géomètre russe. 

Les inégalités de M. Tchcbicheiîne se prêtent pas toutes également 
bien à la généralisation que j'avais en vue. J ai donc cherché à en 
trouver d'autres qui la rendissent plus facile. Celles que j'ai obtenues 
ainsi n'ajoutent que bien peu de chose à ce que le savant russe nous 
avait appris et sont souvent même contenues dans les siennes. Elles 
ii'ollrcnt donc d'autre intérêt que celui qui peut résulter de la méthode 
employée pour y parvenir; j'ai cru néanmoins devoir publier ici les 
propositions auxquelles j'ai été conduit de la sorte. Le n° 1 se rattache 
mal à mon sujet et ne m'a mené à aucun résultat important. Je le 
conserve néanmoins dans l'espoir que de plus habiles que moi en 
pourront tirer parti. 

Journ. de Math. (4* série), tome VIII. — Fa sc. I, 1891. l\ 



26 H. 1»0INC\HÉ. 
1. Rappelons d'abord les notations de M. Tchebichelî et les équa-

tions fondamentales. 
Nous désignerons par 0(x) la somme des logarithmes des nombres 

premiers qui ne surpassent pas χ et par T(a?) la somme des loga-
rithmes de tous les nombres entiers qui ne surpassent pas x. Ou a 
alors 

τ« = Σ0'νΊ· 

l>a sommation est étendue à tous les nombres entiers positifs m et à 
tous les nombres entiers positifs n. Il esta remarquer que la somme 
du second membre est limitée, car ù(x) est nul si 

a?< 2. 
On peut écrire également 

(0 T(x') — Ήχ) + Ψ (2)
 +

 ψ (|) ψ (^) ■+■···' 

(2) ΨΟ** ) — ® (·** ) ^ \/χ ® vï ■+■···» 

et l'on en déduit 

(3) = #(*) = £«. Ψ fo 

où 
εΛ =0. 

si η est divisible par un carré ; 

^η — I > 

si η = ι ou si /1, n'étant divisible par aucun carré, contient un nombre 
pair de facteurs premiers; 

En — ι j 

si w, n'étant divisible pur aucun carré, contient un nombre impair de 
facteurs premiers. 

Il résulte d'abord, de la définition même de T(x·), que 

Τ(Λ·) = logr[K(x·) + 11, 
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en désignant par E(x), scion la coutume, le plus grand entier con-
tenu dans x. 

Soit maintenant C la constante d'Euler et posons 

ω(χ) = χ — log( 1 4- χ) ; 

une formule bien connue nous donnera 

%Γ(Χ + 1) = 2 <» (| ) - Ο. 

la sommation s'étendant à tous les entiers positifs n. 
Posons, d'autre part, 

T(x) = logr(.r H- 1) 4- C [.r — Ε(x)\, 
<1V>Ù 

T^) = V>g)-CK(*>. 

Soit a(.c) une fonction telle que 

&(x) — 1 si x> 1 ; Λ(χ) — ° P°ur χ < ι ; 

on aura évidemment 

K0r) = «(î)+«(ï) + .(î) + ... + x (x) + ..., 

car le premier membre n'est autre chose que le nombre des entiers 
qui ne surpassent pas χ, et chacun des termes du second membre est 
égal à 1, si η ne surpasse pas χ, et à ο dans le cas contraire. 

Si donc nous posons 

ψ'(Λ?) = ω(^) — Ca(x), 
il viendra 

(4) Τ"(*) = Ψ'(Ϊ) + Ψ'(*) +.... 
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(Comparons maintenant T(o?) à T'(.r). 
Nous aurons, pour χ > ι, 

lo(çr(x)<T(a:)<logr(x +1). 
On a donc 

Τ (χ) > log Γ(# -4-1 ) — log^. 

D'autre part, χ — E(a?) est toujours compris entre ο et ι, de sorte 
que 

loglYa? C>T'(x) > loglYa; 4-1 ): 

d'où enfin 

(ο) T'(or) >T(or)>T'(.xr) — C — logo-(1) 

Des inégalités (5), nous pouvons déduire 1111 premier résultat, c'est 
que, si 

Ψ(£) 
χ 

tend vers une limite finie et déterminée^ quand χ erolt indéfini-
ment

f
 cette limite ne peut être que l'unité. 

Pour le démontrer, j'observe d'abord que le rapport ~~ décroît 
de 5 a o, quand χ croît de ο à 4- χ ; on a donc 

(6) <a(x)<*. 

Knvisageons maintenant la quantité 

»-Σ(5)· 
(') On peut même démontrer que 

V(x) — T(a?) < [ι 4- log (J? 4-1)] [œ — K(#)]: 

mais cette inégalité m'est inutile pour mon objet. 
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η prenant sous le signe ^ ^cs valfturs E(x) -h i, K(-P) *+■ 2, 

K(.r) -+- ..., ad inf. Comme on a évidemment 

Jm (ÏTT)*' 

il vient 
Β <f£* 

* Κ <r» 

OU 

n<_£L<_îl. 

Or 011 a, en vertu de l'inégalité (G), 

7 > 2
ω
β) fw=E(ar)-hi, E(J?)-+-2, ad inf.\. 

Nous avons donc 

2"(Î)<IÎ^..· 

Définissons maintenant une fonction β(<ν) par les conditions sui-
vantes 

p(j;) = α {χ) = 1 pour χ ^ i, 
β(#) = ω(;τ) » ^·<ι, 

il viendra 

KfM6)+-+?(9+-

n<_£L<_îl.n<_£L<_îl. 

+ ω[Ε(ΪΤΤΓ] + ω[ΐΐΰΤ^]+···· 

La première ligne du second membre est égale à K(a?) et, par consé-
quent, plus petite que a?; la seconde ligne est plus petite que 

X1 

2(ar— ô 
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Il vient donc 

n<_£n<_£L<_îl. L<_îl. 

Le second membre de cette inégalité, divisé para?, tend vers § quand χ 
croit indéfiniment; nous pouvons donc prendre a? assez grand pour que 
ce second membre soit plus petit que 2 χ et que 

« ςΚ9<»-· 

Cela posé, revenons aux inégalités (5). Comme le rapport de (1, 
de logof, ou de χ άΎ(χ) OU à Τ'(ατ), tend vers ο quand χ croit indéfi-
niment, ces inégalités montrent que Ton pourra prendre JE*» assez grand 
pour que l'on ait, pour toutes les valeurs de χ supérieures à r

e
, 

(8) (1 -+- ε) Τ'(χ) — 2bx > T(x)> (ι — ε)Τ'(.χ·) -+- 2bx, 

et cela quels que soient les nombres positifs ε et b. 
Je dis maintenant que Ton ne saurait avoir pour toutes les valeurs 

positives de χ 

(<» (l -+- £)']/<»< ΨΟ) -+-bB (x) 

car, s'il en était ainsi, il viendrait 

n<_£L<_n<_£L<_îl.<_£L<_îl. 

ou a fortiori 
(1 +- ε) Τ' (χ) < Τ(./;) + 2 lu·. 

L'inégalité (8) n'aurait donc jamais lieu, même pour les grandes va-
leurs de x. 

Je dis ensuite qu'on ne saurait trouver un nombre x
0 assez grand 

pour que l'on eût, pour toutes les valeurs de χ supérieures à .r
e

, 

(10) Ο + ΟΨ'ί^ΧΨΟ*)· 
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Si cela était, en effet, on pourrait trouver un nombre b assez grand 
pour satisfaire aux conditions suivantes. Pour 

n<_£L<_îl. 

on devra avoir 
*>(· + *)Ψ'(·«,)-··Κ·«)· 

d'où 
(i ■+■ ε)ψ'< ψ -f- b$(x), car β(#)=ι, 

et, de plus, 
&> i-ht, 

d'où, pour χ < ι, 

(i -h ε)ψ'<ψ H- b$(x), car ψ'=β = ω, ψ = ο. 

L'inégalité (9) aurait donc lieu pour toutes les valeurs positives de./·, 
ce qui est absurde. 

Nous devons donc conclure que l'on a une infinité de fois (je veux 
dire pour une infinité de valeurs entières de x) 

(ι·+-ε)ψ'(Λ?)>ψ(χ·). 

Ou démontrerait absolument de la même manière : 
i° Qu'on ne saurait avoir, pour toutes les valeurs positives de χ, 

(ι -t)!'(«)> ψ(χ)-ί>β(Λ): 

2υ Qu'on aura une infinité de fois 

(•-ΟΉ^ΧΨ Ο)· 

Ainsi, quelque petit que suit s, le rapport ψ est une infinité de fois 
plus petit que 1 ε et une infinité de fois plus grand cjue 1 — ε. 

Or le rapport tend vers l'unité quand χ tend vers -+- * . 

Donc, quelque petit que soit ε, le rapport ί est une infinité de 
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fois plus petit que ι -+-1 et une infinité de fois plus grand que 
ι — t. 

Si ce rapport tend vers une limite, cette limite ne peut donc être 
que l'unité. . c. Q. F. D. 

On peut déduire également des inégalités (5) une autre consé-
quence. 

Knvisagcons l'expression suivante, introduite par M. TclicbichcfT, 

''(·*·) = TW + τ (£) - τ g) - τ g) - τ g) 

et posons de même 

U'(x) = TU) + T (£) - Τ g) - Τ g) - Τ g)· 

Nous pourrons conclure des inégalités ( j) que 

I '(jc) — 2C — logj; - log— 

< 1 (*) < * ''(*) + 3C -h log^ -h log'| -h iogÎ · 

( le» inégalités ont lieu pour χ > 3o. 
Mais M. Tcliebichcfl'a montré ensuite que 

n<_£n<_£Lîl.L<_îl. 

eu désignant par ν ceux des nombres entiers qui sont premiers avec 3o 
ou qui sont divisibles par G, par 10 ou par i >; chaque lerine est aliéné 
du signe -+- dans le cas où le nombre ν correspondant est premier 
avec 3o et du signe — si ce nombre est divisible par G, ιο ou ι >; il eu 
résulte d'ailleurs que, si Ton range les termes de façon que le nombre ν 
aille constamment en croissant, les termes seront alternativement po-
sitifs et négatifs. 

\ous aurons de même 

«'<*>=2 *4-'g> 
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M. Tchebicheff a remarqué que la série 

!*♦(:) 
a ses termes alternativement positifs et négatifs et que leur valeur ab-
solue va constamment et indéfiniment en décroissant, et il en a déduit 
les inégalités 

Ψ(*) - Ψ (f ) < U(*) < Ψ(*)· 

Λιι contraire, la série 
n<_£L<_îl. 

n a pas des termes dont la valeur absolue va constamment en décrois-
sant. Mais il est aisé de tourner cette difficulté. Nous avons, en effet, 

2=
T

T
R
(Ï)-S=

T
«(")-

C
2=

T
'(?)· 

Les deux séries 

et 
Σ H*) 

n<_£L<_îl. = 1 - 1 + 1 - 1 + ... + 1 + 0 + 0 + ... 

ont leurs termes alternativement positifs et négatifs et indéfiniment 
décroissants; on a donc 

ω(*) > Σ ± ω (f) > ω(χ) - ω (I) · 

Σ ± α (f) ̂ 1 ou °» 
d'où 

ω(χ) - ω (|) - C < U'(x) < ω(χ) 

ou, SI χ >6, 

Ψ'Ο) - ψ' (|) - c < ϋ'(χ) < ψ'Ο) + c. 

Journ. de Math. (4* férié), tome VIII. — Fasc. I, 1892. 5 
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Si nous comparons aux inégalités de M. Tchebicheff et à celles qui 
limitent la différence U'(x) — Lt(JP), il vient 

Ήx) - Ψ (f) < ω(χ) + 4ί> + 3 logJ - Iog3o, 

ψ(χ) > CU(J-) — ω — »C — 2 logjc -+- Iog3o. 

Os inégalités sont moins précises que celles de M. Tchebicheff. 
Elles n'ont donc d'autre intérêt que celui qui peut s'attacher à la 
méthode qui a permis de les obtenir. 

Je signalerai, en passant, une formule d'où l'on pourrait lirer di-
verses inégalités analogues a celles de M. Tchebicheff; c'est la sui-
vante : 

T (ï)-τ (ϊττ)-'τ taM = Σ* ψ(τ)· 

Dans la série du second membre figurent tous les nombres ν qui sont 
divisibles par η ou par Λ + i, et les termes de cette série sont alterna-
tivement positifs et négatifs. 

2. Posons 
Y(x,M) = E(îj

 +
 E(fj

+
...+ K(f). 

J'observe que 

ρ XP) Ρ ' 

Si nous posons alors 

S I 1 

ι η 
il viendra donc 

E(a:)S
>l
> V(ar, n)>E(x)S

n
— η 1. 

Mais on a, d'autre part, 

logρ XP) Ρ '< - < l0g 
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cToû 
log(n ·+· i) < S, < ι -h logn; 

d'où, enfin, 

E(a?)(i ·+■ log/ï)>V(a:, /i)>E(a?)log(/i ■+■ ι) — η -h i. 

Si η est plus grand que E(#), on a évidemment 

X(x,n) = \[x,E(x)U 
car 

Eg) = ° sip>E(x). 

Si donc nous désignons par V (x) la série indéfinie 

V(*) = E(?WE(Î)
+

... + £(?)+..., 

on aura 
V<*) = V|>, K(*)]f 

d'où 

E(x)[i 4- logE(ar)] > V(a?)> E(#)log[E(:r) -+- ij — E(ar)-f-1. 

Os inégalités montrent déjà que la valeur asymptoliquc de X(x) 
est xlogx, c'est-à-dire que, quand χ croît indéfiniment, on a 

lim-X^ =i. ΧΙΟξΧ 

Mais il est possible de trouver des inégalités plus serrées. 
Combien, en effet, dans la série V(ar), y a-t-il de termes plus 

grands que ρ ou au moins égaux à p? Il y en a évidemment E (x) 

Combien y en a-t-il qui soient précisément égaux à />? 11 y en a 
évidemment Ε — Ε (p + 1) 

Si nous posons 

*-«(?:-)· 
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les q premiers termes de V (a?) seront plus grands que p, nous aurons 
ensuite 

Ε — Ε (j^j77 j termes égaux à ρ. 

Ε (^7^ — Ε termes égaux à ρ — ι, 

• · · 

Ε j — Ε termes égaux à 2, 

E(x) — Ε termes égaux à 1. 

On en déduit 

logρ XPlogρ XP) Ρ '< - < l0g) Ρ '< - < l0g 

♦(f-oKp;)-1®]»··· 

«[E(r)-E(i)] + [w->-E(il] 
ou bien 

V(*) = V(*. q) + t(x) + Ε (Ï) +... ■+ Ε (|) - ρ Κ ( |. 

ou enfin 
V(X) = V(«, q) + V(«, Ρ) - pq. 

Ainsi V (a?) est compris entre les limites suivantes 

E(»)(S,+ s?) -pq 
et 

ll(x) (S, -4- Sq)—pq —Ρ -q + 'l. 

La différence entre ces deux limites est ρ -+- q — 2. Si donc ρ est la 
racine carrée de χ calculée à une unité prés par défaut, de sorte que 

p = E(VS), 

q sera au plus égal à ρ ·+· 2, de sorte que la différence entre nos deux 
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limites sera de même ordre de grandeur que la racine carrée de x, 
tandis que, dans les inégalités que j'avais d'abord établies, la diffé-
rence entre les deux limites était de même ordre de grandeur que x; 
car elle était égale à E(ar) — i. 

De l'équation 

lim —ρ— = i, 

on peut déduire une nouvelle démonstration de ce fait que l'on a une 
infinite de fois 

ψ(#)> αχ, 

si a est plus petit que i, et une infinité de fois 

ψ(#)<αα\ 

si α est plus grand que ι. Cette nouvelle démonstration se prête mieux 
que la première à une généralisation. 

Supposons, en effet, que l'une de ces deux propositions ne soit pas 
vraie, la première, par exemple, c'est-à-dire que l'on n'ait pas une 
infinité de fois 

■l/(x)>ac (e<i). 

Alors on pourra trouver un nombre x0 assez grand pour que, pour 
χ ;/;e, on ait 

'\{x)<C.ax. 

On pourra alors trouver un nombre b assez grand pour que, pour 
toutes les valeurs de χ, plus grandes que i, on ait 

ψ(#) <ax -hb — a; 

en effet, la différence ψ (χ) — αχ, quand on fait varier χ depuis ι 
jusqu'à x01 reste limitée. 

Il viendrait alors 
ψ(®) < aE(ar) -f- ba(x) 

pour #>i, puisque a(a?) = i, E(a?)>a? — i; et pour #<r, on 
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aurait 
ψ(#) = aE(ar) -h ba(x), 

puisque 
'|(ÎC) = E(a?) = &(x) = o. 

Donc 

Σ»(ί)<·2Ε(ί)+,Σ·(:) 
OU 

T(ar)<aV(a:) ■+■ bE(x) 
ou 

χ log χ ^ χ log χ χ log χ 

Mais cette inégalité est impossible, puisque le premier membre tend 
vers ι quand χ croît indéfiniment et que les deux termes du second 
membre tendent respectivement vers α < ι et vers o. 

La proposition que nous avions en vue est donc démontrée par ab-
auvdum. 

Cette proposition étant établie pour ψ(x), il est aisé d'en trouver 
d'analogues pour 0(x) et pour la fonction y(x) qui exprime combien 
il y a de nombres premiers qui ne surpassent pas x. 

On a, en effet, 

ψ(χ) — 2·ψ = 0(j?) — 0 -h 0 \'x — 0 ya* 4-...., 
d'où 

ψ(#) — 2ψ\/#<θ(#)<ψ(# ). 

Je dis alors qu'on aura une infinité de fois 

f)(x )<^ax
y 

si a > ι ; car on aura une infinité de fois 

0(#)<ψ(#) < αχ. 

Je dis maintenant qu'on aura une infinité de fois 

0(x) > ax, 



EXTENSION DES THÉORÈMES DE M. TOHEBICHEFF. 39 

si a < ι. En effet, il résulte des inégalités de M. Tchebicheff que Ton 
peut prendre χ assez grand pour que 

Ψ(*Χΐ*5 

on a donc, si χ est assez grand, 

0(®)>ψ(*)-!»ψ^>ψ(χ)- τν'* 

cl, par conséquent, une infinité de fois 

0 (x)>ax—^y[x, 

si a < ι, et une infinité de fois 

0(#) > a'χ, 
si a! <[ a. c. q. F. I». 

Donc, sitend vers une limite, cette limite ne peut être que 
l'unité. 

5. Passons à la fonction y(x) qui exprime combien il y a de nom-
bres premiers plus petits ou égaux à x. 

On a, par définition, 

o(tf) = 2
1

'°SP {ρκ-χ) 
cl 

Q(x) = E (I); 

tous les termes du second membre sont égaux à ι, et à chaque nombre 
premier ρ plus petit que χ correspond un de ces termes. On aura donc 

f(a?)log# = 2l0g*· 
et, puisque 

logxjlogp, 
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on aura 
ç(a?)loga?>0(a?). 

Comme on a une infinité de fois 

0(#)>«#, si α< i, 

on aura une infinité de fois 

χ log χ ^ χ l 

Pour trouver une autre limite.de φ (a?), je vais faire usage d'un ar-
tifice qui est dû à M. Sylvester. 

Comme il est clair que le /iiime nombre premier est plus grand que 
le ni,,,,,e nombre entier, il viendra 

Τ1φ(*)]<0(*)· 

Or on a, si b est plus petit que ι et à partir d'un certain rang, 

T(a?) > bx log#. 

On aura donc, si χ est assez grand, 

(i(x) > by(x) \ogy(x). 
Or 

logçC#) > logO(ar) — logloga; ; 
donc 

0(a?) > by(x) [logO(a;) — log loga?| 
et 

Ά f ^ b iog6(χ) — log logo? 

Or on a une infinité de fois 

Q(a?)<aa?, si α> i. 
Or la fonction 

logy — log log a? 
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considérée comme fonction dey, est croissante pourvu que 

y>i + log#. 

Or, si χ est assez grand, on aura certainement 

β(χ) > ι -f- log# 

et, par conséquent, on aura une infinité de fois 

log® (a;) — log log a? ^ log(aa?) — log log# 

Il est clair que le rapport de 

αχ , ax 
\og(ax) — log log χ log# 

tend vers l'unité quand χ croit indéfiniment. Si donc χ est assez grand 
et α'> a, on aura 

αχ ^ a'x 
log (ax) — log log# log# 

On aura donc une infinité de fois 

?0) < τ GÎÏ· 

Or, si c est un nombre quelconque plus grand que i, on pourra tou-
jours trouver trois nombres «, a', b, tels que 

c = a'> a> ι > b. 

On aura donc une infinité de fois 

«*><& 
Si donc le rapport de φ(#) à tend vers une limite, cette limite 

Journ. de Math. (V série), tome VIII. — Fasc. I, 1893. 6 
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ne peut être que l'unité. Ce résultat est contenu comme cas très par-
ticulier dans les premières propositions de M. Tchcbicheff, et je n'ai 
cru devoir en donner une nouvelle démonstration que parce qu'elle se 
prête mieux à la généralisation que j'ai en vue. 

Ce raisonnement est dû à M. Sylvester; mes inégalités sont moins 
précises que celles de l'émincnt géomètre anglais, mais elles sont ana-
logues et me suffisent pour mon objet. 

Posons, à l'exemple de M. Tchcbicheff, 

A = 0,9212. 

Les mêmes raisonnements, combinés aux inégalités de M. Tchcbicheff, 
conduiront facilement aux résultats suivants : 

On aura, à partir d'une certaine valeur de χ, 

?(·' ) <ï^7·' S1 a > Λ A 

cl 

?(·' ) <ï^7·' S1 a > Λ A 

i. Avant d'étendre les résultats de M. Tchebichoff aux nombres 
idéaux, je vais rappeler succinctement la définition et les propriétés 
de ces nombres, en renvoyant, pour plus de délails, à l'Ouvrage de 
M. Dcdekind sur les nombres entiers algébriques (Paris, (iaulbier-
Villars, 1H77). 

On appelle nombre algébrique toute racine de l'équation 

( I ) (l
m

Xm -+■ Ct
m

_ | X,H 1 -+- H- ...-h (1{X (ία — O, 

dont les coefficients a, sont des entiers ordinaires, de nombre algé-
brique est dit anlitiv si le coefficient a

m
 est égal à 1. 

Considérons maintenant tous les nombres de la forme suivante 

(2) y = α
β

-Η α,α?-μα2χ·3-4-...-ι-am-1 i m-1 

où les coefficients ot, sont des nombres rationnels ordinaires, et où χ 
satisfait à l'équation (1). Ce sont évidemment des nombres algébriques, 
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et nous dirons qu'ils appartiennent tous au corps défini par l'équa-
tion (i). 

Parmi les nombres algébriques qui font partie d'un corps, nous 
distinguerons ceux qui sont entiers, et nous dirons qu'ils appartien-
nent à un système de nombres complexes, système défini par l'équa-
tion (i). 

Il résulte de ces définitions que la somme et le produit de deux 
nombres complexes d'un système sont deux nombres complexes du 
même système. 

Pour éclaircir ces définitions, supposons que l'équation (r) s'écrive 

X 2-h 3 = o; 

les nombres du corps correspondant seront de la forme 

y =«„ + #, v^î, 

3t
0 et a, étant rationnels. Si a0 et a, sont entiers, le nombre / sera cer-

tainement un nombre entier algébrique et appartiendra, par consé-
quent, au système de nombres complexes considéré. Mais cette con-
dition n'est pas nécessaire. Si, en effet, aa

0
 et 2a, sont deux entiers 

impairs, nous aurons 

4a2 = 4 a2 = I (mod 4) 
et, par conséquent, 

4aJ-Hi2a' = o (mod4)· 

Le nombre / sera donc entier algébrique et fera partie du système, 
puisqu'il satisfera à l'équation 

y* - 2x
t
y + (aj + 3«î) - ο 

dont les coefficients sont entiers. 
Cela posé, considérons ρ nombres complexes d'un même système 

y u y a» ···» yp> 
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*!♦ ®ίί ·") &p 

p nombres complexes arbitraires appartenant encore au même sys-
tème. 

Le nombre 
- = «i y « + «sjK*+.. ·■■+· *PyP 

fera évidemment encore partie de ce système. L'ensemble de tous les 
nombres complexes ζ que l'on obtient, en donnant aux coefficients 
complexes arbitraires a,· toutes les valeurs possibles, s'appellera ci π 
idéal et les ρ nombres yK, /a, ..., yp formeront la trame de l'idéal. 

Deux nombres complexes ut et ii2 sont congruent» par rapport à 
un idéal, quand leur différence u% — n2 fait partie de cet idéal; on 
peut dire aussi qu'ils appartiennent à la même classe par rapport à cet 
idéal. Le nombre des classes entre lesquelles les nombres complexes se 
répartissent ainsi par rapport à un idéal donné s'appelle la norme de 
cet idéal. 

Lin idéal A est divisible par un autre idéal A' quand tous les nom-
bres complexes qui appartiennent à A font aussi partie de A'. 

Définissons maintenant le produit de deux idéaux A et 13. 
Supposons que la trame de A se compose de nombres complexes 

y» y» ...» yP 

et celle de Β des nombres complexes 

Ζ n Z 2, ...» Zq\ 

celle du produit A13 se composera des pq nombres complexes 

s#* (* = i» ···>?; k = >» *» ···>/»)· 

Il est clair que le produit AB est divisible par A et par B; mais 
M. Dedekind a démontré la réciproque, à savoir que, si un idéal Β est 
divisible par A, il sera le produit de A par un autre idéal C. 
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La norme du produit de deux idéaux est égale au produit des 
normes de ces idéaux. 

L'idéal unité est celui dont la trame se réduit au nombre ι et qui se 
compose, par conséquent, de tous les nombres complexes du système. 
Sa norme est égale à ι. Un idéal quelconque est divisible par l'idéal 
unité. 

Un idéal est premier s'il n'est divisible que par lui-même ou par 
l'idéal unité. M. Dedckind a alors démontré son théorème fondamen-
tal : Un idéal quelconque peut toujours être décomposé d'une mil·-
nière et d'une seule en facteurs idéaux premiers. 

11 peut arriver que deux trames 

y η y 2» · · · ι y pi 

y\y y'21 ' * 'ι y\ 

soient équivalentes et donnent naissance au même idéal. On peut donc 
se proposer le problème suivant : Ktant donné un idéal défini par sa 
trame, réduire cette trame à sa plus simple expression, c'est-à-dire 
la remplacer par une autre trame équivalente, de façon à abaisser au-
tant que possible le nombre des entiers complexes dont elle se compose. 
Oc nombre peut généralement être réduit à deux et quelquefois à un. 
Dans ce dernier cas, l'idéal se compose de tous les multiples de l'entier 
complexe unique qui forme la trame, et l'on dit que c'est un idéal 
principal. 

Considérons maintenant trois idéaux Λ, 11 et C qui ne soient pas 
principaux et supposons que les produits AC et BC soient des idéaux 
principaux. Nous dirons alors que les deux idéaux principaux A et Β 
appartiennent à la même classe. Le nombre des classes entre lesquelles 
se répartissent ainsi les idéaux (et qu'il ne faut pas confondre avec les 
classes entre lesquelles se répartissent les nombres complexes par rap-
port à un idéal donne) est fini. 

Nous considérerons en particulier le système d'idéaux que l'on ob-
tient en partant de l'équation 

A'2 -f- I = o. 

Le système des nombres complexes correspondants se composera donc 
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de tous les nombres complexes de Gauss 

a -t- bi, 
ou a et b sont entiers. 

Il n'y a alors qu'une seule classe d'idéaux, et tous les idéaux sont 
principaux. Un idéal quelconque se composera donc de tous les mul-
tiples d'un nombre complexe a ·+■ bi, qui formera sa trame, et il aura 
pour norme a2 -h b2 et pourra être représenté lui-même par le symbole 
a -+- bi. Mais il importe de remarquer que deux nombres complexes 
a 4- hi et c h- di peuvent donner naissance au même idéal. 

Si, eu effet, 
c ■=■ — a, a = — b, 

ou si 
c = — b, d = a, 

ou si 
c — b, d — — a, 

r 4- di est multiple de a 4- bi et a + bi multiple de c +- di, de sorte 
que les deux idéaux représentés par les symboles a 4· bi et c f- di 
sont identiques; c'est d'ailleurs le seul cas où cela ait lieu. 

Les idéaux premiers sont de deux sortes : les uns ont pour norme 
un nombre premier ordinaire de la forme l\n 4- i, les autres ont pour 
norme le carré d'un nombre premier ordinaire de la forme 4 λ -f- L 

Remarquons que, si ρ est un nombre premier ordinaire de la forme 
\n -f-i, il y aura deux idéaux premiers de norme ρ; si, au contraire, 
ρ est premier de la forme 4η 4- 3, il n'y aura qu'un seul idéal premier 
de norme p2. 

En effet, un nombre premier ρ de la forme f\n -h ι peut, d'une ma-
nière et d'une seule, se décomposer en une somme de deux carrés 

p = x2 + y2, 

et les deux idéaux χ -l· iy et χ — iy sont les deux idéaux premiers de 
norme ρ. 

Si, au contraire, ρ est de la forme 4^4-3, il n'y aura qu'un idéal 
premier de norme p2, qui a pour trame le nombre ρ lui-même, et est 
représenté par le symbole p. 
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Il y a encore un idéal premier qui a pour norme 2 et qui ne rentre 
dans aucune de ces deux catégories : c'est celui auquel on peut donner 
pour symbole 1 4- i ou 1 — i. 

Ainsi, le nombre des idéaux premiers dont la norme ne surpasse 
pas χ est égal à deux fois le nombre des nombres premiers ordi-
naires de la forme 4 η -h 1 qui ne surpassent pas x, plus le nombre 
des nombres premiers ordinaires de la forme f\n + 3 qui ne sur-
passent pas \'x, plus 1. 

Soit m -h ni le symbole d'un idéal quelconque; nous savons que cet 
idéal ne change pas quand on change m et η en — m et — η, ou bien 
en — η et m, ou bien encore en — η et — m. On obtiendra donc tous 
les idéaux possibles, et l'on n'obtiendra chacun d'eux qu'une fois, en 
donnant à m et à η toutes les valeurs entières qui satisfont aux con-
ditions 

m> 1, n> o. 

Revenons au cas général. 
Soient A et Β deux idéaux quelconques, principaux ou non. Le 

symbole 

Va 

n'a, en général, aucun sens. Nous conviendrons, néanmoins, de défi-
nir la norme de ce symbole en disant qu'elle est égale à la racine pUu t 

de celle de A, divisée par la racine piiimt de celle de B. 
Si l'idéal A est principal, il se compose de tous les multiples d'un 

nombre entier complexe /; nous dirons que la norme de ce nombre 
complexe y est égale à celle de l'idéal principal auquel il a donné nais-
sance. Si ce nombre complexe 

y = a
0
4- α,χ 4- α

2
χ·* H-... 4- a

OT
_,x"'-\ 

est réel, ce qui arrive si α, = a
2
 =... = a

;n
_,, sa norme se réduit 

àym, m étant le degré de l'équation (r). Si donc/ est un nombre réel 
non entier, nous pourrons encore dire que sa norme est égale à y"1 ; et 
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nous conviendrons enfin de dire, si y est un nombre réel non entier 

et Λ un idéal, que la norme de est égale à la racine piimt de celle 

de^, divisée par la racine p**"· de celle de A. 

5. Occupons-nous maintenant d'étendre à ces idéaux premiers les 
théorèmes de M. Tchebicheff, en employant des notations analogues. 

Soit x un idéal quelconque. 
Soit T(ar) la somme des logarithmes des normes de tous les idéaux 

dont la norme ne surpasse pas celle de x. 
Soit θ (a;) la somme des logarithmes des normes de tous les idéaux 

premiers dont la norme ne surpasse pas celle de x. 
11 résulte d'abord de là que si a?

e
 et x

t
 sont deux idéaux de même 

norme, on aura 

Ί(χ0) = Ύ(χ<), β(χ,) = ô(a?,). 

11 peut arriver qu'on ne sache pas ce qu'on doit entendre par Ç/^"> 

mais nous pourrons toujours désigner par somme des loga-

rithmes des normes de tous les idéaux premiers dont la norme ne sur-
passe pas la racine mitmt de celle de x divisée par la racine mient de 
celle de n. 

Je dis alors que l'on aura 

<■) ï(-)=2*V^ 

la sommation étant étendue, d'une part, à tous les entiers réels posi-
tifs m, et, d'autre part, à tous les idéaux n du système. 

Soit, en effet, E(a?) le nombre des idéaux dont la norme ne surpasse 

pas celle de χ, et, par conséquent, e\Zt, le nombre des idéaux dont 

la norme ne surpasse pas la racine miéta9 de celle de x divisée par la ra-
cine irilémt de celle de n. 
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Soit α une fonction définie comme il suit : 

aV"=°' si norme y/- < ι, 

aV" = '' s'norn.cy/->i, 

la nonne de étant définie comme au paragraphe précédent. 

Il résulte de cette définition que 

aV" ='norn.cy/->i, 

Toutes ces définitions s'étendent immédiatement au cas où .//, au 
lieu d'être un idéal, est un nombre réel ordinaire positif entier ou non 
entier; nous avons, en effet, défini au paragraphe précédent cm? qu'on 

doit entendre par la norme demVx. 

Cela posé, on a évidemment 

<v> !·:(·*·) =2 "(τ;)' 

Kii effet, ceux des termes du second membre qui seront égaux à ι et 
non pas à ο seront ceux qui seront tels (pie 

norme η < nonne χ, 

et leur nombre sera précisément E(x). 
Cela posé, je dis que 

i T(x) = 2|E(î)logn/>
 +

-l-;(±
i
)|olîn/j + ...| 

(3) 

ί =ΣΕ(-β*)1ο8ηΡ· 
Journ. de Math. ( »· série), tome VIII. — Fasc 1, 1%«. 7 
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Nous écrivons, pour abréger, lognp pour 

log norme de p. 

La sommation du second membre doit être étendue à tous les 
idéaux premiers ρ et à tous les nombres entiers réels et positifs m. 

En effet, T(.xr) est, par définition, la somme des logarithmes des 
normes de tous les idéaux dont la norme ne suqmssc pas celle de ./;. Si 
nous supposons tous ces idéaux décomposés en leurs facteurs pre-
miers, Τ(λγ) sera la somme des logarithmes des normes de tous ces 
facteurs premiers. 

Combien de fois entrera, dans cette somme, le logarithme de la 
norme de p? 11 y entrera : 

i° Autant de fois qu'il y aura d'idéaux divisibles par p. Il y <ίι aura 

évidemment E^^; car, si y est un idéal divisible par ρ el dont la 

norme ne surpasse pas celle de on pourra trouver un idéal ζ tel 

que sp =y, et dont la norme ne surpasse pas celle de^; 

2° Autant de fois qu'il y aura d'idéaux divisibles pu ν pJ. c'est-à-dire 

E(~) fois; car un idéal divisible par p* contient le facteur // deux 

fois et non pas seulement une fois; 
3° Autant de fois qu'il y aura d'idéaux divisibles pur p*, c'est-à-dire 

E(^) fois; car un pareil idéal contient le facteur/j non pas deux fois, 

inais trois fois. 
Et ainsi de suite. 
La formule (3) est donc démontrée. 
On aura, d'autre part, 

Ci) =2 *(j) hi"/', 

la sommation étant étendue à tous les idéaux premiers p. 
En effet, 0(x) est la somme des logarithmes des normes des idéaux 

premiers dont la norme ne dépasse pas Le terme lognρ devra donc 
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entrer dans l'expression de 0(x), avec le coefficient ι ou avec le coef-
ficient o, suivant que la norme de ρ ne surpassera pas ou surpassera 

celle de χ, c'est-à-dire suivant que α sera égal à ι ou à o. 
On en déduit 

°\fj, » G vl)
Hnp =

2 * te)
 i
°*

n
p< 

la sommation étant étendue à tous les idéaux premiers p, 

aV" = '' s'norn.cy/->i, 

la sommation étant étendue : i° à tous les idéaux premiers p\ 2° à 
tous les idéaux possibles /*; à tous les entiers réels et positifs m. 

D'autre part, la combinaison des formules (2) et (3) donne 

Τ ( χ) =2 Κ (ρ) lof-'"/' =2 " ( ̂  ) l0Rn/>· 

La formule ( 1) est donc démontrée. Je l'écrirai sous la forme suivante, 
en introduisant une fonction auxiliaire ψ(·£ ) : 

π*,=Σψ(ΐ), ψ(χ)=2*νί· 

(L llornons-nous maintenant aux idéaux qui se rapportent à l'équa-
tion ■/'" -+- f =0, et qui, comme nous lavons vu, peuvent être repré-
sentés par le symbole m ■+· ///'. 

\ous aurons besoin de savoir calculer la valeur asymptotique pour ./· 
très ^rand de certaines sommes de la forme suivante 

aV" = '' s'norn.cy/->i, 

la sommation étant étendue à tous les idéaux m -+- ni dont la norme ne 
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dépasse pas celle d'un nombre réel donné χ·, c'est-à-dire à tous les sys-
tèmes de valeurs de m et de η telles que 

(i) w>i, m5-h/ia = xa. 

Supposons d'abord que la fonction 9(5, η) soit constamment posi-
tive et croissante, c'est-à-dire que l'on ait 

φ(ξ + Λ, η + λ)>?(ξ, r,), 

si h et k sont positifs. 
On aura alors 

9(w, w)< jy φ(ξ, η)ββ^η<9(Λΐ-Ηΐ,ΛΗ-ι), 

l'intégrale double étant étendue à la surface du carré qui a pour som-
mets les quatre points 

(ξ = ///, yj = // ; ζ = m -+- ι, η -- η ; 

ξ = m, ïj = /i + ι ; 5 = m -h ι, τ, = // -h ι ), 

et que j'appellerai, pour abréger, le carré (m, /*). 
Nous aurons donc 

2?0»t «)<y yφ(ξ, r
t
)t%ilr

t
. 

l'intégrale double étant étendue à tousles carrés (m, n) satisfaisant 
aux conditions 

(j) iwa-h n8 = a?·, m< ι, η- o. 

Or tous ces carrés sont tout entiers contenus dans l'aire limitée par 
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les droites ξ = ι, η = ο cl par le cercle 

E2 + η8 = (;r -hy/2)\ 

Fig. ι. 

OA = 011 = ι, 

OC = OË = χ — ^'2, 

oi) = or; = x + V2 

c'esl-.i-dire dans l'aire ACDIIFKA de la fig. 1. 
Ils sont donc tout entiers contenus dans l'aire ACDIHiKBA limitée 

par les deux axes et par les circonférences 

ξ».+- T* = (ar 4- ^2)*, ξ* -+- r* — 1, 

aire qu<ï j'appellerai, pour abréger, l'aire X. Noire somme 

2ï(,w>n) 

est donc plus petite que l'intégrale double étendue à Taire Λ,. 
Cherchons maintenant une limite inférieure de notre somme 

2?(»,n)· 

cette somme doit être étendue à tous les idéaux tels que 

"'ÎC ftjo (m8-h /*8)^a?8 ; 
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mais, comme φ est essentiellement positif par hypothèse, cette somme 
sera plus grande que la même somme étendue aux mômes combinai-
sons de valeurs de m et de /j, à l'exception des suivantes 

m = i, /1 = 1; m — m, η = ο. 

De plus, chacun des termes que nous aurons conservés sera plus 
grand que l'intégrale double étendue au carré (m — ι, η — ι). 

Π vient donc 

Eq (m, «)>Jf φ(ξ,η)</ξΑ), 

l'intégrale double étant étendue à tous les carrés (m — 1, η — ι) tels 
«lue 

m51, nC 1 (m2-+- n2)<x'\ 

à l'exception du carré (0,0). 

Soit ifc l'aire recouverte par l'ensemble de ces carrés. 
Appelons ,A/ l'aire ACFEBKA, limitée par les deux axes, par les 

cotés 13K et AC du carré (ο, o) et par le cercle 

Ρ + η» = (*-<£)■; 

cette aire Λ/ sera tout entière contenue dans l'aire ni,. 
Notre somme 

2?(w»Λ) 

sera donc plus grande que l'intégrale double étendue? à l'aire a '. 
Si donc nous désignons par A l'intégrale double étendue à l'aire .1, 

par A' cette même intégrale étendue à l'aire ,1/, on aura 

A>2?(m'")>A'· 

La différence A — A' est l'intégrale double étendue d'une part au 
triangle curviligne ABK, d'autre part à l'aire CDI1GKFC. Admettons 
nue le rapport 

A - A' 
A 
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tende vers ο quand χ croît indéfiniment; il sera aisé de vérifier que 
cette condition est remplie dans les diverses applications que je ferai 
plus loin. 

On aura alors 

aV" = '' s'norn.cy/->i, 

ce que nous exprimerons en disant que l'intégrale A est la valeur asvm-
ptotique de la somme 

aV" = '' s'norn.cy/->i, 

Supposons maintenant que la fonction 9(ξ, η) soit constamment 
positive et décroissante, c'est-à-dire que 

aV" = '' s'norn.cy/->i, 

si h et k sont positifs. 
On aura alors 

ï(m, »)> f J ?(5. l)>?("> + » + ')> 

l'intégrale double étant étendue au carré (m, n). 
On aura donc 

E q (m, «>> //?(»> 1)'^
 rfr·. 

rintégrale étant étendue à tous les carrés (m, n) tels que 

m-i; ι, η ο ( m2 4-11* )< , 

ou à toute aire contenue tout entière dans l'aire recouverte par l'en-
semble de ces carrés. 

Tel est le cas de l'aire ACFKA que j'appellerai ζ et qui est limitée 
par les droites ξ = ι, η — ο et par le cercle 

aV" = '' s'norn.cy/->i, 
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Si donc je désigne par C l'intégrale double étendue à l'aire ε, il 
viendra 

E q (m, ")>c· 
Soit maintenant 

2 <t(m,n) = +· 2,' 
La somme 

2 ?('">"> 

toujours étendue à toutes les combinaisons de valeurs de m et de n 
satisfaisant aux conditions (i), 2a est la même somme étendue aux 
systèmes de valeurs de m et de η qui satisfont aux conditions 

(•i) m — n — ι 

ou 

{•ibis) n = o. 

2, est encore la même somme étendue à tous les systèmes des valeurs 
qui satisfont aux conditions (i), sans satisfaire aux conditions (i) ou 
(ί bis). On a alors 

2,<// ?(>> n) dE dn, 

l'intégrale double étant étendue à tous les carrés (/// — ι, η — ι > tels 
que 

m > r, η > ι (m2 -+- ri2) j·2, 

à l'exception du carré (ο, o). 
Tous ces carrés sont tout entiers à l'intérieur de l'aire x. 
On a donc 

2,<A, 

et par conséquent 
c<2?(m» «)<

A
 -+"2/ 
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Or, dans l'unique application rjuc nous ferons £en supposant 

?(/λ, n)=
 ;i

ij> il est facile de voir que Σ
3
 et C —A restent 

finies quand χ croit indéfiniment, tandis que les deux intégrales C 
et A croissent au delà de toute limite. 

On aura donc encore 

lim
 =

 , ; 

c'est-à-dire que A sera encore ta valeur asymptotique de Σφ(/κ, η). 
Soit d'abord 

φ(/τι, /ï)= log(Ma -h wf); 
d'où 

Σ?ί"ι>")=τ(*)· 

La fonction log(ma ■+■ λ8) est positive et croissante dans faire x. 
La valeur asymptotique de T(.r) sera donc l'intégrale 

A =ff log(58-+- n2) dE dn, 

étendue à l'aire A, c'est-à-dire 

a
 log

(
T +νς)_ U+virj, 

ou bien encore 

J x' log.c. 

puisque 

lim ^ J x* logx = ι ( pour χ = x>). 

Soit maintenant 
s(/«, n)= i; 

d ou 

E q (m, //)= L(x·). 

Journ. de Math. (4* série), tome VIII. — Faec. I, 1893. $ 
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I^a valeur asymptotique de Ε (a?) sera l'intégrale 

A= /T FIDRI, 

étendue à l'aire Λ, c'est-à-dire 

A = + )'- I]; 

ou bien encore 
x d2 
X' 

puisque 

Πηΐτ~=ι (pour χ = χ). 

Soit enfin 

z>(m, n)= ——=· 

La fonelion φ est cette fois décroissante; la valeur asvniplotiquo de 

Σ ni1 -+- ri1 * 
sera I intégrale 

Λ=//ί£ 

étendue à l'aire Λ ; c'est-à-dire 

A = jlog(a: + ̂ 2), 

ou plus simplement 

l i°g*> 
puisque 

lim — 1°^^ _ , çp0l||. χ ... 

Soit maintenant 

®(w, /i)= — 1 , 
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il viendra 

valeur asymptotique £
 y7= = ffdE dn 

L'intégrale étendue à l'aire χ est égale à 

\{x+fî — l). 

La valeur asymptotique de ̂  ^ =est doue égale à 

ttx 
> 

a 

puisque 
lim — = ι. 

.r -t-ya — ι 

J'aurai besoin pour ce qui va suivre, non seulement de la valeur 
asymptotique de F(#), mais d'une limite supérieure et d'une limite 
inférieure de cette quantité. 

Or, d'après ce qui précède, K(a?) est plus petit que l'intégrale 

ff ̂ dr>· 
étendue à l'aire Λ et plus grande que la meme intégrale étendue à 
l'aire χ'. On a donc 

4 ( x - V2)2 - T<Fa(^)<^(.f+NÎT)a- J-

Nous avons supposé que χ est un nombre réel positif; si nous vou-
lons avoir deux limites de l'expression 

®(w, /i)= — 1 , 

il faut, d'après la définition de cette expression, remplacer dans les iné-
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galités qui precedent χ par le nombre réel positif qui a pour norme la 
norme de χ divisée par celle de M H- in

y c'est-à-dire par le nombre 
réel positif 

χ 
\'ml 4- /i* 

Il vient donc 

5 η1 J \ηι+ιη) 4 V^/n®-+- λ* / ι 

ou 

4 m'-hn* a _f_ ni 2 

^ Λ//ι-μ'λ/^4 m*+n* a ^ws -h «« 4 ' 

Il vient ainsi 

Κ( x \__ Ε^> 

3 ^w'+n» m*4- n*J 4 \a /mH/i' 

el 

\ χ ) m*-f- /»* 

-i.ySg/_ ■ + !_Λ+/ΐ _Λ_Γ L_ 

ou, α fortiori, 

' ' I \/Μ 4- //</ W'+Λ1 /W* Η- Λ5 4 

7. Nous allons nous proposer d'évaluer la somme 

2E(="âs> 

somme étendue à tous les idéaux m -t- in possibles. 11 suffira évident-
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iiicnl de Tétendre à tousles idéaux dont la norme ne surpasse pas celle 
de x. Car, si la norme de m H- in était plus grande que celle de x, ou 
aurait 

E(-A-) = O. 

Ktcudons, par conséquent, la sommation aux seuls idéaux tels que 

norme (m 4- in )< norme J*. 

Je dis qu'on aura asymptotiquement pour χ très grand 

5 η1 J \ηι+ιη) 4 V^/n®-+- λ* / ι 

je veux dire que le rapport des deux membres tend vers l'unité quand 
χ croit indéfiniment. 

Kn effet, la différence entre les deux membres de (2) est, en vertu 
de l'inégalité (1), plus petite en valeur absolue que 

5 η1 J \ηι+ιη) 4 V^/n®-+- λ* / ι 

Il est facile de trouver la valeur asymptotique de celte expres-

sion (3), car, d'une part, nous connaissons celle de 2 ^ *
 t

 qui est 

KJC 
2 * 

et d'autre part 

ΣΜε<*> 

a pour valeur asymptotique 
r2 x2 

16 

La valeur asymptotique de (3) est donc 

£J(e^+,). 
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Considérons maintenant le second membre de (a); sa valeur asym-
ptotique sera 

'-(
χ
)Σ = (lx') (l ,o

e*)= τχ' 1ο
?
χ

· 

La comparaison de cette valeur asymptotique avec celle de (3) 
montre que le rapport de (3) au second membre de (2) a pour limite 
ο et par conséquent que le rapport des deux membres de ( 2) a pour 
limite 1. C.Q.F.D. 

Donc l'expression 

E(-A-) = O. 

a pour valeur asymptotique 

y x* log*. 

8. On peut tirer de là des conséquences analogues à celles du n° 2. 
Je me propose de démontrer que, si a > 1, on aura une infinité de 

fois 

(I) ψ(χ)<^Ε(χ·). 

Si cela n'était pas vrai, en effet, on pourrait trouver un nombre r
e 

assez grand pour que, pour toutes les valeurs de a? plus grandes que ατ
β

, 
on eût 

ψ(*)>^1Ï<*); 

on pourrait alors trouver un nombre b assez grand pour que, 

on eût 
(pour xe>a?> 1), 

Ψ(*)> ̂ Ε(*)-δα(χ). 
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Enfin pour χ < r, on aurait évidemment 

ΨΟ) = V V(x)-ba(x), 

lorsqu'on aurait 
ψ(α;)= Ε(α?) = &(x) = o. 

L'inégalité 
ψ(χ) > ~ E(#) — b%{x ) 

serait donc absolument générale. 
On en déduirait 

y ψ ( _£_\ > if y Ε \ _ bS « ) 

ou bien 

<») T

W>72
E

(^)-^· 

Mais le premier membre de cette inégalité a pour valeur asvmplo-
tique 

^ χ9 loga?, 

le second membre a pour valeur asymptotique 

~ χ8 log a?. 

Si donc a > ι, cette seconde valeur asymptotique est plus grande 
que la première. Donc, pour χ assez grand, l'inégalité (2) cesserait 
d'avoir lieu. 

L'hypothèse faite est donc absurde, et nous devons conclure que 
l'inégalité (J) a lieu une infinité de fois. 

On démontrerait de même qu'on a une infinité de fois 

si « < 1. 
ψ(*)>^Ε(*) 
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Si l'on se rappelle quelle est la valeur asymptotique de E( \r), on 
pourra énoncer le même résultat d'une autre manière. 

On aura une infinité de fois 

ψ(χ) >«.r2 

si a < ι, cl une infinité de fois 

ψ 00 αχΛ 

SI « > ι. 
Dans le cas des nombres premiers réels, M. TcbebichefT avait trouvé 

qu'à partir d'une certaine valeur de χ on a 

ψ(χ)< r,i ι .x. 

On pourrait trouver une inégalité analogue par des procédés sem-
blables à ceux qu'a employés le savant russe, mais il est plus simple 
de la déduire de la sienne. 

Pour éviter toute confusion, je désignerai par 0
e

('./·) et ψ„(χ') les 
fondions de M. Tchcbicheflf relatives aux nombres réels; et je conti-
nuerai à représenter par 0(χ) et *|(r) les fonctions relatives aux 
idéaux. 

Alors 0e(x,a) est la somme des logarithmes de tous les nombres pre-
miere qui ne surpassent pas a?2; et 0(χ·) est la somme des logarithmes 
des normes de tous les idéaux premiers dont la norme ne surpasse pas 
celle de c'est-à-dire deux fois la somme des logarithmes des nombres 
premiers de la forme l\n -h ι qui ne surpassent pas xl\ plus la somme 
des logarithmes des carrés des nombres premiers de la forme \n ■+· 3 
(jui ne surpassent pas χ (c'est-à-dire plus deux fois la somme des loga-
rithmes de ces nombres premiers) plus le logarithme de 2. 

Combien de fois le terme logp figurcra-t-il donc dans H
0
(x'2) et dans 

0(x)2 
Sip = 2, une fois dans 0

o
, une fois dans 0. 

Sip = (\n ■+■ 1, p'Sxi, une fois dans 0
o

, deux fois dans 0. 
Si ρ = l\n 4- 3, p*Sx, une fois dans 0

o
, deux fois dans 0. 

Si ρ = ί\η -f- 3, ρ > χ, ρ S χ7, une fois dans 0
β

, zéro fois dans 0. 
Si p> x"1, zéro fois dans Q

0
, zéro fois dans 0. 
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On peut déduire de là l'inégalité suivante 

0(ar)< 20
#
(xa). 

Si nous désignons par 0,(x) et O
a
(ar) la somme des logarithmes des 

nombres premiers de la forme l\n -4-1 et de la forme 4 " + Ί φ" ntî 

surpassent pas ;r, on a donc 

(O 
0 (:/;) = aO,(x*) -4- 0g(x) -h log2. 

O
e
(ar2) = ·+· O

a
(ar*) -h log2. 

Οοι unie on a 
ψ (x) =0(.xr) -h0 -+-0 J'-r —.... 

ψ·(·*8) = 0.(χ-)+0.νί?+ ®· ν'·** +· · ·» 

il viendra également 
ψ(ΛΓ)< 2'}

e
(V), 

et l'on aura, à partir d'une certaine valeur de ar, 

ψ(ϊ)< 2,22X*. 

D'autre part, nous retrouvons les inégalités 

Ήχ) > '>(*) > W*) - 2ΨVx 
d'où 

ψ(χ) > 0(χ) > ψ<» — 'ι, 4 'ι·*· 

On aura une infinité de fois, si a > ι, 

ψ (a?) <ax2 
el, par consequent, 

0(.χ·) < ax*. 

On aura une infinité de fois, si a < a' < ι, 

ψ(χ)>α'^, 
Jour η. de Math. (4* série ), tome VIII. — Fate. I, 1892. (J 
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et, par conséquent, si χ est assez grand, 

Q(x) > a'x* ■+■ t\ /\\x > ax*. 

Si donc le rapport tend vers une limite, celle limite ne peut 
être que l'unité. 

Si l'on observe que la différence 

l)(x) — 2 f), (./■*) 

est égale à 03(χ· ) -+-1 ogs, c'est-à-dire positive cl plus petite que 00 (x) 
ou, a fortiori, que ι,ιι χ (si χ est assez grand), on conclura qu'elle 
est négligeable devant x*. 

Donc on a une infinité de fois 

0,(x7)< ~ si a > i, 

et une infinité de fois 

y ψ ( _£_\ > if y Ε \ _ bS « ) 

Donc ία somme des logarithmes des nombres premiers de ht 
forme [\n ι qui ne surpassent pas χ est une infinité de fois plus 

petite que ~ si α > ι, et une infinité de fois plus grande que 

a x si a < 1. 

C'est ce qu'on peut exprimer d'une façon vague, mais concise, en 

disant que cette somme oscille autour dex 

9. Soit maintenant φ, (χ) la somme des logarithmes des nombres 
premiers de la forme f\n -h ι qui ne surpassent pas x. 

Nous aurons, en appelant ρ cos nombres premiers, 

?« <» = 2
 1

 » O) = 2 1θ
Κ/>· 
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et, puisque log/? < log#, 

log x E 1 =2 log·'· >2
 lo

s/'· 

?,(·'-) log" >0, (·')· 

Or, on a une infînité île fois 

ή·(·/;)>~ si /i< f. 

On aura donc une in fini lé de fois 

y ψ ( _£_\ > if y Ε \ 

l/autre part, 0, (JET) est la somme des logarithmes de (./·) nombres 
entiers tous différents entre eux, et sera, par conséquent, plus grand 
que la somme des logarithmes des φ,(#) plus petits nombres entiers, 
c'est-à-dire fine 

Τ|?.(ΌΙ· 

Je donne ici à Τ (χ ) la même signification que M. Tchehichelf, 
e'esl-â-dirc la mêinc signification que dans les n°" 1 à 5, et non plus la 
signification que je lui ai donnée dans les n°* 5 à 9. 

Je rappelle maintenant que, dans le n°3, j1ai déduit des inégalités 

?('\> log·'·' > 'KO. 
Τ[?(,·)|<0(,·), 

el de la suivante 
Of#) < aw, 

qui doit avoir lieu une infinite de fois si a > ι ; j'ai déduit, dis-je, que 
fou doit avoir une infinité de fois 

?(·'-·)< & 
si a > ι. 
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De même ici j'ai les deux inégalités 

y ψ ( _£_\ > if y Ε \ _ bS « ) 

y ψ ( _£_\ > if y Ε \ _ bS « ) 

et je sais<|ue Γοιι a une infinité de fois 

*.(*)< Τ 

si a > ι. Je puis donc répéter le même raisonnement sans y rien 
changer et en déduire le même résultat. 

On aura une infinité de fois 

i\ \Λ / ^ a log.r 

si a > ι. 
Ainsi le nombre des nombres premiers de la forme f\n -h ι qui ne 

surpassent pax χ est une infinité de fois plus petit que nJ si 

a > ι et une infinité de fois plus grand que ̂ si a < ι. 

('/est ce qu'on peut exprimer en disant que ce nombre oscille autour 

de pendant (|ue le nombre total des nombres premiers non su-

périeurs a χ oscille autour de ou, d'une manière plus incorrecte 

encore, en disant qu'il y a autant de nombres premiers de la forme 
\η -+-1 qu'il y en a de la forme !\n + 3. 

Il est clair qu'on pourrait, en raisonnant tout à fait de la même ma-
nière, trouver des résultats analogues en partant d'idéaux construits a 
à l'aide d'une équation fondamentale autre que =o. Deux 
nombres s'introduiraient alors dans les calculs, à savoir le nombre des 
classes d'idéaux et un nombre dépendant des unités complexes; mais 
je crois qu'ils disparaîtraient à la fin du calcul. 

Caris, le 3 décembre 189». 


