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INVARIANTS DE QUELQUES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 233 

S/fc $}' IftityNants de quelques équations différentielles; 

PAR P. RIYEHEAU, 
Professeur à l'Institut catholique d'Angers. 

i. Nous nous proposons d'étudier les invariants des équations dif-
férentielles définies par une équation algébrique et entière par rapport 
à la fonction y de or et à ses dérivées. Ces équations conservent la 
même forme lorsqu'on choisit une nouvelle fonction η et une nouvelle 
variable ζ liées à y et à χ par les relations 

y = ria(x) + v(x), ^ = u (x). 

I )c telles équations, de la forme 

tz r(.ZT)fk Lz._ (/<o® -+- «erf) + ?y0(— ββ« 

ont déjà été étudiées par M. Appell (1 ) et M. Elliot ('). 
La méthode employée, duc à M. Appell, consiste à déterminer les 

fonctions u, μ de façon à réduire l'équation différentielle à une 
forme plus simple en annulant ou en égalant plusieurs coefficients de 
l'équation transformée. La fonction ν est alors complètement détermi-

(l) Journal de Mathématique*, 4e série, t. V, fasc. IV, p. 361. 
(*) Annale* de l'École Normale supérieure, t. VII, p. ιοί ; année 1890. 
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ηco, mais 1rs fonctions u et ρ ne sont déterminées qu'à un facteur 
constant près. L'introduction de ces facteurs constants fournit des 
équations canoniques se déduisant immédiatement Tune de l'autre par 
un nouveau changement de fonction et de variable (voir les Mémoires 
de M. Appell, p. 370, et de M. Elliot, p. 104). Les coefficients de 
l'équation canonique sont des invariants absolus. Ces invariants ne 
sont pas des fonctions algébriques des coefficients de l'équation diffé-
rentielle et de leurs dérivées. 11 est facile d'obtenir des équations ca-
noniques dont les coefficients, invariants absolus, sont des fonctions 
algébriques des coefficients de l'équation différentielle et de leurs déri-
vées. Il suffit d'appliquer une méthode analogue à celle employée par 
Halphen pour les équations différentielles linéaires, c'est-à-dire de 
déterminer les fonctions /*, p, de façon que certains invariants rela-
tifs se réduisent à l'unitc. De telles relations fournissent, en général, 
des équations algébriques binômes pour déterminer les fonctions ca-
ractérisant le changement de fonction et de variable précédent. 

I'renons comme exemple le cas traité par M. Appell dans le Mé-
moire cité (p. 3(5(5 et suiv.). 

L'équation considérée est 

lu=c» + ^,:<y i,:*y"+'■»/'· 
Posons 

y = r, u(x) -h v(x), £ = u (u), 

l'équation prendra la forme 

% = r. +■ h', η + + y t'y 
où 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 
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M. Appell détermine les fonctions P, U et p., de manière à avoir 

γ* = ο, γ. = «, γ» = ι· 

11 appelle V, U, M les fonctions ainsi obtenues, Y et X, la fonction 
cl la variable correspondant à ces valeurs particulières. D'où l'équation 
canonique 

^=J+Y'· 
Kn posant 

s* = C.cJ - C.
2
C, + 2C\ -h C, - C

t dc1/dx, 

la valeur de l'invariant absolu J est 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

L'expression est un invariant relatif. Si l'on appelle σ
3
 l'expres-

sion formée avec les fonctions γ de ξ, comme s
3
 est formée avec les 

fonctions c de ./;, on aura 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

Si donc on détermine les fonctions c, u et p. de façon que l'on ait 

γ
2
 = ο, γ, = i, £=ι, 

et si l'on appelle Ψ, Υ, OIL les fonctions particulières ainsi obtenues. 
Y, et X, la fonction et la variable correspondantes, on aura l'équation 
canonique 

^ = .+iy,+Y:, 

où I est un invariant absolu, fonction algébrique des coefficients c et 
de leurs dérivées par rapport à x. 

Il est à remarquer que, dans ce cas particulier, on aurait pu poser 
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de suite γ

β
 = ι, γ, = ο, γ, = ι, au lieu de considérer l'invariant re-

latif^. Les fonctions r, ι/, μ sont déterminées sans quadrature, comme 
011 le voit à la simple inspection des expressions de γβ, γ3, γ,. Cela 
tient au cas particulier choisi comme exemple. 

2. Avant d'aborder l'étude des invariants des équations différen-
tielles de la forme indiquée au commencement de ce Mémoire, nous 
allons faire une remarque sur ceux des équations différentielles qui 
conservent la même forme quand on fait le changement de fonction et 
<le variable, 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

De telles équations différentielles, en dehors des équations linéaires, 
ont été considérées par M. Appcll (') et par nous-niênie (a). 

Les équations canoniques ont été obtenues en donnant aux fonctions 
//et {Ades valeurs particulières U ol M annulant certains coefficients de 
l'équation transformée ou rendant égaux deux de ces coefficients. Si 
féquation différentielle est homogène par rapport à la fonction y et à 
ses dérivées, ou |>rul toujours trouver une forme canonique. La fonc-
tion IJ est déterminée par une équation différentielle linéaire, homo-
gène et du premier ordre 

IT ~ ?(x)» 

où 9(c) est une fonction rationnelle des coefficients de IVqualioii dif-
férentielle. La fonetion M, dans certains cas, est déterminée par mm 
équation algébrique binôme 

h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

où 'yfx)eslune fonction rationnelle des coefficients. Nous avons dé-

(') Journal de Mathématique*, 4° série, t. V, fasc. IV, p. 388. 
(*) Sur les invariant* de certaines classes d'équations différentielles homo-

gènes par rapport à la Jonction inconnue et à ses dérivées. (Thèee présentée à 
la Faculté des Sciences de Pari*. Gauthier-Yillars et (ils, 1890.) 
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montré quo les coefficients de l'équation canonique sont alors des 
invariants absolus, algébriques par rapport aux coefficients de l'équa-
lion différentielle et à leurs dérivées. 

La fonction M, dans d'autres cas, est déterminée, comme L, par 
une équation différentielle linéaire, homogène et du premier ordre. 
Alors les coefficients de l'équation canonique sont de la forme 

A, 
w 

Os coefficients sont des invariants absolus qui ne sont pas algé-

briques par rapport aux coefficients de l'équation différentielle. Les 
expressions A,· sont des fonctions rationnelles de ces coefficients et de 
leurs dérivées, et, de plus, ce sont des invariants relatifs. On mon I re 
facilement, en effet, que par le changement de fonction et de va-
riable ('), 

y = r,u(x),
 s

4=jt(x), 

l'expression (A/),, formée avec les coefficients de l'équation transfor-
mée comme A,· est formée avec les coefficients de l'équation proposée, 
vérifie la relation 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V( 

On pourra donc donnera la fonction u une valeur particulière dit, 
de faeon à réduire à l'unité l'invariant relatif le plus simple. La fonc. 
lion \) pourra être déterminée par une équation différentielle linéaire 
homogène du premier ordre. Alors l'équation canonique correspon-
dante aura comme coefficients des invariants absolus, fonctions al-
gébriques des coefficients de l'équation et de leurs dérivées. 

Si l'équation n'était pas homogène par rapport à y et à ses dérivées, 
mais si elle était composée de plusieurs parties homogènes de degrés 
différents, une méthode analogue permettrait de trouver les invariants 
absolus algébriques. 

(*) Sur les invariant» de» équation» différentielles linéaire» ( Annales de la 
Faculté de Toulouse). Voir aussi le n° 5 du présent Mémoire. 
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Prenons comme exemple Inéquation 

a0y"² *+" «a/3 ■+* «4 y1 ■+■ 2 b,fy' 4- a b<yy 4- a/*,// = o. 

Le changement de fonction et de variable 

y = r
t
u(x), £

 = (
ι(χ) 

lui fait prendre la forme 

α
β
η"*4- a

2
Y)'a 4- α,η2 -h ajfc,η*η' 4- 2β

2
η"η 4- ^β,η'η = ο. 

M. Appell (Journal de Mathématiques, be. cit., p. 4°') détermine 
réquation canonique en donnant aux fonctions u et (a les valeurs par-
ticulières L el M qui annulent β, et β3, en supposant l'invariant relatif 
a

0
a

2
 — b\ différent de zéro. Ces fonctions U et M sont alors fournies 

par les équations 

U+ aIT = -7„' 

( y (α
0
α

2
 —^) — (b

t
b

t
 — a

e
/y

3
) = o. 

L'équation canonique ainsi obtenue est de la forme 

Y"2 4-1 Y 2 4- J Ya 4- 2K. Y'Y = o, 

où Y et X sont la fonction et la variable définies par 

y=YU(x), g=M(4 

L'invariant absolu I est égal à 

I U(I flj — i*} 
«ÎM* 

On en conclut que l'invariant relatif 0 *
 t
 '1 vérifie la relation 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 
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Au lieu de la valeur particulière M considérée précédemment, prenons 
celle qui rend cet invariant égal à l'unité et soit 3ïL cette valeur. Dé-
terminons encore u de façon à annuler β,, soit Ό cette valeur; nous 
aurons 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

Si Y, et X, sont la fonction et la variable correspondant à ces va-
leurs particulières Ό et JlL, nous obtiendrons une équation canonique 
de la forme 

Y?+Γ ;* 4. H Y; -H 2 κ Y; Y, + 2L Y; Y, = O. 

Les invariants absolus H, K, L* sont rationnels par rapport au\ 
coeflicicnts de l'équation différentielle et à leurs dérivées. 

5. Pour simplifier, nous étudierons les équations du second ordre 
définies par une équation algébrique, entière et du second degré par 
rapport à y, L'équation générale est 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 
(1) 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

les coefficients α0, an . ..,d9 étant des fonctions de la variable indé-
pendante x. Faisons le changement de fonction et de variable 

00 y = *)«(»)+ ?(*), £ = γ.(χ). 

Les dérivées de u, p., ν par rapport à χ seront désignées par M", p/, 
p.", ν, p", et celles de η par rapport à ξ seront représentées par η', η". 

Les formules de transformation sont donc 

(3) 

y=v\u + v, 

y = η'{Ακ-Ηηη'-+-^, 
y" = rf p.*u 4- η'(«(λ'4- 2μ«')-ι- η^"4- c". 
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Κη substituant ces valeurs dans l'équation (i), on aura une équat ion 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 
(4) 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

oil 
«·=α,|Α*ιτ*, 
α, = («|Α'4- 2[ΛΟ/)[αβ(#μ'-Η2[Χα') + ·^(ΛΗ| 

-f- [ (u {*' 4- 2 {χ α') -h α, μ a] (λ£/, 
j α4 = α4 u"* Η- β;, 4- α4 + 2 μ*4- 2 /»a α"u 4-11>3 u' u, 

β, = [αβ(αμ/4- 2|λα')4-] u² u, 

β
3
 = ( α9 u" 4- bt u' -t- bt u) [/.* u, 

β» = [«.(«{*'4- 2(Xtt')4-b1 u u] u" 
4-[6, (tt^4- 2{Xll')4-a

a
jAtt|tt' 

(5) h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

Te = (o®4- b, v' 4- b
t
 ρ 4- C#) (ita «, 

γ
4
 = [αβ(«{Λ'4- 2|AH')4- δ, pw]p" 

4- [b
t
 (u\l'4- 2(JLW') 4- a

2
pu]v' 

4-[&3(K[A4- 2pu')4- £
3
ptf]p 

4- c
0
(tt{Jt'4- 2(XI£')4-C, fJLtt, 

γ
β
 = (α

0
«"4-Ζ>|Μ'4- b

t
u)v" + (b

t
 u"-+■ a

2
u' +■ £

3
a)e' 

! 4-(/»a«"4- htu!a
4
u)v-\- c

4
u"4- c,«'4- c

2
i/, 

Q0 = «
0
c'#4- 4- a4

v%4- 2&,pV4- ib
t

v"v 
\ 4- 2&3p'p 4- 26'

0
P"4- 2C, p' 4- 2C

a
C 4- f/0. 

La partie homogène du second degré de l'équation (4) est la trans-
formée de la partie homogène du second degré de l'équation (i) à 
laide du changement de fonction et de variable 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

Les invariants de cette partie homogène sont donc aussi des invariants 
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de l'équation (1), même pour la transformation (2). On pourra, par 
conséquent, donner à u et ρ des valeurs particulières U et M pour les-
quelles la partie homogène du second degré prend une forme cano-
nique. Il restera à déterminer la fonction v. Nous donnerons d'abord 
à cette fonction ρ une valeur particulière V, de façon à faire prendre 
à (4) la forme la plus simple possible. Nous étudierons les propriétés 
des coefficients de cette forme réduite relatives à la transformation (2) 

et nous en déduirons un moyen de former des équations canoniques 
dont les coefficients sont des invariants absolus qui seront ou transcen-
dants ou algébriques par rapport aux coefficients de l'équation (1) et à 
leurs dérivées. 

Remarquons auparavant que les formules (3) constituent une sub-
stitution linéaire sur les quantités y, y, y. Le discriminant de l'équa-
tion (1), considérée comme une quadrique, est donc un invariant de 
l'équation différentielle. Le module de la transformation est [As«3. 
Pour les équations de degré supérieur au second, on pourra faire les 
mêmes remarques que pour les équations homogènes. Ainsi, par 
exemple, l'équation différentielle étant 

Ay>/> ···>/"')=°< 

les dérivées partielles par rapport & y"", ' ' ' sonl ('es covariants 

et leurs invariants seront des invariants de l'équation différentielle 
(voir Thèse, p. i4)· 

Enfin les équations considérées peuvent se diviser en trois classes, 
suivant la façon dont la partie du second degré contient la dérivée y" 
( APPELL, loc. cit.y p. 392). Dans la première classe aβ et bt sont nuls; 
dans la seconde a0 est nul et bt est différent de zéro ; dans la troisième 
a

0
 est différent de zéro. Cette classification repose sur ce que la trans-

formation (3) ne change pas la classe d'une équation. 
Nous commencerons par la troisième classe. L'équation générale se 

prête mieux à notre but qui est de montrer comment on peut obtenir 
les invariants de l'équation différentielle. 

4. Comme nous l'avons indiqué, nous allons réduire l'équation dif-
férentielle à la forme la plus simple possible. Pour conserver les nota-

Journ. de Math. (4* série), tome VIII. — Fasc. III, 1893. 3q 
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tions de M. Appell, nous désignerons par A
0

, Aa, A.,, B,,B2, B, les 
mineurs du discriminant D, 

a0 bt b2 

D = b
t
 α

Λ
 b

3
 , 

^2 Κ a\ 

relatifs aux éléments a%, ../>,. Ainsi 

A s
=a

3
a

3
—b2

0 Β s= b,b2 — a
0
b„, .... 

Si A
4
 est différent de zéro, on pourra donner à u et ρ les valeurs par-

ticulières qui annulent β, et β„ puis à ν celle qui annule γ,. En appelant 
U,M, V ces valeurs particulières, IJ', M', V7,... leurs dérivées par 
rapport δ χ, on aura 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 
(6) 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 
où l'on a posé 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

Y et X étant la fonction et la variable correspondant à ces valeurs par-
ticulières U, M, V, on aura 

y = YU(*)+V(,;),dX/dx = M(x). 

Si Ton divise tous les termes de l'équation ainsi transformée par le 
coefficient de Y"a, on aura une équation réduite à la forme 

(7) Y"a-+- IY'3 + JY» + 2 Κ Y" Y + aPY"-h aQ Y + 11 = o. 

Les coefficients 1, J, Κ sont des invariants absolus, déterminés à un 
facteur constant près et indépendants de V. Ils ont été calculés par 
M. Appell (loc. cit., p. 402). Leurs valeurs sont 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 
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où Ton a posé 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

S)3 = a.S: + A;D. 
On a ensuite 

P
 = û(

KV +
 r.> 

Q = o(
JV

 + |> 

"=Ci(
JVî+

^
V

+
 *). 

où Ton a posé 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

"u ^1 t'
a 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

/>
a
 //

3
 Γ;, 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

"β b, b j 6'j 

Δ=
 />, /λ, c, 

/>2
 r,

u 

6'0 V-, <'a i/0 

Les valeurs de Ρ et Q se calculent facilement, car les formules 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

montrent que les coefficients de V s'obtiennent en remplaçant V' par 

jj V et V" par -g-V dans i2 et £ · Les parties indépendantes de V se 
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trouvent aussi aisément. Ën effet, en supposant 

v = o, v=&. + de/dx (C1/A1), 

on trouve 
a0V"-4- b{X'-+- bt\ -4- c0

 = a0x. 

δ, V"-f-03V'+ &,V 4-c, = ^,a\ 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

Le reste du calcul s'achève de suite. La valeur de R a été obtenue à 
Laide des discriminants des deux équations différentielles. On a, en 
effet, les relations 

IKJ-KO-JP'-Q'
+

,KPQ =
 eT
^

i 

et 
J

-
K,

 =
 0
-AV 

5. Les fonctions des coefficients appelées φ, ^et Λ jouissent d'une 
propriété remarquable. Pour la mettre en évidence nous ferons un 
raisonnement déjà employé ailleurs. L'équation (i) prend la forme 
réduite (7) au moyen des formules 

r
 = YU<*) + V(*), f = M(4 

Posons maintenant 

y=ij«(a?)4-*>(*). £=Ρ(Χ)' 

l'équation (1) prendra la forme (4) que nous réduirons de la même 
manière, en posant 

η = Υ,υ,(ξ) + ν
ι
(ξ), §'=Μ,(ξ> 

L'équation réduite ainsi obtenue est 

(7)' Y? + I.Y7-+-J, γ; + aK,γ;γ. + 2P, γ; + aQ. γ. + κ. = o: 
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on sait déjà quo 
I, = l, J, = J, K, = K, 

car on peut supposer que les constantes d'intégration dont dépendent 
U, M, U,, M, aient été choisies de façon à obtenir ce résultat, ce qui 
ne nuit en rien à la généralité pour ce que nous voulons obtenir. Dési-
gnons par (U4

), (M,), (V
4
) ce que deviennent les fonctions Un

 M,, 
Vi de ξ quand on y remplace ξ par sa valeur en ar; les formules précé-
dentes donnent 

y= Y,«(U,)+ ÎÎ(V,) + P, ^ = μ(Μ,). 

On en conclut que les coefficients de l'équation (7)' se déduisent 
de ceux de l'équation (7) en changeant dans ceux-ci U en ulJ

4
, 

M en jaM, et V en u\t 4- v. On aura donc 

1>, = ± (K, V,
 +

 *) = ̂  [K(uV,
 +

 ç)
 +
 ̂  · 

Pour simplifier cette expression, il faut remarquer que l'on a 

Κ· = Κ=Ϊ#ΜΓ 
On aura donc 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

On trouverait de même 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

Λ- = ί4ΐ(Α+2^+ίϊ{,;ϊ)· 

De ces expressions on déduit facilement 

δ, = μ· u*($ 4- DP). 

β. Les expressions trouvées pour P, Q, R permettent de former 
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plusieurs invariants. Ainsi Ton a 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

Q* — JH = ($? - ~vr)î 

on obtient ainsi deux invariants absolus. Les quantités placées entre 
parenthèses dans les seconds membres sont des invariants relatifs. On 
peut avoir d'autres invariants en calculant les dérivées de P, Q, II, 
par rapport à X, 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

où 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

L'expression 
h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

est un invariant absolu. La valeur de Ψ est 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

Si l'on cherche les relations que doivent vérifier les coefficients de 
l'équation réduite pour que l'équation différentielle possède une pro-
priété indépendante du changement de fonction et de variable, les 
équations obtenues s'exprimeront à l'aide d'invariants absolus. Cher-
chons, comme exemple, les conditions nécessaires et suffisantes pour 
que l'intégrale de l'équation (7) soit de la forme 

Y == A, Y, -+- /ia Y2 -t-Aj Y3-t- Y«, 

où Y,, Ya, Y, sont des fonctions de X linéairement indépendantes et 
où les constantes A,, A2, A» sont liées par une relation algébrique et 
entière du second degré ( voir APPELL, loco citato, p. 4' 2). En dési-
gnant par F le premier membre de l'équation (7) et par λ(Χ) une 
fonction de X, on doit avoir identiquement, comme l'a démontré 
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M. Appell {Comptes rendus, novembre 1888), 

^ -λΚ=(»Υ·+βΥ"+ρΥ' + γΥ + ΐ)(Υ*+ΚΥ + Ρ>. 

L'identification donne après quelques réductions 

ΛΧ =°> dX=°> J = K(1H-R), 

JP — K.Q = o, £(£)=£(?); 
on a ensuite 

λ = -α =
 Τ5χ

, ? = -K-> γ = Κ*, 0 = Ρα. 

Les deux seules relations ̂  = ο, ^ (V) = (jj ne sont pas 

exprimées à l'aide d'invariants absolus. Mais on voit de suite que l'on 

peut remplacer ~ = ο par 

^d\ 1 dX ~ °* 

Pour transformer l'autre équation, considérons l'invariant absolu 
Qa — JR. On a, en tenant compte des relations précédentes, 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

Ρ et Κ étant des constantes, on en déduit que la dernière équation 
de condition peut s'écrire 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

G étant une constante. 
On a supposé I pé-o ; car, dans l'hypothèse I = o, l'équation diffé-

rentielle n'eût pas été irréductible, en tenant compte des autres équa-
tions de condition fournies par l'identification. 

L'intégration s'achève en résolvant l'équation 

2Y-- ϊγ»
+3

(Ι + Κ)Υ'-Κ| Υ-Ργ = ο, 
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où Γ = ~ ; Κ et Ρ sont des constantes. L'équation du second ordre 

Y"+RY + P = o 

donne des intégrales singulières. 
Remarquons que le changement de fonction 

Y = ζ — ^ ^ού ̂  est constant J 

transformera, dans ce cas, l'équation (7) en une équation de la 
forme 

Z"2 ί Ζ1 il ν2 + 2 k J Ζ -h Ji> 1 = C), 

où fi est une constante. Si l'on considère l'équation obtenue en annu-
lant la partie homogène, son intégrale générale ne différera de celle 
de l'équation complète que par la relation qui lie les constantes arbi-
traires. 

7. Les formules obtenues aux n°· 5 et 6 montrent comment on 
pourra former une équation canonique. Supposons que S, soit diffé-
rent de zéro. On pourra donner à ρ la valeur particulière ψ qui an-
nule Φ,. En gardant pour u et ρ les valeurs U et M qui font prendre 
la forme canonique à la partie homogène du second degré, on obtiendra 
une équation canonique dont les coefficients sont des invariants ab-
solus, mais transcendants par rapport aux coefficients de l'équation 
primitive. Si S, était nul on pourrait donner à Ρ la valeur qui an-
nule si S, 2

 est différent de zéro ou bien celle qui annule en 
supposant que D soit différent de zéro. Pour obtenir une équation 
canonique dont les coefficients soient des fonctions rationnelles ou 
algébriques des coefficients de l'équation primitive et de leurs déri-
vées, on déterminera Ρ comme on vient de le dire. Puis on considérera 
deux invariants absolus différents de zéro de la forme 

Λ Β 
M"' M''Ur 
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Λ et β sonl des invariants relatifs tels que 

A, = —-> li. = ■ -τ) 

ou donnera à (A et à u les valeurs particulières qui rendent A, et B, 
égaux à l'unité. L'équation ainsi transformée aura comme coefficients 
des invariants absolus algébriques. Dans le cas précédent, 1 est diffé-
rent de zéro. Si l'un des trois invariants 

JP — KQ, Q'~JR, K^-P§ 

est différent de zéro, par exemple, le premier, on donnera à u et (A les 
valeurs particulières suivantes ο et 311 définies par 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

«•Vsl-iWIire 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

Kn supposant S
e
 différent de zéro, on pourra poser 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

L'équation canonique correspondante sera de la forme 

Y?+Λ Y;5 + BY; +
 2

C Y; Y;+
2

D Y; Y, 

+ AK Y; Y, -+-
 2

F Y;+
2

GY; +
 2

H Y, + L=O, 

ou Y, et X, sont définies par 

/ = Y,0 + Ç, ^ =3IL. 

Jour η. de Math. (V série), tome VIII. — Pasc. III, 189s, 33 
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Les invariants ainsi obtenus sont liés par les trois relations 

A = C»-hi, 

(CF - <i)(CD - E)+ F(CJ +,)- CG + jL (CK - G)=<», 

ι C F 

<> = !+ <: Λ G χ [(CD — E)J—(CE — AD) +^(CO — E)|. 

I) Ε II 

Ces trois équations détermineront A, β, I) en fonction des six autres 
invariants que Ton pourra considérer comme fondamentaux. Les 
quantités 1) et H ne désignent pas la mémo chose ici que précédem-
ment. 

8. Nous avons supposé que A, était différent de zéro. Si A, était 
nul, on ferait un changement de fonction cl de variable annulant β, et 
rendant égal à l'unité. Les fonctions L et M vérifient alors les équa-
tions 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

On suppose que li, n'est pas nul. Le coefficient γ, devient alors 
égal à 

~ -^(ILe-hC,), ou <:, = <·,&, - a
0

<:,. 

< )II donnera à r la valeur particulière V, qui annule ce coefficient, 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx 

Kn divisant tous les termes par α„ = «
tf
 M* L% on obtiendra l'équa-

tion canonique 

• Y 3 4- LYe + 2\Y"Y+ 2 Y'Y *+· 2 S Y"-h 2TY h- Ο = O, 

L* et N* sont des invariants absolus rationnels par rapport aux coefii-
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cicnts de l'équation primitive, δ et Τ sont de la forme 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

Σ et θ sont des invariants relatifs rationnels. En continuant d'affecter 
de l'indice ι les expressions formées avec les coefficients de l'équation 
transformée (4), on aura 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

Si l'on suppose Σ différent de zéro, on pourra obtenir une équation 
canonique dont les coefficients sont des invariants absolus algébriques 
à l'aide du changement de fonction et de variable 

y = Y,t> + i?, 7^=311, 

où les fonctions Ό, J1L sont déterminées par 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(t 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx— 

V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

La légitimité du procédé est mise en évidence par les relations sui-
vantes 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

h α , * doc* dy °o(x-h h) qx—f V(t)\f(tx -+- //*) — f(lx) 

calculées à l'aide des formules générales (5) en tenant compte seule-
ment de A4 = o. 

9. En supposant A4
 = B, = o, le discriminant D s'annule d'après 

l'équation 
A,A,-1^=0,1). 
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Il est facile de voir qu'on a aussi B, = o. Si Aa est différent de 
zéro, ce sera un invariant relatif. Si enfin Aa = o, tous les mineurs 
de D sont nuls et la partie homogène du second degré est le carré 
d'une expression linéaire et homogène en y, y, y. Les mineurs du 
déterminant δ jouissent d'une propriété assez remarquable. Nous avons 
déjà vu que δ vérifie la relation 

δ, = [Αβ«*(δ-*- Dr), 

où, suivant la notation adoptée, δ, désigne l'expression 

«o ?« γ· 
£«= pi «a τ» · 

Pa Pa Ta 

Nous venons de vérifier que A, étant nul, mais B
3
 étant différent de 

zéro, le mineur de o{ correspondant à l'élément β3, c'est-à-dire 
(ïoP» — aoT«)î j01"1 de la même propriété que δ,, à savoir 

Τ·Ρ«-M» = V-*u*[(c
0
b

t
 — B,4 

Si l'on suppose A
4
 = 13

a
 = B

a
 = ο, δ est nul aussi. La quantité 

To?» ~αβΤ» devient un invariant relatif. Soit alors A
2
 différent de 

zéro. Le mineur de a
a
 dans δ, vérifie l'égalité 

«•Ta - Topa = [*4a" - <?ιΑ) 4- A
a

P — (c
0

l>, - 0
O

C, ) '·^ -

Lorsque c
0
b, — o

0
c, n'est pas nul, on peut donner à u et ρ les va-

leurs particulières qui rendent égaux à l'unité les invariants 

UA· ~ι— 

et à ν celle qui annule α
β
γ

2
 — γ

β
β

2
. L'équation canonique ainsi obte-

nue a pour coefficients des invariants absolus algébriques. 
Dans ce cas, on peut encore déterminer u, p., e, de telle sorte que 

l'on ait 
f». = °, Τι = «ο, «.γ»-γ.β* = ο; 
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on aura en même temps 
««=?>=°· 

L'équation canonique correspondante a pour coefficients des inva-
riants transcendants, mais elle est plus simple que la première.. 

Si c
9
b, — a9c, = o, on déterminera ti, ρ et p, de façon que l'on ail 

B1 = uO,
= I

'
 α

·γ»-γ·Ρ»=°· 

Κιι même temps on aura 
«» = ?> = γ. = ο. 

10. Supposons enfin Aa = o. Nous obtiendrons une équation ré-
duite en donnant à u et ρ les valeurs qui annulent β, et qui rendent 
égaux a

0
 et γ,. Puis, nous déterminerons Ρ de façon à annuler γ0. 

Soient !J, M, V ces valeurs, nous aurons 

tz r(.ZT)fk Lz._ (/<o® -+- «e 

Ma U = où C, = cebt — a
0

r.„ 

a9 V" -+- bt V 4-/;,V + c, = o. 
Alors on a aussi 

α
2
 = β

3
=ο. 

Kn posant 
X = YU +v, g=M, 

et en divisant tous les termes par α0 = ae\P U8, on aura 

Y"3 + A* Y3 2 A Y"Y H- 2 Y' H- 2BY -T-1) = o. 

Il est facile de vérifier qu'on a 

^ U (c·^2 ■—rtocî«) Ji 
D = a\M»U» f~~ V' — 2(^<A - a

0

c
a

) V -f- a
0

r/
e

 -c²0 ] 
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On a vu au n° 5 que, si Ton fait d'abord le changement de fonction 
et de variable 

y = Hu(x) +v(.c), =U (u), 

et si Ton ramène 1 equation transformée en η à la forme réduite, les 
deux équations réduites se déduisent Tune de l'autre par le change-
ment de U en «U,, de M en [xM, et de V en uV, -t- r, où U,, M,, V, 
désignent les fonctions de ξ qui servent à obtenir la seconde forme ré-
duite. Dans le cas présent, on sait déjà que C, est un invariant véri-
fiant la relation 

γ.β. - *ογ· = - «·<.·,). 
Si l'on calcule de cette façon les deux expressions 

"· = "."îm'îii; [(t.?.- *·?· ) r;+ -«.γ»)]. 

D1 = «'m*r1 [—2(r·?· -*·*'<)vi - -α.γ.)V, +α,ο„ -γ: |, 

où Γ', et V, désignent dos dérivées par rapport à ξ, on trouve facile-
ment 

V·- «.γ
3
 = U-V I ('"A - J, 

α A - -;l = μ'"1! - ΆΆ —«»'·, )<·' 
'*· ( ''β «« **2 ) * «ο Άι C

0
 j. 

La première de ces expressions avait déjà été calculée directement. 
La seconde nous montre que nous aurions pu établir une forme ré-

duite en conservant à u et |x les valeurs particulières U et M précé-
dentes et en donnant à ρ la valeur V qui annule x

0
c

0 — yj. On pour-
rait encore déterminer u cl [x de façon à rendre nulles les quantités β, 
et K 0B2 ~ α«Υ*· Dans l'un et l'autre cas, γ

0
 sera égal à 

γ
Λ
 = M2 U (Λ,Υ 4- ill), 

où, en posant, pour abréger, 

C,=6'
0
 b

{
-a

9
c„ C? = c^bt — a0 c2, 
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on a 

■ « ·-«■=(§> 

*=î [α· ί ΓΓ1) - (^»Ci ~
 +2&j

J
. 

L'expression Λ est un invariant. On peut facilement en faire la vé-
rification directe. On peut le voir aussi en remarquant que la seconde 
méthode d'obtenir la forme réduite eût fourni pour β3 l'expression 

β, = Λ. 

Or, on sait, d'une manière générale, qu'en déterminant les fonctions l 
et M par des équations différentielles linéaires homogènes et du pre-
mier ordre, les coefficients de la partie homogène du second degré de 
l'équation réduite sont des invariants absolus. On aura donc, l'in-
dice ι ayant la signification adoptée, 

et», I Λ 
X

0
 |X* rt

0
' 

d'où 
et, = }Α9!ί*Λ. 

En raisonnant comme précédemment, on conclura que 

itb« = y?u{xv -h Vi>). 

On obtiendra une équation canonique en déterminant encore u et α 
comme pour les équations réduites précédentes, mais en donnant à ν 
la valeur qui annule ub,. 

11 est presque inutile d'ajouter qu'on peut même obtenir une équa-
tion canonique dont les coefficients seront des invariants algébriques. 
Les calculs précédents montrent assez clairement comment il faut dé-
terminer pour cela les fonctions u, p, v. 

Si C, était nul, C
a
 serait alors un invariant. En annulant α

0
ο0 — γ,* 

on obtiendrait une valeur de ν pouvant servir à obtenir une équation 
canonique. Enfin, lorsque C, et C

a
 sont nuls à la fois, l'équation diffé-
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n»nlielle est decomposable en un produit de facteurs linéaires et n'est 
plus irréductible. 

il. On traitera de la même manière les équations de la seconde 
classe pour lesquelles a%

 est nul, mais b
K est différent de zéro. Os 

équations sont de la forme 

a%y* -h a y 4- 2 h y y' 4- 2 by y 
4- ibyy 4- 2c9y" 4- 2c,/7 4- 2cuy 4- d0 = o. 

l'ai* le changement de fonctions et de variable 

y=ylu(x)+v(x), = |A(X), 

celle équation devient 

β,η" -h «, η» H- 2 β, η'η' + 2 β,η'η 
+ ίβ,η'η H- 2γ,η" + 2γ,η'+ 2γ,η +- 4,= ο, 

οιι, d'après les formules (5), 

(9) 

«
a
 = 'ibι γ.ιι(ιιμ' 4- 2μα') 4- α, μ* α', 

α
4
 = α, α'# 4- α4 u14- 2 b

{ u 'u' 4- a /A, ι/" « + 2 u' u, 

$
t
 = b

t
 μ'ιι*, 

= (bt u' 4- h.Àu)(A2 

Β,=(ί/|Α'4-2[Αΐ*') (&,*/'4- &
A
N) 

4-(^ι«*f4-aaii/4- btu)\ku, 

T· = (b
t
ï-hb

9
t> + c

0
) (xa(/, 

γ,=(ίίμ'4- 4- btç + c
9
) 

-h(b,v"-h ay-h ê3e4-c,)fjt.w, 
γ

3
 = (^«'4- ^ai/)e,/4-(f»i«

,/4-a2K/4- bxu)v' 
+ (btu"-\- &3tt'4- a4tt)e4- c0«"4- c, l/'4- caw, 

£» = aae/,4-«4pa 4- 2Z>|PV4- ïbtsfv 
4- 2^,p'e4- 2C

E
C"4-2C

1
 p'4-2Cap 4-d«. 
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Donnons aux fonctions u, μ, ν les valeurs particulières U, M, V qui 
annulent les coefficients aa

, β, et γ
#
, nous aurons 

tz r(.ZT)fk Lz._ (/<o® -+- «e 

tz r(.ZT)fk Lz._ (/<o 

tz r(.ZT)fk Lz._ (/<o® -+- «e 

Y et X désignant la fonction et la variable correspondantes, on aura 

r
 = YU + V, g=M. 

Divisons tous les termes par la valeur du coefficient β,, nous ob-
tiendrons Téquation réduite 

(«) HYa-h 2 YY'h- 2L Y'Y + aAY'4- 2BY + C = o. 

Les invariants absolus H et L ont les valeurs 

tz r(.ZT)fk Lz._ (/<o® -+- «e 
où 

ο b{
 bt 

D = b
x at b

t
 , 

bt b% aK 

E
4
 = b\4- M', - b{b\ + btba- atbt 

(APPELL, loc. cit., p. 395). 

On a ensuite 
A

=Û(
LV+

£> 

B

=U(HV4-£> 

C=^(Hv«4-^V
+

®). 

Journ. de Math. (4* série), tome VIII. — Fasc. III, 1890. 34 
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où 

tz r(.ZT)fk Lz._ (/<o® -+- «e 

0 b1 c0 

lft> — > S — rta C) ) 

Z»a Κ t'a 
ο />, />a c'o 

b1 a2 b3 c1 
tz r(.ZT)fk Lz._ (/<o® -+- «e 

b2 b3 z1 c 2 
c0 c1 c2 d0 

On prouverait, comme au n° 5, que Ton a 

λ·=^(λ+Ι|'')' 
δ

4
=[Αβι*5(δ-Η De), 

ε' = ϊώ(ε + 2Λ,'-1Η· 

De même l'expression 

HA LB— MllJ^ J 
est un invariant absolu. 

L'expression Ba — HC donne l'égalité déjà connue 

Ba — HC = ψφ j^· 

En calculant les dérivées de A, B, C par rapport à X, on formera 
de nouvelles expressions invariantes telles que 

tz r(.ZT)fk Lz._ (/<o® -+- «e 

Les formules précédentes permettent donc d'obtenir une équation 
canonique. 
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Pour montrer les avantages que peut présenter l'équation ré-
duite (8), nous allons chercher quelles relations doivent vérifier les 
coefficients pour que cette équation admette un facteur intégrant λ, 
fonction de la seule variable X. Appelons Φ le premier membre de (7). 
L'expression λΦ doit être la dérivée exacte d'une fonction de la 
forme 

G, Y" 4- aG,Y'Y 4- G4Y'4- 2H.Y 4- 2H, Y 4-Ha. 

En identifiant la dérivée de cette expression par rapport à X avec le 
produit λΦ, on trouve (APPELL, foc. cit., p. 397) 

<ί, = ο, ^ = 0, «, = λ, H, = u : 

(1
2
 est donc constant ainsi que λ. On obtient aussi 

tz r(.ZT)fk Lz._ (/<o® -+- «e 

En supposant λ = ι, on trouve enfin 

tz r(.ZT)fk Lz._ (/<o® -+- «e 

La relation Β = en tenant compte de H = ̂  » exprime que les 
deux invariants absolus 

HA-LB, Aâ-L —. 

sont égaux. La forme canonique devient 

^Y«+aY'Y' + aLY'Y + aAY'+a^Y-
)
-C = o, 

équation dont le premier membre est la dérivée de 

Y'» + LY«H-aAY+ f CdX. 
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12. Lee équations de la première classe sont représentées par 

(10) 
a,y" + a,y'+ 2b,y y + 2b,/y 

-h 2C
9
y+ 2C

t
y-h 2C

a
y H- d

0
 = O. 

Par le changement de fonction et de variable 

y-r^u{x)+v(x), £ = μ(χ), 

cette équation devient 

*»η,βΗ- «4*i* -h + 2 β, η'η + 2γ
β
η"-f- 2γ,η' -h 2γ

9
η + ο\=ο, 

ού 
at = atu²u², 

P, = 6,|iaxfa, 

tz r(.ZT)fk Lz._ (/<o® -+- «e 

Y
e

=(&iP-t-Ce)|Aalf, 
γ, = (κρ,'-f- 2pii')(fcap ■+" ct)-h(a2v' ■+· b2v -h ct)p.u. 
..................................................... 

On obtiendra une équation canonique en donnant à </, u, ρ les va-
leurs particulières LJ, M, V qui annulent β, et γ

9
 et qui rendent égaux 

les coefficients γ, et β3. On a ainsi 

Hw + "ir J+a
> π + ®»=°' 

tz r(.ZT)fk Lz._ (/<o® -+- «e 

tz r(.ZT)fk Lz._ (/<o® -+- «e 

En posant 

y-YU + V, ig = M 

et en divisant tous les termes par la valeur du coefficient β„ on a 
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l'équation canonique 

<"> AY'-t- BY»-+- aY'Y ■+· îY'-h aGY + D = o. 

A est .l'invariant absolu suivant 

A
=F!· 

Quand cet invariant A est égal & —4> c'est-à-dire quand ath- 4 br= o, 
l'intégrale générale peut être de la forme 

tz r(.ZT)fk Lz._ (/<o® -+- «e 

où les fonctions α,, u% sont linéairement indépendantes ainsi que p,, 
v2 .Les constantes G,, Cs, D,, Da sont liées par une relation linéaire 
et homogène. Nous avons déjà résolu cette équation dans un cas parti-
culier, celui où l'équation différentielle n'a pas de terme indépendant 
de Y. La fonction <*>, était alors nulle. Nous avons effectué cette réso-
lution sans nous servir de forme canonique, en remarquant seulement 
que les deux équations 

9 = - 4 b
t
y'* + a

4
y* -h ab

t
y"y + ιb

9
/y = o, 

ψ S 2(ccy 4- ct
 y 4- cty) = o 

doivent admettre une intégrale commune et que de plus l'expression 

Ψ άψ ί/ψ 

doit se décomposer en deux facteurs dont l'un, du troisième ordre, 
homogène et du second degré en/,y,y",doit fournir, en l'égalant 
à zéro, une équation différentielle dont l'intégrale générale est 

(12) tz r(.ZT)fk Lz._ (/<o® -+- «e 

(Thèse, Chap. IV, p. 119). 
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Nous ayons également trouvé (ibid., p. 45) quelle relation devaient 
vérifier les invariants de cette équation homogène pour qu'il en soit 
ainsi. Remarquons, en passant, qu'on peut utiliser ici un procédé in-
diqué par M. Appell pour rendre une équation homogène par rapport 
à la fonction et à ses dérivées (loc. cit., p. 388). 

Soit λ un facteur constant et posons 

/ = Xs. 

En éliminant λ entre l'équation transformée et sa dérivée par rapport 
à x, nous obtiendrons une équation homogène. Si l'on opère ainsi sur 
l'équation 

?+ψ=»? 

on aura à éliminer λ entre les deux équations 

? -+- λψ = ο, 

di + hdl- °» 
on obtient 

(i3> ψ — Ο -τ1 = Ο. 

Si l'équation du second ordre φ ■+■ ψ = ο admet comme intégrale 
générale l'expression (12), où les constantes sont liées par une équa-
tion linéaire et homogène, l'équation (i3) aura comme intégrale géné-
rale cette même expression où les constantes sont arbitraires. Or, 
de (12), par dérivation et par élimination des constantes, on tire une 
équation différentielle homogène du troisième ordre et du second 
degré; l'expression (i3) étant du troisième degré doit se décomposer 
en un produit de deux facteurs. C'est ce que nous avions démontré 
d'une autre manière. 

Dans le cas où d
9
 n'est pas nul, si l'intégrale générale de l'équation 

est 
tz r(.ZT)fk Lz._ (/<o® -+- «e 

où les constantes C<,C„ D,,D
3

sont liées par une relation linéaire et 



INVARIANTS DE QUELQUES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 263 

homogène, on sera ramené au cas précédent de la façon suivante. Si 
Ton effectue le changement de fonction et de variable 

y = r
i
u(x)+v(x), £, = [»<>), 

on doit pouvoir déterminer u et ν de façon à annuler α
4

, γ, et c
Q

. En 
déterminant ρ de telle sorte que γ, soit aussi nul, on obtiendra une 
équation de la forme 

tz r(.ZT)fk Lz._ (/<o® -+- «e 

On sait ensuite reconnaître si une telle équation a une intégrale géné-
rale de la forme (12) et la trouver quand elle existe (Thèse, p. 123). 

Un autre type d'équations pour lesquelles l'invariant A est égal 
à — 4, est celui dont l'intégrale générale est 

(■4) tz r(.ZT)fk Lz._ (/<o® -+- «e 

Cette expression ne renferme que deux constantes arbitraires ̂  ~ · 

De plus, on peut, sans nuire à la généralité, supposer «, = 1. Nous 
allons chercher quelles relations doivent vérifier les invariants de 
l'équation canonique dans ce cas. L'équation différentielle dont l'inté-
grale est (14) s'obtient en éliminant C,, C

a
, C, entre les trois équa-

tions suivantes : 
C<(v,y - u,)+C,(v

s
y — u,)= C3, 

c< Κ «ν)' — «'.]+c» Yr*y)' - 1=°» 

tz r(.ZT)fk Lz._ (/<o® -+- «e 
d'où 

[(«-,/)' - "'.)[(">/)"-«.] - K".r)' - »ill<'·.>·/ - '<1 = o. 

En développant, on trouve 

*y" ("ι wJ+yH*,''",—*',v\)+yy(v*v\-vi"'t) 

+y'y(»>v't - <S,)+y"{«, -v*u',) 

tz r(.ZT)fk Lz._ (/<o® -+- «e 

+y (~v'iu"< - "i "> + u'Si — <Ί ) + u", = o. 
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Identifions avec l'équation canonique (ι i), nous avons d'abord 

A = — 4; 
puis 

v1 v"2~ν*ν'
{
 = ο, ρ, u'

t
 - v

%
u\ = ο, 

v2 v1' - ?« ν*=w - *» «i■+-a(p; -1>; <). 

Cette dernière relation, en tenant compte de 

tz r(.ZT)fk Lz._ (/<o® -+- «e 
se transforme en 

v2 v1' - ?« ν*=w - *» «i■+-a(p; -1>; <). 

d'où, en résolvant les deux équations suivantes, 

*iW
a
—v9u\ = o

9 

v2 v1' - ?« ν*=w - *» «i■+-a(p; -1>; <). 

on tire 

^ = R ^=3· 

Le reste de l'identification s'achève facilement et l'on trouve 

C = o, D = — -· 

De plus, on peut considérer p, et p, comme solutions de l'équation 

p" = otp, 

en vertu de la relation p, p* — pap* = o. Alors on a 

Β = 2«. 

L'équation considérée sera donc intégrable quand on saura résoudre 
l'équation différentielle linéaire 

2P"— BP = o. 
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Car, si e, et e, sont deux intégrales particulières de cette équation li-
néairement indépendantes, on posera 

u, = P, dX, u
a
 = vtdX. 

L'équation 

- 4 Y"-h BYa + *Y"Y -h 2 Y-- = η 
9 

a pour intégrale 

v2 v1' - ?« ν*=w - *»+-a(p; -1>; <).v2 v1' - ?« ν*=w - *» «i+-a(p; -1>; <). 

l^n donnant à Β la valeur 2, on obtient pour l'équation 

v2 v1' - ?« ν*=w - *» «iv2 v1' - ?« ν*=w - *» «+-a(p; -1>; <).+-a(p; -1>; <). 
l'intégrale 

v2 v1' - ?« ν*=w - *» «i■+-a(p; -1>; <). 

ee qui est facile à vérifier. 
On obtient donc ce résultat remarquable. En posant 

v2 v1' - ?« ν*=w - *» «i■+-a(p; -1>; <). 

l'équation transformée en κ a pour intégrale générale 

u = CJpi dX dX C,. 

(Jette équation n'est donc autre que 

iuM— BH' = o. 

Les équations considérées ont donc une certaine analogie avec l'équa-
tion de lliccati. 

13. On pourrait ranger dans une dernière classe les équations du 
second ordre et du second degré de la forme 

a2 y' ² +■ 2h
%
y'y -h 2c

9
y"+ 2c,/-h 2c

a
/ -h d„= o. 

Jour η. de Math. (4" série), tome VIII. — Fasc. III, 1893. 35 
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On suppose alors c0 différent de zéro, ce qui n'était pas nécessaire dans 
les cas précédents. En posant 

y — r)u(x)+i(j;), = ·*(,· >, 

celle équalion devient 

α,η'3 + a,r,' 4- aJS.r/r, + 2-;„r," + 2·;, r/ 4- 2<(',r, 4- i„ = ο, 
où 

v2 v1' - ?« ν*=w - *» «i■+-a(p; -1>; <). 

α4 = a.,u'3 -f- i£a -f- 'ib9u' u, 

%~(a
9
u'^-b

%
u)u.u, 

v2 v1' - ?« ν*=w - *» «i■+-a(p; -1>; <). 

Vι = C « + ■* *)■+■(«« ι' +/V + '',) μ//, 
γ, = (a.,u' -h baU)v' -+-(b3U 4- axu)i' 4- 'V/"4- r( //' -f- r .H. 

o
0
 = Oi v"1 -h a, c2 4- a />, c' e 4- a e0

 e" 4- a <\ c' 4- 2 ce 4- '/„. 

Contcntons-nous d'indiquer rapidenieul eoiimient on pourra ohte-
uir une équation canonique : 

i° Si at
 est différent de zéro, on annulera £

;ι
, γ, el Ola suppose 

encore a.
i
a

s
 — b\/~ o. Si cette quantité était nulle, ou obtiendrait une 

premiere équation réduite en annulant β, et γ
Μ

 a, serait aussi nul. 
Puis on égalerait α2 etyj. La valeur de o„ uioiitrerail alors eomuieiil 
on pourrait former une équation canonique. 

2° Soit α.
χ
 — ο, mais b

3
 différent de zéro. On annulera a, et γ,, puis 

on égalera β, et γ
β

. 
'V* Si b

9
 était nul, on annulerait γ, ιΊγ., et Ton égalerait a, et γ

Λ
. 

ii. Eu résiuiié, pour obtenir une équation canonique, nous établis-
sons certaines relations entre les coefficients de l'équation transformée 
par le changement de fonction.et de variable, 

y = r^tiÇr ) 4- = ιx(r). 



INVARIANTS DR QUELQUES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 267 

Ces relations fournissent, pour déterminer P, une équation du premier 
degré en e. Les fonctions u et p, ont été déterminées, soit par des équa-
tions différentielles linéaires, homogènes et du premier ordre, soit par 
des équations algébriques binômes. Dans le premier cas, les invariants 
absolus, coefficients de l'équation canonique, contiennent des expo-
nentielles; dans le second, ce sont des fonctions algébriques des coeffi-
cients de l'équation différentielle et de leurs dérivées, telles que 
certaines de leurs puissances sont des fonctions rationnelles de ces 
coefficients. 

Pour obtenir l'équation du premier degré fournissant la valeur 
de r, nous avons réduit l'équation proposée à la forme la plus simple 
possible. Nous avons considéré le plus simple des coefficients de cette 
équation réduite qui fût de la forme 

M'U'(AV -t- B). 

Λ était un invariant tel que l'on eût, suivant la notation adoptée, 

A, = A. 

Alors l'expression B, vérifie la relation 

Β, = 4- B). 

Nous avons déterminé ρ de façon à annuler B,. 
Dans d'autres cas, l'équation réduite ne nous a fourni, comme coef-

ficient le plus simple, qu'une expression de la forme 

M' U* ( α. V 4- «ι» V 4- ε ), 

-ι» était encore un invariant tel que 

Λ,, =
 (
i?uq+s Λ., 

itb, vérifiait la relation 

v2 v1' - ?« ν*=w - *» «i■+-a(p; -1>; <). 
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Alors l'expression 0, jouissait de la propriété exprimée par 

e1 = ( Λ» e' -f- ΆΡ -h- 0 ). 

En donnant à ν la valeur qui annule 0,, on était ramené au cas précé-
dent, c'est-à-dire au cas d'une équation réduite fournissant UII coeffi-
cient de la forme 

M'U'(AV-hB). 

Il y a tout lieu de croire que ces remarques constituent une loi géné-
rale applicable aux équations d'ordres et de degrés supérieurs. On 
pourrait donc, dans tous les cas, à l'aide d'équations réduites succes-
sives, déterminer une équation canonique dont les coefficients seraient 
des invariants absolus, soient transcendants, soient algébriques pur 
rapport aux coefficients de l'équation différentielle considérée et à 
leurs dérivées. 


