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VTN
Setie WS Wﬂts de quelques équations différentielles ;
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Par P. RIVEREAU,

" Professeur & Plnstitut catholique d’Angers.

1. Nous nous proposons d'étudicr les invariants des équations dif-
férenticlles définies par une équation algébrique et enticre par rapport
a la fonction y de x et & ses dérivées. Ces équations conservent la
méme forme lorsiu’on choisit une nouvelle fonction 1 et une nouvelle
variable § liées & y et &  par les relations

y=nu(e)+o(a), T =u().
De telles équations, de la forme

dy _a+a,y+...+any"
dz =~ b+ by y+...+ bpyP

ont déja été étudiées par M. Appell (*) et M. Elliot ().

La méthode employée, due @ M. Appell, consiste a déterminer les
fonctions u, ¢, i de facon & réduire I'équation différentielle & une
forme plus simple en annulant ou en égalant plusieurs cocfficients de
I'équation transformée. La fonction ¢ est alors complétement détermi-

(') Journal de Mathématiques, 4° série, t. V, fasc. 1V, p. 361,
(*) Annales de I’Ecole Normale supérieure, t. V11, p. 101; année 18go.

Journ. de Math. (4 série), tome VIIL — Fasc. 11, 18ga. 3
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née, mais les fonctions u ct . ne sont déterminées qu'a un facteur
constant prés. L'introduction de ces facteurs constants fournit des
¢quations canoniques se déduisant immédiatement I'une de P'autre par
un nouveau changement de fonction et de variable (voir les Mémoires
de M. Appell, p. 350, et de M. Elliot, p. 104). Les cocfficients de
I'équation canonique sont des invariants absolus. Ces invariants ne
sont pas des fonctions algcbriques des coefficients de P'équation diffé-
renticlle et de leurs dérivées. 1l est facile d’obtenir des équations ca-
noniques dont les cocfficients, invariants absolus, sont des fonctions
algébriques des coefficients de I'équation différentielle et de leurs déri-
vées. 11 suffit d’appliquer une méthode analogue a celle employée par
Halphen pour les équations différenticlles linéaires, c'est-d-dire de
déterminer les fonclions #, g, de facon que certains invariants rela-
tifs se réduisent a 'unité. De telles relations fournissent, en général,
des équations algébriques bindmes pour déterminer les fonctions ca-
actérisant le changement de fonction et de variable précédent.

Prenons comme exemple le cas traité par M. Appell dans le Meé-
moire eité (p. 366 et suiv. ).

L. équation considérée est

d . ,
E=co 3oy 30y + eyt
Posons
. &
y=nule)+e@),  E =),

Féquation prendra la forme

y, . . 2 s
Z =T 3N+ 300 + 07,
ol

. Co+3c, ¢4 3ecyv? + 0y08 — ¢!

_ ’
' 0 pu
o . 12004 050t "
o " Bun’
."z — I’(c, +c’6')’

?,
2

v =44,
3

1
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M. Appell détermine les fonctions ¢, « et i1, de maniére & avoir
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V2 =0, Y =0, Vs =

Il appelle V, U, M les fonctions ainsi obtenues, Y et X, la fonction
¢t la variable correspondant a ces valeurs particuliéres. D'oti I'équation
canonique

d i p— Y 3
‘TX - J + ‘
En posant

a3 s de, dc,
8:‘:(,'063—' c.c-:c:+2cz+03?d_.; —Cz 2;;’
la valeur de I'invariant absolu J est

. s . . . .
L’expression = est un invariant relatif. Si I'on appelle 5, 'expres-
3

sion formée avec les fonctions ¥ de %, comme s, est formée avee les
fonctions ¢ de «, on aura

1 5

B ea
Si donc on détermine les fonctions ¢, u et i de fagon que I'on ait

LY it
‘2—(), Y‘ l’ :.;E-—-l,

et si I'on appelle ©, v, 9 les fonctions particuliéres ainsi obtenues.

Y, et X, la fonction ct la variable correspondantes, on aura I'équation
canonique

dy,

K =1+1Y,+ Y,

ou I est un invariant absolu, fonction algébrique des coefficients ¢ et
de leurs dérivées par rapport & x.

Il est4 remarquer que, dans ce cas particulier, on aurait pu poser
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de svite ¥, =1, y, =0, v, =1, au licu de considérer Pinvariant re-
op 8 . 0] 4 "
latif c—‘ - Lesfonctions ¢, u, u sont déterminées sans quadrature, comme
3

on le voit i la simple inspection des expressions de v,, v,, ;. Cela
tient au cas particulicr choisi comme exemple.

2. Avant d'aborder I'étude des invariants des équations différen-
tielles de la forme indiquée au commencement de ce Mémoire, nous
allons faire une remarque sur ceux des équations différenticlles (ui
conservent la méme forme quand on fait le changement de fonction et
de variable,

d

y=nu(r), 7 =u(r)

ane

De telles équations différentielles, en dehors des équations lincaires,
ont é1é considérées par M. Appell (') et par nous-méme (*).

Les équations canoniques ont ét¢ obtenues en donnant aux fonctions
1 et g, des valeurs particaliéres U et M annulant certains coefficients de
équation transformiée ou rendant égaux deux de ces coefficients, Si
I'équation différentielle est homogéne par rapport & la fonction v el a
ses dérivées, on peul toujours trouver une forme canonique. La fone-
tion U est déterminée par une équation differenticlle lindaire, homo-
géne et du premier ordre

U’
T =7(<)

o () est une fonction rationnelle des cocfficients de Péquation dif-
férentielle. La fonction M, dans certains cas, est déterminée par nne
équation algébrique bindme

M7= (),

oit Y(.r) est une fonction rationnelle des coefficients. Nous avons dé-

(") Journal de Mathématiques, §° série, t. V, fasc, 1V, p. 388,

(*) Sur les invariants de certaines classes d'équations différentielles homo-
génes par rapport a la fonction inconnue et a ses dérivées. (Thése présentée d
Ia Faculté des Sciences de Paris, Gauthier-Villars et fils, 18g0.)
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montré que les coefficients de 1’équation canonique sont alors des
invariants absolus, algébriques par rapport aux coecfficients de I'équa-
tion différcntielle et & leurs dérivées.

La fonction M, dans d’autres cas, est déterminée, comme U, par
une équation différentielle linéaire, homogéne et du premier ordre.
Alors les cocfficients de I'équation canonique sont de la forme

A
o

Ces cocfficients % sont des invariants ahsolus qui ne sont pas algé-

briques par rapport aux coefficients de I'équation différenticlle. Les
expressions A; sont des fonctions rationnelles de ces cocfficients ct de
leurs dérivées, et, de plus, ce sont des invariants relatifs. On montre
facilement, en effet, que par le changement de fonction et de va-
riable ('),
s .
y=xnu(c) g =u(r),

Fexpression (A;),, formée avee les coefficients de I'équation transfor.
mee comme A, est formée avece les coefficients de I'équation proposiée,
vérifie la relation
A;
( _'\ ‘). = -=‘_I .

On pourra donc donner & la fonction w une valeur particuliére o,
de facon i réduire & P'unité l'invariant relatif le plus simple. La fonc.
tion U pourra étre déterminée par une équation différenticlle linéaire
homogine du premier ordre. Alors I'équation canonique correspon-
dante aura comme coefficients des invariants absolus, fonctions al-
gebriques des cocfficients de I'équation et de leurs dérivees.

Si I'¢équation n’était pas homogéne par rapporta y et a ses dévivées,
mais si elle ¢tait composée de plusicurs parties homogénes de degrés
différents, une méthode analogue permettrait de trouver les invariants
absolus algébriques.

(!) Sur les invariants des équations di(férentielles linéaires ( Annales de lu
Faculté de Toulouse). Voir aussi le n° § du présent Mémoire.
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Prenons comme exemple 1'équation

Aoy + @y ? +a,y' +20,yy +2by'y + 20, y'y =o.

Le changement de fonction et de variable

d’
y=nu(z), =u()
lui fait prendre la forme
%N+ a0 ey + 280" + 23, 4+ 2B = o

M. Appell (Journal de Mathématiques, loc. cit., p. 4o1) détermine
I’équation canonique en donnant aux fonctions « ct s les valeurs par-
ticuliéres U et M qui annulent 3, et 8,, en supposant I'invariant relatif
a,a, — b} difféerent de zéro. Ces fonctions U et M sont alors fournies
par les équations

L L

o2 =—
Ky U @y
<

'_ _‘l{‘_’ (aoa:z - llf) — (II‘ [Iz — aobu) = o.

}.équation canonique ainsi obtenue est de la forme
Y24+ 1Y?24+JY?+ 2KY"Y = o,
ot Y et X sont la fonction et la variable définies par

X = ‘l\l(l,)

L'invariant absolu I est égal a
'[ — aq ag -— bz

T aiMe

. . o %2 — B L L4 .
On en conclut que I'invariant relatif ==——+1 vérific la relation
[

o, de — ﬁf . aydg — bz.
al P
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Au lieu dela valeur particuliére M considérée précédemment, prenons
celle qui rend cet invariant égal & I'unité et soit 1L cette valeur. Dé-
terminons encore z de facon & annuler §3,, soit © cette valeur; nous
aurons

an VT a
a,a,— b?
IR =221,
ag

Si Y, et X, sont la fonction et la variable correspondant a ces va-
leurs particuliéres © ct 9r, nous obtiendrons une équation canonique
de Ia forme

Y2+ Y?+HY!+2KYY, +2LY)Y, =o.

Les invariants absolus H, K, L? sont rationnels par rapport aux
coeflicients de 'équation différenticlle et & leurs dérivées.

a. Pour simplificr, nous étudicrons les équations du second ordre
définies par unc équation algchbrique, entiére et du second degré par
rapport iy, y’', y”. L'équation générale est

) @y + ay*+a,y +20,y'y' +2by'y +2b,y'y
+2cy +2¢,y + 26,y +dy=0,

les cocfficients a,, a,,...,d, étant des fonctions de la variable indé-
pendante x. Faisons le changement de fonction et de variable

(2) y=nu@)+o(z), % =p(z).

Les dérivées de u, w, v par rapport i « seront désignées par u', u”, ',

v J ) ’ , ”

w’y ¢y ¢, et celles de v par rapport & £ seront représentées par ', v".
Les formules de transformation sont donc

‘ y=nu+0,
CY =N punu o,

(3)
( Y =0pu 4 (up + 2pu’ )+ nu’ + ¢
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En substituant ces valeurs dans 'équation (1), on aura une équat ion

(G VBT enth ot 2B+ 2By
{ + 23:’7"’14‘2‘;’0"4"""2“"'”""27:")4‘30: o,
o
%, = a, ' u?,
@, =(up + apw)[a,(up +2pu' )+, puj
+[by(up’ + 2pu’) + @, pulpu,
= U+ a,ut 4 a,ut + 2b, e + 2 by + 2b, i e,
Bi=las(up'+ apu’) + b pujpie,
B, =(aou’ + b, + byu)ptu, |
Bi=[as(up + 2pu’)+ b,pu]u
+[b,(uy + 2pu’ )+ a,nule
(3) + [0y (uw + 2pu’) + by wu]u,
Yo={(@o¢"+ b,0' + b,0 + c,) 2 u,
vi=[a (up' + 2p')+ b, pujs”
+[b, (v’ +2pt) + a,pulv’
+[b,(up + 2pu’)+ bypu)v
+co(up' + 2pt' )+ ¢, pu,
Yo= (a0 + byt + bu)" + (b, 0"+ a,u' + b u)v
+ (b, 0"+ by + ayu)e+ e U +c U + ¢, u,

Co== ot + a0 + @, 0 + 2,0 + 2B,y
\ + 20,0°0 + 2¢,0" + 2¢,¢' 4+ 2¢,¢ + d,.

La partic homogéne du second degré de Péquation (4) est la trans-
formée de la partic homogéne du second degré de I'équation (1) a
I'aide du changement de fonction et de variable

. P
Y =1k, Az =

Les invariants de cette partie homogtne sont donc aussi des inv ariants
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de I'dquation (1), méme pour la transformation (2). On pourra, par
conséquent, donner & u et g des valeurs particuli¢res U et M pour les-
quelles la partie homogéne du second degré prend une forme cano-
nique. Il restera & déterminer la fonction ¢. Nous donnerons d’abord
a cette fonction ¢ une valeur particuli¢re V, de facon & faire prendre
4 (4) la forme la plus simple possible. Nous étudierons les propriétés
des coefficients de cette forme réduite relatives a la transformation (2)
et nous en déduirons un moyen de former des équations canoniques
dont les coefficients sont des invariants absolus qui seront ou transcen-
dants ou algébriques par rapport aux coefficients de I'équation (1) et &
leurs dérivées.

Remarquons auparavant que les formules (3) constituent une sub-
stitution linéaire sur les quantités y, y’, y”. Le discriminant de I'équa-
tion (1), considérée comme une quadrique, est donc un invariant de
I'équation différentielle. Le module de la transformation est p®u®.
Pour les équations de degré supérieur au second, on pourra faire les
mémes remarques que pour les équations homogénes. Ainsi, par
exemple, I'équation différentielle étant

f(}’,)", °-"}’("))= o,

les dérivées partielles par rapport 4 y, ‘%, -+« sont des covariants
et leurs invariants seront des invariants de I'¢quation différentielle
(voir Thése, p. 14).

Enfin les équations considérées peuvent se diviser en trois classes,
suivant la facon dont la partie du second degré contient la dérivée y”
(ArpELL, loc. cit., p. 392). Dans la premiére classe a, et b, sont nuls;
dans la seconde a, est nul et b, est différent de zéro; dans la troisiéme
a, est différent de zéro. Cette classification repose sur ce que la trans-
formation (3) ne change pas la classe d’'une équation.

Nous commencerons par la troisiéme classe. L’équation générale se
préte micux & notre but qui est de montrer comment on peut obtenir
les invariants de I'équation différentielle.

4. Comme nous |'avons indiqué, nous allons réduire I'équation dif-
férentielle a la forme la plus simple possible. Pour conserver les nota-
Journ. de Math. (4* série), tome VIII, — Fasc. I1I, 1892, 32
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tions de M. Appell, nous désignerons par A,, A,, A,, B,, B,, B, les
mineurs du discriminant D, '

a, b, b,
D=|b a J,|
b, by a,

relatifs aux éléments a,, ..., b,. Ainsi
A,=a,a,— b}, B,=0,b,—a,b,,

Si A, est différent de zéro, on pourra donner & u et p les valeurs par-
ticuliéres qui annulent B, et B,, puis a¢ celle qui annule y,. En appelant
U,M, V ces valeurs particuli¢res, 1), M, V’, ... leurs dérivées par
rapport & x, on aura

MtT20T "% U X

Sw v b, L' _ B,
(6)

olt 'on a posé
Ci=¢e,b,— a,c,.

Y et X étant la fonction et la variable correspondant a ces valeurs par-
ticuli¢res U, M, V, on aura
X
y=YU(x)+ V(r), :—[‘—r- = M(.x).
Si I'on divise tous les termes de I'équation ainsi transformée par le
coefficient de Y”2, on aura une équation réduite a la forme

(7) Y?+1Y?24+JY?+2KY'Y +2PY'+2QY + R =0.

Les coefficients I, J, K sont des invariants absolus, déterminés a un
facteur constant prés ct indépendants de V. Ils ont été calculés par
M. Appell (loc. cit., p. 402). Leurs valeurs sont

— A — Sl! — Se
l“qw’ J“&MW’ K”Amf
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ol I'on a posé
d\,

Se=BI—A,B,+A, 2 _p, oY,
S, =S} + A2D.

On a ensuite

P=g(KV+g)

Q= (Jv + w)
R= &(JV’ +322V 4 “’;)

ol 'on a posé

C B,+(coﬂg—b|0|)As+Ab dx l C'%
¢ =
Al ’
'(lo [)q 'y
s 3 s
=R ok /b e
b, ¢,
— (3 '\, A..
=+ oA D T aD
a, b, b, ¢,
A= I" ﬂg 1’; cl

Les valeurs de P et Q se calculent facilement, car les formules

, B,
V' = V+ A‘

,_[BY, d (B Gl | d (¢
V= [A’*dx(As)Jv*"“Az' %(E>

montrent que les coefficients de V s’obtiennent en remplacant V' par
! L4 - . R ,
UV v par UV dans 2 et 2. Les parties indépendantes de V se
U %y %
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trouvent aussi aisément. En effet, en supposant

V=no, V'=9-" V= CiBs -+ d (Cl\)’

Al dr \A,
on trouve
AN+ 0,V + 0,V + ¢, = a,9.
b.v”+azvl+ bsv + C| = bl‘l‘o

b,V +b,V+aN +e,=b2+
3
Le reste du calcul s’achéve de suite. La valeur de R a été obtenue a

l'aide des discriminants des deux équations différenticlles. On a, en
effet, les relations

"y A
ot
D
J—K'=

3. Les fonctions des coefficients appelées @, 9 et & jouissent d'unc
propriété remarquable. Pour la mettre en évidence nous ferons un
raisonnement déja employ¢ ailleurs. L'équation (1) prend la forme
réduite (7) au moyen des formules

y=YU(@)+V(@), 2 =M().

Posons maintenant

14

d.
y=nu(@)+o(z), 7 =up(x)

I'équation (1) prendra la forme (4) que nous réduirons de la méme
maniére, cn posant

n= Yc UI(E)+ vc(E)v “idlé‘l = M.(E).

L’équation réduite ainsi obtenue est

(7)’ Y?"" IcY?'i"Jch"' QKIY:Ya + 2Pt Y'al + 2Q‘Y‘ + R‘ = o
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on sait déja que
I, =1, J, =], K, =K,

car on peut supposer que les constantes d’'intégration dont dépendent
U, M, U,, M, aient été choisies de facon & obtenir ce résultat, ce qui
ne nuit en rien 4 la généralité pour ce que nous voulons obtenir. Dési-
gnons par (U,), (M,), (V,) ce que deviennent les fonctions U,, M,,
V, de§ quand on y remplace § par sa valeur en x; les formules précé-
dentes donnent

y=Yu(U)+u(V)+o, T=pM,).

On en conclut que les coefficients de I'équation (7) se déduisent
de ceux de I'équation (7) en changeant dans ceux-ci U en ul,,
Men uM, et Ven ¢V, + ¢. On aura done

1 ¢ ! *

Pour simplifier cette expression, il faut remarquer que 'on a

— —_— S‘
Ki=K= grom;-

On aura donc

De ces expressions on déduit facilement
8, = ptu*(8 + D).

6. Les expressions trouvées pour P, Q, R permettent de former
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plusieurs invariants. Ainsi I'on a *
I (S ®—aA}S¢2\ _ 1 [AIDD—S§,8
IP —KQ = gy ( a,A} )“ MU ( a A3 )

Q= W= g (2 - 25

on obtient ainsi deux invariants absolus. Les quantités placées entre
parenthéses dans les seconds membres sont des invariants relatifs. On
peut avoir d'autres invariants en calculant les dérivées de P, Q, R,

par rapport a X
PPORERT dK \ )
ax = U X' 'rmw
ou
_ S.C, dq 3B, | ab,
=G+ +‘0<A. )
L’expression

'Y
MsU

P dK
K X — 1 X =
est un invariant absolu. La valeur de W est

SeCy | AR BB d [,
W“A’( R T A;) “fu(v)

Sil'on cherche les relations que doivent vérifier les coefficients de
I’équation réduite pour que I'équation différentielle posséde une pro-
priété indépendante du changement de fonction et de variable, les
équations obtenues s’exprimeront & ’aide d’invariants absolus. Cher-
chons, comme exemple, les conditions nécessaires et suffisantes pour
que l'intégrale de ’équation (7) soit de la forme

Y=kY,+0,Y,+2Y,+Y,,

ouY,,Y,, Y, sont des fonctions de X linéairement indépendantes et
ou les constantes %,, &,, &, sont liées par une relation algébrique ct
entiére du second degré (voir ArreLt, loco citato, p. 412). En dési-
gnant par F le premier membre de 1’équation (7) et par A(X) une
fonction de X, on doit avoir identiquement, comme I'a démontré
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M. Appell (Comptes rendus, novembre 1888),

o —AF=(2Y"+ 2"+ BY + 1Y + 8)(Y"+ KY + P).

L'identification donne aprés quelques réductions

[)
%:o, %:o, J=K({+K),

JP~KQ=o0, % (313) =5 (*_I‘T);

on a ensuite

1 dl 2l - a
X:—a:iﬁ» {’:—i\?’ Y=I\1, o= Pa.
. dp d /P? d (R
Les deux seules relations -+ = o, (T) = ('l') ne sont pas

exprimées a I'aide d’invariants absolus. Mais on voit de suite que I'on

peut remplacer —= = o par

P dK
Kﬁ—l 'K—-O

Pour transformer I'autre équation, considérons I'invariant absolu
Q? — JR. On a, en tenant compte des relations précédentes,

@—JR_Q R_J_P R_P R _P
ST ITTRERX T T IS T It Y

P et K étant des constantes, on en déduit que la derniére équation
de condition peut s’écrire
Q*—IR
J

=C,
C étant une constante.

On a supposé I %0; car, dans I'hypothése I = o, 'équation diffé-
rentielle n'elit pas été irréductible, en tenant compte des autres équa-
tions de condition fournies par l'identification.

L'intégration s’achéve en résolvant I'équation

2Y = 1Y +a(1+K)Y -KIY P =0,
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onl'= %; K et P sont des constantes. L'équation du second ordre

Y+KY+P=o

donne des intégrales singuliéres.
Remarquons que le changement de fonction

P P ’
Y=3-~- K (ou i est constant)

transformera, dans ce cas, I'équation (7) en une équation de la
forme

P+ 17+ + 2K s+ ul =0,

ol p est une constante. Si I'on considére I'équation obtenue en annu-
lant la partie homogéne, son intégrale générale ne différera de celle
de ’équation compléte que par la relation qui lie les constantes arbi-
traires.

7. Les formules obtenues aux n 5 et 6 montrent comment on
pourra former une équation canonique. Supposons que S, soit diffé-
rent de zéro. On pourra donner & ¢ la valeur particuliére v qui an-
nule ¢,. En gardant pour u et y les valeurs U et M qui font prendre
la forme canonique 4 la partie homogéne du second degré, on obtiendra
une équation canonique dont les coefficients sont des invariants ab-
solus, mais transcendants par rapport aux coefficients de I'équation
primitive. Si S, était nul on pourrait donner & ¢ la valeur qui an-
nule 2 ,, si S,, est différent de zéro ou bien celle qui annule ¢, en
supposant que D soit différent de zéro. Pour obtenir une équation
canonique dont les coefficients soient des fonctions rationnclles ou
algébriques des coefficients de 1'équation primitive ct de leurs déri-
vées, on déterminera ¢ comme on vient de le dire. Puis on considérera
deux invariants absolus différents de zéro de la forme

A B

— ——

M’ MU
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A ct B sont des invariants relatifs tels que

A B
A‘=l—‘;’ B|—

= —_llvll"

on donnera a @ ct & u les valeurs particuliéres qui rendent A, ct B,
égaux i l'unité. L'équation ainsi transformée aura comme coefficients
des invariants absolus algébriques. Dans le cas précédent, 1 est diffé-
rent de zéro. Si I'un des trois invariants

IP—KQ, Q'-JR, K& -pH

est différent de zéro, par exemple, le premier, on donnera & u et . les
valeurs particuliéres suivantes © et 3 définies par

A
m? ==
a} !
ArD® — S, ¢
c Ay ¢
MO = oAl ’
¢ ost-a-dire
al /DY a
V= X.i ('K-’: —_ ‘O)o

En supposant S, différent de zéro, on pourra poser

L'équation canonique correspondante sera de la forme

Y? 4+ AY?+BY?! 4+ 2CY,Y,+2DYY,
+2BY.Y, +2FY! +2GY + 2HY,+ L =o,

ou Y, et X, sont définies par

= % o

Journ. de Math. (}* série), tome VIIL. — Fasc. 111, 18¢3. 33
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Les invariants ainsi obtenus sont liés par les trois relations

A=C’+l,
(CF = G)(CD — E)+ F(C+1) = CG + - (CF — G) =0,
1 C F
o=.+‘(: A G ><[(CD-1a)=~(cu_AD)+dx—"—‘((;D—l«:)’.
D EH

Ces trois ¢équations détermineront A, B, I) en fonction des six autres
invariants que 'on pourra considérer comme fondamentaux. Les .
quantités D) et H ne désignent pas la méme chose ici que précédem-
ment.

8. Nous avons supposé que A élait différent de zéro. Si A, était
nul, on ferait un changement de fonction et de variable anmulant 3, et
rendant 8, égal a Punité. Les fonctions U et M vérifient alors les équa-
tions ' .,

On suppose que B, n’est pas nul. Le coefficient v, devient alors
¢gal @

H
—-‘\%’E(B,v-ﬁ-(},), ol Co=cb, — a,c,.

On donnera a ¢ la valeur particuli¢re V, qui annule ce coeflicient,
Ve
B,

En divisant tous les termes par 2z, = a, M* L2, on obtiendra I'équa-
lion canonique

Y24+ LY?2 4+ 2NY' Y+ 2Y'Y + 285Y" + 2TY + O = o,

L.* et N* sont des invariants absolus rvationnels par rapport aux cocffi-
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cients de I'équation primitive. S et T sont de la forme

z ©
S=wvr T=wo
Y ¢t © sont des invariants relatifs rationnels. En continuant d’affecter
de I'indice 1 les expressions formées avec les coefficients de I'équation
transformée (4), on aura
L= o
! F’ u

o
8 = i

Si I'on suppose X différent de zéro, on pourra obtenir une équation
canonique dont les cocfficients sont des invariants absolus algébrigues
a I'aide du changement de fonction et de variable
dx,

y=Y, 049 ar =My

oit les fonctions v, ©, I sont déterminées par

B
3 — 3
M = — C—"ly
— z
0= mv
G
() === — o
A i,

La légitimité du procédé est mise en évidence par les relations sui-
vanles
BiBs— 2,3, 1 byby—a,b,
sl @ a:
() ¥ v
toBi—%y __ |
1l atudu

(Bye +C),

calculées & I'aide des formules générales (5) en tenant compte seule-
mentde A, =o.

9. En supposant A, =B, = o, le discriminant I) s’annule d'apres
I'équation

A A~ B2 =a,D.
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Il est facile de voir qu'on a aussi B, = o. Si A, est différent de
zéro, ce scra un invariant relatif. Si enfin A, = o, tous les mincurs
de D sont nuls ct la partie homogéne du second degré cst le carré
d'une cxpression linéaire et homogéne en y, »’, y”. Les mineurs du
déterminant ¢ jouissent d’une propriété assezremarquable. Nous avons
déja vu que & vérifie la relation

8, = p*u*(3+ Do),

oi1, suivant la notation adoptée, ¢, désigne I'expression

%, ac Yo
3 = B« % Yl
pa 18: Ys

Nous venons de vérifier que A, étant nul, mais B, étant différent de

zéro, le mineur de ¢, correspondant 4 I'é¢lé B,y c'est-a-dire

‘ro, . pondant a ['¢lément 3;, c'est-d-dire
(o3, — 2,74, Jouit de la méme propriété que 8,, & savoir

YoPi — 2 = P w*[(coby — ayc,) + By

Si I'on suppose A, =B, =B, =0, ¢ cst nul aussi. La quantité
Yo\ — %,y, devient un invariant relatif. Soit alors A, différent de
zéro. Le mineur de «, dans &, vérifie 'égalité

%oVs — “’p’ = P’.u’ [(aocz - cobz) +A2""'(cabo - aoct) % .

Lorsque ¢,b; — a,c, n’est pas nul, on peut donner & « ct u les va-
[ | [ Al ’ ly
leurs particuli¢res qui rendent égaux a I'unité les invariants

A ToBi— 201y
at ), al g
0/ °

et ¢ celle qui annule a,y, — y,8,. L'équation canonique ainsi ohte-
nue a pour coefficients des invariants absolus algébriques.

Dans ce cas, on peut encore déterminer z, @, v, de telle sorte que
I'on ait

B =o, Ti = %o %eYa— YoP: = 03
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on aura en méme temps
a,=83;=o.

L’équation canonique correspondante a pour coefficients des inva-
riants transcendants, mais elle est plus simple que la premiére.
Si ¢,b, — a,c, = o, on déterminera u, . et ¢, de facon que 'on ait

A
B =o, (-a-£>,= I, %42 — YeBa = 0.

n méme temps on aura

a3=$3="{4=0'

10. Supposons enfin A, = o. Nous obtiendrons une équation re-
duite en donnant a « et w les valeurs qui annulent 3, et qui rendent
égaux a, et y,. Puis, nous déterminerons ¢ de facon a annuler +,.
Soient Ui, M, V ces valeurs, nous aurons

M/ U’ by
mMr2T=—3

MU C, ) W= -

| S=—2  ob C,=cob, — aye,,

(]
aV'+b0, V' 4+ b,V +¢, = 0.
Alors on a aussi
. @, =p3; =o.
En posant

=YU+V, Ky,
el en divisant tous les termes par 2, = @, M* U?, on aura
Y?+A?Y?+ 2AY'Y +2Y +2BY +D =o0.
Il est facile de vérifier qu'on a
B=— hﬁ [C. % + (cob; ~ a,c,)J,
H

D = ooy [ = 2C V' = 2(cabs — 4e) V + aydy — €5 .
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On a vu au n° B que, si U'on fait d’abord le changement de fonction
et de variable

dz
y=nu(e)+e(e), Z2=p(x),

et si 'on raméne I'équation transformée en n a la forme réduite, les
deux équations réduites so déduisent 'une de I'autre par le change-
mentde Uen 2U,,de Men pM, ctde VenuV, + ¢, 00U, M,, V,
désignent les fonctions de £ qui servent a obtenir la scconde forme ré-
duite. Dans le cas présent, on sait déja que €, cst un invariant véri-
fiant la relation

.".:‘J - 1“‘{‘ = s‘y:”ls(’:ob' - (lol," )o

Si 'on calcule de cette fagon los deux expressions
— ] [/ ll" I’ .
B =~ a_:_:lﬁj—, [(70:" - aﬁ?l) 'l—:' -+ ('{og‘; —~ %Y Ja
) T 7 ~N P
D, = nMIC? [—2(veBi =27V, = 2(YoB: — 2e¥2) Vi + 242, — 71|,

ot U et V', désignent dos dévivées par rapport a &, on trouve facile-
ment

) o
‘;’orz —~ %Yy = y'»u“ | ("ob;t - ao"z)'*"(”ol’q - au”a) Tl—J’
2 ' » A ’I
%80 — 3 = pHu?| — 2(ryby —aoc, )¢
— a(tgly, — a,e) v + ayil, — ) |
La premiére de ces expressions avait déja été caleulée directement.
[.a seconde nous montre que nous aurions pu ¢tablir unc forme ré-

duite cn conservant & « et  les valeurs particuli¢res U et M préec-

dentes ct en donnant & ¢ In valenr V' qqui annule «,¢, — ;. On pour-

rait encore déterminer « et g de facon i rendre nulles les quantités §,

et o5 — ao¥,. Dans 'un ct Pautre cas, v, sera égal &
vo=MU(LV+w),

ou, en posant, pour abréger,

C, =¢b —a,c, C, = ¢by —ayc,,
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- C’ 2 Cg (l C,
v=a (@) -0 (g)+ h-a g (3)

— [} d a°d° - c: (a.,C, - b,C,)(dod.. —c;)
%_;[aoﬁ( C, )-— C: + 2Db,|.

on a

L'expression < cst un invariant. On peut facilement en faire la vé-
rification directe. On peut le voir aussi cn remarquant que la seconde
méthode d’obtenir la forme réduite eiit fourni pour 8, I'expression

B, = .

Or, on sait, d’'unc mani¢re générale, qu'en déterminant les fonctions 1
ct M par des ¢quations différenticlles linéaires homogénes et du pre-
micr ordre, les cocfficients de la partic homogéne du sccond degré de
I'équation réduite sont des invariants absolus. On aura done, I'in-
dice 1 ayant la signification adoptée,

b, 1 A

L P
d’on

by = }"2 ut.

IXn raisonnant comme précédemment, on conclura que
Wy = pru(der + 0).

On obticndra une ¢quation canonique en déterminant encore « et w
comme pour les ¢quations réduites précédentes, mais en donnant a ¢
la valeur qui annule w,.

Il est presque inutile d’ajouter qu’on peut méme obtenir une équa-
tion canonique dont les cocflicients seront des invariants algébriques.
Les calculs précédents montrent assez clairement comment il faut dé-
terminer pour cela les fonctions u, w, ¢.

Si C, ¢tait nul, C, serait alors un invariant. En annulant 2,8, — ¥
on obliendrait unc valeur de ¢ pouvant servir & obtenir unc équation
canonique. Enfin, lorsque C, et C, sont nuls & la fois, I'équation diffé-
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renticlle est décomposable en un produit de factcurs linéaires ct n'est
plus irréductible.

11. On traitera de la méme maniére les équations de la seconde
classe pour lesquelles a, cst nul, mais b, est différent de zéro. Ces
equations sont de la forme

@y +ay +20, 5y +2by’y
+2b,yy + 3¢,y +2¢,y + ac,y + dy=o.

Par le changement de fonctions ct de variable
dt
y=nu(r)+o(x), = p(),
cetle équation devient
a,n+a,n?+ 28,00 + 28,9y
+3d '+ 2ren 270 + 27 + S =0,
oiy, d'aprés les formules (5),
a,=2b,pu(up 4+ 2pu’)+ a,p?u?,
gy = ay '+ a,ut + 2b, ' + 2bu u + 20, uu,

31 = b, P-' u?,
B.=(b,u + bu)pu,

s=(up +2pu')(bu' + byu)

+(b,u’ + a,u' + byu) pu,

) {7,:(b,v’+ b0 + ¢,) uu,

vi=(up + 2pu ) (v + byo + ¢,)
+ (b 0"+ a,¢' + by + ¢)) pu,
Ya=(b, 4 + byu)o +(bu" + a,u’ + byu) v
+ (00" + byu’ + a,u) o+ cyu’ + ¢, U + c,u,

!

o

\ Co= Qa0+ @, + 20,0"V + 20,0"¢
4 20,00 4 2¢4¢" + 20,0 + 2C,0 + d,.



INVARIANTS DE QUELQUES EQUATIONS DIFFEAENTIELLES. 259
Donnons aux fonctions u, ., ¢ les valeurs particuliéres U, M, V qui
annulent les coefficients a,, 8, et y,, nous aurons

M alf a,

Mt T
v b,

L3 I ¢
[ bl Cy o
V=—5V—3
Y ct X désignant la fonction et la variable correspondantes, on aura

y=YU+V, XM

Divisons tous les termes par la valeur du coefficient §,, nous ob-
tiendrons I'équation réduite

(8) HY?*+aY'Y'+2LYY+2AY +2BY+C=o0.

Lesinvariants absolus H et L ont les valeurs

D E
H-'--—' M“,—z?) -]J= Wa
oll
o b b, l
D=|b a b, |
b, b, a,

E‘=b:+ bzb; — b'b;"'b.ba—a'b,

(AeppELL, loc. cil., p. 395).
On a ensuite

A=UI-(LV+ ﬁ-;)a
B=g(HV+ )
C=-[}—,(Hv=+ V4 5‘)

Journ. de Math. (4* série), tome VII. — Fasc. IIf, 1892, 3/l-
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ol .
L‘obg—' Cy G4+ b|0g+ 00’),[ —_— b,c;
o.‘l —_ 9,
b
o b ¢
% _— 'g"’" 8 = b| (l, (3‘ [}
1
b, b, ¢,
o b, b, e
A 3 v a, by e
E=g== — 5wy A=
ub b by by, a, e,
Co € €1 d

On prouverait, comme au n° 5, quel'on a

E
“nq = ;,ll"'(w‘o -+ _b.fé (’),
8, = p*u*(¢ + Dv),

1 b
_ e/ + Y — e
=~y ‘u, <e 2%‘ ’)? ¢ )‘

De méme ’expression

HA — LB =— iop (Dw ﬂ—b:b.ma.)

est un invariant absolu.
I’expression B? — HC donne I'égalité déja connue

:_HC= s ~.
B*— HC = 3 5
En calculant les dérivées de A, B, C par rapport & X, on formera
de nouvelles expressions invariantes telles que

dA dL
Lx—-Ax

Les formules précédentes permettent donc d’obtenir une équation
canonique.
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Pour montrer les avantages que peut présenter I'équation ré-
duite (8), nous allons chercher quelles relations doivent vérifier les
coefficients pour que cette équation admette un facteur intégrant A,
fonction de la seule variable X. Appelons @ le premier membre de (7).
I’expression A® doit étre la dérivée exacte d'une fonction de la
forme

G, Y*+2GYY +G, Y+~ 2H,Y' +2aH,Y + H,.

En identifiant la dérivée de cette expréssion par rapport a X avec le
produit A®, on trouve (ArpELL, loc. cit., p. 397)

Gy=o, =0, G,=% Hy=o:

(3, est donc constant ainsi que A. On obtient aussi

dL dA
H= B=5-

En supposant A = 1, on trouve enfin

Gy=L, M,=4, %=

4 A 4 .
La relation B = g—x-, en tenant compte de H = %, exprime gue les
deux invariants ahsolus

HA-LB, ASr—LO
sont égaux. La forme canonique devient
L !
F Y2V alYY +2AY + 2R Y 4 C=o,

équation dont le premier membre est la dérivée de

Y4+ LY?+2AY +deX.
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12. Les équations de la premiére classe sont représentées par

a,y?*+a,y '+ 3by'y +2b,y'y
+ 20,7+ 2¢,Y + 20,y +d,=o0.

(o)

Par le changement de fonction et de variable

y=nu(@)+o(z), % =p(),

cette équation devient
aan? @+ 2B N + 2B + 290"+ 27,0 + 2720 + Sy =0,
ou

oy = a, n* u?,

B.=b,pru?,

By =(up +2ute') bju +(a,u'+ byu)pu,

Yo =(bsv +¢,)pu,

Y =(up + 208 ) (b0 + ¢, )+ (a9 + byo + ¢, ) pu.

0000000000 609000000008 00000000 00002008000 ev et

On obtiendra une équation canonique en donnant & u, u, v les va-
leurs particuliéres U, M, V qui annulent 3, et v, et quirendent égaux
les coefficients y, et §,. On a ainsi

! [} it
(% +20) 0¥ =0

—_——— ey
2

MU = as(coby— bycy )b';'bz(cf by—coby)

En posant

dX
y=YU+V, Z_M

et en divisant tous les termes par la valeur du coefficient f3,, on a
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P'équation canonique

(1) AY?+BY?+2Y'Y +2Y' +2CY + D =o.
A est )'invariant absolu suivant |

a
A= Z:'
Quand cet invariant A est égal & —4, c’est-d-dire quand a,+ 46, = o,
I'intégrale générale peut &tre de la forme

Y . Cyuy+Cyu,

T Dy + Dy + %o

oi les fonctions «,, u, sont linéairement indépendantes ainsi que o,
¢s. Les constantes G,, Cy, D,, D, sont lides par une relation linéaire
et homogéne. Nous avons déja résolu cette équation dans un cas parti-
culier, celui ot I'équation différentielle n’a pas de terme indépendant
de Y. La fonction w, était alors nulle. Nous avons effectué cette réso-
lution sans nous servir de forme canonique, en remarquant seulement
que les deux équations

p=—4by +ay +aby'y +2b,yy =o,
y=2(cy’+ ey +ey)=0

doivent admettre une intégrale commune et que de plus Pexpression

‘P (de

doit se décomposer en deux facteurs dont I'un, du troisiéme ordre,
homogéne et dusecond degré en y, ¥, y”, ", doit fournir, en I'égalant
a zéro, une équation différentielle dont I'intégrale générale est

_ Cm,-*—C,u,
(12) - D'V’+D.V’

(Thése, Chap. IV, p. 119).
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Nous avons également trouvé (ibid., p. 45) quelle relation devaient
vérifier les invariants de cette équation homogéne pour qu’il en soit
ainsi. Remarquons, en passant, qu'on peut utiliser ici un procédé in-
dnque par M. Appell pour rendre une équation homogéne par rapport
a la fonction et & ses dérivées (loc. cit., p. 388).

Soit A un facteur constant et posons

y=As.

En éliminant A entre I'équation transformée et sa dérivée par rapport
a r, nous obtiendrons une équation homogeéne. Si I’on opére ainsi sur
Péquation

y+Yy=o,

on aura & éliminer A entre les deux équations

7+ 7\"0 =0,
de < d
C—l:' Ad =0,
on obtient
- dz 1
(13) '.1;;-{;*?%:«).

Si équation du second ordre ¢ + ¢ = o admet comme intégrale
générale I'expression (12), ot les constantes sont lices par une équa-
tion linéaire et homogéne, I'équation (13) aura comme intégrale gén¢-
rale cette méme expression o les constantes sont arbitraires. Or,
de (12), par dérivation et par élimination des constantes, on tirc une
équation différentielle homogéne du troisitme ordre et du second
degré; 'expression (13) étant du troisiéme degré doit se décomposer
en un produit de deux facteurs. C'est ce que nous avions démontré
d’une autre maniére. ‘

Dans le cas ol d, n’est pas nul, si l'intégrale générale de I'équation

est
Cyuy+ Cyu,
T Dyey+ Dyry + %

ou les constantes C,,C,, D,,D, sont liées par une relation linéaire et
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homogéne, on sera ramené au cas précédent de la facon suivante. Si
I'on effectue le changement de fonction et de variable

y =nu(x)+ o(z), ,% = w(z),

on doit pouvoir déterminer « et ¢ de fagon & annuler a,, y, et ¢,. En
déterminant p de telle sorte que y, soit aussi nul, on obtiendra une
équation de la forme

28,(1" — a9”) + afln'n + 29" =o.
On sait ensuite reconnaitre si une telle équation a une intégrale géne-
rale de la forme (12) et la trouver quand elle existe (Thése, p. 125).
Un autre type d’équations pour lesquelles I'invariant A est égal
a — 4, est celui dont I'intégrale générale est

Ciuy+ Cyug+Cyu
J/ P L | g Uy 3 Us
(l’) 'y- C,",+C,(',

Cette expression ne renferme que deux constantes arbitraires g—j, ::«:
De plus, on peut, sans nuire & la généralité, supposer &, =1. Nous
allons chercher quelles relations doivent vérifier les invariants de
I'équation canonique dans ce cas. L'équation différentielle dont I'inté-
grale cst (14) s’obtient en éliminant C,, C,, C, entre les trois équa-
lions suivantes :

Ci(viy —u)+Cy(v,y —u,)=0C,,
Cil(oy) — u]+ Co[(vy) — u,]=o0,
Cil(oyy — ui]+ Col(0y) — w; )= 0
d’otr
[(ory) — & J[(oay) — wi] = [(02y) — &, ||(v2y) — wi] = 0.

En développant, on trouve

2y'2(0,0, — 020,) + ¥y (¥ 0, — 0,0) + ¥y (va0, — 0,¥})
+ Yy (0,0, — ¢20)) + ¥ (0 Uy — 0y u,)
y st — oupr 36— )
(= o+ 0, )

’ "

QU = 0.
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Identifions avec 'équation canonique (11), nous avons d’abord

A=-—4;
puis
” » ’ ’
Py — 00, =0, O U, —U,=0,

’ ’ » ” / ’ ’ ’
VgV, — 0,9, = 038t — ¢, U, + 2(v, uy — v, Uu).

Cette derniére relation, en tenant compte de it

r

1 4 ! L 4 »
0‘ u’ — V,u‘ 4 vzu' — V. u,,
se transforme en
» ’ ’ ’ ’ , .
Ve, — 0,0, =30 U, — v, U, ;
d’ou, en résolvant les deux équations suivantes,
! ’
0. u"—’ (’, u‘ = 0,
o o "QV,'—VIV;
Vil — vyu, = =11,

on tire

-

t
P 12,

u,= 33!, u,= 7
Le reste de I'identification s'achéve facilement et P'on trouve
C=o, = .
De plus, on peut considérer ¢, et ¢, comme solutions de ’équation
V'=ay,
en vertu de la relation ¢, ¢, — v,¢; = 0. Alors on a
B=2a.

L’équation considérée sera donc intégrable quand on saura résoudre
I'équation différentielle linéaire

2¢"— B¢ =o.
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Car, si ¢, et v, sont deux intégrales particuli¢res de cette équation li-
néairement indépendantes, on posera

u, = %fv, dX, u,= %fc,dx.
I.’équation

-4Y?*+BY*+2Y'Y+2Y— % =0

a pour intégrale

Y— _ 1 C,fv,dx+C,f¢’,dx+C;.
-3 Ciog+ Caoy

‘n donnant & B la valeur 2, on obtient pour I'équation

~2 Y+ Y+ Y'Y+ Y~ ; =0
Pintégrale
Y= Cie*+C,e*+-C,
— 3 " Ce=Ce ¥’

ce qui est facile & vérifier.
On obtient donc ce résultat remarquable. En posant

du

3¥
= I ou Il=ﬁ’

) =

Péquation transformée en  a pour intégrale générale
u=C, fo,dX +C, fe,dX +C,.

Cette équation n'est donc autre que

nn

2u"— Bu' = o.

Les équations considérées ont donc une certaine analogie avee I'équa-
tion de Riccati.

13. On pourrait ranger dans une derniére classe les ¢quations du
second ordre ct du second degré de la forme

a,y? +a,y*+20,y'y + 2¢,y" + 2,y + 2¢,y + d, = o.
Journ. de Math. (4" séric), tome VIII. — Fasc. 1II, 18¢3. 35
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On suppose alors c, différent de zéro, ce (ui w'étail pas nécessaire dans
les cas précédents. En posant
d; :
y=nu(z)+v(e), = =u(r),
cette ¢quation devient

’ " A
237 4+ 2,0+ 2050+ 2y, 2y 2y, S =0,
ot

ty= a,w2u?,

2= a4+ a,u*+ 20U’ u,

i

(a,u' + hyu)uu,

Vo= t,%%u,

vi=eo(uw + ot )y +(ay' + by + ¢ )uu,
vy=(a, b + byu ) + (bt + au)e + e+ 0 + eyn.

N 49 4 " ’
Ba =y 4 a0 A 20,0 A= 20, 0" 4 20,0 + 200+ 4l

Contentons-nous d'indiquer vapidement comment on pourva obte-
nir une équation canonique :

1° Si @, est différent de zéro, on annulera 3,, v, ot v,. Cela suppose
encore aya, — b 0. Si cette quantité é¢tait nulle, on obtiendrait une
premiére équation réduite en amnulant 3, ot v, 2, serait aussi nul.
Puis on égalerait 2, et ;. La valeur de ¢, montrerait alors comment
on pourrait former une équation canonique,

2° Soil @, = o, mais by différent de zévo. Onannulera 2, ety puis
on dgalera 3, et y,.

3 Sihy était nul, onannuderait v, et y, et Fon égalerait 2, et .

14, En résumeé, pour oblenie une équation canonique, nous ¢tablis-
sons cerlaines relations entre les coeflicients de Uéquation transformeée
par le changement de fonction et de variable,

. v o; .
Yy =rnu(r)+v(r), = !}.(.l ).
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Ces relations fournissent, pour déterminer ¢, une équation du premier
degré en ¢, Les fonctions u et . ont été détermindées, soit par des équa-
tions différentielles linéaires, homogénes ct du premier ordre, soit par
des équations algébriques bindmes. Dans le premier cas, les invariants
absolus, cocfficients de I'équation canonique, conticnnent des expo-
nentielles; dans le second, ce sont des fonctions algébriques des coefli-
cients de Péquation différenticlle ct de leurs dérivées, telles que
certaines de leurs puissances sont des fonctions rationnelles de ces
coefficients.

Pour obtenir Péquation du premicr degré fournissant la valeur
de ¢, nous avons réduit I'équation propesée a la forme la plus simple
possible. Nous avons considéré le plus simple des coefficients de cette
“quation rédnite qui fat de la forme

MPUY(AV + B).
A était un invariant tel que I'on eit, suivant la notation adoptée,
Ay =uvlut' A,
Alors I'expression B, vérifie la relation
B, = wPu'(Av + B).
Nous avons déterminé ¢ de fagon a annuler B,.
Dans d’autres cas, I'équation réduite ne nous a fourni, comme coef-

ficient le plus simple, qu’une expression de la forme

MPUI(AV +wV + 2),
-, ¢tait encore un invariant tel que

Aoy = wWPutt' 0,
¥, vérifiait la relation

¥y = WPut (AU + Bu).
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Alors 'expression 2, jouissait de la propriété exprimée par
2y =(AV + 9w+ 2).

En donnant a ¢ la valeur qui annule 2,, on était ramené au cas précé-
dent, c’est-a-dire au cas d'une équation réduite fournissant un coeffi-

cient de la forme
MPUI(AV + B).

1l y a tout lieu de croire que ces remarques constituent une loi géné-
rale applicable aux équations d’ordres et de degrés supéricurs. On
pourrait donc, dans tous les cas, 4 'aide d’équations réduites sucees-
sives, déterminer une équation canonique dont les cocfficients seraient
des invariants absolus, soient transcendants, soient algébriques par
rapport aux coefficients de P'équation différentielle considérée et @
leurs dérivées.



