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EQUATIONS AUX DERIVEES PARTIELLES. 219

Sur certains systémes d’équations aur dérivées partielles
généralisant les équations de la théorie des fonctions
d’une variable complexe ;

Pax M. Exue PICARD.

La théoric des fonctions d’une variable complexe n’est autre chose
qque P'étude des fonctions réelles P et Q des deux variables réclles .«
et y satisfaisant aux équations

_ RN
dz —  dy’
o __9Q
dy = Oz

Le probléme de généraliser ces équations est évidemment indéter-
miné, et I'on peut tenter cette généralisation dans bicn des directions
différentes. Attachons-nous particulicrement a la propricté suivante
de ce systéme : si (P, Q) d’une part et (P,, Q,) d'autre part sont
deux solutions quelconques, P, et Q, considérées comme fonction de
P et Q satisferont aux mémes équations, c’est-a-dire qque

oP, 0Q
P = 99’
dP! 0Q!
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C’est cette propriété que nous voulons prendre comme propriété
fondamentale des systémes que nous allons nous proposer de former.
Nous pouvons formuler le probléme suivant :

Trouver un systéme de m équations (m?2 n) contenant unique-
ment les dérivées partielles du premier ordre de n fonctions P,,
P,, ..., P, dépendant de n variables x,, x,, ..., x,

1, (op, oP, oP, ap,
4

—y 000y e g g 000y e | = () '= e
 ERARRE il ’d.p,,) (i=1,2y...,m)
et telles que, si U’on considére un second systéme également arbi-
traire de solutions Q,, Q,, ...,Q,, les fonctions P considérées comme
fonctions des () satisfassent au mémes équations, c’est-d-dire que

FGo g b e ) =0 (i=1,2,.,m).

Nous allons montrer d’abord comment on peut former tous les
systémes jouissant de cette propriéié. Pour simplifier, j'ai supposé
(que les équations ne renfermaicnt que les dérivées particlles du pre-
mier ordre; on peut supposer d’une maniére plus générale que les deé-
rivées partielles d’ordre quelconque figurent dans les équations; la
formationdes équations pourrasc déduire des mémes principes, comme
nous le verrons aprés avoir étudié le cas simple que nous venons
d’abord d’indiquer.

J’ai voulu traiter complétement le cas de deuw et de trois variables
et former tous les systémes de la forme précédente, ou figurent les dé-
rivées particlles du premier ordre. Le nombre de ces systémes pour
n = 3 est assez considérable et il ne parait pas qu'il y en ait parmi cux
de réellement important, je veux dire qu'il ne me semble pas que
pour aucun d’eux on puisse développer une théorie plus ou moins ana-
logue & celle des fonctions d'unc variable complexe. Je ne crois pas
inutile cependant de développer rapidement la solution du probléme
que j’ai posé etd’indiquer quelques exemples. D’aprés quelques essais,
il me parait probable que le cas de n = 4 pourra conduire a des résul-
tats plus intéressants, mais je dois avouer que le courage m’a manqué
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pour entreprendre les énormes calculs que nécessiterait I'étude com-
pléte de ce cas.

I. — ForMATION DES EQUATIONS DU PREMIER ORDRE.

1. La formation des équations du premier ordre jouissant de la
propriété d’invariance qui est notre point de départ se raméne facile-
ment & la théorie des groupes linéaires de transformation. Nous allons
seulement, pour simplifier, faire I'hypothése que les équations sont
vérifiées pour

> — —_—

P, =, P,=z,, ceve P,=«,,
hypothése qui ne diminue d’ailleurs en rien la généralité de notre
recherche. Une premicére conséquence de cette hypothése est que, si
'on prend une solution arbitraire

Q43 L29 0oy L)y Qa( &y By ooy r)y  oons Qu(tyy a0 - ),

les équations
Qi(“'u Tpgeony ‘”n)= Qcy

Qa(yy gy o vy Tp)=Q,,
Qu(xyy gy ey i)=Q,
définissent des fonctions z,, z,, ..., &, des variables Q,, Q,, ..., Q,.

satisfaisant au systéme d’équations différenticlles.
Ceci posé, partons des relations

P
P, =¥ 5 dr,

; (ll’, = Z i’—l:? ll.l,"',

or;
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at

2 d.t. dQly
" z"‘* aa,

Les dérivées %E-
'y

aux mémes relations /= o d’aprés ce que nous venons de dire. En
considérant d’autre part les PP comme fonctions des Q,

* d’une part, et les dérivées 3—6—’; d’autre part satisfont

dp, 2“"" 0,

daP,
(3) 2 ina

0 ’ dp . A M .
et les dérivées TQ£ satisfont aux mémes relations £ = o. Or on obtient
é

les relations (3 ) en portant dans les équations (1) les valeurs des dr:
données par les équations (2 ). On peut donc dire que les relations (1)
définissent wn groupe de substitutions linéaires relatives a dr,,
dr,, ..., dc,, car le produit des deux substitutions (1) et (2) pour
lesquelles les coefficients des indéterminées satisfont aux relations
J = o donne une nouvelle substitution, la substitution (3 ) satisfaisant
aux mémes conditions. Il résulte immédiatement des résultats preécé-
dents que les équations f = o pourront étre obtenues comme il suil
On prend un groupe quelconque de substitutions linéaires @ n va-
riables contenant la substitution unité

x' =a,x, -+ a,,-i(},-l-. .ot UygLpy

Xo=an®, 4+ Ay T, +. ..+ Gy, T,,
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les a dépendant d’un certain nombre p de paramétres (p < n*); on

posec

oP, >
‘a;"-':a“ (’,,l=l,2cooo’”)a

L’élimination des p paramétres, dont dépendent les a, entre
ces n® équations conduira a n* — p équations entre les dérivies par-
tielles du premier ordre de P, P,, ..., P,. Ce sont les relations
cherchées (*).

2. On voit que la formation des équations f = o se raméne a la
recherche des groupes linéaires et homogines; c'est la un probléme
classique dans les travaux de M. Lie. Il y aura donc tout au moins a
partir de »n =3 un trés grand nombre de types d’équations; nous
allons tout a I'heure en indiquer un certain nombre. Pour # = 2, un
groupe s'offrc immédiatement

\= ar+ by,
Y=-—lbr+ay,

avee les deux paramétres a et b. On devea poser, daprés la rigle

v P

n o)
dr -~ b,

A
dy

-

a —=b _— =
’ ‘,‘" b d“,

L'élimination de a et b donne les équations

v _do e _ a0
oc — dy’ dy = or

(e sont les équations de la theéorie des fonctions d’une variable com-
plexe.

II. — ForMATION DES EQUATIONS D'ORDHE SUPERIEUK.

3. La méthode que nous venons de suivre n'est pas limitée aux
équations ou les dérivées partielles du premier ordre figurent seules

(*) ¥ai énoncé pour la premiére fois ce résultat dans une Note des Comptes
rendus (juin 18g1).

Journ. de Math. (% sécic), tome VIIl. — Fase. 11, 1892, 29
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dans les équations. L'extension scra suffisamment indiquée, en nous
hornant aux équations du second ordre ct aux cas de deux variables
indépendantes. Appelons P ct Q les deux fonctions, z et y les deux
variables indépendantes; on suppose toujours les équations vérifices
pour P=2,Q =y,

On a, sans spécificr les variables,

dP = 1 +1)l’ ly,
m—”m+w@,

wp=ié¢ﬂ+-

(%) /
l)’ + o 0' l’.r ':([‘)',
d*() = —d——‘; de*+ 2 —‘——‘— dedy

d()ly’+

-+

( ()
()) ey :)' /'\

ctles quatre équations analogucs relatives 4 une autre solution (P, Q, );
(’ailleurs, d'aprés la remarque faite plus haut, et y considérées
comme fonction de P, et Q, forment une solution du systéme que
nous cherchons. Ecrivons les relations

de = dl’ > dP, + d() (),

J
(y_bgm’ ,mm,

0Q,
- dis =22 ‘”,, dl“+2d|, 0‘); dP, dQ,
dQ‘ ST Ay + ;f P, + ;’(; dQ,,
d’y_. dl” (ll”+zm, 50, P, ),

Q2+ I aP, + 2L,

dQ' av, 7Q,
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Or, en considérant I et (Q comme fonctionsde P, et Q,, on a -

| Pd=4 "" dp, + % a0,

()Q
()( 0
dQ = 3 dp, + 03 do,,
. ap -‘)-P—, ll”+2dl, o0, dl, dQ,
() ' P o
+ S Qi+ o d P+ S0, e,
Q= gp? dPi+ 2 552 dP,dQ,
. oQ o0
oQ, Qi+ e+ oy

Les cocfficicnts des différenticlles dans les équations (4), (5), (6)
sutisfont aux mémes relations; or les équations (6) peuvent étre consi-
dérées comme provenant de ln multiplication des substitutions (4) et
(5) effectuées sur les diflérenticlles dP, dQ, d*P, d*Q et dP,, d(),,
d*P,, d*Q,. Nous voyons donc que I'on aura un systéme d’égnations
cherchées en procc¢dant de la maniére suivante :

On prend un groupe de transformations, relatives a ., y, s vt t
de la forme suivante
X=ax + by,
) Y = cx + dy,
) Z = A+ 2Bay + Cy* -+ azs+ b,
‘ T=Dx*+ aBlxy + Fy*+ ¢35 + dy,

et contenan! la substitution unité, Soit p le nombre des paramétres
de ce groupe (p<10); on poscra

) ) L 00 0Q

0:”__. -a;—l), 'ﬁ—c, ‘—,;-(l,
P otr Yoo
w=A my=B =G

’Q_yp 0 g #Q_
Joz* =D, dlrdy—n’ =F
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L'élimination des paramétres entre ces dix équations nous donnera
un systéme de 10 — p équations, qui scront les équations cherchées.

4. Las groupes de la forme (7) n'ont, je crois, fait I'objet d’ancune
éude spéciale, nous voudrions seulement indiquer un exemple. On
obtiendra un groupe de la forme (7) en cherchant les substitutions
ui transforment en elle-méme & un coefficient prés une forme donnée

as?+ aBuay +v)? + 235 + el
Ou aura done

a\?+ 28XY 443 S 4+ e T =A(2s* + 280y +v)* + 235 + &),

Dn peat encore dive que les fonctions P et (Q correspondant & ee
groupe sont telles que Uon ait identiquement

2dP? + 23l dQ + 3+ 3P + e Q)
= Made® +23drdv 5 dy* + sty +edy).

Lffectuons les ealeuls en supposant gue la forme se réduise i
dP? + d)? + 3( 2D + d2Q)),
ce «que lon peut toujours supposer, en faisant préalablement sur I
et (Q une substitution linéaire convenable. On aura, en supposant ¢

différent de zéro,
P 9)

awt =M

T =h

(B () (52 59
(Y + () 355 + 52) =
o R (2 S )=
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“n éliminant A on aura quatre équations.
Ces (quatre équations n’ont malheurcusement, en dehors de I et
constants, d'autres solutions que

P =., Q=y.

K
11, — KQuATIONS DU PREMIER ORDRE A DECX VARIABLES.

3. Un systéme de deux équations du premier ordre i deux variables
s'obtiendea en partant du groupe linéaire 4 deux variables et & deux
paramétres. Prenons le groupe sous sa forme la plus simple, mais en
avant soin de n’introduire aucun élément imaginaire.

On peut d’abord prendre les deux transformations infinitéximales
du groupe sous la forme

’ —ar¥ , 74
(8) t A(f)—- a.l/ﬁ‘i"(cnl,-f'l(y);).—y)
o ‘ i /A
——— i 4 LI M 4
[ B = o+ By) 3+ G 3y

Lccas de 3 = o n'offre aucun intérét. Supposons done f§ 5 o, nous
pouvons admettre, en faisant une combinaison linéaire de A et de B,
(que « = o.

Nous partons donc de

A(f)=ax :))——5 + (e + dy) %,
y >, .0
B =By 3+ (e + 3y) o
On doit avoir ‘
(9) ALBNN = BIAU)] = AB(f) + »A(S)
Si A et i sont nuls, c'est-d-dire si les deux substitutions infinitési-
males du groupe sont permutables, on a
e =o,
(d=a)f=o,
(a—d)v+c(8 —2a) =o,

—¢B =o.
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On a donc d = a, ¢ = o, ct I'on voit de suite que le groupe corres-
pondant se raménc & celui qui conduit aux équations de la théoric des
fonctions d'une variable complexc.

G. Le seul cas nouveau cst cclui ol les deux substitutions ne sont
pas permutables. Reprenons les formes (8). Si A n'est pas nul, en
remplacant B(f) par B(f) — ; A(f), on n’aura plus de terme en

A (f) dans le second membre de (g). On peut donc partir des deux
transformations (8) en supposant que

A[B()] = BIA(N)] = AB(S).

On aura ainsi les relations

ef =Mz,

(d~a)p =23,
ay +c(8 —a) — dy =1y,

—cB =1,
(que I'on peut encore écrire
‘ A=d - a,
o+ 3 =0,
( ;
o) (d - a)y=cé,
| (d — a)a=cf.

Cherchons maintenant les équations finies du groupe. On doitl con-
sidérer les équations lincéaires

g’g = ak,x + \,(az +By),

(11)
Y = N (ew+ dy) + N(yo + 8y).

En posant z = Ae¥, y =Be*,on a

Afp — (ak, + ak,)] —A,3B =0,
— A(ch+YA,) + B[ — (d\, + &,)] = o.
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On a donc pour  I'équation
w?— w(@+ d)X, + (@, + 2h)(dA, + 8h,) — BA,y (e, +yh) =o.

En tenant compte des équations (10), on voit ¢ue les racines de
cette équation sont

w=ak,, w=dM\,,
1intégrale générale du systéme (11) cst alors

w = PBet + QBe™,
y==Pac¥+Q[(d—a)h—a]e®t, h=3,

1> et Q ¢tant des constantes. On les détermine de fagon (que, pourf=o,
=Ly Y = Yo

On obtient ainsi, en posant ¢X¢ =0, et remplacant (d — a)h - «
par b,

B (hH2 4 “od)'*"a.?'o("' o2 4 )
B(h+e) ’
2.2y (0% —04) 4 By, (A0 4 20¢)

y= B(A + =)

On aura donce

dP A6+ ald

d9r “Th+a
{)p _ ?LO"—Q“)
dy = h+a

9O _ k(0 — b¢)
oz = 8(h+a)
aQ _ h6 4204
dy ~ h+=x

Entre ces équations il faut éliminer 6 ct A. En divisant la troisiéme
par la seconde, on a
2Q
. Prorx
S

dy
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Lin substituant dans les deux premiéres équations, il viem

B

~ a oz d.z'

puis, en substituant dans les deux dernitres, on a

0§90
o= "> _ L
= ay  adr’

ar dQ
0¢=3 % + 5
Bdy " 9y’

et ces quatre équations reviennent & trois. On cn tive

P 2P _ 9Q 840

Iz~ Bdy ~ dy  aox’

(52 )= (-5

2 or or
Done, en posant;;' =k, -g = A,

Y PNk
@__xggﬂ(df Sy,

ar Jor Jdy
d” X ar ar - IP\¥

Telest le sysiéme des deuc équations auxrquelles nous sommes
conduit.
I.’équation & laquelle satisfait I est extrémement simple; on trouve,
en effet, de suite
13
PPy PP L, P

izt = "oz dy ar =
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Donc P (z, y) est de la forme
P(x,y)=ze(y +Ax) + $(y + \&),

5 et J étant deux fonctions arbitraires.

‘:QUA'I’IONS DU PRENIER ORDRE A TROIS VARIABLES.

7. Le nombre des groupes lincaires distincts i trois variables
est trés considérable. 11 a ¢été complétement formé par M. Sophus
Lie. Jai calculé, pour tous ces groupes, le systéme d’équations
différentielles du premier ordre qui leur correspondent par ma mé-
thode. Je ne les transcrirai pas tous ici, car il en est un certain nombre
pour lesquels je n’ai pu encore décider du degré de généralité des
fonctions qui y satisfont. Nous allons seulement indiquer quelques
exemples simples, et, en particulier, obtenir tous les systémes formés
de trois équations.

8. Si nous ne voulons avoir que trois équations, nous devons
prendre un groupe linéaire & trois variables et & siz paramétres.

Un premier exemple d’un tel groupe scra obtenu, en adoptant les
nolations de M. Lie, au moyen des six transformations infinitésimales

p, 3¢, x¢, «p—yq, yp, «p+yq+al,
U=up+yq+ ar,

\J
ou

2 désignant une constante.
Les équations a adjoindre seront

‘!J,‘? =M3+ M2+ Ay + A (1 + 2),

4 .
-2"-' =N 5+ M2 — Ay + Ay (1+ &),

ds
7= A2 3.

En posant
cx=Ae¥ y=Be¥, :=Ce¢,

Journ. de Math. (4* série), tome VIIL. — Fasc. 11,1892, Jo
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on obtiendra, pour déterminer A, une équation du troisitme degré,
dont les racines sont

A=A, A=k (14+a) VA +N),.

Pour chacune de ces trois racines, on a des quantités proportion-
nellesa A, B, C. Il est inutile d'écrire ces quantités pour la premiére
racine; nous les désignerons par A, B,, C,. Pour la seconde, on peut
prendre

A=, B=vVA3+ 00,1, i=0

correspondant & -
A= )\.(l +a)+ \/7\1 + AyA;.

On a donc pour l'intégrale générale du systéme précédent

y=M (VA + XA, — ‘A.‘),’.:[1.:1”,“/3.1;1,’).‘,,]
+ N(-- s/)’\3‘_;"‘,\3 A, — 'A,)v’"’w"“’"""'-3”5"5-' + DB, e,
s =PC,M,
M, N, P désignant des constantes.

On doit choisir ces constantes de telle sorte (que, pour £ = o, on ait
L= Loy ¥V = Yoy 5= 3,. Ona de suite

I’(J. = 3.

Quant 3 M et N, cc sont des fonctions linéaires de .y, yq, 3,. Gher-
chons les expressions de M et N en «,, y, et 5,5 nous aurons

Ly == M)\,,-i- NX,-*-PAn
Yo=M(D = X)) +N(—=D =2)+PB,,  (D=yN+nh,),

en substituant les valeurs de M, N et P dans les expressions de «, y
et z; on obtient alors comme cocfficients de xq, ¥, 3, les quantités que
nous allons égaler aux dérivées particlles de P, Q, R.
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On trouve ainsi de suite

JR dR oR YN 73

—0_1: =0, .J‘-)::o’ a:: = e,
N
P 1 e[ P o s om
dy — 1(,), D¢ —Dp¢ |
9Q _1 A (4 +&) [D*—3F o DP—A0
P2 A R VP A |

"3 = L1+ [D—3, ™ D —), e-m'l.

dy 2 "D -D

L'élimination des quantités A entre ces équations conduit aux trois
relations qui forment le systéme cherche

" _,
dr —

. JR B

(S) _d—]_'—‘)’

IP Q)  oP 9Q (dn)u
— -‘-i-;- [

en posant g =

9. Nous avons un second exemple d’un groupe a six paramétres, en
prenant le groupe dont les transformations infinitésimales sont repre-
sentées par

p, 3¢, xq, xr, xTp—23zr, Lp+yq+al,
U ayant la méme signification que plus haut.

Une série de calculs analogues & ceux que nous venons d'indiquer
rapidement montre que le systéme d'équations différenticlles corres-
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pondant se réduit &

apP
=

. dR
(2‘) a}- == 0’

JP dR deR__(dQl‘
05 dx dr 0z ’

w ayant la méme signification que plus haut.

10. 1l existe deux autres groupes & trois variables et a six para-
métres; mais ils peuvent sc déduire des précédents en faisant & = =
on a donc des ¢équations différenticlles rentrant dans le méme type,
puisqu’alors u = 2.

Nous pousons done dire que les systémes (S) et (2) forment les
seuls systémes de trois équations jouissant de la propriété deman-
dée. Bien entendu, nous ne considérons pas comme distincts des sys-
témes qui peuvent se réduire les uns aux autres par un changement
de variubles el de fonctions.

11. Les groupes & trois variables et dépendant de moins de six pa-
ramétres sont trés nombreux. Il me paraitinutile de les énumérer tous
et de transcrire ici les équations correspondantes que jai toutes for-
mées. d'indiquerai seulement un exemple. Considérons le groupe i
cing paramétres représenté par

sp, s¢, xq, xr, rp-—sr.

Le systéme des quatre équations correspondantes est alors

U dW  JU dW

9z 95 ~ 9z 9z

1.’énumération compléte des autres groupes présenterait, je croiy, peis

d’intérét.

DO @ ——— /_"

oY

~



