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Essai sur U'étude des fonctions données
par leur développement de Taylor,

Paz M. J. HADAMARD,

Ancien ééve de PEcole Normale supérieure.

INTRODUCTION.

I.c développement de Taylor rend d’importants services aux ma-
thématiciens, en raison de sa grande généralité. Lui seul, cn effet,
permet de représenter une fonction analytique quelconque, & certains
cas singuliers prés.

Depuis les travaux d'Abel et de Cauchy, on sait qu’a toute fonction
régulicre dans un certain cercle correspond un développement de
Taylor, ct réciproquement. C'est méme ce développement que
M. Weierstrass, et, en France, M. Méray emploient pour définir la
fonction.

Un point @ étant donné au hasard, on pourra, en général, former
une série ordonnée suivant les puissances entiéres et positives de v —a
ct qui représentera notre fonction dans le voisinage du point a. I
pourra y aveir exception pour certaines positions particuliéres du
point a. Clest 4 ces points particuliers que I'on donne le nom de
points singuliers.

On peut donc dire que se donner une fonction analytique non sin-
guliére au point 2 = o, c’est se donner unc suite de coefficients a,,

Journ. de Math. (4 série), tome VIIl. — Fasc. 11, 18ga. 14
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Qgy .+ vy Cyy ..., tels que la série Ea,,,x”' ne soit pas toujours diver-

gente. Cette série donnera la fonction dans I'intérieur de son cercle
de convergence, et d’ailleurs une fonction ainsi donnée est parfaite-
ment déterminée, si du moins, avec la valeur de la variable, on se
donne le chemin par lequel on y aboutit.

C'cst, par exemple, sous cette forme quc le théoréme de Briot et
Bouquet fournit les intégrales d’un systéme d’¢quations différen-
tielles.

Mais, si cc mode de représentation est trés utile pour démontrer
I'existence des inlégrales, son emploi est trés limité au point de vue de
I'étude de ces mémes intégrales. Le développement de Taylor, en
effet, ne met pas en évidence les propriéiés de la fonction représentée
ct semble méme les masquer complétement.

Cependant on connait déja des circonstances ot ce développement
peut fournir de précicux renseignements difficiles 4 obtenir par d’au-
tres moyens. On sait, cn cffet, les remarquables propriétés arithmeé-
tiques démontrées par Eisenstein ct M. Tchebichefl sur les séries qui
représentent des fonctions algéhrigques ou exprimables par la combi-
naison de fonctions algébriques, logarithmiques et circulaires en
nombre fini.

J’ai étudié la question & un point de vue différent, celui (qu’indique
la théorie générale des fonctions, ct d’aprés lequel le premier probléme
qui se pose est la recherche des points singuliers. Ce problime cst
d’ailleurs intimement li¢ & celui de la continuation de la fonction c¢n
dehors du cercle de convergence.

Le développement de Taylor ne définit une fonction qu’a Uintéricur
d’un certain cercle, a savoir le plus petit qui ait pour centre origine
et qui passe par un ou plusicurs points singuliers. Si a désigne 'affixe
d’un point situé sur le rayon qui va-de I'origine & un de ces points sin-
guliers, cn ordonnant notre série, non plus suivant les puissances de «,
mais suivant celles de  — a, le cercle de convergence de cette nou-
velle série sera compris entiérement dans I’ancien.

- I1 n’en sera pas de méme si le rayon qui va del'origine au point z = «
coupe la circonférence primitive en un point ordinaire, ct, dans ce cas,
la nouvelle séric permettra de calculer la fonction pour des valeurs
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de z qui rendaient I'ancienne divergente. Si I'on veut étudier le pro-
longement de la fonction c¢n dehors du cercle de convergence, il est
donc important de déterminer les points critiques situés sur ce cercle.
Cest cette détermination qui fait le principal objet du présent travail.

Il existe, & cet égard, une Note de M. Lecornu, insérée aux Comptes
rendus de I’ Académie des Sciences (). D'aprés M. Lecornu, 'affixe
du point singulier est la limite vers laquelle tend le rapport de deux
coefficients consécutifs, lorsqu'on s'éloigne de plus en’ plus dans la s¢-
ric. Malheureusement la démonstration donnée par l'auteur est dé-
fectueuse, et nous verrons qu’il y a de grandes réserves a faire sur le
théoréme lui-méme.

Quant & la méthode qui m’a servi dans cette recherche, les prin-
cipes sur lesquels clle repose sont ceux qu'a employés M. Darboux
dans son Mémoire bien connu : Sur Uapprozimation des fonctions
de grands nombres (*), dans un but inverse, il est vrai. Partant de
certaines séries dont les points singuliers sont connus, M. Darboux cn
tire des conclusions relatives aux cocfficients de ces séries. Mais le
principe fondamental du Mémoire, ¢noncé par son auteur de la fagon
suivante : « La recherche de la partie principale des cocfficients de la
» série dépend de la maniére dont la fonction devient infinie sur le
» cercle de convergence », cst celui-la méme qui peut servir a I'étude
des points singuliers.

Jai divisé ce travail en trois Parties :

Dans la premiére, aprés avoir introduit une notion préliminaire
indispensable pour la suite, je détermine d’une fagon générale le rayon
de convergence. Les résultats obtenus conduisent immédiatement &
un criterium permettant de reconnaitre dans certains cas la présence
d’un ou plusieurs points singuliers.

La deuxi¢me Partie est consacrée 4 I'étude des discontinuités po-
laires. Lorsque la fonction w’a sur le cercle de convergence que de
telles discontinuités, on peut la prolonger analytiquement et la repré-
senter dans tout cercle ou elle est méromorphe.

Dans la troisitme Partic, je définis ce qu'on peut appeler 'ordre

(') Séance du 7 février 1887,
(*) Journal de Liouville, 3¢ série, v, IV,
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d’une fonction sur son cercle de convergence et en un point de ce
cercle, et j'étudie les points singuliers en les classifiant d’aprés leur
ordre. Lorsque cet ordre reste fini, on peut, dans des cas assez éten-
dus, trouver les points singuliers, ct, dans tous les cas, calculer Ia
fonction en tout point ordinaire du cercle de convergence (*).

PREMIERE PARTIE.

4. Nous aurons & nous fonder, dans ce qui va suivre, sur quelques
principes simples relatifs aux suites infinies, ¢t que je vais résumer
tout d’abord.

Soit la suite

(l) Uy Uy Uy ooy Upyy ooy
Ol Uyy Uyy ...y Uy, ... désignent des nombres récls, mais quelconques
d’aillcurs.

Il peut arriver, comme premier cas, que cette suite renfcrme des
termes supéricurs & tout nombre donn¢; ou encore, que tous les termes
aillent en augmentant indé¢finiment par valeurs négatives.

Ecartons pour le moment ces deux hypothéses. Nous voyons qu'il y
aura licu de répartir les nombres réels, d’aprés leurs relations de
grandeur avec les quantités ,, d’indice trés grand, en deux catégories.
Un nombre A sera mis dans la classe supcrieure si, & partir d’un cer-
tain rang, tous les termes de la suite (1) sont plus petits que A; au
contraire, un nombre B appartiendra 4 la classe inférieure si notre
suite contient des termes de rang aussi éloigné qu’on veut, et qui sur-
passent B.

Si A est un nombre de la classe supérieure, il est clair que tous les
nombres supérieurs 4 A appartiennent 4 la méme classe; pareillement,
si le nombre B fait partie dela classe inférieure, on peut en dire autant
de tous les nombres moindres que B.

(*) Plusieurs des résultats contenus dans le présent travail ont été communi-
qués & PAcadémie des Sciences (séances du 23 janvier 1888 et du 8 avril 188g).
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Or c'est un fait bien connu que, dans ces conditions, i} existe un
nombre / servant de séparation entre les deux classes, en sorte que la
premiére se compose des nombres plus grands que /; la seconde, des
nombres plus petits que ! (*). Pour déterminer ce nombre, on pourra,
par exemple, commencer par faire prendre & un entier la série des va-
leurs depuis — o jusqu'a -+ o. Il arrivera un moment ou cet entier
variable passera de la classe inférieure dans la supérieure. Soient @, et
@, + 1 les deux nombres entiers consécutifs qui appartiennent ainsi &
des catégories différentes. On divisera V'intervalle (a,,a,+1) en n

. ¢ 1
parties égales et I'on trouvera deux nouveaux nombres a,, a,+ =

différant de }‘ et dont I'un est un nombre B, 'autre un nombre A. On

partage l'intervalle compris entre ces deux nombres en n parties
égales; et poursuivant ainsi indéfiniment, on formera une série d'in-
tervalles compris les uns dans les autres et de plus en plus petits.
[)’aprés un théoréme connu, les nombres obtenus par ce procédé sont
les valeurs approchées d’une méme quantité, laquelle répond manifes-
tement 4 notre objet.

Cette quantité , telle que, pour toute valeur positive de ¢, [+ ¢
apparticnne 4 la classe supéricure et / — ¢ & la classe inférieure, sera
dite la limite supérieure de la suite (1) pour m infini, ou simplement
la limite supérieure (*).

Dans le cas précédemment exclu, o une partie des termes de la
suite (1) augmenterait indéfiniment par valeurs positives, ou bien
encorc lorsque tous iraient en augmentant indéfiniment par valeurs
négatives, I'une de nos deux catégories disparaltrait et la définition

(') Les mots plus petits que, plus grands que n’excluent pas ici I'égalité.

(*) On pourrait &tre tenté de prendre les mots limite supérieure dans le sens
qui leur est attribué en d’autres occasions (notamment lorsqu’on traite des fonc-
tions d’une variable réelle) et qui est un peu différent de celui-ci. En effet, il
faudrait alors ne ranger un nombre dans la classe supérieure que lorsqu'il est
plus grand que ¢ous les termes de la suite (1), et non pas seulement que les
termes d'indice suffisamment élevé.

Nous serons donc obligé, lorsqu'on aurait & craindre une confusion, d’em-

ployer la locution limite supérieure pour m infini, qui ne peut préter a aucune
ambiguité.
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précédente tomberait en défaut. La limite supérieure devrait étre
regardée comme égale & + x dans le premier cas, & — x dans le
second.

2. ¢ désignant toujours un nombre positif aussi petit qu’on veut, il
existe des quantités u,,, d’indice aussi élevé qu'on le voudra, com-
prises entre [ — ¢ ct [ + ¢, puisque, d’aprés la définition méme de [, In
suite donnée contient des termes indéfiniment éloignés supérieurs
l— ¢, au lieu qu'a partir d’un certain rang elle n’en renferme plus de
supérieur a [ + ¢. Donc on peut, dans la suite (1), trouver une suite
partielle qui ait pour limite l. Bien cntendu, il s’agit ici d’unc limite,
absolument parlant, et non plus sculement d’une limite supéricure telle
(jue nous venons de la définir (').

Il peut méme se trouver, comme cas particulier, que u,, s"approche
indéfiniment de / pour foutes les valeurs de msuflisamment grandes,
Il en est ainsi, d'aprés la remarque précédente, lorsque, si petit que
soit €, l'inégalité u,,> [ —e est vériliée, & partic d’un certain rang,
pour toutes les valeurs de m ct non pas sculement pour unc infinité
d’entre elles. { devient alors pour la suite (1) une véritable limite, au
sens ordinaire du mot. Dans ce cas, il nous arrivera de dire que les
termes de la suite (1) tendent réguliérement wers 1. Cetle locution,
dont & la rigucur on pourrait se passer, aura lavantage de bien mar-
quer, sans allonger le discours, lu différence qui existe entre ce cas
particulier et le cas général.

Si la suite donnée cst & termes posilifs, elle ne peul avoir o comme
limite supéricure sans tendre régulicrement vers cette limite. Car «,
est supérieur & — ¢, quel que soit m.

Nous remarquerons encore (juc la limite supérieure d’une suile n'est

(') La notion de limite supérieure que nous introduisons ici est en relation
avec la théorie des ensembles.

On sait que M. Cantor définit un ensemble dérivé dont fait partie toute quan-
tité ¢ telle que I’ensemble primitif contienne une infinité de termes aussi voisins
qu'on le veut de q.

Dans cette terminologie, notre limite supérieure serait le plus grand élément
de 'ensemble dérivé.



ESSAI SUR L'ETUDE DES FONCTIONS. 107

pas altérée lorsqu’on augmente ou diminue les termes de quantités
infiniment petites pour m infini.

3. Au lien de considérer des quantités u, dépendant d’'un seul
indice, on peut introduire des quantités u,, .myy O figurent p in-
dices indépendants m,, m,, ..., m, varlables de o a -+ =. et définir
d’une fagon tout analogue la limite supérieure de ¢n, m,...m, pour
m,=m,=...=m,=2%. On formera, & cet cffet, les deux classes
supérieurc et mferleure d’aprés la régle suivantc : un nombre A sera
rangé dans la premiére s'il est supérieur & toutes les quantités u dont
les indices m,, m,, ..., m, dépassent tous un entier N convenable-
ment choisi; un nombre B sera placé dans la seconde lorsqu’on pourra
trouver des « plus grands que B et dont les indices soient tous supé-
ricurs i tel entier qu’on voudra ().

4. La notion de limite supérieure va nous permettre de déterminer
tout d’abord le rayon de convergence d'une série de Taylor, et de
résoudre ainsi d’une fagon générale le probléme traité par M. Le-
cornu (?) dans le cas ou le rapport de deux coefficients consécutifs a
unc limite.

Soit

(2) flr)=a,+a,x+...+ @pe"+

une séric ordonnée suivant les puissances croissantes de . Nous envi-
sagerons la suite & termes positifs

(3) |(l,‘, '\/(’2 ’ . ‘ \lam

(') On sait (voir Cantor, Journal de Borchardt, t. 8%, p. 242) que I'on peut
ramener le cas d’'un ensemble a p indices au cas d'un ensemble & indice unique.
1l est & remarquer que cette assimilation ne s'applique pas dans la question
actuelle. La méthode de M. Cantor oblige effectivement & donner un rang élevé
a tout terme dans lequel un au moins des indices est trés grand, au lieu que
nous ne devons considérer comme infiniment ¢loignés que les Llermes dans les-
quels ¢ous les p indices auront de trés grandes valeurs,

(*) Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, séance du 7 février 1885,
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Si cette derniére suite contient des termes augmentant indéfiniment,
la série donnée n’est jamais convergente, quelle que soit la variable z.
Car il existera toujours des valeurs de m en nombre infini pour cha-

cune desquelles, | ", a,, | étant plus grand que ‘—;—[, le terme correspon-
dant a,, ™ aura un module supérieur & 1.

5. Ce cas doit donc &tre laissé de coté, et nous devons supposer que
la suite (3) admet une limite supérieure l.

Donnons 4 z un module plus petit que % soit ;—— - Par hypothése,

1
(=
I+ : appartient 4 la classe supérieure par rapport & la suite (3). Donc,
4 partir d'un certain rang, chaque quantité |a,,| est plus petite que

[/ {+ :
I+ £)"et le module de 'y a,x" est (et reste) inférieur a —2, nombre
2 l+¢

fixe plus petit que 1, ce qui montre que la série za,,,:c"‘ est conver-
gente.
Au contraire, si nous donnions & & un module ;— plus grand que

1
l
supérieur & (I —¢)™, la série Z@,,+" aurail unc infinité de termes plus
grands que 1 : ce serait une série divergente.

s comme nous savons que, pour une infinité de valeurs de m, | a,, | est

. ,oe I
Donc le rayon de convergenée de notre série est p = 3-

l Ain+1 l
| an |
la méme limite, qui sera bien par conséquent, ainsi que l'avait énoncé
M. Lecornu, I'inverse du rayon de convergence.

Au lieu de|"Va, |, nous aurions pu considérer (*) I'expression

Si, en particulier, le rapport tend vers une limite, |'Va,,| aura

% L|an|, qui est le logarithme de la précédente. La limite supérieure

de cette nouvelle quantité, pour m infini, aurait donné le loga-
rithme de L.

(*) L|ay | désigne, comme d’habitude, le logarithme népérien de |a,,|.



ESSAI SUR L’ETUDE DES FONCTIONS. 109

6. Un cas important est celui ou la quantité [ est nulle, et ot par
suite, |'Va,| tend vers o, ainsi que nous I'avons remarqué aun n° 2.
En ce cas, pour toute valeur attribuée & x, notre série est conver-
gente; car (en désignant par k un nombre quelconque plus petit

que 1) & partir du moment oti I'on aura | V! < -I—:—l, le terme géné-

ral sera inférieur a k™, c'est-a-dire au terme général d’une série abso-
lument convergente.

La fonction f(x) est donc une fonction holomorphe dans toute
I'étendue du plan.

7. Ainsi, lorsque notre limite supérieure est infinie, le développe-
ment donné ne définit aucune fonction. Lorsqu’elle est nulle, il définit
une fonction entiére et permet de la calculer pour toute valeur de la
variable.

Au contraire, si la limite supérieure / est finic et differente de o, le
développement (2) définit une fonction f (x), mais n’en fournit d’ex-
pression que pour les valeurs de z intérieures au cercle de convergence.
Le probléme qui se pose actuellement est done I'étude de cette fonction
en dehors du cercle ou sur le cercle, ct tout d'abord la détermination
des points critiques situés sur la circonférence.

Dans les fonctions les plus simples, telles que o » par exemple,

1
— )7
l’aﬂuo du pomt singulier s'obtient en prenant la limite du rapport

- On peut donc se demander s'il est possible d’énoncer ce résultat
m4

sous formc de théoréme général.
Pour discuter cette proposition, il est nécessaire d’en préciser la
signification. Prise dans son acception la plus étendue, elle voudrait

dire que pour toute série ou le rapport —- a une limite, le point cor-

am-H

respondant est le seul point singulier situé sur le cercle de conver-
gence. Ainsi comprise, la proposition est manifestement fausse : elle
ne s'applique pas, par exemple, & la fonction

_,+l(|+w)_,2‘| (':_'_)1...]:(;"‘.

La réciproque est également inexacte : x, peut étre point singu-
Journ. de Math. (4* série), Lome VIII. — Fasc. 1I, 1892, 15
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lier unique d’une fonction représentée par la série (2), sans que le

a o e
rapport -—- tende versx,, ainsi que nous en rencontrerons un exemple
a

m+1

dans la suite.

Au contraire, lorsque le rapport des coefficients consécutifs tend
vers une limite, le point qui a cette limite pour affixe parait étre, en
général, un point singulier. En tous cas, nous pouvons établir une
conclusion trés voisine de celle-la.

8. Les résultats précédents nous fournissent en effet un premier
criterium permettant de reconnaitre les points critiques.

Soit & = x, un point pris sur le cercle de convergence, et propo-
sons-nous de rechercher si ce point est ordinaire ou singulier.

Nous pouvons d’abord supposer x, = 1, car nous pourrions ramener
le cas général a celui-la par le changement de variable

(4) T=To)s

dans lequel, a la valeur x, donnée & x, correspondrait pour y la
valeur y = 1.

Soit alors ¢ un nombre réel compris entre o et 1, anquel correspond
un point de I'axe réel (fig. 1). Le rayon de convergence de la série

(5) f(e+0)=[(1) -+ £f (L) s ‘-’2:’-/”(1)4- cee "f’;”—;/'f'"’(t) + ...

Fig. 1.

sera le rayon du plus grand cercle C décrit du point ¢/ comme centre
et oil la fonction donnée f sera réguliére.
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Si le point z =1 est point ordinaire, notre fonction sera holo-
morphe dans un cercle ¢ ayant pour centre ce point x =1, et qui
coupera le cercle primitif en deux points y et Y/, par conséquent aussi
dans un cercle de centre ¢ et d’un rayon égal 4 la distance des deux
points ¢ ct ¥, laquelle est supérieure & 1 — ¢,

Si, au contraire, le point z =1 est un point critique, le cercle C
devra passer par ce point et avoir pour rayon 1 — ¢.

Reportons-nous maintenant aux résultats obtenus relativement au .
rayon de convergence : nous voyons que la condition nécessaire et
suffisante pour que le point =1 soit singulier sera fournie par
Finégalité (*)

© [5el> (=)

laquelle devra &tre vérifiée, si petit que P'on ait pris ¢, pour une infi-
nité de valeurs de m.

9. Mettons en évidence le module et I'argument de chaque coeffi-
cient a, autrement dit posons

m = Em e"n.
L'inégalité (6) (¢élevée au carré) pourra s'écrire
g + 2(M 4+ 1) U8 Bmey COS(Zpyy — Up) + ...

h Al ﬁ—k
+1 Zl‘ Sk Ol 4 &mes Bt COS(Bmon — Zpas)| + ...
k=0

>[|+2ml+

am(am+1 . 2
__—2—__-) +C2m+/: i TR R t).m;

les lettres C désignant, comme a 'ordinaire, des coefficients bino-
miaux.

(*) Il n’y a pas lieu d’écrire I'inégalité
(m) ¢ I+ e\™
Grl< (=)

m!
car le rayon de convergence de la série (5) ne saurait étre inférieur & 1 — ¢.
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Cette forme donnée & l'inégalité (6) permet de trouver des cas

particuliers assez étendus ot elle est vérifiée.
A

Remarquons d’abord que la somme 2 CA

k=0
€ s, Ceci se reconnalt immédiatement en supposant quc la fone-

ChA . est égale a

i -h

. tion £ soit la fonction —_{—« Le premicr membre de I'égalité (6) de-

vient alors égal & et, dans I'inégalité (6"), il faut faire g, =1,

( t)mal -am
a,, = o. On trouve alors
. h
_ " W gheh
(7) m,—!’m)—l‘l‘-...—i—{ Z(J”“.'(Amd,_k-f*....
k=0

ce qui donne la conclusion annoncée.
Supposons maintenant quc g, tende régulierement (') vers la
limite 1 ; que, de plus, pour toutes les valenrs de p et de ¢ suffisam-

ment grandes, la différence z, — 2, soit inférieure en valeur absolue

4 un angle fixe § plus petit que - (Pégalité étant exclue). A partir

d’une certaine valeur de . on aura (7 désignant un nombre aussi
petit qu’on veut)

Em > (' ”l COS( 2invk = Pt ,) Cos '.:J;

d’oti I'on déduit, eu ayant égard & la formule (7), que le premier
. . (. — 1, "Zm .

membre de 'inégalité (6") est supérieur a cosy = T )].,m =0 Sa

racine m¥™ sera donc (4 un infiniment pelit prés) au moins ¢gale i

1 —7, T . . SNt o
T:T(T:'ﬁ’ c'est-a-dire (si 'on a pris 1 'sufﬁsamment petit) supcrieur
h—hc r- -

a t’ a t(l -)

gahte (6) est donc vérifice et Ie pomt .« =1 est un point singulier.

‘:

. . ' v ’
a pour limite --_-- lorsque 7 tend vers o. L'iné-

40. Ce résultat subsisterait alors méme quel'inégalité |2, --z,' < {

(1) Voir n° 2.



ESSAI SUR L ETUDE DES FONCTIONS. 113

cesserait d’étre vraie ‘pour les valeurs de p et de ¢ ne satisfaisant pas
i la condition

Bl
p <

dans laquelle ¢ est supposé, pour fixer les idées, plus grand que p, cts
désigne un nombre positif fixe.

Pour le démontrer, remarquons d'abord que, pour toutes les valeurs
de / inférieures & ms, les évaluations précédentes sont encore appli-

. 1 Ak y h o Y 2M 4 "

cable:s. le coefficient (.ie ¢4 est plus grand que C}, ..., (1 —7)*™*" cos$.

Soit n le plus petit entier supérieur & ms. A partir de la valeur
h = n, nous ne savons plus si le coefficient de ¢ est supérieur & I'ex-
pression précédente; nous ne savons méme plus s'il est positif; mais

. h £ 1y2m+h

en toul cas sa valeur ahsolue sera moindre que C;,, ., (1 +7)
(ot v, désigne encore un nombre trés petit), de sorte que le premier
membre de linégalité (6') sera supéricur i

," (l__.r‘)im
Y ll — [(' — 1, )]z(m-o-l)

COos

(8) g
e B (5 1) cos(1 — )],

h=n

Dans le dernier facteur du coefficient de ¢4, le second terme
cos (1 — 1,)*** peut évideimment rentrer dans le premier (1 4-4')%" %,
moyennant un accroissement infiniment petit donné a v'. Dans la série
qui forme la partie soustractive de I'expression (8 ), aprés cetle simpli-

. v . ) 2 I
fication, le rapport d’un terme au précédent, égal a ¢(1+ 7, )--'—"—j'z—i' ,
. a4 ., ) .
est moindre que ¢(1 +7')~ - Cetlc quantité est plus petite que 1,

. . . . . . L] 's‘ ’ . ’ .
s1 on a choisi £ inférieur & -— —-=———~, et la série est égale au pro-
(24s)(1+17)

duit d'un facteur fini | de module moindre que - par

b -8
1=t 4+ )=~
L)
son premicr terme C3, ., (1 7)™+ 8",
Or, si 'on applique au coefficient C},,,,,, les formules bien con-

nues relatives a la fonction I' pour de grandes valeurs de I'argu-
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ment, on reconnait que la racine m*® de ce premier terme tend vers
(2 -+ s)’-fl

e (1 + 0)¥0, clest-d-dire, puisque nous pouvons prendre ¢

aussi petit que nous le désirons, vers une limite moindre que —:—:—'
La partie soustractive de 'expression (8) est donc infiniment petite
par rapport au premier terme et ne modifie pas, par suile, les conclu-
sions établies plus haut.

Si le rapport &ﬂ- a pour limite 'unité, la racine m'** de g,, tend
m+1

réguliérement vers 1 et la différence 8,,= 2., — 4, tend verso. Nous
reconnaissons que le point &z = 1 est bien un point singulier si le pro-
duit m8,, reste toujours inférieur & un nombre fixe Q. En effet, s'il en
est ainsi, la différence «, — «, sera moindre que ¢ tant ue le rapport
— ’ '
"7’-’ ne dépassera pas % -

Q

11. Mais on peut encore s'affranchir d’une partie des restrictions
précédentes, car il n'est pas nécessaire que l'inégalité (G) soit vraie
pour toutes les valeurs trés grandes de m, mais seulement pour une
infinité d’entre elles. Il suffira donc que la série contienne, en nombre
infini, des suites interrompues de coefficients

Amy 1/ P cevy  Qupipy

(9) Ay Q' oy very Aman's
( A"y Quplryyy  oovy  Quyryyy
gy eeees R ) eenenn ,

satisfaisant aux conditions suivantes :

1° Les rapports -"i,, ff; sont tous supérieurs & un nombre fixc s;
m m m

2° | 'Vg..| tend réguliérement vers 1 quand m augmente indéfini-
ment par des valeurs correspondant & des termes de ces suites;

3° Sia, ct a, sont deux coefficients pris dans une méme suite, la dif-
férence a,— =, est en valeur absolue moindre que ¢.

A chacune de ces suites, 4 partir d’'un certain rang, correspondra
une valeur de m pour laquelle I'inégalité (6') sera vérifiée.
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Sila troisiéme condition (2, — 2,) <  était remplacée par la double
inégalité

(re) (7 =P =4 <r— 2, <(g=p)i+4,

la fonction donnée admettrait le point singulier # = e, Ce résultat
est équivalent au premier moyennant une transformation (4), eﬂ'ec-
tuée avec la valeur e~* pour z,.

Sous cette forme, notre proposition se distingue de celles que nous
avons données précédemment en ce qu’elle peut, dans certains cas, dé-
celer la présence de plusieurs points singuliers. L'existence de suites (g)
correspondant & une certaine valeur de 6 n’est, en effet, nullement
incompatible avec I'existence de suites analogues, mais pour lesquelles
I'angle 8, qui figure dans les conditions (10), aurait des valeurs diffé-
rentes.

On pourrait méme, par ce procédé, former des séries qui admet-
traient le cercle de convergence comme ligne singuliére.

Supposons, par exemple, les nombres rationnels rangés en suite
lindaire, comme l'indique M. Cantor, et soit r; celui qui occupe le
rang A. Nous considérons une séric dans laquelle, pour toutes les

valeurs de m comprises entre (1+ s)* et (1 + s)**', le rapport ?git!

m

sera ¢gal & ¢*™", Nous aurons une infinité de suites pour lesquelles ce
rapport aura la méme valeur, car les quantités e?™n+!), e?mn+2
sont toutes égales & ¢*™. Le point & = e~*™: est donc singulier, quel
que soit A, et par conséquent le cercle de rayon 1 est bien ici une
coupure.

12. Signalons encore un autre cas simple oui I'on reconnait que le
cercle de convergence est ligne singuliére. Soit, par exemple, la
série ('),

(11) 1+ba+. .+ bx+ ...,

qui a été considérée par M. Weierstrass (*) ct qui converge dans un

(!) ¢ est un entier positif et & un nombre quelconque.
(*) Voir ou Bois-Revyonn, Journal de Borchardt, t. LXXIX, p. 3o.
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Ll<

cercle de rayon p = limb ~ = 1. Cette série n’est altérée que dans ses
y P ki q
L

premiers termes par le changement de wen we @, ot ket A sont deux
entiers arbitraires. Or la fonction correspondante admet nécessairement
sur le cercle de rayon 1 au moins un point singulier z = z,. Elle aura
donc aussi une singularité en chacun des points
Ui
X == .'),“,0. T,
parmi lesquels on en pourra trouver qui approchent autant qu’on le
voudra d’un point quelconque pris sur le cercle.

Les mémes raisonnements s’appliqueront toutes les fois que les in-
dices des termes non nuls ¢t de plus en plus éloignés auront un commun
diviseur de plus en plus grand. En ce cas, le cercle de convergence sera

-par conséquent une coupure, ainsi que P'avait démontré M. Lerch ()
dans un cas particulier. M. Weierstrass (?) avait d’ailleurs constaté cc
fait sur la série (11).

13. La démonstration précédente offre cet inconvénient qu'elle fait
dépendre le résultat d’unc question de divisibilité, en sorte qu'il sem-
blerait ne pas subsister nécessairement si, par exemple, on augmentait
ou diminuait d'une unité les exposants de quelques puissances de x
dans la série (11).

1l n’en est rien, cependant, et Pon peut affirmer que la série

2 l)“ L

(ou les c, sont des entiers croissants) admet son cercle de conver-

Clpt1—

. . .y . (4
gence comme ligne singuli¢re, si le rapport ¥ est constam-

ment supérieur ¢ un nombre fixe s.
Pour s'en convaincre, il suffit de donner & m, dans la formule (6'),

(') Acta mathematica, t. X, p. 87.
(*) Monatsberichte der kénigl. Acad. der Wissenschaften zu Berlin, aott
1880.
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C .
la valeur -, ol u est un nombre fixe compris entre 1 et 1 + s, et que
nous déterminerons ultérieurement (*). Au premier membre, le pre-
mier terme non nul est

( C,’,’; gcpt’u‘"' i)

et, d'aprés les formules déja employées au n° 10, sa racine 2 m™*™ est,

pour une infinité de valeurs de , supérieure & @_{(:2-%)%:_35‘,

Cette expression a son maximum pour & = ;—_1_——‘ et devient égale a
1=,
1=t
fluent pas sur le résultat, si I'on a choisi pour ¢ une valeur satisfaisant
aux inégalités

Quant aux termes suivants, ainsi qu'on I'a vu plus haut, ils n'in-

t(|+n’)?-—:l'<n, (—"%',%’—2-:‘(14-7,')“1‘(-:-5;-

La proposition est donc démontrée, car les raisonnements que nous
venons de faire ne seraient pas altérés si ’on effectuait la transforma-
tion (4) avec la valeur z, = ¢®, de sorte que notre fonction admet
pour point singulier le point z, = ¢, quel que soit 6.

Bien cntendu, le résultat précédent peut subsister, lors méme que

le rapport 5"—*1610—"’ ne serait pas constamment supérieur a s. Il suffit
: B

qu’il prenne deux valeurs consécutives supérieures & s, et cela une
infinité de fois, les modules des coefficients correspondants tendant ré-
guliérement vers 1.

Nous bornerons ici ces remarques préliminaires et, dans les Chapi-
tres qui vont suivre, nous traiterons la question 4 un point de vue tout
différent.

Les points critiques susceptibles d’étre reconnus 4 I'aide des propo-
sitions précédentes sont en effet (ainsi qu'il deviendra évident par la

('} Si ‘L;‘-: n'est pas entier, il faudra prendre pour m l'entier le plus voisin

€
de_'.".
u

Journ. de Math. (}* série), tome YIII. — Fasc. II, 18ga. 16
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suite) d'espéces trés diverses; au lieu que nous allons maintenant étu-
dier les singularités en les distinguant_d’aprés leur nature et en com-
mencant par les plus simples, 4 savoir les singularités polaires.

DEUXIEME PARTIE.

A4. Sila seule singularité située sur le cercle de convergence est
un pdle, simple ou multiple, l'affize de ce point est donné par la
Ain

limite du rapport » comme on le voit en employant les expres-

Am+1
sions indiquées par M. Darboux (*) pour les cocfficients.

Par exemple, si la série (2), convergente dans le cercle de rayon p,
admet pour unique singularité sur ce cercle le péle simple = #,, le

0 mn

. A ) [
coefficient @, peut se mettre sous la forme 7 T =y ol 0,, désigne

une quantité de module inférieur & 1, ¢ un infiniment petit, ct ¢’ un
rayon supéricur & p. On voit alors immédiatement que le rapport

;—i”— tend vers x,, et cela de telle facon que la différence soit, a partir
m<+4

3 . ) . m . .
d’un certain rang, inférieurc & (é7 P e) oud k™, k désignant un nombre

fixe plus petit que 1.

Cetie condition nécessaire est aussi suffisante.

En effet, pour écrire que lc point x = z, est pole simple et d'ail-
leurs singularité unique sur le cercle de convergence, il suffit d'expri-

mer que, en multipliant la série (2) par< 1— xﬁ), on oblient une série
1

convergente dans un cercle de rayon plus é¢tendu que le premier. Or,
en faisant cette multiplication, on trouve pour terme général

AQm— a }
s m-1y _ .m ”
ol (am—-. ‘_1..._) == .r (["h' (-.__.. p— _‘_).
1 Ay g £y

Le coefficient de 2™ devient donc plus petit (ue [g( 1+ a)'lm. si la dif-

a,, _ 1 . m
férence —*- — — est moindre que ™.

m=1 i

(') Mémoire sur l'approximation des fonctions de grands nombres, p. 15.
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15. Cherchons maintenant dans quels cas notre fonction a pour sin-

gularités, sur le cercle de convergence, plusieurs pdles simples ou
multiples.

Nous serons tout pareillement conduits & multiplier la fonction
donnée f(z) par un polyndme

(12) ‘fp(w)=(l - ’E’)P<l - £>u,m =14+ AQr 4. AP,
1

Ty

de degré p, et & nous demander si le produit obtenu est unc fonction
réguliére dans un cercle de rayon supérieur & p.

16. Aprés la multiplication, les nouveaux coefficients seront donnés
par la formule

(l3) l)m = am:"P + A(‘)am*p g+ F A‘”a/m

¢t devront satisfaire a l'inégalité
) 14\
lbmf<("ér‘) *

Considérons alors le déterminant symétrique d'ordre p + 1,

Ap Qney orr Cpap

Qi sy oo Apapey
Dup=err i i,

Grip -ovr -ov Quagp

que la formule (13) permet d’écrire

A cor Gupipoy by,

Ay voe oneeer bpey
b mp = .

e e LN s e e

Apnap  vo0 Cmagpy bm+p

Sous cette derniére forme, les hypothéses faites sur les a et les b
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nous font voir immédiatement que D,,, doit étre plus petit que
m . ' ‘

(—-—IP:;,‘ ) » ol ¢ a toujours la méme signification que précédemment, a

savoir, un nombre que I'on peut supposer aussi petit qu’on le veut,
pourvu que I'on prenne m suffisamment grand.

. . . . . m o .
La limite supérieure, pour m infini, de | D,, ,| est donc moindre

que -—F" o

17. Réciproquement, supposons que, pour certaines valeurs de P,
la limite supérieure (pour m infini) de 'y D, .| soit moindre que F'—*'
Soit p la plus petite de ces valeurs, et :'—,;%—, la limite supérieure cor-

respondante. Par hypothése, la limite supéricure de VD, ,_, | est -Pl‘;-

limite. En d’autres termes ('), si petit que soit ¢, & partir d’un cer-
tain rang, chaque déterminant D,, ,., a un module supérieur &

(L;_;:_ ‘l)m.

Nous savons, en effet, yu'il existe une infinité de déterminants

1. m
H

1
D, , plus grands que les valewrs correspondantes de ( —!") ou

4
.l
+

/ 1 - s .
=" ol g ' T
de o« (en posant « = o dol ~—- =2 !,a,)'

Si, & partir d’un certain rang, tous satisfont a cette condition, notre
conclusion est établie. Dans le cas contraire, on devra pouvoir trouver,
et cela aussi loin qu'on le voudra dans la série, un déterminant D, ,_,
supérieur 4 o™, précédé d'un déterminant D, _, ,_, moindre que «™"".

Or on a, quel que soit ,

2
('/4) Dm-u.p le [ Dm.,; ] :Dm |.po.p 2

Car les mineurs du déterminant D,,_,, , relatifs aux éléments a,,_,,
Qs p-1y Gmesp-1y qui occupent les angles de ce déterminant, sont res-

(1) Voir aune 2,
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pectivement
Dm+l,p—n Dm,p-n Dm-—o.p-n

et le mineur du second ordre obtenu par la suppression des deux
lignes et des deux colonnes extrémes est D, ,_,. L'égalité (14) n’est
donc que l'expression d’une identité bien connue relative aux déter-
minants,

Cette égalité (14) fournit d'ailleurs, d’aprés ce que nous savons sur
Pordre de grandeur des déterminants D,, , et D,, , ,. I'inégalité

. £ am
<L/'l) ID”"""P'"’D’”‘ et m po |<' (ka —_?!—;> ,

ol k est un nombre pius petit que 1 (*).
Donnons a m la valeur m, : nous trouvons

' ] Dm,,+l,,.—| I > e (, . /f2m._)’

Dm ~+1, p-—l l
. a(y - k:m
m p—t > (

d’oti résulte déja que, pour m¢, trés grand, les quantités |D,, ., ,_,| et
. ) . ; 1— ¢ \Mot! 1—¢

seront respectivement supérieures a (u —)" et %l
l)m.,p-l — 5 &, J—S

<n général, nous allons démontrer que, si I'on a pris le nombre m,
suffisamment grand, on aura, pour toute valeur positive de I'entier ¢,

Dm.+l,p-1

(15) le-MP-l >9(l—k""n)|l- 2m+l] Il___kzm“;;..,,l,

my+i—1, p—1

( 6) I Dm,+i,p—-l! > gm”-w'(] - ,1'2'"")"1 — ka:m“»n'i L ‘l.l - k2(:n.+4 ‘,.,]’
My ¥ jp—— 1—¢
(l7) ¢le.,+i,p—1l>1'—__1—"

Ces inégalités sont, cn cffet, vérifices pour ¢ = 1. Supposons-les dé-
montrées pour une certaine valeur de i. Je vais faire voir qu’elles sub-

(") k=(1 +a’)\/:P—,-
;
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sisteront pour la valeur suivante, et que I'on pourra écrire

( i 5/ ) Dm.+l+l. p—
my+i, p—1

(16’) ID,,,'_.,H,,,P_,I)&'"'“'“(I — ,f’"")i""ll - ’f*""v+'7]i...[l _ k:tm.u-»l,‘lz(l _ kz(m.ml‘
(17)

> a(, — kzm,)l, - kz‘muu,]. “[, — ka'_m....”"

My+i+1; 1—t

VI DM.«H-H p—l l > a '_,—-_

e

Pour cela, nous ferons m = m, + { dans I'inégalité (14'), laquelle,
en tenant compte de la formule (17), nous donnera

| et | > | placta=t {4 — hame,

m,-u p—1 " y+-i—9, p—14

dont la multiplication membre 4 membre avec la formule (15) fournit
la formule (15').

Celle-ci, combinée avec (16), donne Pinégalité (16').

Quant a I'inégalité (17), elle résulte de la précédente, pourvu que
'on ait choisi pour m2, une valeur suffisamment élevée ; car il vient
successivement

] o i+ I
;'m ‘+V , Dm.+i+l,p-| .
i+l i )
> (l - kzm.)m‘ | — kz(m.n)’im - .I | - k2 m_,-o-i)lm
> (' — kzm“)[, — Kk m“»l)l. , 'l b o kz(m.-o-i;]

> | — lkum, + kz(m.u; +. .'+kzrm.+i,l>‘ _ Akim..

[y
11 nous suffira donc (ue I'indice /n, satisfasse 4 la condition

k!m, e

A N S
1 — A3 9 -t

ce qui est évidemment possible.
L'inégalité (17) est, dés lors, générale, et notre proposition préli-
minaire est démontrée.

18. Cela posé¢, déterminons les quantités A'n, A

m9e *°'

Al par



(18)
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les équations

) 2 A p —
Opsp VB Cpapy + Ay Opep g+ .+ A Cpyp sy +...+Aa, =o,

) ») )
Cprpsr + A0 Cpep v+ A gy + .+ A A, =,

D I I I I I I I IR B R I I e O I A R R I R A A I R A A A A A N }

LR R R A P ] R R A I AT AT AP AR AT AP I I I I e I I T R R R N I IR N IR S A A R A

o)

th p) —_
a,,,.,.,p_. + bs m a,n.‘.zp_.x '+" I N + AIII a,,,.,,“,_._/, '+'o oo + Al: a”,.‘,p,,.. — 0,

et posons

\

h, q A
' —
i g

—-AY  (h=1,2,....p).

Les ¢ pourront étre considérés comme donnés par les équations

P N Pl + + 2p) -0
Om @m+p 0y, At p 1 -4 cee 0 Ay —
Y MA) (p) —
O Unepts +.oo 0, At gtz -h + .+ gm Qi 2 =0,
('9) R R R Cee et cisebiaane R R I IS IR I AP N
ol ik ap -0
On Wmaap—z =t O Cypygp yop+ 0 By py =0,
1) Ak I d =
Op Opaap v+ o400 gy o0 Uy p+ H=o,

en introduisant la quantité auxiliaire
< — o) m
(2‘)) H= Apvyp t+ Am Aprypy + oo Ala,. p*

m

L’élimination des A entre les équations (18) ct (20) donne

(2[) H_ Dm.p ,

Dm.p-—l

moyennant quoi les équations (19) fournissent

h
(22) S — _ Mty 01 H= - Do Dl s ,
m D/Il+l,p--l Dm,p-—l Dm-H.p—l
ou DY, _, désigne un déterminant d’ordre p — 1 formé avec les coef-

. . ' + "
ficients a et moindre que <?;,f ) :

7
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Comme on a les inégalités
_— 1+
’Vl Dmm!< "F;F;r‘"

MDari] > 5

':/l Dm-ﬂ. p—1 I > ‘l':;‘_,,‘-“t’

’

cette formule (22) montre que la limite supérieure de ViSH | est au

plus égale & {-,

P N L ’ P "
La sérlez o, , ayant son terme général de 'ordre de (?, + e) , est
m

donc convergente et son reste cst aussi du méme ordre.
A¥ tend, par conséquent, lorsque m augmente indéfiniment, vers
une limite A", et cela de telle fagon que la différence A™® - A% reste

. % m
moindre en valeur absolue que (5‘3 + s) .

11 suffit alors d’écrire la premiére des équations (18) sous la forme

r
N h th:
O p + A“'am-o-p~ , o+ AfP)am:_Z(A - Am)”m-p-h
h=1

pour reconnaitre que la quantité

('3) bm= am-ep"' A(')am p—t + + A‘P’o,,,

. ' 1+t
est moindre que (-7,--) .

L’cxistence d’un polyndme ¢ (12) répondant & la question est donc
établie, et nous avons méme le moyen de trouver ce polyndme. On
devra, d’aprés ce qui précéde, résoudre les équations (18) par rapport
aux A et chercher la limite des valeurs de A ainsi obtenues, lors-
qu’'on donne & m des valeurs de plus en plus grandes. L’erreur com-
mise en s'arrétant & un certain rang m sera comparable au m*™¢ terme

d’une progression géométrique décroissante de raison -:-,
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Ainsi les singularités de notre fonction sur le cercle de rayon p
se réduisent @ des poles, en nombre égal & p (chaque pble étant
complé avec son degré de multiplicité), et dont les affixes sont racines
d’une équation que nous savons former (*).

Ces pdles exceptés, la fonction est réguliére dans le cercle de
rayon p'.

19. Pour rechercher si les singularités de f(x) situées sur le cercle
de rayon 7' sont aussi des poles, il suffirait d’appliquer la méthode
précédente au produit £ (i« )®,(x).

Mais on peut aussi opérer directement sur la fonction f(z), ainsi
(ne nous allons le montrer.

Désignons, en général, par /, la limite supéricure de 'Y[D,, ,| et re-
marquons d’abord que le rapport i';—;‘- est égal & p tant que P est moindre
que p et a ¢ lorsque P == p.

Pour PZp, I, est au plus égal a Car le déterminant D, ,.

!
5,: pIl’—-p V'
peut s’éerire

am allu [ L am+ P bm bm+l . m4P-p
A .y @i 3 L am+p b/n+| m+2 e bm+|!—p+|

(23) D, ,=={.... ..... ... ... e e e e
Qnry AUpipn - - am+l"+p—l I’m+l’ e v bm-np—p

Pius généralement, la formule (13), résolue par rapport & a,,, , et
appliquée plusicurs fois de suite, permet d’exprimer @,y @ peyy - - -y
..., en fonction linéaire de @y @y ..., Wpyp , cUddes b,

Ces expressions, reportées dans la valeur de DY, lui donnent une

m,

forme analogue 4 la forme (23) et sur laquelle on reconnait que la li-

L '.’u m 3 torala & ___l
mite supérieure de V| D%, | est au plus égale i

.

(1) Le cas du pble simple, précédemment étudié, correspond & p = 1. Les dé-
terminants D, ,—, ne sont autres que les coefficients a,, eux-mémes,

Les raisonnements précédents subsistent, pourvu qu’on ait soin de remplacer
les déterminants D, .., et D%, par Punité.

Journ. de Math. (}* série), tome VIII. — Fasc. I, 1892, 17
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Nous noterons ce fait que la relation

hmne sup. VD&, s P”P'" pii

peut étre considérée comme exacte & partir de la valcur P =p — 1.
Supposons.maintenant que /, devienne moindre que P—p;,—,f—_—_;;, » el soil

¢ la plus petite valeur de P pour laquelle cet abaissement se produise
(g pouvant étre égal & p + 1 ou plus grand).
On peut aussi définir ¢ comme la plus petite valeur de P pour la-

{ . < pr W1 s . e
quelle le rapport 2~ devienne inféricur & a En particulier, on a

by
[ < [
ou
(24) L, < /; '

Si nous nous reportons alors & l'identité (11), dans laquelle nous
changerons p en ¢, nous voyons que la limite supéricure de
myT T T Y
I «Dmt—i.r/—l Dln—(,q— D;. s =1 ,
est plus petite que £ ,.
Dés lors tous les raisonncments donn(es au n® 17 peuvent se recom-

mencer en remplacant p par ¢ ct = pard, ,, % ¢lant supposé égal

aly ( )ctlta(ltz)\/l”j”l’

La conclusion & laquelle on aboutit est que 'y| D, , , tend régu-
licrement vers la limite £, ,.

q

20. Toul parcillement, nous écrirons un systéme de ¢ équations

o) (h) " )
Anig + Ay Q) + oo+ A Cpag i+ AY =0,

(18')  { e ,
,
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analogue au systéme (18); ¢t si nous posons

SI=AR A (h=1,2,.9),
il viendra
(22') g _ DmgDitloy

m Do, g1 Dias, g1

Mais g — 2 étant au moins égal 4 p — 1, la limite supérieure de

VDY [est au plus égale a 57?,,'?,,_-;, c’est-a~dire 4 /_,. La racine

24 N 3 l' l . ]
niem* de 5% sera douc moindre que Iﬁq';! + ¢, desorte que AP tend,

pour chaque valeur de 4, vers une limite A'®,
Pour trouver I'ordre de grandeur de la quantité

g+ AV + ... + AV a,,

il est nécessaire de faire subir aux équations (18”) une transformation.

Nous avons vu, au numéro précédent, que les quantilés a,,.p,

Q. prvy v Qpyp SONL LiCeS & @y Qg ooy Qnpoty Uiy Uiy oy

by sv-py par un systéme S, de P-- p +-1 relations linéaires i cocfficients

indépendants de m, systéine qui peut étre résolu par rapport i @, p, ..,

Gpep COMme par rapport & by, ..., b,,w,,_,,. On peut donc, au licu des
équations (18'), écrire les suivantes
ey o+ B bmegeps + -+

m
+ B b+ ay @y ) @, =0,
X}
,'m+q~pi '+ Bm l)m+q~p +o...
I (q-,n 1 (m —
(25) + B by + A U+ ) @y, =0,

‘4
b,,,.‘,gq_,,_‘ '+" Bm I'm -39 p~2 + ¢ o0
\ (g-p} o P
+ B by Ui prgat e + 2L @iy =0,

qqui équivalent aux équations (18”) moyennant les relations S,. On
passe des coefficients B et « aux A’, et inversement, par une substilu-
tion linéaire 2, a coefficients indépendants de m.
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Si nous formons les différences

By, — B, o —ah (h=1,2,...,q - pih=1,2,...p)

m+4 m+1

2
g-1

aux secondes, elles se présentent sous la forme du produit de

' . I (. m
nous voyons que les premiéres sont inféricures a (—"7-"~’ + z) - Quant

Dm’q

Dm,q—l l’m+l.q—l

tk

par an déterminant w,, _, se déduisant du déterminant

bmigpy .. bm Cip o crr Oy

Ly cee

bmo—zq rz - bnuq ¢ @migip-2 o0 Qg y

par la suppression de la derniére ligne et de Vune des p dernicres

colonnes, et qui, par conséquent, est moindre quv(

que (l,, s -f-, + e)m.
.

Les limites des quantités 2 sont "ailleurs naolles, ainsi qu'on le
reconnail en résolvant, par rapport aux 2, les p premiéres équations
(25), ot les B, qui sont des quantités finies, sont regardés comme
connus; et si B# désigne la limite de B® pour m augmentant indéfi-
niment, le systéme de nombres B, B?,. ., BY #, 0,0, ..., 0 esl
celai méme que Pon déduit du systeme A, .. A9 par la substi-
lution 2, de sorte que la somme «,,., + A'Va,, ,  + ... + AV, esl,
moyennant les relations S, et 3, identiquement égale a

n
T 3) ou

?,:—l Jq=r
h

big+ B by v+ ..+ B P,

Or cette derniére, d'aprés les évaluations obtenues pour B4 — B
) , . oy e L m

| et a® — 2% cst inférieure & ( i+ a) .

! i,

Nous avons donc formé un polyndme

t).';(’,l;) =1+ AVe 4+ A
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tel que le produit €, () f(r) soit holomorphe dans un cercle de rayon
: ly-
plus grand que p' (p": —'—;—-')
q

Comme cela était évident @ priori, ce polyndme € contient en fac-
teur le polynéme @,; il est identique au produit

(1 + BWg 4 ... + Bo-Pyge-p),
Il n’existe d’ailleurs pas de pareil polyndme € pour un degré ¢ - ¢

moindre que ¢; sans quoi, si 'on désignait par c,, les coefficicnts du
produit £ ;, | déterminant D, , ; pourrait s’écrire

d,,, o0 a,,,,.,,_, [’m "m,,q 4 PA.‘ C,,,
D,, .= e e ,
an [T A B am+q+p-i~ ] bmo-q—i bnu-ﬂ(q—i)—p " cnu-q—i

. . . . ‘. . ]
¢l sa racine nd“"¢ aurait une limite supéricure moindre que —-—,

pre't ~i=ps1’
ce (ui, d’aprés nos hypothéses, ne peut arriver que pour i = o.
La fonction f(.r) admet donc p poles surla circonférence de rayon g
et ¢ — psur la circonférence de rayon g’ (chaque pole étant compté
avec son degré de multiplicité). Ces poles exceptés, elle est réguliére
o,

dans un cercle de rayon p" = -
9

21. Rien n’empéche de recommencer & nouveau ces raisonnements.

PPremiérement, on démontrera (ue, pour P2gq, les limites supé-

i . ¥ sonl & ; . ' 2 .
ricures de D, ,, et de D2 sont au plus égales a T En dési-

gnant par » la plus petite valeur de P telle que /, soit moindre

(que ;-,;?7;,:;,;,];;,;;,, on remarquera d’abord que I'inégalite
(20) lim. sup."{/| DYe| <t )

est vérifiée pour les valeurs de P comprises enlre ¢ et r, comme elle
I’était déja pour les valeurs moindres que ¢, et I'on partira ensuite de
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la relation -

lrlr—n < U

pour effectuer des opérations analogues aux précédentes (1) et calculer
un polyndme ¢; tel que le produit /¢ soil holomorphe dans un cercle
de rayon plus grand que p”. On démontrera, comme tout & I'beure,
qu’il ne peut exister aucun polynéme ¢” de degré moirnidre que r.
Notre fonction est donc méromorphe & I'intérieur d’un cercle de

i . .
rayon p"= -*. Elle admet dans ce cercle 7 ples, i savoir p de mo-

r
dule p, g — pde m.odulc Frr—q de module p”.
On pourra continucr ainsi tant que l'on trouvera des valcurs de P’
satisfaisant a U'inégalité
‘l' lp_‘

2 e & A
( 7) lp--a < lP-!’
et, par conséquent, on peut énoncer les conclusions suivantes :

Iy . . . .o
Le rapport 5> ne va jamais en diminuant.
?

Si pour P = P%, co rapport prend une valeur

* — l.‘.‘_';'.,
lp('k)
s ) lp(l}_g N ’ ) y o ’ 0
supcrieure & =, la fonction f(x) est méromorple ¢ l'intéricur

d’un cercle de rayon ¢?; elle y admet en tout P® pdles (chagque
pdle étant compié avec son degré de multiplicité)

(') Nous avons utilis¢, pour la transformation des déterminants Dy et des
équations (18'), les relations linéaires qui permettent d’exprimer les coefficients
@ips +++» Amag en fonctionde a,,, ..., @pyp_y et des b,

Les relations analogues qu'il convient d’employer ici sont celles qui donnent
a,.p en fonction linéairede @,y « . o\ @t gy Dny « oy Dinigepmss Ciny + o oy Coptpgny
(cm désignant un coefficient du produit f4’), et de méme les substitutions des
opérations suivantes introduiraient 4, 5, ... séries de coefficients.

Au reste, il faul remarquer que ces relations ne servent (u'i la démonstration,
Elles n’interviennent pas dans le calcul des polynomes &,
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S(x) w’admet qu'un scul pdle z =& sur le cercle de rayon ¢ et le

polynéme @+" est égal au produit @® (l —~ —) Or, dans le poly~-

§
. . . D
nome €%, le coefficient de la plus haute puissance de z est lim D—-”-'l'-’: )
m—1, 'Y
. . Dy \ s
et dans le polynéme 2+, il est lim ——="". [ 'affixe du pole
| T
unique est donc donnée par la formule
(28) £ = lim Dme® . Pmpies

T e , *
m=e l)m-l. P Dm-!, pia+h

ct les errcurs commises en s’arrétant aux valeurs successives de m di-

minuent comme les termes d’unc progression géométrique décroissante
» '
; Ndul
ayant pour raison i sl

22. Si nous envisageons la suite des quantités /,, /,, ..., 4, ...,
nous sommes conduits a distinguer les cas suivants :

1° A partir d’'un certain moment, /, devient nul. La fonction n’a
dans tout le plan qu'un nombre limit¢ de poles. Elle est égale au quo-
tient d’unc fonction holomorphe par un polyndme entier.

° Le rapport / tend vers o lorsque P augmente indéfiniment.
l.

Notre fonction n’a que des péles dans un cercle de rayon aussi grand
(qu’on le veut. Elle est donc méromorphe dans tout le plan.

Nous avons d’ailleurs tous les ¢léments nécessaires pour former la
fonction holomorphe G (z) qui admet pour zéros les poles de f (),
avec le méme ordre de multiplicité.

En premicr lieu, les modules des poles successifs sont les valeurs

de = T' Le genre de la fonction G(x), s'il existe, sera un nombre y
P

tel que la série Z< . ) soit convergente.
r—1
Si ce nombre est ¢gal i 1, la fonction G («) sera la limite du produit
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I(-z)

convergent

. ¢tant l'allixe du ni»® péle, ct par conséquent la limite, pour A
infini, du polynéme

pln

o ()=T1( - &)

Si le nombre y est supérieur a 1, on sau qu ‘il faudrait multiplicr

w”) arv—/( “)”-

chacun des facteurs (l

POV
1 .z"(-’ .
Orla sommez(z ; + . ;-,Y;:',) constitue les 7 — 1 pre-
= )
miers termes du développement d¢ 2( — ) L log @ r)
pp / R ;, g).
n=1

La fonclion G («) sera donc la limite, pour A infini, de I'expression
— fQ)(ridr
N ()¢ S ,

ol Qy(x) désignc I'ensemble des ¥ — 1 premiers termes dans le déve-
loppement dr' 4 log «M () suivant les puissances croissanles de x.

Si enfin il ncxlslalt pas de genre fini, il faudrait calculer les
affixes des différents poles ct appliquer telle quelle la méthode de
M. Weierstrass.

Dans ces diflérents cas, on peut d'ailleurs obtenir le développement
taylorien de G (x).

L fonction G () est en effet la limite de fonctions holomorphes

GO =a® +abw+ ... +adue" + ...,
ol les coefficients a® peuvent étre considérés comme donnés par la

formule X
G( )( )
(h —
T = u‘r[ sm dz,
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C désignant un contour fermé décrit autour de l'origine et que nous
pourrons supposer, pour fixer les idées, intérieur au cercle de conver-
gence primitif.

Sur ce contour, GM(z) tend uniformément vers sa limite G(z)
quand A augmente indéfiniment et par conséquent, dans les mémes
conditions, a? a pour limite a,,.

La fonction G (i) étant ainsi calculée, le produit f(x)G(x) sera
une fonction F(z) holomorphe dans tout le plan, et dont la multipli-
cation des séries f et G nous fournira d'ailleurs le développement; de
sorte que nous aurons l'expression de la série donnée sous forme du
quotient de deux fonctions entiéres

_F(=)
3° Le rapport -l-ll'- reste invariable & partir d’'une certaine valeur
Pt

P, f(x) est alors le quotient par un polyndme @ d’une fonction
réguliere dans un cercle de rayon p®, mais présentant sur ce cercle
des singularités autres que des poles. C'est 4 'étude de cette derniére
fonction (dont on peut avoir le développecment de Taylor) qu’est ra-
menée |’¢tude de la proposée.

hl . . , . »
4° Enfin, il peut arriver que le rapport ;- tende vers une limite
Pt

édiﬂércmc de o, de sorte que les rayons ¢® tendent vers R. La

fonction f, méromorphe dans chacun des cercles ¢, admet une infi-
nité de poles dans le voisinage du cercle de rayon R.

Nous pourrons chercher 4 former une fonction G(x) qui admette
pour zéros les péles de f(r), en appliquant la méthode de MM. Weier-
strass ct Mittag-Lefflcr.

Nous prendrons d’abord une suite de nombres positifs «® qui ten-
dent (') vers o; puis une suite de quantités positives ¢ telles que la
série Ze® soit convergente. Si V¥ (x) désigne alors le polyndme (ui a

(*) Les ptles étant ici distribués en nombre infini dans le cercle de rayon R
et non point dans tout le plan, nous sommes obligés de modifier légérement la
méthode de M. Weierstrass, qui laisse les quantités = finies,

Journ. de Math. (4 série), tome VIl —~ Fasc., U, 18ya. 18
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pour racines les affixes des poles situés sur le cercle de rayon ¢, autre-

ment dit le quotient
RO~+1)( x)

V‘”(w): T )(.'D) ’

(—i; logV? () scra développable en série uniformément convergente

dans le cercle de rayon p® —~ a™, et 'on pourra en retrancher un poly-

néme Q% (.c) tel que la différence <= log V() — Q¥ () soit, & l'in-
) q dz 0o ; ’

térieur de ce cercle, moindre que e®.

D'ailleurs :» —a™ tend vers R, puisque «® tend vers o et, par
suite, un point quelconque x pris & U'intéricur du cercle de rayon R
sera, 4 partir d'une certaine valeur de %, intéricur a tous les cercles
de rayons g™ — ™. 1l en résulte que la série

) [d% log VO () — Qm(w)]

sera convergente i I'intéricur du eercle de rayon R et que nous pour-
rons prendre pour notre fonction (i () le produit

(29) | | RALY )er S an

A=0

G est donc une limite de fonctions holomorphes G® (), obtenues en
prenant de plus en plus de facteurs dans le produit infini (29). On
démontrera d'ailleurs, ainsi qu'il a ¢té expliqué pour le cas ou -(-,"--

tend vers o, que chaque coefficient de G () est la limite, pour & iui
fini, du coefficient de méme rang dans G*(.c), ct I'on pourra ainsi
développer G en série.

La multiplication des fonctions f et G fournira une fonction F
holomorphe é¢galement dans le cercle de rayon R. L'étude de la fone-
tion donnée est donc ramenée i celle de deux fonctions F ct (i, holo-
morphes dans le cercle R, mais présentant sur ce cercle des singularités
non polaires, et dont on peut obtenir les développements. f'sera donnée
par le quotient de ces deux fonclions.
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23. Si
(30) Yz)=Co+Ciz+ ... +Cp™ + ...

désigne une fonction réguliére & I'intéricur d’un certain cercle et ne
s'annulant pas a I'origine, de sorte que G, est différent de o, les re-
sultats précédents nous fournissent une méthode pour calculer les zéros
de J () i lintérieur de ce cercle; car les zéros de ¢ () sont les pdles
de la fonction

(2') f(x)=

=, + a4+ ...+ "+ ...

-~
—_~

z)

C’est & cette manitre de procéder que revient, au fond, la formule
de Bernoulli, ¢ui donne la racine de plus petit module comme limite
du rapport de deax coefficicnts consécutifs dans le développement
de la dérivée logarithmique. 1l suffit, en effet, pour obtenir cette
formule, d’appliquer & la dérivée logarithmique la proposition du
n° 14.

M. Runge (') a généralisé la formule de Bernoulli en obtenant
sous une forme analogue la viéme racine d'un polynéme (en suppo-
sant les racines rangées par ordre de module croissant). Les mé-
thodes données dans les Chapitres précédents conduisent a des résultats
équivalents, mais applicables 4 une fonction quelconque dans tout
cercle ou elle est réguliére. En supposant calculés les coefficients

Coyeovy @y .. de § ('w—), la racine de rang P®, si elle est seule de son
module, sera donnée par la formule (28). Si plusieurs racines ont le
méme module, on les oblicndra ensemble comme racines d'une équa-
tion algébrique formée en ¢galant & o le quolient de deux polyndmes ¢
consccutifs.

Le calcul des coefficients a,, et des déterminants D, , 4 I'aide des
coefficients C de la fonction donnée peut d’ailleurs se faire de la fagon
suivante,

En développant, suivant les puissances croissantes de x, le produit

(') Acta mathematica, t VI, p. 316.
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S(x)F(z), qui est égal & 1, nous aurons, pour déterminer les coeffi-
cients a, les équations

1= oL,

(31> 0 := a“C|+a‘(;o,

o0=a,C,+a,C,_i+...+a,l,.
De ces équations nous tirerons

C. C" o 0 “e 8}
Ci C' Co o ... 0

. . . O

CI"-’ o o . . e C0

: Cu R C
(32) Ay = - M- L.

TR CHET T
(_ ’),”("0

24. Pour calculer les déterminants D, ,, nous utiliserons les for-
mules (20) et (21).
Dans ces formules, on suppose que la fonction f(x) a ét¢ multipliée
par un polynéme
T+ A+ A P

tel que le produit

. A = Al per
(l -+ A‘”"’.‘L' + ..k A:,l,”wp')'f(-’lf) = " “—\{l (-2_)~ -

manque des termes en a2, P e et fa quantité

(21) H = et

mep o\
est égale au coefficient de ™ 2%,

Nous égalerons donc le produit f(w)z a,,c”, non plus i 1, mais 4

I+ A;:l;w + ... 4 Af")""'p’ en faisant

m

, , . '
a

mep = a/r1+/)+| e = allu-2p—-l - 0, a
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et nous aurons les équations

1 =Cya,,

A ’ al ’ '
0=0Cp,a,+Cpa, +...4+-Cya,,,,
Al 14 Al ’ A ' N ’
0=0Cpa,+C, ai+...+Ca, +Ca,,
........................ . ey
(33) ( e e ,
’ Al '
0=Cpp t,+...... A+ Coa,pys
0=C, 0, +.... .. +Cia,.,
’ - ’
0==Chpgp @+ +C,a,., .
Al ’ v 1 A ]
VO =Coppaplt, v +C.d,,, .+ HG,.

Nous n'avons pas écrit les équations obtenues par la comparaison
des cocfficients de z, «2, ..., «?, car elles ne serviraient qu'a don-
ner la valeur des paramétres auxiliaives A, A, .... A", Les
™ p—+1 c'squatlons-restamcs donnent

(34) o S,

IFY N
(Ju l“m, p=1

en pl)snzll

G C, B O R ( Tt
X “ A ] .
Apra O O D 0
s r Al —_— - al
(35) Ku,=|Cuipey - v o oo s Gy
Conap . . ... G,

O

' m-+2 p .. . RIS .. ) . DR (AP_’.'i

. " Ci¥'D
Ainsi la quantité —-——"28—— ne change pas quand on aug-
mp T .

—1) Em.p
mente ou diminue p d'une unité, m restant ke méme, Or, pour p = o,
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min h+£

(36) D, ,=(-1)

P+
Ty Em.p

—_r
Y m+3p+i
€3

Telle est I'expression de D, ,, qu'il suffira de reporter dans la for-
mule (28) pour calculer la racine %.

23. Au lieu de considérer la limite supérieure de \/|a,, |, pour dé-
terminer le rayon de convergence, il revient au méme, ainsi que nous
Pavons déja remarqué (n® 5), de chercher la limite supéricure de
Lian| .

n

La recherche des discontinuités polaires situées sur le cercle de con-
vergence peut, dés lorsy étre regardée comme un cas partienlier dv
problénie suivant, que nous allons Lraiter et dont la solution nous
sera utile plus tard :

Etant données la série

(2) () =a,+a,.r+ ...+ d, " +..

et une fonction positice
M=2z(m),

qui augmente constamment et indéfiniment avee m. mais de telle
Ly(m—+1)
Lo(m)
. . Lla,
infini, de 'ﬁrl
Exprimer qu’en multipliant la série (2) par an polyndme de
degré p convenablement choist

Jacon que lendevers 1, soll » la limite supérieure pour m

(12) Lpo=1+ A0 + A@g? o 4 AP,

on peut diminuer la valeur de cette limite supérieure, ¢’est-a-dire
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qu’en opérant sur la nouvelle série

Sf(x)e(@) =Y, bpc™*

.\ . , . L1b
comme sur la premiére et formant la limite supérieure de "]lfﬁ”‘"

on lrouvera une quantité o’ plus petile que w.

Afin de simplifier I’écriture, nous conviendrons de représenter indis-
tinctement par la lettre § divers nombres de module inférieur & 1, et
par la lettre e différents nombres infiniment petits pour  infini. Nous
pourrons écrire, avec cette nouvelle notation,

(37) bm = um+p+ "\‘”am-{-p» ! -+ ...+ /\(P)a.:r = f,Mm‘-q-:.

Dans cette égalité, remplacons m successivement par m,, m,. ....
My, OO My, My, ... M, sont p + 1 entiers tous trés grands. Nous au-

rons
] —_ )+ £
\ Opsp + Ay 4o = AP, =M+

.............................................

am,,-o—p"' AJ'“m,,-uF-l + e+ AP U, = 0“;. i

Nous considcérerons maintenant le déterminant d’ordre p+1

l Qs e am,, '
la B /
" _ 1 Gip ey . ]
(38) "y S m T ! ! .
' Omgep - Bmpep

Chaque colonne de ce déterminant correspond, comme on It voit, 4
'un des indices my, m,, ..., m,. Le mincur relatif 4 I'élément a,,_,,
pris dans la colonne correspondant i l'indice m,, étant désigné par la

. JAm . .
notation ;= la formule (37) montre que notre déterminant peut
4
s¢ metire sous la forme

dAP) JAlP) / Jdar)

e+ b,

i oy m + o Dy e ny®
do,p) ™ " d(,p) " dip,p) "r
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11y aura donc au moins une valeur de ¢ pour laquelle on aura

p /
(AP)<p 0"? S |on
et, par conséquent,
AlP) et
OMy+e,

|
P ]!
a6 ||
d’ou la conclusion suivante :

Si, pour chaque déterminant A}’ on prend la plus petite
» P 7 o mpy ON | peus |
LM, Toaw
9, k)
infints (n° 3) du résultat ainsi obtenu (') decra étre plus petite
que w, au plus égale a o'

des quantités s le limite supérieure, pour m,, ..., m,

26. Réciproquement, supposons que cette condition soit vérifice
pour une certaine valeur de p, ct que I'on arrive, en suivant la marche
indiquée ci-dessus, a une limite supérieare moindre (ue ®. Nous
pouvons admettre que cette valeur de p est la plus petite pour laquelle
il en soit ainsi, et que par conséquent il existe des déterminants

A;! ., & indices tous aussi élevés quion le veut, tels que chacun
. Alp—1) .
- e ; w-z Ceror .
des quotients o= soit supérieur & MP~% Pour abréger, nous
d(i k )J

donnerons & ces déterminants le nom de déterminants principaus.
Ainst, Pon a, pour un déterminan principal,

Alp=1) l . .
"W}* :0 Nl;')_' (l,/{:(),l,'.‘. ..../)" 1).
(«ﬂi, /.~))

- . A .
(*) Nous considérons tous les quotients .. .. jy T lieu de nous en tenir,
o

di, h
comme notre raisonnement nous l'indiquait, & cenx pour lesquels le nombre £
est égal a p. Il est clair que la conclusion donnée dans le texte subsiste a for-
tiori dans ces nouvelles conditions,
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Au lieu du déterminant A”—", nous introduirons un déterminant ®,
défini de la facon suivante :

Au-dessous du déterminant A»=", écrivons lalignea,, ., ... @p_.,-
Nous formons ainsi un tableau rectangulaire

| a,,. e @yt

a"‘o"'" e am’_,&l;

(39) e e eeieeen .
Qprprpys oo a,,,y_' 1t

am,,+p? ‘ . ”,,,’_’.._’.

® sera le plus grand déterminant déduit de ce tableau rectangulaire
par la suppression d’une des lignes, soit la ligne de rang .

Le nombre & ne pouvant avoir que p + 1 valeurs, il est clair qu'on
pourra toujours trouver des déterminants principaux & indices aug-
mentant tous indéfiniment, et pour lesquels A ait la méme valeur. Pro-
visoirement, nous ne nous occuperons que de détersinants principaux
choisis de cetle facon, c'est-a~dire pour lesquels /i aura une valeur
déterminée, la méme pour tous.

I.e mineur de ® relatif & I'¢lément @, ,,, pris dans la colonne cor-

) 9 3 . . . . l)“’)
respondant a P'indice m;, sera encore désigné par la notation ITE
b
Le déterminant © jouira de la méme propriété que le détermi-
nant A7, et 'on aura aussi

(40) L ;’-;\lj""s('i-_—.o,.... p—tik=o,0,2,. .. h--3h4u,...

Ju
[()(i, k)_\

v e . I0
Considérons, en effet, P'un des mineurs —

Jii 7, due nous pouvons
supposer différent de o, sans quoi le quotient correspondant serait
infini, ce qui est une maniére de vérifier l'inégalite (4o). Nous pouvons
déterminer des paramétres A; (j prenant toutes les valeurs de o i

Journ. de Math. (4* série), tome VII1. — Fasc. 11, 18¢2. 19
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Py les valeurs /i et k exceptées) par les p — 1 équations

z )\ja’”n g T ”m..+" .

' A
z jam,-o-/ == ”m,+“

D I R N T AT B PR .

(4') « ZAjam,..,—«, = ”m‘__,/"

4
>J
oy
-~

1
i
2
1.
z
:

. . . . «©
el, si Q désigne le quotient -\ =+ on aura
dui k.

(42) E.Ajam,»,z(\);

mais d'autre part, ® élant différent de o, on peut déterminer les coef.
ficients o, 4y ..., %4 s Zinr, .- -+ %, par les p équations

{ am. h e 7-:)’,;”‘, _*'1|’tm,.+l PR y‘l’x- II,I,',‘

ko +“/14v|(llll,,-/l~l 4'--""'2,,(1

iy Y

(‘ul‘Qh = 7‘41”’//1‘ _*-zlulll,-é-' e +-7'/: I”w; Y/ H'L—“/: y.”m;&/l +! REETY '+'1/x(l

my+pt

“ =7, = 7,

11t ' Y,

ce A%y

"+ RS %, l(’u,, o | e +Z’,(l

m,+p)

a = 7'»”;”,, . +z|“m,, I o + 7'/: -~l“m,, v h |+7'/: .—l“m', +=hoo +oo 20

o
My 0 h P my _ypt

et méme, & cause des hypotheses faites sur le déterminant @, tous les
coefficients 2 seront plus pelits que 1 en valeur absolue. Le cocfflicient
@, esl d’ailleurs différent de o, sans quot le déterminant A=Y serait
nul ; en sorte que nous pouvons résoudre les équations (13) par rapport
.o+y @, ., Tespectivement. Ces valeurs, Lransportées

yet

" am,d-p’ am;-&-/:?



ESSAl SUR L’ETUDE DES FONCTIONS. 143

dans les équations  §1) et (42), donnent les relations

Yo, -~ U,a ", @

—— ——
h ma+1 v Ce T M, =p--

P U@y, -t U@, _ 1 ...+ y'p—lam,_,d-p—l =0,
(44) ,

Moly, + Wy lpyy — o =Wy @, , =0Q,

g @, = eyl g = =y By =00

............................................

Les coefficients u, et w,, ayant respectivement pour valeurs

7p A
f“'ll= -r, Uy i=- - 1 - ""!1,.,
2, 1,
sont liés par la relation
(15) DT NV IR

d’oti résulte que 'un au moins de ces coefficients , el w, est supérieur
R CL 14y P

a ', puisque 2, est plus petit que 1. Or les deux quotients A t
» puisq * ptus pebit o : q s [’,’AW—-I}T" e

|. Jdi, h )I _]
' M 1 ’ hd ) ‘ ('
» égaux respectivement, d’apres les équations ({1), a ;9. et -,

i RT3

Alp-1)
“dAle-t)
sont supérieurs & M. Ilen est done de méme pour (), ainsi que nous
I’avions annonceé.

27. Cela posé, au tableau rectangulaire (39), adjoignons une der-
ni¢re colonne composée des ¢léments

am,.ﬂ am’ +? ‘e “m’-ﬁ-/n

m ,désignant un indice trés grand, mais plus petit qque chacun des indices

‘ny

My, ....m,_,. Nous obtenons un déterminant A,,,.',,,",m,,,r. Par hypothése,
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p)

e
' J(i k) l
soit plus petit que M?*. ‘

Si d’abord i est égal a p, on peut supposer, d'aprés la maniére dont
nous avons formé le déterminant ®, (ue le mineur en question n’est
autre que ®.

Supposons maintenant que i soit diffévent de p. On peut d’abord
prendre k = /; car, si k est diffévent de /i, 'identité bicu connuc entre
les mineurs «’un déterminant nous donne

1A%
ce déterminant contient un mineur ) - kW I que le quotient

N L S S L
T dp ey dii, ey PITN AN
égalité dans laquelle les remarques précédentes pprnn'ucnl de rem
)P Jan )5 )
p ‘ R » 7¢» > { o' .
placer A", TE) i) respectivement par § ik M e’

ce qui conduil a

L

- JAP) i - l ,_)3 r
o(t,h)l/’ou'./.)'(' T Mg ) mf-/-*il(" &

™

. . r)A AL
Nous pouvons douc substituer le minear -~ au mneur ———- -
I DT T F)
. . AP , . .
Mais au mineur - - , on peut substituer le déterminant . En
Joé, k)

elfet, 1'élement a,,, peut se mellre sous la forme OM2*2, el l'on peut
écrire sous cette méme forme les cocfficients a,, .\, .. .. (v py i CHUSE
. . . . Jam
des hypothéses faites sur la fonetion 3(m). Le déterminant 2 k) ¢lant
égal a
Jm a 0w " + + day »
0“" O) np -+ 0( t.. l) my+) M ()( l., o=y h—1
a a n + Jv a
()(l., A +1) Illl,r/l+l .. ()(l’, P My

. o ’ . N . Alp . .

il existe au moins un indice j tel quc ')L’ )t soil moindre que
A w4 ! | d ot (‘ ‘ '

(4, )) M3+, Or @ est supérieur i STewi) M n adone

: g Jdalri | M-t

@~ tbﬁ:',‘,” Mo
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et cette inégalité, comparée a I'hypothese

A"’|<' g l\l“’*'

nous donne
Alp Ma=:
o oy < W:'%‘T’T"
d’ou, a fortiori, '
|
(46) ’ lm +s.

puisque nous avons supposé m, plus grand que m,, et par suite M;
plus grand que M.

En un mot, on peut toujours supposer que le mincur n'est

JAP
I(i, k)
autre que 0.

Si nous envisageons l¢ systéeme des paramétres «,, ,, ..., a;._,,
%y - - - %, définis par les équations (43 ), cette inégalité (46) montre
que, pour tout indice 2 plus pelit que chacun des entiers m,, ...,
m,_,, ONa

(/q) Ay, ~+ %@yt oot Yy By
b

T Ly Ayppey 7 oo+ ap“n-op = ) =5 0 N,

28. Soit, 4 présent, un second déterminant principal Vi
les indices sqy 1y, ..., n,_, élant tous trés grands, mais cependant
infévieurs aux indices my, ..., m,_,. A ce déterminant A" py COT=
respond un déterminant @' se déduisant du nouveau déterminant
A comme v se deéduisait de ancien, en faisant intervenir un in-
dice & que nous supposerons étre le méme dans les deux cas, conformé-
ment & ce qui a ¢Lé dit plus haut. On peut, avee cette nouavelle série
d'indices, former nn svstéme d’équations analogues aux équations (43)

' ’ ’
@y == %y, A, A% @,

-+ a,,H ,,u1,,+,+...+a a

Ne+p9

Hy— +h—1

' allf-.*’l=‘z a +1 a,,,_",l_*.ooo"‘ 1,,_.[!

Oy hr 2L
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Si maintenant, dans I'équation (47), nous remplagons » successi-
vement par ng, n,. .... i, ,, hous obtenons p nouvelles équations
que le systéme (43’) permet de mettre sous la forine

’ LAY
(20 -2)a, + (o, —2))a, . +...
- ’ B ' A
Ay — %p )an,-t-/:-—l Ay — Thos)Bnyh s R

- “p)“n.w: No

+ (a'll--l - 1[,—-0_) an,,. 1+-h—1 +(_7'/l+i - y’hug )an',_,+lp¢|+ ..

= 4 _ 4 _— "'+
(2, - 2,)a, .= H\

-y’
Résolvons ces équations parrapportaz, 2.2, —%,,....2, ~2,:

en ayant ¢gard aux relations

N ) X1 0
= X’

F@ 90 k) — No-e

nous voyons que, si #, est le plus petit des emtiers n,, ... n,_, ona,
pour chaque valeur de 2,

, H
(49) [

Cette conclusion a ¢éLé établic en supposant que tous les 2 sont plus
petits que chacun des m. Mais clle snbsiste pour tout systéme de va-
leurs suffissmment grandes des m et des n. Car on peut prendre un
déterminant principal auxiliaire formé avec des indices plus grands a
la fois que les m et que les i, Siag, o a7, .0 2, désignant
les quantités analogues aux 2 et aux «' calculées i Paide de ce nouvean
déterminant principal, U'équation (49), ayant lien pour les différences
a; — a4, d'une parl et a —a; d'autre part, est aussi vérifice par
% = %

Il en résulte que ay tend vers une limite quand les indices s, ...
m, , augmentent tous indéfiniment sans (que le déterminant

APt

MasMys o My

cesse d'élre un déterminant principal.
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La limite de 2, étant désignée par — A7 ", on a, pour # trés grand,
la relation

(50)  APla,+ APV, -+ A%, =N
car la quantité \*+*, étant supérieure a
0@+ 2 Uy F . z,,a,,+,, = Quyn

d’aprés la formule (47), est aussi supérieure 4 sa limite.

On en conclut tout d’abord que A® n'est pas nul, sans quoi, cn
raisonnant sur la formule (50) comme nous avons raisonné au n° 23
sur la formule (37), on démontrerait pour le déterminant A?-" upe
conclusion analogue & celle que nous y avons établie pour le détermi-
AlP-1)

®
tend donc vers une limite finie et différente de o, et, par conséquent,
la relation (46) subsiste en y remplacant  par A?~Y. Comme toutes
les propriétés précédentes découlent de cette relation combinée avee
la formule (40), on peut substituer, dans les considérations que nous
venons de développer, le déterminant A? " au déterminant @, ct sup-
poser & = p. Dans ces conditions, la relation (50) devient

nant A, ce qui serail contraire i nos hypothéses. Le rapport

APd,+ AP @+ + Ay + @, , == INOH,

Cette relation n’¢tant autre ue la relation (37), nous avons dé-
montré que la condition nécessaire troucée an n® 25 est aussi suf-
fisante.

Pour obtenir les coefficients A, on voit qu'il faut choisir des déter-
minants principaux & indices de plus en plus élevés el résoudre les
équations (43) correspondantes.

Nous nous ¢tions bornés aux détlerminants principaux pour lesquels
Pindice /4 avait la méme valeur; mais cette restriction n'a plus de
raison d’'étre, puisque nous avons vu qu'on peut toujours supposer
h=p.

En prenant comme valeurs approchées les quantités « calculées
a VTaide d’un déterminant principal quelconque, on commet sur
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. . f .
chaque coefficient une erreur moindre que Moo 81 m, est le plus

petit des indices qui servent & former le déterminant principal.
Dans lc cas ou le nombre p est égal a 1, les déterminants A7~" se
réduisent aux coefficients @,, cux-mémes. Si I'on écrit le polyndéme €
aQ,

“: . . . .
sous la forme @ =1 — ", on voit que ¢, est la limite ‘de ~*-, mais en
T m+1

se bornant aux valeurs principales de «,,, ¢'est-a-dire & celles pour

| |

(A
cette précaution, on pourrait ne plus arriver au résultat cherché,
ainsi que nous le constaterons sur un exemple.

Dans le cas simple par lequel nous avons commencé et qui eorres-
pond a hypothése ¢(n2) = e™, cetle difficullé ne se présentait pas ;
nous avons vu (ue tous les déterininants A=Y & indices conséeutifs
étaient des déterminants principaux.

L . ¢« o . L] .
lesquelles le rapport est trés voisin de w. Sil'on ne prenait pas

29. Les paramétres 1 el z peuvent s'exprimer par des guotients de
déterminants. On a déja, en effet,

- W Q adarh Q dJarh
Q= l FE R gy TR 0T
Jiohod

et la résolution des équations (43) donne la valeur de 2.
Ces expressions, reportées dans I'égalité (45), donnent nne relation
qui peat s'¢énoncer, d'unce fagon générale, sous la forme suivante :
Soit donné un tableau rectangulaire

a,, b,, v Ay,
a,, by, v Ay,
(51) (y, /R R
e cee
Apore Dppre oo i

comprenant p colonnes et p + 1 lignes. kn supprimant la premiére



ESSAl SUR L’ETUDE DES FONCTIONS, 149

ligne, on forme un déterminant d’ordre p :

a, b, .. 1,
Ay, = a, b, ... .
li a/)—‘-‘ L e /[l+l .

n supprimant la seconde ligne, on forme de méme le déterminant

«, /N l,

a, b, /,.
A,,=|a, b, ... 1, |

ap+| lp*-l

ol nous avons interverti les lignes de fagon que le déterminant 4,
sc déduise du déterminant A, ; par une permutation circulaire effec-
tuée entre les lignes premiére, seconde el troisitme du tableau (51).
“nfin la suppression de la troisitme ligne fournit parcillement le dé-
terminant

a, b, ... |,

a, b, ... |,
Ay, =1 «, b, ... |

(T

Supprimons maintenant la deuxiéme et la troisitme ligne, cn méme
b

temps que la premiére colonne; puis la troisiéme et la premiére ligne ;

puis les deux premiéres; nous obtenons les trois déterminants d’ordre

})——l

f b, “y /,
|
N ! l’4 “, /‘
rll = ,
bper oo oo Ly

Journ. de Math. (4* série), tome VI{I. — Fasc. 1l. 1892. 20
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b, Y |
3 b, A §

2= y

N
b, L A

5, = b, (7P A .
bpr - o L

Cela posé, on aura

N ) IN
A0+, 5, +4,,0, =0

Ce fait peut sc ramener & un autre bien connu, ¢n mettant & gauche
du tableau (51) une colonne formée tout entiére de zéros, a I'excep-
tion du troisi¢me ¢lément qui sera ¢gal & 1. On obtient ainsi un déter-
minant

o ua, b, /,
0 a, h, ... |1,
|, hy .. |,
o a, R A
o @, .. .., .

égal a A, ,. Les mincurs relalifs aux deux premiers éléments nuls sont
respectivement 4, ; et A, |, tandis que les mineurs correspondant aux
éléments a, el a, sont &, ¢t — 8,. Kntre ces quatre mineurs existe
bicn la relation

N N\ \
= ;50— 45,0, =4, 9,

car la suppression des deux premiéres lignes et des deux premicres
colonnes donne le dé¢terminant ¢,.

30. On peut étendre la relation précédente & une substitution cir-
culaire de 7 + 1 lettres, 2 étant un entier quelconque au plus égal a p.
Dans ce cas, il faudra, pour former le déterminant 4, supprimer la
n + "¢ ligne, ct, ‘pour oblenir le déterminant &, supprimer les r
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premiéres lignes en méme temps que les n — 1 premiéres colonnes du
tableau (51). La somme des valeurs que prend le produit A8, lors-
qu’'on permute circulairement les n + 1 premiéres lignes du tableau
(51), est encore nulle si n est pair. Lorsque n est impair, il faut, pour
obtenir une somme nulle, fairc précéder les termes alternativement du
signe + et du signe —. En un mot, dans tous les cas, on multipliera
chaque valeur par +1 ou par — 1 suivant que la substitution qui a
servi & Poblenir appartient ou non au groupe alterné, et la somme

“, by, ... |,
fy Y
L, .. 1, |
h /
3 ; R T
hn.p::: Iy I ' " R
Upyy - oo /n—l 2 / |
[ '[)+l p+1
(O
1
u’n—l-l--v-:l coe fronee2
U S
@y oo o I/ A
+( -|>l"” (l' . l' /'”pz e /”_’.! +..‘
, 1,
f ] //.'"l. /'I,+| ce /I"'
Uivy - ,1/'2
oy e ,I’“‘
a, ... 1,
. . . v/'- /' }
+‘ (_. )” (’/ ] . l/li [} /[ , /”+2
B ISP S e
o e g . /,,_H
P

sera identiquement nulle.
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Tout d’abord ceci a lieu pour r = 2, ainsi que nous venons de le voir.
Pour p = n, le déterminant ¢ se réduit & un seul élément, et il vient

? {ll'+| cre /,'/ c :
| a, .. |, i
) “, oo
2,
hn.'r =i /u-H -+ (‘ 1y /u
l a / % o l
w oo 9 i
[y .. /. .
a, /,
/. Kz Lo
Ay oy - ny i ;
' “, /'.Z /3 {
+ 1 «a, . O Ly =+ . = (= 0.
/ "4y - Liss /u+|
”u-'.' FZ]

Par conséquent, si I'on veut démontrer notre proposition pour cer-
taines valeurs de n et de p, on peut la supposer établie, d'une part
pour les sommes S, , ., dautre part pour les sommes S

n—=\, p—t*
Or la somme S, , est une fonction lindaire et homogéne de a,. .. ..
ap+'c
a, est mulhp]u’* par la somme
Vb, N
b:x ce /:x / .
'" 1 e //:-0 ] l
/I - Cee /
i /'” o /.: : "+ v o2
[ i
! i i
I’n-«‘.ﬁ s /:M-‘.' b J} /
tpoo - Ly
i :
[y oo Dy
! /)IH 4 /Ili '
b /
E 2
h, /,
/i /
g e s
_’('—|)” I)n [] LY /”-’ " " +00-q
,/n v 2 s ,Il-v—‘.! / /
Cpar oo lad!
/’;n-n cee l/ng
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qui est précisément une somme S, , ,_,; et il en cst de méme pour
Uy yy - ..y Ay

Considérons maintenant un élément a dont l'indice soit supérieur a
n+1, soit @,,, par exemple. Pour avoir le coefficient de a,,,, il
faudra supprimer la derniére ligne et la premiére colonne dans le dé-
terminant A et dans ses transformés. La derni¢re ligne du tableau
(51) continuera & étre représentéc par les éléments 4 ,,... .... /.., qui
figurent dans le déterminant 5. On pourra développer encore par rap-
port @ ces derniers éléments et 'on trouvera, pour le coefficient de
chacun d’cux, une somme §, , |.

Ces différents coefficients pouvant étre supposés nuls, ainsi qu'il a
¢té remarqué précédemment, il en est de méme pour S, ,, comme
nous voulions le démontrer.

On pourrait méme aller plus loin et, au licu d’opérer simplement la
substitution circulaire précédente, cffectuer successivement toutes les
substitutions d’un groupe de degré w + 1 contenant cette substitution,
La somme des valeurs du produit A¢, précédées chacune du signe +
ou du signe —, suivant ue la substitution correspondante serait ou
non alterndée, s’annulerait toujours. Car, si " désigne le groupe formé
par les puissances de notre substitution circulaire, on sail que les
substitutions du groupe donné seront données par un tableau de Ja
forme

4 Al gy
v, T,r, T,&, ..., T._I,

o, T, .... T, , désignent r substitations. Or, en appliquant i
notre produit A2 les substitutions T, T, on obtient la transformée de
S, p par la substitution T (multipliée par « v ou - 1 suivant que T,
est alternée ou non), et ainsi des autres. Ces différentes transformées
¢tant nulles, puisque I'égalité S, , -= o est une identité, notre conclu-
sion est élablie. Par exemple, la somme considérée sera nulle pour
tout groupe transitif de degré premier, car un pareil groupe contient
toujours une substitution circulaire.

Enfin, au licu du déterminant 3, on peut considérer un déterminant
A’ obtenu, non plus en supprimant 2 -- s colonnes du tableau (51),
mais en lui laissant toutes ses colonnes et lui ajoutant n - 1 lignes
composées d’éléments arbitraires. Car ce déterminant est ¢gal & une
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somme de déterminants § multipliés par des cocfficicnts qui ne dépen-
dent que des lignes ajoutées et, par suite, les conclusions obtenues
pour le produit Ad s'appliquent au produit AA'.

TROISIEME PARTIE.

31. Dans cette troisi¢éme Partie, nous considérerons une série dont
nous supposerons le rayon de convergence ramené a l'unité par la
transformation (4), et nous rechercherons comment la nature des
singularités est liée & Pordre de grandeur des coefficients. (C'est la
marche qu’a suivic M. Darboux, dans le Mémoire précédemment cité
Sur Uapproximation des fonctions de trés grands nombres, en
supposant d’abord que la fonction considérée admette, autour de
chaque point singulier x,, unc partie principale de la forme - A

: (o — rp)*
ou « désigne un nombre compris entre o et 1. Il a étendu les résublats
obtenus au cas de « queleonque, en partant des relations qui existent
entre les cocfficients d’une série et ceux des séries dérivees,

Pour appliquer des considérations analogues a des fonctions aussi
générales que possible, nous utiliserons la notion de dérivée généra-
lisée, telle que I'a présentée Riemann dans son Mémoire intitulé Ver-
such einer allgemeinen Auffassung der Integration und Differen-
tiation (*).

Conformément aux conclusions de ce Mémoire (2), o étant un
nombre queleonque, positif ou négalif, entier ou fractionnaire, mais
auquel nous ne donnerons cependant que des valeurs réelles, nous
désignerons par le symbole D} f(:r) une fonction définie de la fagon
suivante :

1 Pourz -z 0

(52) D8 f(x) = fln).

(1) Riewans, OEuores complétes, Ed. Weber et Dedekind, p. 331-344.
(*) Riemann introduit dans I'expression de D% f(r) certains polyndmes arbi-
traires que nous supprimons ici, parce qu'ils sont inutiles pour notre objet.



ESSAI SUR L’ETUDE DES FONCTIONS. 153

2° Si o est négatif, on prendra
(53) Di/) =y L, [ = S,

Pintégration étant effectuée suivant un chemin rectiligne et & dési-
gnant un nombre tel que la fonction donnée soit réguliére entre k et .
Dans I'¢tude actuelle, toutes les fonctions que nous considérerons étant
réguliéres autour dc l'origine, nous prendrons k& = o.

Au reste, il convient de remarquer que les intégrales

/. (€--3)" "' [(s)ds et / (€ =3y f(5)ds
A k

sc comportent de la méme facon au point de vue des singularités ('),
ce (ui est pour nous le plus important.

(') Soient, en ellet, J et ' les deux intégrales en question, prises pour un
point ordinaire & de la fonction. Joignons (fig. 2) les points & et k' par un che-
min quelconquc ne passant pas par le point z et ne coupant aucune des droites kx

Fig. 2.
X
my, ’

K

et 4. Enfin,du point.zcomme centre, décrivons entre ces deux mémes droites un
petit arc de cercle mm'. Nous formons ainsi un contour kmm'k'k le long duquel
'intégrale de (£ - 3) *-'f(35)ds sera nulle si les points k, k', z ont été pris
intérieurs au cercle de convergence. L'intégrale suivant mm' étant infiniment

petite avec le rayon du cercle, on voit que la différence entre les intégrales J
v

el J est égale & l'intégrale / (= 3)"%"! f(3)ds, laquelle est holomorphe,
Yt

excepté sur le chemin 447
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3° Si « est positif, E désignant le plus petit entier qui comprend 2.
on calculera, d’aprés les formules (52) ou (53) la fonction D*~* f(.r),
et I'on en prendra la dérivée d’ordre E a la fagon ordinaire.

Si f(x) est développée en série de la forme

(2) f)y=a,+a,xr + ... ¥y

il est facile d’obtenir le développement de D f(). W suffit de partir
des formules données par Riemann (') pour la valeur de D% 2. Nous
écrirons de préférence le résultat obtenu sous la forme

© -
i - 4)

(54) ,["I):l'/(.l;' CTa Zam |’(,” s '_ - z) 'l/.lll.

m=0

32. La formule qui donne D%&™ a été trouvée par Riemann cn
effectuant dans l'intégrale

v
. 1 . :
D*a™ . ( (x sy ™ '3z
re a1 .

la transformation 5 = (., ce qui donne

o
Dion= 7 [ i
el 1)
et il est 4 remarquer que, dans lintégrale qui figure au second
membre, on donne 4 (1--¢) * ' sa valeur réelle et positive; car
cest sculement i cette condition que cette intégrale est égale &
Fon 40 e o2y
Vim = v =y
Si nous opérons la méme transformation dans la formule (53), dans
'hypothése & = o, nous trouvons

W
(53) SIS a0 e,

On voit que cette nouvelle formule (55) u lavantage de donner

(') Loc. cit., p. 343.
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pour 2212 f(x) une valeur parfaitement déterminée, puisque (1 — ¢)*~"
devra recevoir sa détermination réelle et positive.

33. Si nous posons & = e” et que nous formions le symbole D en
considérant £ comme fonction de y, nous obtenons une nouvelle ex-
pression, que nous désignons par la notation ®F f(x).

L'intégrale (53 ) devient dans ces conditions

(36) R f (Lz — L3y f(s)d Ls.

Nous supposcrons la fonction f privée de son terme constant, autre-
ment dit s'annulant & I'origine. L’intégrale précédente deviendra dés

lors finie pour k = o. En y posant z = fz, nous pourrons écrire, pour
les valeurs négatives de «,

G @ =g [ (L §

Dans tous les cas, le développement en série de ®}f(r) sera le
suivant

«38) wrf(x)= 2 a,x"m*.
m=0

Pour « négatil, ce développement résulte de la formule connue

f;" (L ;)""' -ty = T2,

Dailleurs, le développement de d;{ l(fx) =z f'(x) se déduit bien de

celui de f(:c) en multipliant le coefficient de 2™ par m, d'ou I'on con-

clut que le développement de ?;{(;;3 s’obtient en multipliant le coeffi-

cient de 2™ par m®. Lc développement (58) est donc général.

De ce développement résulte que si f est développable en série
autour de I'origine, on a toujours

@0l f(2) = 0+ f(x).
Journ. de Math. (4* séric), tome VIII. — Fasc. II, 18g. 21
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Nous remarquerons aussi qu'il n'existe qu'une scule fonction ¢ dé-
veloppable en série de Maclaurin et telle que % 3(x) = f(x) : c'est

la fonction
¢(2) =®7* f(x).

a%. Les développements (54) et (38) sont absolument convergents
¢n méme temps. Nous remarquerons, en effet, que le rapport des coef-
ficients correspondants a pour limite 1.

Pour z entier el positif, ceci se reconnait immédiatement. car la
F(m 1)

quantite le:—’—_—’-)

s¢ réduit a un polynéme entier en w, de
degreé a.

Pour les valeurs de 2 non entiéres et positives, il suffit d'utiliser Ja
valeur asymptotique de I'(m) pour m trés grand ; on trouve ainsi

(14¢) TN n (s
F(m—+1—2) (m4-1—a2yr+.-2
B | e L myi-x
=e*(m+1) (‘l+ ey 1)

Le dernier facteur a pour limite ¢* et détrait ainsi le premier lorsque
ne devient infini, de sorte qu’il reste hien

e e (g ),

33. Les expressions (33) et (37) conduisent cuvisager les opeé-
rations e*Df(x) et ®If(x) comme des cas particuliers de la
transformation

(59) 2() = f TN £y,

laquelle présente, au point de vue qui nous occupe actuellement, des
propriéiés intéressantes (*).

(') M. Pixcagnie (Acta mathematica, v, X, p. 153-182) a étudié ba transforma-

tion F(x) =f?(y)A(x,y)dy. Mais il ne s’est pas placé au méme paint de vue
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Convenons d'abord, pour fixer les idées, que l'intégrale soit prise
snivant I'axe réel. Dans ce cas, la fonction V(¢) peut n’étre définie
«ue pour les valeurs réelles de ¢ comprises entre o ct 1. Il faudra seu-

1
_lement que Pintégrale | |V (¢)]dt ait une valeur finic M. Méme, dans
I g

)
le cas ot f s’annule pour ¢ = o, il suffira que 'intégrale [ ALOIL
te

soit finic.

Donnons & « une valeur telle que la fonction donnée f soit réguliére
au point correspondant; que, de plus, la droite qui joint ce point &
l'origine ne passe par aucun point singulier de /. Je dis que la nouvelle
fonetion % sera réguliére en ce point.

L'intégrale (59) donnera tout d’abord pour % une valeur finic et
déterminée. Si maintenant nous donnons & x un accroissement /4,
nous trouvons

o+ by go=[ V[t th) - f(to)]de.

Or on peut obtenir une expression de la quantité f(ix + th) — f(tx)
de la facon suivante. On a

1x+th

St +th)-- f(le)= S (3)ds.

r

La fonction f(3) est, d'ailleurs, uniformément continuc dans un
triangle ayant pour sommet origine et comprenant le point x & son
intéricur ( fig. 3), de sorte que 'on peut, pour toute valeur de s si-
tuée sur la droite (ui joint le point tx au point /z + th, remplacer
[(3) par f'(te) + g, ott 0 cst de module plus petit que 1 et € un
nombre que nous pouvons supposer aussi petit que nous le voulons,

que nous, Il considére cetle expression « comme un algorithme appliqué au
sujet variable 9(y) et dont les propriétés essentielles dépendent de la fonction
A(.r,y) ». Clest précisément, comme on le voit, I'inverse de ce qui est fait dans
le texte.
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si & est assez voisin de o, et cela indépendamment de la valeur donnée
a 1. Dans ces conditions, on a

.

Stz + th) — f(tz) = th[f"(tzx) + be],

d ot
w(x+h)—g(z)= h[f'l\'(t)f’(tx)dt +0cM].

La fonction 9 a donc bien unc dérivée ct est, par suite, holomorphe
au point considéré.

Fig. 3.

[/

Les scules singularités de Ia fonction 5 sont done des coupures
rectilignes tracées suivant les prolongements des droites ui joignent
Forigine aux différents points singuliers de la fonction /.

36. Mais ces coupures clles-mémes ne sont en général quappa-
rentes et dues & la facon trop restreinte dont nous avons défini Vex-
pression %, en exigeant que l'intégration fiit effectuée le long du che-
min reetiligne. C'est un fait bien connu que les choses se passent 1ont
autrement lorsqu’on conserve & la fonction toute sa généralité en lais-
sant le chemin d’intégration indétermine.

Soient tracées, par exemple, du point = o au point . =1, deux
lignes quelconques situces de part et d'autre de Paxe réel (fig. §), de
facon & former un fuseau F. Supposons que la fonction V(7) soit ho-
lomorphe & I'intéricur de ce fuscau; supposons, de plus, que les pro-
duits £V (¢) et (x — () V(¢) tendent vers o lorsque la variable 7 s'ap-
proche, par des chemins intéricurs au fuscau, de la valeur o pour le
premier ct de la valeur 1 pour le second, et cela de facon que I'inté-

1
grale f [V (&) |]dt], prise le long d'une ligne rectifiable quelconque
0
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intéricurc au fuscau, soit finic (*). Méme, si I'on se borne & considérer
les fonctions f, qui s’annulent pour x = o, il suffira que ces propriétés
appartiennent i la fonction ¢V (¢), c'est-a-dire que les produits 2V (¢),

1
(N (1 —?) tendent vers o avee ¢ et que l’intégrale[ [¢V(&)]|dt]ait
une valeur finie. '

Sur la ligne (o, «) comme base (fig. 4) décrivons un fuscau I
semblable a F. Il peut arriver que ce fuscau I’ ne renferme aucun
point singulicr de la fonction donnée. En ce cas, nous voyons d’abord
(que les intégrales (5q) prises suivant deux chemins différents C et €,
a I'intéricur du fuseau F sont égales. 11 suffit, pour s’en rendre compte,
de décrire, des points o et 1 comme centres, deux petits arcs de cercle
coupant les chemins C et C,, 'un aux points p ct p,, 'autre aux points
q ¢t g,.L’intégrale de la fonction V (¢) f(¢c) le long du contour fermé
P79 p cltant nulle; la différence des intégrales (pq) ct (p,¢,) est
égale a la différence des intégrales (pp,) et (¢q,), lesquelles tendent
vers o avee Jes rayons des cercles, 4 cause des hypothéses faites sur la
fonction V.

Nous pourrons done considérer exclusivement l'intégrale prise sui-

(') Ceci arrivera, par exemple, toutes les fois que la fonction V sera, aux en-

. - . 1 . .
virons de l'origine, plus petite que 74 €h aux environs du point ¢ =1, plus pe-

. ) ' . .
lite que = I'exposant a étant plus petit que 1. Du reste, il faut remarquer

que le mot finie signifie ici : finie pour chaque intégrale. Il n’est pas nécessaire
qu'il y ait une limite supérieure commune a toutes.
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vant le chemin rectiligne, ct les raisonnements donnés ci-dessus s’ap-
plicjueront sans modification.

Supposons maintenant que z soit toujours I'affixc d’un point ordi-
naire pour la fonction f(x), mais que le fuscau I’ renferme des points
singulicrs de cette fonction.

Si la fonction f n'a que des points singulicrs formant une suite
ponctuelle, on pourra, & l'intérieur du fuscan I, tracer un fuscau
I¥, (fig. 5) compris entre deux lignes allant du point o au point r, et

Fig. 5.

ne renfermant pas de point singulicr. Soit I, le fuscau intéricur au
fuscau F et qui correspond au fuscau F,. Nous prendrons Iintégrale
(39), non plus suivant le chemin rectiligne, mais suivant un chemin C
intéricur au fuscau F, ct nous pourrons refaire les raisonnements
préciédents en désignant, cette fois, par M lintégrale f [V (t)]]|dt; (ou,
. C
si f s'annule avec x, lintégrale f [V (e)|]dt]). La fonction repreé-
[H

sentée par lintégrale (59) prise le long du chemin € est done holo-
morphe autour du point considéré.

Ainsi, d'aprs notre nouvelle définition, la fonction 5 devient en
géncral multiforme, puisque sa valeur dépend du fusean I, ; mais elle
n'a plus d’autres points singulicrs (ue ceux de la fonetion f. '

37. Lorsque f est unc fonction régulitre & I'intéricur dun certain
cercle, si 'on ne considére que les points singuliers situés sur ce cerele,
il est évidemment indifférent de considérer la fonction dans sa défini-
tion restreinte, ou, au contraire, dans toule sa généralité.

Dans ces conditions, le développement de ¢ est li¢ & celui de f par
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des relations particulicrement simples. Il est clair, en effet, que le
coefficicnt de 2™ dans le développement de 3 s’obtiendra en multipliant
le coefficient correspondant a,, de £ par la quantité

(60) en .—_f'V(z)mu.

On peut donc former, ct cela d'une infinité de maniéres, des suites
de nombres par lesquels on peut multiplier les coefficients successifs
d’une série sans changer scs points singuliers.

Soit, par exemple,

rry 1 ] \~¢ [ N,
V()= 2it[l‘(|—i) (L t) i‘(|+i}(_l‘ t) ]’
nous trouverons
m-1*H—m-i= oy,
- 2‘.~—— R ;;; Sln(Iam),
el, comme on peut, sans modifier les singularités, remplacer f(x) par
z f*(x), nous pourrons prendre

(6r1) n =sin(Lm).

a8. Celte valeur de 2, va nous servir a démontrer un fait annoncd
dans la premiére Partie (n° 7), & savoir que la séric (2) peut admetire
pour point singulier unique sur le cercle de convergence le point «,,

(‘ hl .
sans (que le rapport ——- tende vers xo. En effet, puisque la transfor-
m-+4

mation précédente conserve les points singuliers, nous aurons manifes-
tement fourni la démonstration demandée si nous établissons que le

(=)
= m+1

rapport == ne tend pas vers la limite 1 lorsque m angmente indéfi-
~m

niment.
Nous considérerons, a cet effet, le résidu minimum de L par rap-
port i 2w, c'esl-a-dire que nous poserons

L =a2kz + 1,

k étant un entier et J étant compris cntre — = et + .
Il est facile de constater que ce résidu ¢ pourra s’approcher autant
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qu’on voudra d'un angle quelconque a. Car, si I'on prend k suffisam-
ment grand, les quantités e?*™*, e+ dont la différence est.égale
au produit du nombre fixe ¢*** — ¢® par le nombre trés grand e,
comprendront certaincment un nombre enticr, ¢t méme autant de
nombres entiers qu’on le voudra.

‘n particulier, prenons & = o ct soient m ¢t m + 1 les deux entiers
consécutifs qui comprennent le nombre ¢***. Les valeurs de Lan et de
L(m + 1) scront respectivement de la forme -4 ou 2%+, ol par
suite leurs sinus scront de signes contraires. La formule (61) donnera

m+ ]

donc pour le rapport =2**! une valeur négative.

Envisageons maintenant le rapport Sas, Diaprés ce que nous sa-

“m+1

vons sur L(m + 1) el L(m + 2), les sinus de ces deux quantités se-
ront sensiblement ¢gaux a L(nme +1) — 2kz et L(m + 2) — 2k=. Or

la quantité L, f'i{,;:—a peut se remplacer elle-méme, & un infiniment petit

2 « m -\
— 1y el, de méme, i 1, =2 on peut

z
m +2

d’ordre supéricur pris, par 2
re supéricur prés, par —gz

. m 1
substituer 51—y Le rapport S22

. estdonc infiniment pea différent

€ VnHl

m -+ 2 — c’kﬁ LU [ ) <
= quantit¢ évidemment supéricure & 2. De méme, —,,—’i’-’—‘

de ——=
m+ 1 — g% Smre

p

3
sera supérieur & = — ¢, et ainsi de suite, Au contraire,

p()lll ra s

Vm 1

e”““-—- m i ost pl it - s
m9 ([lll CS p us p(‘, 1 quc ;v c on [)Ulllldll
A

opérer d’une facon analogue pour ===

VIM*S

l'emplaccr par

A
—2= peut prendre, el cela aussi

Ainsi nous voyons que ce rapport ==
loin qu’on voudm dans la série, des valcurs plus grandes que 2 — ¢, ou

plus petites que = + ¢, ou méme négatives. 1l est done établi que ce
1 tit +, me négatives. 1l est done établi
rapport ne tend p.xs vers 'unité.

Si, par exemple, on part de la fonction —— =Xz", oncn déduira

par notre transformation la fonction

(62) N sinL(m).m,

m=t
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laquelle admettra pour point singulicr unique le point i = 1, sans (ue
le rapport de deux coefficients consécutifs ait pour limite I'unité.

On pourrait, il est vrai, objecter que la transformation (3g), tout
en n'introduisant aucun point singulier, peut avoir fait disparaitre
ceux qui existaicnt auparavant. Mais ici nous sommes assuré¢ du con-
traire par la considération du cercle de convergence. Il résulte, en
effet, de ce qui précéde que sin L.m a une infinité de valeurs voisines
de 1. Le rayon de convergence de la série (62) est donc égal & l'unité,
et, par suite, la fonction qu'elle représente posséde sur le cercle de
ayon 1 un point singulier, lequel ne peut étre, comme nous le savons,
e le point £ =1.

9. Nous introduirons encore une notion préliminaire relative,
celle-ciy, aux fonctions continues et voisine de la notion connue de fonc-
tion & variation limitée,

Nous dirons qu'une fonction continue, réelle ou imaginaire, de la
variable réelle & est & éeart fini dans un intervalle (@, ), lorsque les
integrales / cos ne f(x)de et n f sinazx f(x)de, prises entre des
Jimites quelconques intérieures i Pintervalle (a, ), restent finies et
moindres en valeur absolue qu’une quantité fixe I lorsque # angmente
indéfiniment. Cette quantité 1 sera dite I'éeart de la fonclion dans P'in-
tervalle (a, b).

Une fonetion a éeart fini reste a écart fini lorsqu’on effectue un chan-
gement de variable tel que x = Aa’+ @. Car cetle transformaltion
change les intégrales précédentes en d’autres qui en dépendent par
des relations linéaives & coefficients finis.

Une fonetion & variation limitée est nécessairement & écart fini. En
particulier, une fonction est toujours a écart fini lorsqu’elle a une
dévivée finie. En effet, soient &, b deux nombres compris dans l'inter-
valle (a, b). Pour évaluer Pintégrale

x4 b
/ neosnrf(x)de = f S (x)d(sinnx),

nous décomposerons Uintervalle (a', &) en intervalles particls dont
A . . kn |
chacnn (les deux extrémes exceptés) aille de —’-:E a (—k—';_;')—"- Dans cha-

Journ. de Math. (4 série), tome VIII. — Fasc, Il, 18g3. 22
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cun de ces intervalles, nous pourrons remplacer f par p, + Ugy, le
nombre g, étant le minimum de £ dans lintervalie considéré, ¢, son
oscillation, ) une quantité variable comprise entre o ct 1. L'intégrale
prise dans l'intervalle particl se décompose donc en deux, dont l'une
est nulle ct Pautre plus petite en valeur ahsoluc que ¢, Pour les inter-
ralles extrémes, le minimum @ est infiniment voisin de f(a') on
de f('); Voscillation ¢ est infiniment petite, de sorte que Pintégrale
est infiniment voisine de f(«')sinnd ou de f(&)sinnly. Notre inté-
grale totale est done moindre en valeur absolue ue

N LS+ L)

et reste finie si la fonction donnée est i variation limitée,

On pourrait rechercher si linverse a nécessairement licu, auquel
cas la notion que nous introduisons se confondrait avee celle de fone-
tion a variation limitée. En tout cas, elle est distinete de la notion de
fonction continue, ce (que nous constalerons sur la série (11) (17 Partie,
n° 42). M. Weierstrass a démontré que si, dans celte série, on fait
x == e Ja partie réelle de Pexpression ainst obtenue est une fonetion
continue, mais non i variation limitcée, de Pargument 9. Nous vecon-
naitrons plus loin que cette fonction n’est pas non plus i éeart lini.

En multipliant une fonction f i éeart fini par une fonction con-
tinue 4, qui varie toujours dans le méme sens, on obtient encore une
fonction & ¢écart fini, et le nouvel éeart est égal & Fancien, multiplié
par deux fois la plus grande valeur absolue que prenne le multiplica-
teur. Clest ce que P'on reconnait en appliquant & Pintégrale

" [ dfcosncdr

le second théoréme de la moyenne. Si la fonction ) a un nombre fini
de maxima et de minima, on obtiendra le nouvel éeart en multiplian
Pancien par la plus grande valeur absolue de § et par le nombre des
maxima ¢l minima,

Unec fonction est & éeart fini pour une valeur de la variable, si I'on
peut trouver un intervalle comprenant cette valeur et dans lequel la
fonction soit & écart fini.
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Lorsqu’une fonction n'est pas & écart fini dans un intervalle (a, b),
c’est (u'il existe dans cet intervalle une ou plusicurs valeurs de x pour
lesquelles la fonction n'est pas & écart fini. Ceci se voit 4 la maniére
ordinaire, ¢n décomposant l'intervalle (a, b) en parties de plus en
plus petites, de fagon & former une double série de nombres tendant
vers une limite commune,

Enfin, la notion d’¢eart se définit sans difficulté pour les fonctions
de variable imaginaire. L'¢eart d'une fonction le long d’une portion de
courbe donnée, de longueur [, sera I'écart de la méme fonction consi-
dérée comme fonction de l'are de cette courbe compté a partir de
Fune des extrémités de la portion donnée et variant de o a /.

40. Cela posé, nous considérerons, ainsi ¢ue nous nous le sommes
proposé, une fonction définie par la série (2), dont nous supposerons
le rayon de convergence réduit i I'unité, ot nons démontrerons tout
d’abord la proposilion suivante :

v ’ - ‘ ’ . ’ .
Sila .w'l'mza,,,, Sormde par les coefficients de la série (2), st

absolumend concergente, et de telle fagon que mLma,, tende vers o,
la fonction f(.x) sera finie, continue el @ écart fini sur le cercle de
consergence.,

Les deux premicres parties se voient immédiatement, la série (2)
¢tant, dans les conditions de I'énoncé, uniformément convergente a
Fintéricur du cerele de convergence et sur ce cerele.

Pour démontrer la troisicme, nous désignerons par § I'argument de
la variable 2 qui déerit le cercle de rayon 1, et, au licu des intégrales
n f ' cosnl f(edO, n [ psinn()f (#™)dl, nous considérerons, ce qui

k3 -3 {1
revient évidemment an méme, les expressions n f e f (e db,

3 ’

v f e f(e®)dD. La série (2) étant uniformément convergente,
&

nous pouvons remplacer £ par son développement et intégrer terme
4 terme. On trouvera ainsi, pour la premiére intégrale, la valeur

.

\! n /| ! H L) . < - Y
z ——— amI(,(mm)l? — p\mw)ml, quantite plus petite que 29, st S dé-

m=0
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signe la somme de la sériez |@n]. La scconde intégrale prendra la

» n ' N v .
lm‘mcz 5 Om e™-nB _ em-mia] o il faudra seulement, si 2 est
mg0

nn entier, remplacer le terme correspondant a m = n par na,(x — 3).
Ayant choisi un nombre fixe & plus petit que 1 et un nombre fixe K
plus grand que 1, nous diviserons les termes de la série en cing parties.
L premicre partic comprendra tous les termes dont le rang est

. [ n
moindre que kz. Pour chacun de ces termes, la quantité - estoen
. 1 .
valeur absolue, moindre que . s de sorte que ke somme particlle
.. P TIPU 1-
ainsi obtenue a un module inféricur a T
Tout pareillement, une seconde partie sera formée des termes a

. . ) n
indices plus grands que Kz, La quantité -
- n

. ctant alors constam-
. 1 . . . . N 2.
ment moindre que § ;> celte scconde partie sera inférieure i 2= -

Nous isolerons, pour en former un troisicme groupe, les dens
termes dont les indices 1 et n, 41 comprennent le nombre 1, on le
terme de rang ., si 2 est entier. Dans ¢e dernier cas, le terme corres-
pondant de notre intégrale, étant égal i na, (2 — 3), est trés petit si n
est trés grand. 11 en est de méme dans la premiére hypothése: car e
nombre u — ny, par exemple, est plus petit que 1, et, Fantee part,
comme on peat évidemment, sans changer les expressions que nous
avons a considérer, augmenter & ou 3 de 24%, la différence 2 — 3 peut
ére supposée inférieure i = en valenr absolue. L quantit

2+ 3

. . . lng md=== . (N rnyx--19)
RCORY B T SR P R A [ ¥

aura son module moindre que (n n)(z - 3). ce quiy en multiplian
na 5 . . « .
——", donne un produit moindre que wa, (2 - 8), et Fon arri-
-
verait 4 une conclusion analogue pour le terme de rang 1, + 1.
Enfin, le quatriéme groupe comprendra tout ce qui est intermédiaire
:ntre le premier et le troisi¢ine; et le cinquiéme, les termes intermé-
diaires entre le troisitme groupe ct le deuxi¢me. Les parties de nos

par
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intégrales correspondant & ces denx groupes tendront vers o lorsque »
augmentera indéfiniment. Soit, en cffet, a, le plus grand coefficient (ui
fasse partie de I'un de ces groupes. Ce groupe donnera dans l'intégrale

. . 1 1 \ s
une partic moindre que nay (l +=4. ;), ol v désigne le nombre

des termes du groupe, lequel est, ainsi que A, dans un rapport fini
avee n. Or la quantité entre parenthéscs est, comme!’on sait, delordre
de Ly, et, par suite, le produit tend vers o; car nous avons supposé,
en commencant, que ALA. @, était nul pour A infini. La seconde inté-

B
grale f e "8 f(e®)d0 cst donc finic comme la premiére et notre pro-
x

position est établie.

Nous obtenons, en outre, unc expression de I'écart. Cet éeart est
delaforme kS + k, g, ol k, et k, sont des nombres finis, & désignant
la plus grande valeur de mLamn|a,, |.

Réciproquement, si la fonction f est finte, continue et @ écart fini
sur le cercle de convergenee, la série formée par ses coefficients
sera absolument convergente, ou si elle ne Uest pas, elle le devien-
dra lorsqu’on remplacera f(x) par ®3* f(2), le nombre & étant po-
sitif, mais aussi petit qu’on le voudra, et la convergence ayant licu
de telle fagon que ml.ma, tende vers o.

Pour démontrer cette réciproque, nous aurons recours aux expres-
sions des cocflicients sous forme d'intégrales définies

v [ f(s)ds

2i% Sm+1

a,, = ’

Pintégrale ¢tant prise suivant un cerele intérieur au cercle de conver-
gence.

Tout d’abord, puisque la fonction donnée est finie et continue el
par suite, comme on sait, uniformément continue a intérieur du
cercle de convergence et sur ce cercle, on peut prendre intégrale sur
le cercle méme, la différence des intégrales prises sur les circonfé-
rences de rayons 1 ¢t 1 - ¢ ¢lant infiniment petite avee e. On a ainsi

m
2t'7':am=f f(eio)c~(tn+a)ied9.
¢
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Or cette intégrale, si nous supposons la fonction & éeart fini, est au
. 1 . . 9 1 , . ,
plus de l'ordre de —- Si nous la multiplions par —; ce qui revient i
m m

remplacer f(x) par @ f(x), clle deviendra le terme général d’une
série absolument convergente dans les conditions indiquées.
Si 'on considére, par exemple, la série

(11) L+ b+ .o+ D+

dont il a ¢té question précédemment, on voit que, si | be] > 1, le mo-
. P [ .
dule de a,, ne devient pas constamment plus petit que —~» puisque,

pour m = ¢*, on a ma,, = (he)". La fonction représentée par cette sé-
ric n'est donc pas & éeart fini sur le cercle de convergence. Elle ne
I'est méme sur aucun arc de ce cerele, sans quoi nous pourrions rai-
sonner comme au n° 42 (premicre Partic) et montrer (u'elle serait
¢galement & éeart fini sur Lous les ares se déduisant du premier par

. . . 2% . . . “
des rotations suceessives dangle =2 lesquels, si petit que soit T'are

douné, recouvriront par leur ensemble la circonférence entiére si o a
oté pris suffisamment grand.

De ceci nous pouvons également conclure que fa fonction consideé-
rée, pour [bej>1, est i variation illimitée sur tout are de celle cir-
conférence, allant ainsi un peu plus loin que M. Weierstrass, lequel

. ’ M . 1 \5ﬂ
n'avait établi le fait que pour [be > 1+ ="

41. Des théorémes précédents résulte que si [ est finie, continue et
a ¢cart fint sur le cercle de convergenee, il en est de méme de toutes
les fonctions ®;* f (ol & > o).

Nous nommerons ordre de la fonction sur un arc du cercle de con-
vergence le plus petit (') nombre o tel que w;® f{x) soit, sur cet are,
fini, continu cta écart fini, ou le plus grand nombre tel que w3 f(.r)
ne remplisse point ces conditions; en un mot, un nombre tel (ue
®7°~* () soit fini, continu ¢t a éeart fini, quel que soit le nombre

(') Ce mot est pris dans son sens algébrique; il n'est pas relatif a fa valeur
absolue.
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positif ¢, mais que I'une de ces proprictés fasse défaut & 7 f(x).
Le nombre  sera ainsi défini dans tous les cas; il pourra se faire qu'il
soit ¢gal a ==,

La somme de deux fonctions d'ordre @ cst d’ordre au plus égal i w;
la somme de deux fonctions, 'une d’ordre o, 'autre d’ordre moindre.
est nécessairement d'ordre o.

Si maintenant nous faisons intervenir les théorémes que nous ve-
nons de démontrer, nous arrivons a cette nouvelle définition de l'ordre :

Lordre d’une fonction f le long de son cerele de convergence est

, . .. , . . . 5 Liam] ,
égal a le limile supérieure, pour m infini, de - Lo, augmenté

d’une units.

Soit, en effet, @-—1 cette limite supcéricure. On aura, a partir
d’une valeur de m suffisamment grande,

et, par suite, la fonction w;*~* f(.r) satisfera aux conditions du n° 4.

Au contraire, il existera une infinité de termes tels que le coefti-
cient a,, soit supéricar a n*=*". La fonction ©;*** f(x) ne peut donc
pas étre finie, continue el a écart fini sur le cercle.

42. De la méme facon que nous avons défini 'ordre sur un are du
cercle, nous pouvons définir 'ordre en un point z, de ce cerele : ce
sera un nombre o tel que ®©7°7 f(.r) soit fini, continu et & écart fini
autour du point .z, mais non 07 f(ir).

Lrs seuls points pour lesquels il y ait livw de considérer Cordre
sont les points singuliers; en un point ordinaire I'ordre est manifes-
tement ¢gal & — =.

A la définition précedente on peut évidemment substituer celle-ci :
une fonclion sera d’ordre @ au point x4 s'il existe un are comprenant
ce point et sur lequel la fonction soit d’ordre w.

Une fonction d’ordre w sur un arc quelconque présente sur cet arc
au moins un point d’ordre w, ainsi qu'on le reconnait encore par le
procédé qui consiste a diviser Parc en parties de plus en plus petites.



172 J. HADAMARD.

La réciproque (') étant évidemment vraic, on peut ¢noncer la propo-
sition suivante :

L’ordre d’une fonction sur un arc du cercle de convergence est
égal au plus grand des ordres qu’elle prend aux différents points
de eot are,

a laquelle nous ajouterons :

Ni une fonction présente auc environs de xq une tnfinité de points
ot Uordre soit infiniment voisin de o, son ordre au point c, est au
moins égal a .

Enfin la liaison entre les ordres d'une fonction sur le cerele ¢t sus
ses différentes parties est encore montrée par le théoréme suivant :

Lne fonction d’ordre o sur un arc déterminé ot en ses points
extrémes peut ére remplacée par une somme de dews fonetions,
dont Pune est dCordre égal @ w ou dépassant o d’aussi pew qu'on
le veut sur le cercle entier, ot Pautre est holomorphe en tous les
paints de Iare consideére.

Eavisageons, eneffet, la fonction 5 = w2 f(.r), qui est finie, con-
Linne et & écart fini sur Pare donné. Par les deux extrémités de cet are
faisons passer une circonférence quelconque ach ( fig. 6); puis, avee
Forigine comme centre, décrivons un arc de cercle gd, b de rayont — v,
(ot 7, désigne un nombre positif infiniment petit). Les deux aves de
cerele, qui se coupent aux points g et hy, délimitent une aire T ou la
fonction 4 est holomorphe et ot I'on peut lui appliquer la méthode de
M. Appell. On aura ainsi

? =?|+?21
(B1}]
) * w(s)
’2' == - / " - lla,
Q"vigd.lz: R |
el

(1) C'est-a dire qu'nne fonction qui présente sur un arc un point d'ordre v
est, sur cet arc, d’ordre au moins égal a w.
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Mais dans ces égalités nous pouvons maintenant supposer que le
cercle gd, h ne soit autre que le cercle de rayon 1 lui-méme; car si
nous faisons tendre v, vers o, les intégrales 9, et 3, varieront contini-

ment, puisque % est continue. -
Fig. 6.

La fonction %, est alors développable en série de la forme Zh, 2™, olt
o st donné par la formule

- ?(s)d:

m = ; ~tiz4-1
27 adb ~

laquelle montre immédiatement, puisque 5(3) est a ¢cart fini, que I
module de 7, est plus petit que ;){E, le nombre & étant fixe. D'ailleurs,
2. est aussi développable en série de Maclaurin, puisque c'est la diffé-
rence de deux fonctions développables.

Formons maintenant les fonctions f, = ®$* 5, et f;= 0%**5, dont
la somine donnera la fonction f. La premicre est d’ordre » + ¢ au plus
sur le cercle entier, puisque le coefficient du terme en «™, a savoir
Attt est plus petit que km*+*-'. La scconde f, est holomorphe sur
I'arc donné. Le théoréme est done démontré.

Il semble que le raisonnement précédent n’établisse pas Ja régularité
de £, aux points a et b, extrémités de Pare donné. Mais nous avons
déja remarqué que la fonction f, qui est d’ordre au plus égal & © au
point &, est nécessairement du méme ordre sur un petit arc ae’ contigu
an point a. En opérant de méme pour I'extrémité b et portant & la
suite de I'arc ab un petit arc bd’, on pourra refaire la démonstration
en partant de I'arc @' b’, ce qui supprime toute difficulté.

Journ. de Math. (4° série), tome VIII. — Fasc. 11, 18g2. 23
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43. Nous avons défini 'ordre en considérant ©7* f(.r). Mais a
cette expression on peut tout aussi bien substituer £=*D3® f(.r),
d’aprés ce que nous avons remarqué aun® 35.

Cette derniére fonction nous scra plus commode pour I'étude gue
nous allons entreprendre maintenant, ct qui consiste & rechercher com-
ment Pordre d’une fonction au point i, est li¢ & son ordre de gran-
deur autour de ce point. Mais cette étude ne sera pas également facile
dans tous les cas.

Si, en effet, on suppose, par exemple, que notre fonction soit une

A . .
somme de termes de la forme il les « sont positifs, lordre
— e

au point &, sera nécessairement le plus grand des nombres .

Il n’en sera pas de méme dans les cas ot 'ordre sera négatif et oi
notre fonction sera une somme de puissances positives de .« — &, Car
alors il peut se faire que le terme de moindre degré en o« — ., soit un
terme holomorphe qui n’aurait aucune influence sur Povdre. Par

exemple, la fonction A(x — ) + B(x — «, )3 n'est pas d'ordre — 1,
mais bien d'ordre — 2. Aussi nos propositions fondamentales sevont-
clles établies exclusivement pour les ordres positifs, ce¢ qui ne nous
empéchera pas d'étendre leurs principales conséquences aux ordres
quelconques,

En premicr licu, si la fonction f a, sur un are déterminé ot a ses
extrémités, un ordre inféricur aw nombre positif w, et que Uon de-
crice, avec un rayon voisin de unité, un are de cercle linmité auwr
mémes rayons que le premier ( fig. 7) ¢

1° Le produit (1 — ) f(ze) tend vers o, el cela uniformément,
quel que soit Pargument O, pourvu que le rayon correspondant
coupe l'arc donné ;

20 Si 1 désigne Ubcart sur Uare de cerele de rayon g, le produit
(v — )1 tend aussi vers o,

Supposons d’abord la fonction d'ordve moindre que @ sur le cerele

Ao
mw-1
Si nous désignons par (i) le coefticient de 2™ dans le développement

entier. Le quotient tend vers o pour m augmentant indéfiniment.

] : . . U,y
de — =5 nous pourrons dire encore que le quotient 55 tend vers o.

(1—.r)® H
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mnw-1

qu'on I'avu au n° 33. Si donc ¢ est un nombre donné aussi petit qu'on

Car la quantit¢ Gy =

Fig. .

le veut, on a, a partir d'une certaine valeur /e, de m,
|a,,, [< q m

On peut admettre que cette inégalité est vérifice aussi pour les va-
leurs de m inférieures & m,, sauf a ajouter un polynéme €(x) de de-
gré m,. La fonction f sera donc constamment plus petite que

= 3 "Go + (@ ().

Y llonrs S M0 4 Aoral 5 ! i vi
D .ullunsz.. G élant égal a = il viendra

(=l f(@)| <5+ (=gl 4.

Or le second membre de cette inégalité peut étre rendu moindre que ¢
pour p suffisamment voisin de 1.

Quant & écart 1 de la fonction sur le cercle de rayon ;, nous avons
vu précédemment (n° 40) qu'il est égal a kS + &, u, en appelant S la
séric formeée par les modules des termes de la série (2), et @ la plus
grande valeur du produit mLm |a,,)s™. On peut appliquer au premier
terme S le raisonnement précédent, et Fon voit que le produit (1 — 2)°S
tend vers o.
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Pour avoir unc limite supéricure de i, nous pourrons d'ahord nous
borner & considérer les valcurs de m supérieures & un enticr déterming
quelconque; car, pour m fini, le produit mLm|a,|s™(1— g)» tend
évidemment vers o. Or, pour m suffisamment grand, le module de «,

m(l)'-l
est moindre que I en appelant o’ un nombre plus petit que o,
mais plus grand que I'ordre de la fonction donnée. Si nous rempla-
cons p par 1 — v, nous voyons quc nous avons a considérer la plus
grande valeur dela quantité (1 — n)™m*’v® ¢t & rechercher ce que de-
vient ce maximum lorsque 7 tend vers o.
En écrivant que la quantité en question s’acer oit par le changement

de m en m+ 1, nous trouvons que m doit étre plus petit que

] . . . . . . . .
——————— Sim, désigne le plus petit entier supéricur i cette limite,

—_—) —1
1~
nous voyons que notre expression croit jusqua m = m, ct décroit en-

suite. Le maximum a donc licu pour m = m,. Dailleurs, m, peut étre
(3 w' . A ' . . e
rcmplace par — a unc errcur pres (ui reste finic pour 7 infiniment
)

petit, et, par suite, ne peut altérer (ue dans un rapport fini le produit
«qui nous occupe. Ce dernier prend alors la forme

(1— r)" ("’) w yo,

Le premier facteur a pour limite #*'5 le produit des deux autres tend
vers 0. La seconde pau'liv de notre théoréme est done aussi ¢tablie.:

Nous avons, il est vrai, supposé¢ que f() est d'ordre moindre (que
sur le cercle entier; mais on raméne le cas général i celui-la en ajou-
tant une fonction holomorphc sur I'arc donné (n© 42).

Si la quantltc == au licu de tendre vers o, avait une limite quel-

conque A, le raisonnement donné plus haut conduirait & ce résultat,
que le produit () (1 — «)* aurait pour limite A (') toules les fois

(*) Ce théoréme, pour le cas des séries réelles, a été établi par M. AppriL
(Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. LXXXVII; 1878),
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(ue 2 tendrait vers 1 par des valeurs telles que le rapport =21 oste
1—p

fini, ou, autrement dit, que la droite joignant le point variable au
point d'affixe 1 fasse un angle fini avec la tangente au cercle de con-

vergence en cc dernier point. Pour w =1, ¢t cn posant f(r)= 2lr)

ce fait revient au théoréme connu (') :

-—.r

Si la série (2) est concergente en un point x, du cercle et a pour
somme A, sa valeur a pour limite A, lorsque x se rapproche dr .,
par des chemins faisant un angle fini avec le cercle.

44. Inversement, si les quantités (1 — p)*f(pe®) et (1 — p)*1 res-
lent finies et moindres qu’une quantité A lorsque Uon fait tendre ¢
vers Uunité, § variant entre « et B, la fonction est d’ordre au plus
égal a w sur Uarc a (fig. 7).

Pour le démontrer, on désignera par o” un nombre supéricur d’aussi
peu qu’on voudra i , et 'on considérera la quantité

(63) 2D f(2) = s f (1 — O f(tx) .

D’aprés les hypothéses actuelles, ¢ étant différent de 1, le module

de f(z) cst moindre que » quelle que soit la valeur de i d'ar-

A
(1=o®
gument compris entre « et 3, ct de module inféricur ou méme égal
a 1. Il en résulte que I'intégrale précédente est finie et méme unifor-

T
mément finic, ¢’est-3-dire que I'intégrale 1_(:»_”) f (1= )" f(tx)dt
“0

tend uniformément vers sa limite quand T tend vers 1. Or, pour T
différent de 1, cette derniére intégrale est une fonction finie ct con-
tinuc de « dans les limites de variation précédentes. On peut, dés lors,
refaire le raisonnement qu'on emploie & propos des séries uniformé-
ment convergentes (?) et conclure que ces propriétés de continuite
subsistent pour T =1.

(') Voir Srovrz, Allgemeine Arithmetik, t. 11.
(*) Au reste, on pourrait considérer cette intégrale comme une série, en la par-
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Iécart de la fonction (63) sur I'arc a8 se trouve en considérant
I'expression

g 1
n i) AL 0
o /; ! f; (= 0= f(1e®) dt.

“tant donnée la maniére dont £ devient infini aux environs du cercle
de convergence, cette expression définit unce intégrale double; nous
pouvons donc renverser I'ordre des intégrations et éerire

i o
e l(.q)'-f'-*(u S ne*”‘”j‘(lr“)d’)].

Or l'intégrale (qui multiplic de(r — ¢)*" * est inféricure a 1, éeart de
la fonction £ sur le cercle de rayon ¢, et, par conséquent, moindre que

e ¢ qui donne, pour I'intégrale finale, une valeur moindre que

——-————_A m———
(o) (" —w)

Nous arrivons donc & cette conclusion (ue la fonction =" D" f(.r)
est finie, continue et & écart fini sur I'are af, et cela quand on choisit
le pombre w” supérieur d’aussi peu gu’on le veut & w; ce qui montre
que f est bien d’ordre au plus égal & w sur I'are of. '

45. Nous obtenons ainsi, comme on e voit, une nouvelle définition
de l'ordre, du moins lorsque cc nombre est positif. Ce sera le plus
petit nombre w tel que les quantités (1 — 2)2 f(pe®) et (1 — )¢l res-
tent finies quand p tend vers U'unité.

Multiplions maintenant la fonction f par une fonction } qui reste
finic et continue dans le secteur qui a pour base I'arc a3 ( fig. 7), ct
dont les partics réelle et imaginaire aient chacune un nombre fini de
maxima et de minima tant sur l'ave a3 que sur les ares correspondants
des cercles concentriques et intéricurs. Le produit (1 —g)°f(pe®)
restera fini apres cette multiplication 'il Pétait avant, et il en sera de

tageant en intégrales partielles prises entre les limiteso et 4, 1 et £, ? et , ete.
On reconnait facilement que la série formée par ces intégrales partielles est uni-
formément convergente.
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méme du produit (1 — p)®I; car nous savons (n° 39) que I'éeart sera
multipli¢ simplement par le plus grand module de la fonction ¥ dans
I'intervalle considéré et par un nombre fini. I.'ordre de £ ne sera done
pas augmenté.

1l en sera encore de méme si I'on multiplic la fonction f par
L(x —«,), la quantité x, désignant I'affixc d’un point situé sur le
cercle de convergence; car les produits (1 — ¢)®fet (1 — 2)*I seront
multipliés par L(1 — p), lequel est moindre que toute puissance posi-

. 1 _ . .
tive de = (uelque petit (ue soit I'exposant.

£6. Ceci nous donne tout d’abord la détermination de 'ordre dans
les cas les plus usucls.

‘n premicr licu, pour toute valeur négative de r, 'ordre de (r — x,)"
est évidemment égal & — 7 au point xz,. Il en sera de uwmc, d’aprés
les remarques précédentes, pour les fonctions

(= xo) Yy (& — &) YLz — wy),

o1t J est une fonction satisfaisant aux conditions indiquées ci-dessus et
/it un entier quelconque. Dumoins Pordre de ces fonctions sera aw plus
égal & — . Mais il faut remarquer que Vordre de (i — ., Y 1AL — )
ne saurait étre moindre que — r (n° 43).

Envisageons maintenant, pour une valeur positive de 7, la fonction
(£ — 24) RL(& — £5), ou & est un polynéme ('). Sir est un entier
el que ¢ se réduise & une constante, la fonction cst holomorphe.
Dans le cas contraire, la dérivée de cette fonction sera de la forme
(£ — o) ' 9, ct, cn général, la dérivée d’ordre E sera de la forme
(o —x,)"" 9. Cette dernicre expression, si I a été choisi supériear
a r, estde ordre E — r, puisqu’elle rentre dans celles qui viennent
d’¢tre étudiées. 11 enrésulte que la fonction donnée est de Uordre — 7.

Or le cas qui se présenlé le plus fréquemment est celui ot la fone-
tion non holomorphe au point x, s¢ présente autour de ce point sous

(') L'expression & pourrait d'ailleurs contenir des puissances négatives de
L(2 — ,) sans que nous ayons a modifier la suite de nos raisonnements.
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la forme

Z(.‘l‘ - wo)riq‘i[‘(‘r - ""o) ""2(‘” - xo)r'#“ '*I"ia

ol les r; sont des nombres quelconques, positifs ou négatifs, les 2; des
entiers positifs et les§; des fonctions réguliéres. On voit alors que
I'ordre de la premiére partic est égal au plus petit des nombres r,
changé de signe, en exceptant ceux pour lesquels @; se réduit & une
constante, r; étant un entier positif.

Quant & la seconde partie, elle ne modifie cn aucune facon l'ordre,
parce que la fonction (& —x,)"™"y; est dordre au plus égal &
— r; — h;. Ceci résulte du théoréme suivant :

£7. On ne saurait augmenter Uordre d’une fonction sur un are
quelcongque en la multipliant par une fonction holomorphe en tous
les points de cet arc.

On est méme assuré que Uordre n’a changé en aucune facon, si
la fonction multiplicatrice ne s'annule en aucun point de lare.

Ln premier licu, une fonction holomorphe jouissant de toutes les
propriétés que nous avons indiguées pour les fonctions 3§, nous savons
deja que si Pordre de la fonction donnée est positif, il ne pourra pas
étee augmenté par la multiplication. De plus le méme raisonnement
prouve que si Pordre était plus petit qu'un nombre positif (uelconque
il ne peut devenir plus grand que ce méme nombre. En particulier, s'il
était négatif ou nul, il ne peut devenir positif.

Soit maintenant une fonction d’ordre négatif — 7 sur 'arc a3, que
I'on multiplic par une fonction ¢ réguli¢rele long du méme arc; soit I
le plus petit entier supéricur & r, de sorte que la dérivée Eme de ¢ est
d’ordre positif E — r. La formule de Leibnitz nous donne pour la dé-
rivée E“me du produit /Y une somme de termes de la forme D& . D,
multipliés par des coefficients numériques. Or, pour k différent de o,
la dérivée DE*/ est d'ordre négatif ou nul, et reste telle aprés la
multiplication par D*{, d'aprés la remarque qui vient d’étre faite.
Quant a DEf, il a pour ordre le nombre E — 7, lequel est positif,
et, par suite, n’est pas augmenté par la multiplication. La dérivée
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Eewe de £ est donc bien au plus d’ordre E — r, de sorte que /% lui-
méme ne peut étre d’ordre supérieur 4 — r.

La seconde partic du théoréme résulte de la premiére; car, si { ne
s'annule pas sur 'arc donné, les deux fonctions ¢ et f sont toutes deux
holomorphes le long de cet arc, de sorte que I'ordre ne peut étre ni
augmenté ni diminué.

Enfin, nous énoncerons encore, dans le méme ordre d’idées, une
derniére proposition :

Quand on multiplie entre elles deur fonctions d’ordre positif,

l'ordre du produit est au plus égal & la somme des ordres des fac-
teurs.

Soient ® et w’ les deux ordres, que nous supposerons d'abord pris
sur le cercle de convergence entier; ¢ un nombre positif trés petit. Les
coefficicnts dc «™ dans les deux séries seront, a partir d’un certain
rang, plus petits respectivement que G4*¢ et G22** (n°® 43). Supposons
les coefficients moindres que les limites précédentes pour toutes les
valeurs de m, ce que I'on peut faire en retranchant des deux séries des
polynémes ¢ ct &’ convenablement choisis.

La formule de multiplication des séries ne conticnt que les signes +
¢t <, 4 'exclusion de tout signe —. Le cocfficient de 2™ dans la série

produit est donc moindre que le coefficient de 2 dans le produit
= ;)(M = ;)m,+a, c'est-a-dire que GL****. Quant aux parties

complémentaires provenant des polynémes ¢ et ¢, elles sont d’ordres
® et w’ au plus.

Siles ordres o et ’ sont ceux des fonctions données sur une partie
sculement du cercle, on les transformera cn fonctions d’ordres infé-
rieurs 4 @ + € ¢t ' -+ ¢ sur le cercle entier par la soustraction de fonc-
tions réguli¢res (n° 40). Ces derniéres & leur tour, en vertu du théo-
réme précédent, ne donnent dans la multiplication que des produits
partiels d’ordres ® ct o’ au plus. Le produit total est donc d'ordre
moindre que ® + o'+ 2¢. Notre théoréme est par suite démontré,
puisque ¢ peut étre pris aussi petit qu’on le veut.

48. Les théorémes précédents vont nous permettre de calculer la
Journ. de Math. (* série), tome VIII. — Fase. 11, 18ga. 24
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valeur de la fonction donnée en un point ordinaire du cercle de
convergence, pourvu toutefois que 'ordre sur ce cercle soit un nombre
fini.

Soit, en effet, » cet ordre supposé positif (*); soit x, un point ordi-
naire du cercle ot la fonction ait la valeur A, de sorte qu’elle puisse se
mettre sous la forme

(6%) A+ (r—ry),

¢ désignant une fonction régulitre autour du point .r,.
Prenons un nombre o’ plus grand que © et multiplions f par

1 Gy .. .
—— = Zw"‘ —=. En tout point du cercle autre que z, 'ordre

(=%) "

\

restera invariable, ¢n vertu du n° 47. Au point ., l'ordre sera

. A .
donné par le terme . —; et sera, par suite, plus grand que o.
""‘ .—""u
Donc la partie principale des coeflicients de - /_f—' provient de ce

( f——
.,
A '
lerme ————, de sorte quele rapport des coefficients correspondants

ay

. ' \ .o
dans les développements de ! o e . @ pour limite
| I i
(v~ (v )
I'unit¢. 1 en résulte
(65) A .. hm ”"U';')lb'*‘f’l""'“_i"l‘{wl ey .
"% (“ll;,l

il est clair que le second membre pourrait s'écrire sous forme d’une
scric, de sorte qu'on a la proposition suivanle :

Tutorime. — Si la série (2) est d’ordre fini sur le cercle de con-
vergence, on peul former une série de polyndmes qui converge !
représente la fonction, non sculement @ Uintéricur du cercle, mais
encore en loul point non singulier de la circonférence.

(*) Si w était négatif, il devrait étre remplacé par o dans les raisonnements qui
suivent,
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Soit, par exemple, f(«) = ~' - En prenant o’ = 2, on trouve
p P P P

'.-_ —_— 5 —— ! DWW A r3 -
‘_V_w—znl(m_*_')(l*—z.‘b-i-\%.l}...+l)l.l, ).
m=1
Si w est plus petit que 1, on peut prendre ' =1 et la formule (65)
devient
A=lim(a, +a,z,+ ... +a, ™).

Notre méthode revient donc ici 4 la sommation directe de la série
et nous retrouvons le théoréme connu : La série de Taylor est conver-
genle sur le cercle tant que la fonction ne présente sur ce cercle que
des points singuliers d’ordre inféricur a 1.

Si I'on veut trouver le second terme du.développement de fautour
du point x,, on commencera par retrancher A, aprés quoi on divisera

N4 NS

I . o . . .
non plus par (1 ~ ) smaispar (1 - "), ctainsi de suite.

. v/

Cette méthode peat, d’ailleurs, s’étendre & certains points singuliers :
tout d'abord ceux (d’ordre néccssaircment négatif) oh f est de la
forme (64), la fonction ¢ satisfaisant aux conditions énumérées au
n* 43. Supposons cnsuite qu’en un point singulicr notre fonction

. )A \J
uisse se mettre sous la forme —- —— + £,, o f, est d’ordre
Z 2 . .

Sy

. o e £\ -2
moindre que 2. || suffira de diviser par (l - ;—) - Le terme /', don-
[

nera (n° 47 ) un résultat d’ordre inférieur 4 o’ ct, comme sur le reste
du cercle la fonction n’est que de l'ordre w, on obtiendra A par une
formule analogue 4 la formule (65), mais ou figurent au numérateur

Yty

les quantités G}, au licu des quantités (%)

49. Recherchons maintenant s'il est possible d’abaisser I'ordre de

. o qe . x
notre fonction en lu multipliant par le bindme + — .
0

Cette multiplication ne pouvant changer l'ordre qu'au point z,
(v 47), ce point doit étre un point singulier. Ce doit étre un point
isolé sur le cercle, ou du moinx, s'il y a des points critiques infiniment
voisins, leur ordre doit &tre moindre que celui de «, et en différer
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d’une quantité finie; car 'ordre en un point voisin de x, ne¢ peut étre
altéré par la multiplication, et s'il est infiniment voisin de w, I'ordre

au point z, ne peut étre moindre que w (n° 42),
D’autre part, il est clair que la multiplication par 1 — = diminuera
Lo
d’une unité 'ordre au point z, toutes les fois que f pourra se déve-

lopper autour dc «,, comme nous I'avons indiqué au n° 46, en une
somme de termes de la forme

2 (=)@ L — ) 4 (£ g ) ~",-;‘L‘,,

Il resterait & trouver une condition nécessaire et suffisante. En tout
cas, on peut dire que si cette propricté' a licu pour f(x), clle a lien
aussi pour toutes les fonctions .c*D* f(«).

En cffet, premiérement ceci est vrai pour 2 = 1, caron a

(15 =-E w0 L),

[

ce qui montre que si (n — :)/(.L) est d'ordre moindre que (),

A r ’ ! 3 \ .
de méme (1 -~ —;)f («) sera d’ordre moindre que f'(x) et inverse-

ment. De proche en proche, la conclusion s'étend & Lloules les valeurs
entiéres et positives de a.

A :
D’ailleurs, pour « négatif, 'intégrale ‘/o (=10 * ey /ll) dt
peut s’écrire

66) < [ =y e (1= ) j"( R (Y

Sidonc f(x) (1 - li) est d’ordre moindre que I'ordre w de f(x),

I’expression (66) est d’ordre moindre que » + a cl, comme il ¢n est
de méme de son premier terme, il en est aussi de méme du second.

Inversement si, /(i) étant d'ordre w, la fonction (x = f—)w’ DIf(r)
il

est d’ordre moindre que w + 2, le produit de f(:r) par 1 — -j— sera
v
d’ordre moindre que .
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Etant démontrée pour a négatif ct pour z positif et entier, notre
proposition est générale.

50. Quoi qu'il en soit, supposons que, f(x) étant d'ordre w, tous
les pointssinguliers d’ordre » appartiennent  la classe que nous venons
de considérer.

On abaissera I'ordre de tous ces points et, par suile, 'ordre de la
fonction sur le cercle en multipliant notre fonction par le polynéme

‘f:(a—%—)...(l-— rx )’
\ “o e
qui a pour racines les affixes de ces points singuliers.

Dés lors la recherche de ces points singuliers est ramenée & un pro-
bléme que nous avons traité dans la deuxiéme Partie (n® 20 et sui-
vanis). La fonction M, qui figure dans ’énoncé du n° 23, est ici égale
& m. D’aprés les conclusions auxquelles nous sommes parvenu en
cet endroit, il faudra former avec p +1 indices my, m,, ..., m,
un déterminant &Y, , considérer la plus pelite des quantites

l—‘i’; L %’-),— et rechercher la limite supéricure du quotient ainsi
k)

obtenu pour my, ..., m, infinis. St Uon fail celte opération pour

P=1.2 ..., la premiérevaleurdep qui donnera un résultat moindre

que w — 1 sera égale au nombre des points singuliers d'ordre .

On trouvera, d'ailleurs, ces points eux-mémes, ainsi qu'il a é1¢ indiqué

au n® 28,

Si I'on a p =1, laffixe x, du point singulier sera, comme nous

. . 2] .
F'avons vu, la limite du rapport —*-, mais en ne prenant (ue les va-

. . mn+1
leurs principales de a,,.
Si cependant, autour du point «,, la fonction pouvait se remplacer

A . . . .
par o =, augmenté d’une fonction d’ordre moindre que v, I
G =&y
a

rapport - " lendrait réguliérement vers x,. Mais il n’en est pas néces-

m+1

sairement ainsi. Nous en avons vu un exemple dans la fonction

(62) 2 sinLma,
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qui admet pour point singulier unique le point x =1. Ce point ap-
partient bien d’ailleurs a la classe qui a été considérée au numero
précédent; car, si I'on multiplie la fonction par 1 — x, le coefficient
de ™ deviendra
. . . 1 . ‘ (I
sinum —sinl.(m 1) = 2¢05 - Lim(m )|sm; L(l + );

m-—

le dernier facteur est de 'ordre de 7:'1’ alors que les autres donnent un

produit plus petit que 2. Aprés la multiplication par 1 — «, la fonc-
tion (Ga2) est donc devenue d’ordre o, tandis qu’clle était d'ordre 1

' ' a,
auparavant. Malgré cela, nous avons constaté que le rapport ™ ne

4}

tendait pas vers l'unité.



