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INTRODUCTION. 

1. Origine de la théorie des surfaces. — La théorie des surfaces 
étend de jour en jour son domaine; on rapplique aujourd'hui avec 
succès à des questions qu'aux débuts l'on n'eût pas cru accessibles par 
ses procédés; elle a pris naissance dans les travaux de Monge, mais 
c'est surtout dans les recherches de Gauss qu'on la voit se préciser: 
elle s'y révèle avec les propriétés à la surface, les notions de courbure 
totale, de représentation sphérique. L'étude des lignes geodésiques, 
des lignes de courbure, des asymptotiques fait alors l'objet d'impor-
tants travaux qui tous ont pour but l'étude individuelle des surfaces. 
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L'un des Chapitres les plus importants de la nouvelle théorie, celui de 
la déformation, conduit, ti l'aide des notions de courbure géodésique 
et de courbure proprement dite, il des résultats d'une extrême élé-
gance. A propos de la recherche des surfaces applicables sur une sur-
face donnée, M. Codazzi découvre les formules analytiques qui lient 
entre eux les éléments indéformables et ceux qui définissent la forme. 
Avant lui l'abbé Aoust avait, sous forme de relations géométriques, 
trouvé les mêmes résultais. M. Bonnet vient ensuite établir l'impor-
tance capitale de ces formules en les appliquant à la détermination 
complète de surfaces définies par des considérations différentielles. On 
entrevoit seulement le champ à parcourir dans cet ordre d'idées, en 
même temps qu'on est arrêté par les difficultés analytiques du sujet. 

2. Familles de surfaces. — D'autre part, des recherches de Géo-
mélrie pure conduisaient M. Dupiu à l'importante découverte des 
systèmes triplement orthogonaux; M. Lamé les introduit systémati-
quement en Mécanique; il établit à ce propos la théorie des coordon-
nées curvilignes. Remarquons qu'ici l'on ne se contente plus de ce qui 
se passe sur une surface; on en sort, pour ainsi dire, et, se tenant d'a-
bord à des distances infiniment petites, on arrive consécutivement et 
par intégration à opérer des constructions dans l'espace. Les familles 
do surfaces, comme les surfaces, méritent uueelassifiealion : MM. Lamé, 
Bertrand, Bonnet élucident complètement la belle question des sur-
faces triplement isothermes et orthogonales. Dans le même ordre de 
recherches, M. Darboux prouve que le système triplement orthogonal, 
isotherme par surfaces individuelles, se réduit aux anallagmaliquos 
liomofocales du quatrième ordre, dette branche de la théorie des sur-
faces, subordonnée à l'intégration de nombreuses équations différen-
tielles, demandera encore bien des efforts avant de pouvoir être appli-
quée avec généralité. 

5. (icomélric autour de la surface de référence. — 11 importe, 
pensons-nous, si Ton veut employer la théorie des surfaces efficace-
ment, de pouvoir opérer dans l'espace par des constructions tout inté-
grées, de fonder, si je puis m'exprimer ainsi, une sorte de Géométrie 
analytique permettant d'étudier, sans l'introduction d'éléments inutiles, 
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tout ce qui est rclutifaux propriétés infinitésimales d'une figure donnée, 
qu'elle varie ou non à cliaque instant. Il faut opérer autour d'une sur-
face et avec la plus grande généralité, comme on opère habituelle men! 
autour d'un point; encore convient-il de s'affranchir absolument des 
éléments qui tiennent à l'orientation et que l'on traîne sans aucune 
utilité dans les calculs, au préjudice de la simplicité et de l'évidence 
«les résultats. Depuis plusieurs années, j'ai donné de nombreuses ap-
plications de cette Géométrie autour des surfaces qui fera l'objet 
exclusif du Mémoire que je soumets aujourd'hui à l'Académie. 

4. Méthode suivie dans cette Géométrie. — Dans les problèmes 
«pie j'ai en vue, j'introduis en gémirai des constructions finies qui font 
«lépeudre les éléments successifs d'une ligure des éléments correspon-
dants d'une surface dite de référence. Traçons, par exemple, sur une 
surface un réseau (//, e); soient ΟΧ, Ο Y les tangentes en Ο (//, c) 
à(t') et (//), OZ la normale à la surface. Faisons à chaque instant 
correspondre un point M de l'espace à O, et, dans ce but, donnons-nous 
les coordonnées instantanées!;, η, ζ par rapport aux axes ΟΧ, ΟΥ, OZ; 
à toute position de O' infiniment voisine de Ο va correspondre une 
position de M'voisine de M ; la position de O' est définie par les accrois-
sements du et dv, celle de M' l'est par les quantités A$, Δη, Δζ considé-
rées comme fonctions de u et v. Désignons par Δχ·, Δ/, Δζ les projec-
tions de MM' sur ΟΧ, ΟΥ, OZ; on pourra les calculer en fonction d<· 
du, de à l'aide des Δξ, Δη, Δζ, par conséquent on connaîtra le déplace-
ment réel de M en M'. Opérant de la même façon pour tous les points 
d'une figure, on voit comment elle se déplace en se déformant lorsque 
u ci r s'accroissent de du et dv. 

Plus généralement, si l'on se donne à chaque instant une relation 
Κ (ξ, η, ζ, u, ν) = o définissant une surface correspondant à chaque 
point 0(w, c) de la surface de référence, on peut trouver comment 
elle se déplace eu se déformant lorsque u et ν croissent de du et dv, 
sans définir chaipie point individuellement. Il suffit, en effet, de cal-
culer en fonction des coordonnées Χ, Y, Ζ d'un point par rapport 
à ΟΧ, ΟΥ, OZ les coordonnées ξ, η, ζ de ce point par rapport à 
O'X', O'Y', O'Z'; substituant ces valeurs dans l'équation donnée, on 
aura par rapport aux premiers axes l'équation de la surface déformée. 
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De ceci résulte que, moyennant l'usage de ces formules de transfor-
mation de coordonnées, établies une fois pour toutes, on pourra, au-
tour d'une surface, effectuer toutes les opérations de Géométrie ana-
lytique comme avec les coordonnées cartésiennes. 

5. Cas d'un réseau (w, r) non orthogonal. — Il n'est pas néces-
saire que les axes ΟΧ, Ο Y soient tangents aux lignes (c) et (w), 
pourvu que leur direction soit déterminée en fonction de u et v. Dans 
cet ordre d'idées, on arrive à prendre pour le réseau (w), (c) un 
système de courbes même non orthogonales, en conservant trois axes 
rectangulaires ΟΧ, Ο Y, OZ. De cette façon Ton peut mettre en évi-
dence les éléments du réseau qui s'approprie le mieux à la question, 
lout en faisant disparaître la complication résultant de l'emploi de 
coordonnées obliques dans les opérations de Géométrie analytique 
autour de la surface. Cette remarque, on le verra, a une grande im-
portance. 

6. Correspondance de deux espaces. — Au lieu d'une surface de 
référence unique et de deux paramètres u et c, on peut prendre un 
système triple de surfaces dépendant de trois paramètres ρ, p,, p

2
 et 

faire correspondre entre eux deux espaces différents par certaines con-
structions géométriques. M. Liouvillea traité un remarquable exemple 
de correspondance qu'il a pu intégrer complètement. Nous donnerons 
des formules pour le cas des systèmes triplement orthogonaux ; elles 
nous permettront d'établir deux transformations géométriques des 
systèmes triplement orthogonaux, dont l'une avait été découverte ana-
lyliquement par M. Combescure. 

7. Etude d'une même question à l'aide de diverses surfaces de 
référence. — L'un des plus grands avantages de la méthode générale 
que nous employons consiste dans la facilité avec laquelle on peut atta-
quer des problèmes de façons différentes, suivant le choix que l'on fait 
de la surface de référence. En général, les questions relatives à la 
théorie des surfaces dépendent de l'intégration d'équations aux diffé-
rentielles partielles du second ordre. Il importe, au point de vue géo-
métrique, pour la simplicité des résultats, au point de vue analytique, 



THEORIE GENERALE DES SURFACES COURBES. 9 
pour les difficultés d'intégration, de ramener le problème faux formes 
irréductibles, canoniques, pour ainsi dire, et celles-ci sont souvent 
bien différentes suivant les éléments que Ton suppose connus et ceux 
que l'on veut déterminer. 

Quand on cherche, par exemple, à établir la théorie des faisceaux 
de cercles normaux à des surfaces, si l'on prend pour surface de réfé-
rence l'une des surfaces trajectoires, on réduit le problème à l'intégra-
tion de l'équation 

d* Z dl I dii dl I ¿H, 
{1 ' dpdp

x
 — dp H d?

t
 + dp, II, dp ' 

dont la forme se prête aux intégrations explicites, ainsi que l'a fait voir 
M. Moutard; il est donc facile de construire un très grand nombre de 
solutions. Si, au contraire, on choisit comme surface de référence la 
surface enveloppe des plans des cercles, on trouve une équation tout à 
fait analogue à celle des surfaces applicables sur une surface donnée, 
par conséquent beaucoup moins maniable que la précédente. Seule-
ment cette nouvelle équation met en évidence ce fait remarquable que 
les cercles admettent une famille de surfaces trajectoires, quelle que 
soit la forme de la surface enveloppe de leurs plans. Il en résulte que 
l'équation relativement compliquée est, au fond, la plus simple, 
puisque, à elle seule, elle régit tout le problème, tandis que l'équa-
tion (i) suppose l'intégration préalable des équations de Codazzi sur 
la surface de référence. 

Citons encore l'exemple des surfaces applicables l'une sur l'autre : 
011 sait que l'équation des surfaces applicables sur une surface donnée 
présente de très grandes difficultés d'intégration ; mais le problème 
devient des plus simples lorsqu'on se propose de déterminer tous les 
couples de surfaces applicables l'une sur l'autre; l'équation caractéris-
tique prend la forme 

d*Z 
du dv ~~ ' 

la seule qui puisse avec (r) être, dans certains cas, intégrée explicite-
ment. Dans le premier cas, la surface de référence est une des surfaces 
applicables; dans le second, c'est la surface lieu des milieux des cordes 
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qui joignent les points correspondants. Il est remarquable que dans ce 
problème, où les positions respectives des surfaces semblent a priori 
être indifférentes, c'est par la considération même de ces positions 
que le problème se simplifie d'une façon inattendue et conduit à d'élé-
gants résultats. 

Au fond, ces simplifications tiennent toujours à ce fait que, d'une 
part, une seule équation différentielle régit le problème et que, de 
l'autre, puisque l'on se donne la surface de référence et sa position 
dans l'espace, on suppose intégrées les trois équations de Codazzi, re-
latives à cette surface. Aussi, dès que dans l'étude d'une question 
auxiliaire les éléments de forme de la surface doivent être les résultats, 
le problème se complique à nouveau. 

Dans le cas où le choix des surfaces de référence n'est pas naturelle-
ment indiqué, c'est en cherchant à réduire le nombre des inconnues 
qu'on arrive à découvrir le système le plus avantageux ; la même re-
marque s'applique au choix du réseau (//, v) sur la surface de réfé-
rence. 

8. Indication de la division du Mémoire. — Le premier Chapitre 
du Mémoire est consacré à rétablissement des formules fondamentales 
dans le cas où le réseau (M, c) est orthogonal, ainsi qu'à la recherche 
directe du sens géométrique dos coefficients introduits. Le deuxième 
Chapitre comprend la même étude, mais dans le cas où le réseau 
(M, E) n'est pas orthogonal. Le troisième Chapitre est consacré à l'éta-
blissement des formules fondamentales relatives à la correspondance 
de deux espaces en prenant pour réseau de référence une famille triple 
orthogonale de surfaces; il a paru convenable d'établir préalable-
ment et par les procédés de la Géométrie autour des surfaces, la 
théorie des systèmes triplement orthogonaux. Ces trois premiers Cha-
pitres constituent la première Partie de notre travail; la seconde com-
prendra une série d'applications relatives aux faisceaux de droites, aux 
développées, à l'étude des couples de surfaces applicables l'une sur 
l'autre, à la correspondance de deux surfaces par orthogonalilé des 
éléments, aux systèmes cycliques, au mouvement le plus général d'un 
corps assujetti à quatre conditions. Nous examinerons ensuite les pro-
priétés des faisceaux de courbes planes normales à des surfaces. 
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Comme suite à cette dernière «application, nous entreprendrons l'exa-
men des propriétés des sections planes d'une surface par les plans tan-
gents d'une autre surface; en particulier, l'étude des sections des 
surfaces par leurs plans tangents; ceci nous amènera à rechercher de 
nouvelles propriétés des surfaces, et à généraliser le théorème de Bel-
Iraini. 

Enfin nous terminerons par l'étude de la correspondance des sys-
tèmes triplement orthogonaux. 

CHAPITRE l. 

ÉTABLISSEMENT DES FORMULES FONDAMENTALES, 

(tf, C) ÉTANT ORTHOGONAL. 

9. Défini lion du réseau coordonné ; formules donnant les coor-
données d'un même point par rapport à deux trièdres successifs. 
— Nous considérerons, pour établir les formules, une surface concave 
de haut en bas par rapport à la normale, afin de supprimer, par cette 
hypothèse, toute ambiguïté sur les signes; les formules sont d'ailleurs 
absolument générales et les signes attribués par le calcul aux quan-
tités géométriques qui y figurent indiquent précisément dans chaque 
cas particulier comment doit être envisagée la courbure de la surface 
de référence (O). 

Soit Ο un point de (O) défini par les paramètres u, ν de deux 
courbes (M) et (c) orthogonales, tracées sur (O) et qui le contiennent. 
Prenons pour axes instantanés ΟΧ, ΟΥ, OZ les tangentes en O aux 
courbes (c), (u) et la normale à (O). Nous compterons les longueurs 
positives et négatives comme d'habitude. 

Une surface (M) correspond point par point à (O). On définit à 
chaque instant M par rapport à O en fixant ses coordonnées ξ, η, ζ par 
rapport à ΟΧ, ΟΥ, OZ. Si l'on donne aux paramètres ue te les ac-
croissements du et rfc, on passe de O en O' et de M en M' ; les coor-
données de M' par rapport aux axes O'X', O'Y', O'Z' sont ξ -h Δξ, 



12 ALUKRT RIBAi'COUN. 

η -h Δη, ζ 4- Δζ; par rapport aux axes ΟΧ, ΟΥ, OZ, elles sont ξ 4- ΔΧ, 
η 4- ΔΥ, ζ ΔΖ. On remarquera que ΔΧ, ΔΥ, ΔΖ sont les projections 
de MM' sur les axes ΟΧ, Ο Y, OZ; il s'agit de les déterminer. Pour y 
arriver, menons par le point O' des parallèles O'X,, O'Y,, O'Z, aux 
droites ΟΧ, Ο Y, OZ; désignons par X,, Y,, Z, les coordonnées de M' 
par rapport à ces nouveaux axes; on a 

Y, = (ξ 4- Δξ) eos(Χ' X, ) 4-(η 4-Δη) cos(Y'X, ) 4- (ζ4-Δζ)cos(Ζ'Χ, ), 

Y, = (ξ 4- Δξ) cos(ΧΎ, ) + (η 4- Δη)cos( ΥΎ, ) -h (ζ 4- Δζ ) cos (Ζ' Υ, ). 

Ζ, = (ξ4-Δξ)οο8(Χ'Ζ,) +(η4-ΔΗ)οο8(Y'Z,) + (ÎH-AÎ)COS(Z,Z
I
 ). 

( Cherchons la valeur des neuf cosinus. 

10. Forme nécessaire des équations de transformation des coor-
données instantanées. — Menons par le centre d'une sphère de rayon 
égal à l'unité des parallèles aux droites ΟΧ, ΟΥ, OZ, et O'X', O'Y', 
O'Z', qui rencontreront la surface de cette sphère aux points XYZ et 
X'Y'Z'; traçons les grands cercles ZY, YX, XZ et Z'Y', Y'X', X'Z\ 
puis prolongeons-les jusqu'à leurs rencontres mutuelles aux environs 
des trois sommets X, Y, Z. On obtient les quadrilatères ΖΖ'αΛ, 
YY'dc, W'ef qui, si l'on néglige les infiniment petits du second 
ordre, sont des rectangles. Dès lors, à cette approximation on peut 
écrire (et ceci définit la situation des points a, b, c, rf, e, f ) 

«,/^ZY, be = ZX, d* = X' Y', 

et, par conséquent, 
dY' = aZ'=cY =bZ, 
e\' = VL' = /X = aZ, 

dY =eX=cY'=/X'. 

Évaluons à présent les neuf cosinus : 
cos(X'X). — L'angle X'X étant infiniment petit du premier ordre, 

on pose 
cos(X'X) = !. 
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cos(Y'X). — On peut le remplacer par COS(XÎ/) parce que XCF ne 
difierc de l'arc de grand cercle passant par X et Y' que d'un infiniment 

petit du second ordre, mais Xda pour valeur ^ H- Yd : donc 

cos(Xrf) = — sin(Yrf) = \d, 
cos(Y'X) = Y d. 

cos(Z'X). — On peut le remplacer par cos(a\) ou cosQ — aZj: 
donc 

cos(Z'X) == a Z. 

Kn opérant de même sur les six autres cosinus, on voit que 

cos(X'Y) = eX = rfY, 
cos(Y'Y) = i, 

cos(Z' Y) = aZ'= bZ, 

cos(X'Z) = X/= αΖ, 

cos( Y'Z) = Yc = — bZ, 
cos(Z'Z) = i. 

Substituant dans les valeurs de X,, Y,, Z,, il vient 

X, = ξ + Δξ - (η +-Δη) Yrf -h (ζ Η- Δζ)αΖ, 

Υ, = η + Δη Η- (ξ 4- Δξ) Yd+ (ζ + Δζ) bZ, 

Ζ, = ζ Η-Δζ — (ξ Η-Δ$) αΖ — (η4-Δη) bZ, 

et l'on remarquera qu'il n'y entre que trois éléments Y d, αΖ, bX: 
ceux-ci sont infiniment petits du premier ordre et fonctions de du, dv; 
des lors, on est assuré qu'ils sont de la forme 

Yd= Mrfw-h Nrfp, 

a Ζ = Ρ du -h Cdv, 
bZ = Q dv -\-C du, 
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où M, i\, P, Q, C, C représentent six nouveaux coefficients fonctions 
de u et p, dont la signification géométrique n'est pas encore connue, 
mais qu'il importe peu de rechercher pour le moment. 

Substituons les valeurs qui précèdent à celles de Δ£, Δη, Δζ dans les 
valeurs de X,, Y, et Z,, puis remarquons que 

ΔΥ = X, — ξ -h/du, ΔΥ = Y, - η + g de, ΔΖ = Ζ, — ζ, 

si l'on pose 

dfS2 = 00' = f2 du* ■+■ g* de2, 

et nous trouvons les formules fondamentales 

ΔΧ = du (/+ | - Μη + 1'ζ) + dt> (£ - \η + C ζ). 

ΛΥ = <Λ· (ji■+- Η- N? + + M; + </ζ), 

ΛΖ = - η - (·:>,) + λ·(£ -(>η - (·:ξ). 

11. Relations fiant entre eux lea rocj]i rien ta des valeurs des Λ. 
— Avant d'aller plus loin, il -importe de trouver quelles sont les rela-
tions qui lient entre eux les six coefficients et les quantités/et g. On 
y parvient sans sortir de la méthode même que nous étudions, c'est-
à-dire sans recourir à des systèmes de coordonnées étrangers à la ques-
tion. 

Au lieu de chercher la surface lieu du point M, supposons-la connue 
et aussi simple que possible, c'est-à-dire réduite à un point; il est ma-
nifeste que les quantités ΔΧ, ΔΥ, ΔΖ doivent être constamment nulles, 
dans cette hypothèse, et quels que soient les accroissements du, Î/P; on 
a donc 

/+
|_

Μ
η + Ρζ = ο, 

g 4- Λ) H- Νξ -h (^ζ = ο 
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<•1 

£-Νη + Οζ = ο, 

'Α + Μξ+Γ.'ζ = ο, 

du xu-psu-cjoi=0 

37 - Qi - r-5 = «>· 

Exprimons que les les valeurs déduites de ces équations pour d2s dudv 

7ïû~tk' du dv Peuvcnt ^trc °btenues de deux manières) sont égales, 

il vient, après un calcul élémentaire, 

;!
+

Μ,
+ η(ρς>-(Χ'-§

 +
 £) 

+ '(£-NC-£ + MQ)=„, 

'£-
V+

t(vo-œ
+

§-™) 

t
:(S + Mc-f-xr) = „, 

-(:/
+

(.ν
 + η(-ΡΝ-^+ CM+g) 

-5(£-NC-£ + MQ) = O. 

( les nouvelles équations, si elles n'étaient identiques, conduiraient à 
un seul système de valeurs de ξ, η, ζ, c'est-à-dire qu'il n'y aurait qu'un 
seul point dans l'espace. Pour qu'il y en ait une infinité, on doit avoir 

M = - -Ir· 

V _ d8 
- f du 

l<f=Cg-
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el 

PQ-CC-f + £=„, 

dp dv - bcc- dv+mq =0 

dQ du + MC-Dc' dv - NP = 0 

Telles sont les relations qui lient entre cuv les six coefficients, .le 
renvoie an travail de M. Bonnet pour démontrer que, si ces équations 
sont vérifiées, la surface existe et qu'elle est unique. 

IU. Valeurs définitives des Λ, équations de condition. — Kn 
tenant compte de ce qui précède, on voit que les formules fondamen-
tales peuvent s'écrire définitivement 

. A\ _ du (/ + ̂  + IL η + Ι>ζ^
 +

 Λ■ _ 0-
 r>

 _ „ Πζ), 

(F) ay = du (dx du - df gdv - fdx +) dv (g + dx + dv + dg +cb +dib +Qd) 

' ΛΖ = du {— - Ρ ξ +/
Πϊ

ί) + dr - Qr, + Α'Πξ), 

pourvu que l'on pose 
<:/=<-> =/*»· 

lndéj )endamment de / et il n'y entre plus que trois fonctions l\ 
U, Π qui satisfont aux équations de condition 

ι rQ-/*D·+»($) +£($) = "· 

<?) j £ + *£
 + 2

s
D
-?l

(
ί =

 <,
' 

dw du + fdb dv + 2 da dv - dg fu P =0 

ce sont les formules de Codazzi. 
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15. Coordonnées d'un même point par rapport à deux trièdres 

successifs. — Comme nous l'avons dit dans l'Introduction, constam-
ment il faut, connaissant les coordonnées d'un point par rapport aux 
axes O'X', O'Y', O'Z', les exprimer en fonction de ses coordonnées 
par rapport aux axes primitifs ΟΧ, ΟΥ, OZ. 

Désignons par X', Y', Z' les coordonnées du point M par rapport 
aux axes O'X', O'Y', O'Z' et par Χ, Y, Ζ ses coordonnées par rapport 
à ΟΧ, Ο Y, OZ; on obtiendra visiblement les relations cherchées en 
égalant à zéro ΔΧ, ΔΥ, ΔΖ, dans les formules trouvées plus haut, rem-
plaçant ξ, η, ζ par X, Y', Ζ, Δ$ par Χ' — Χ, Δη par Υ — Υ, Δζ par 
Ζ' — Ζ. Il vient ainsi 

| Χ'= —f du + Χ + Y {-jL du + J^
t
dv^+ Z(- Ρ du +■ #Γ) rfr), 

'*> j Υ'=-
ί

Α + χ(-^Λ+^ώ) + Υ + Ζ(-ΟΛ+/ηώ)
1 

Z' = x ( p du - gDdv ) + Y (Q dv - fD fu ) + Z. 

Les trois systèmes de formules que nous venons d'établir forment 
les prémisses constamment invoquées delà Géométrie autour des sur-
faces; aussi, pour simplifier le langage, les désignons-nous par les 
lettres d'ordre (F), (φ), (Φ). 

14. Recherche par la Géométrie autour des surfaces et empiri-
quement des coefficients des valeurs des Δ. — Il convient actuelle-
ment de rechercher la signification des coefficients P, Q, D; ceux-ci 
dépendent manifestement de la courbure des lignes (e) et (u) qui se 
croisent en O, et, comme ces courbures résultent immédiatement de la 
connaissance des droites polaires de (c) et (u), on est conduit à re-
chercher les équations de ces droites. 

La polaire de la courbe (v) est, à la limite, l'intersection de deux 
plans normaux (infiniment voisins) à cette courbe. 

L'équation du plan normal en Ο est 

X = o. 

Celle du plan normal infiniment voisin quand on se déplace sur (p), 
α 

Journ. de Math. (4* série), lome VII. — Fasc. I, 1891. ό 
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u variant seul, est 

X' + F du + X _ Y df gdv du - ZP du = 0 

De telle sorte que la seconde équation de la polaire comprise dans 
le plan normal à (c) est 

f + Y df g dv + ZP = 0 

Le point ou cette droite perce le plan langent [centre de courbure 
géodésique de (rY| est défini par les équations 

X = 0, f + Y + df gdv = 0 

Le point où elle rencontre la normale à la surface de référence 
| centre de courbure de la section normale tangente à (Y)] est déter-
miné par les équations 

X = o, f H- Ζ Ρ = ο. 

f On voit que H-^ est le rayon de courbure de la section normale 
tangente à (c). 

On objectera sans doute que nous faisons appel à des notions de 
Géométrie; mais, si Ton y voit quelque inconvénient, il est liés facile 
d'y suppléer en cherchant directement, et d'après leur définit ion nièine, 
les courbures de la section normale et de la projection de (y) sur le 
plan tangent, par nos procédés. 11 nous parait inutile de rétablir ici tics 
résultats tout à fait élémentaires, qu'on démontre avec une égale faci-
lité, quel que soit le système de démonstration. 

Nous donnerons pourtant la valeur du coefficient D, afin d'indiquer 
dès à présent comment on peut se servir des formules (F). 

Portons sur les normales à (O) suivant (c) une longueur constante 
ζ; il vient, ξ et η étant nuls, 

Λ Y =-ί/«/Οζ; 
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Δ Y mais — est l'angle que la normale en 0' fait avec le plan ZOX; /du 

est la distance 00'; — D est donc le quotient de ces deux quantités, ou 
le paramètre de déviation suivant (e) (BERTRAND). 

15. Condition pour que deux directions suivies soient conjuguées. 
— Aous terminerons ce Chapitre en établissant la condition pour que 
deux directions issues de Ο et définies parles accroissements du, de, 
du', dv' soient conjuguées, condition dont nous nous servirons à chaque 

instant. 
1/équation du plan tangent en 0' à la surface de référence est 

7/ = X(Pdu — gl)dv) + Y(Q dv - fl)du) 4- Ζ = o, 

qui conduit pour les équations de la conjuguée de 00' à 

Ζ = ο, \(Pdu — «-Dde)-h Y(Qdv — fT)du) = o: 

maison a 
X ___ V 

f du' g d\·' ' 

il vient, après substitution, 

( - ) du du' f Ρ — fg D {du' dv 4- du dv) 4- dv dv'gQ = o, 

qui est la relation cherchée. 

CHAPITRE II. 

ÉTABLISSEMENT DES FORMULES FONDAMENTALES, 

LORSQUE LE RÉSEAU (U,V) N'EST PAS ORTHOGONAL. 

16. Les valeurs des A ont la même forme que dans l'autre cas. 
— Il est parfois très avantageux d'introduire dans les calculs un 
réseau non orthogonal (u, v) tracé sur la surface de référence, mais 



20 ALBERT MBALCOVR. 

les formules de Géométrie à trois dimensions sont trop compliquées 
lorsqu'on prend des axes obliques; aussi, dans ce qui va suivre, exécute-
rons-nous les opérations géométriques par rapport à un triedro trirec-
tangle tel que OZ soit normale à la surface de référence et que ( )X, Ο Y 
soient les bissectrices de l'angle que font entre elles les lignes (c) et (/y). 

Nous désignerons par 0 le demi-angle dans lequel est compris l'axe 
des X. Lorsque les paramètres croissent de du et dç, le point Ο vient 
en ()'; le i/Sa étant mis sous la forme 

//S2 = f* du* 4- g* dç- -h ιfg du dç cos 2O, 

on a pour les distances dx1 dy du point O' aux axes Ο Y, OX 

d.r = cosO(/du H- g dç), 

dy = sinÛ(g dç — /du). 

Considérons maintenant un point M dont les coordonnées sont 
η, ζ par rapport aux «axes instantanés ΟΧ, Ο Y, OZ, les projections 
du déplacement MM' peuvent toujours s'écrire 

AX = dx -+- X, — ξ, AY = dy 4- Y, — r„ AZ = Ζ, — ζ. 

comme dans le Chapitre précédent. Hien ne s'oppose non plus à ce 
cpie l'on garde les valeurs de X,, Y,, Z, en fonction des six indéter-
minées M, Ν, P, (), <:, c. 

11 vient, après substitution, 

; AX = du( /cosO -+- ~ — YJM -h ζ Ρ ) 

+ <Λ·(^ g cos') + ^ — η Ν + ÇC ), 

AY = du (- /sinO + -t- ξΜ +ζΟ' ) 

+ dv ( g sin 0 + dx dv + EN + eq), 

AZ = du ( dx du - PE - Cn) 

1 dv ( dv du - Qn - Ce) , 
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équations qui diffèrent très peu de celles qui ont été trouvées plus haut. 
On les traitera de la même manière pour trouver les relations qui lient 
entre eux les coefficients. 

17. Relations entre les coefficients des Δ. — Supposons donc que 
le point M soit immobile dans l'espace; ΔΧ, ΔΥ, ΔΖ doivent être nuls, 
quels que soient du et dv. On a donc 

/cos» + ~ - i)M + ζΡ = ο, 

#cosO+ ηΝ+ζΟ = ο; 

-/sinO+*Μ + ζΟ = ο, 

«•sinO + ^· + ξΝ + ζ Q = <> ; 

£-Ρξ-Οη = „, 

£-Q„-CÇ =„. 

On en déduit 

d dv ( f cos 0) - d du (g cos0) + (Mg + Nf) sin0 + n 

x ( dM dv + dN du + PQ - CC' ) + d (dP dv - dC du + MQ - C'N) = 0 

7/7; (<? sin0) + ̂ (/sinû) + (% - Λ'/)cos» + ξ 

x (- f + f
u

 + llQ - cc') + *(§ - π+ = -

sinO( «'C-h/Q)-+- cosO(P £ - C/)- ξ 

χ (§ - τ»+-c'*)+i§,-§- ™+CM >="= 
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e| |)our qu'il y ait une infinité de points dans l'espace, il faut (pic 

i(/cosO)- £,(gcosO) +-(Mg· + N/)sinO = o. 

d du (g sin 0 ) + d dv (f sin0) + (Mg - Nf) cos0 =0 

dM + dN + PQ - CC' = 0,+ 
(o) , <fr «« ^ 

dP dv - dC du + MQ - C'N = o, 

dQ du - dC' dv - NP + CM = o; 

sinO(^C'-i-/Q)H- cosO(P^f — C/) = o. 

Telles sont les relations liant entre eux les six coefficients; il n'é-
chappera pas que ceux-ci ne peuvent plus avoir le même sens géomé-
trique que dans les formules du Chapitre précédent. 

18. Coordonnées d'un point par rapport à deux trièdrrs suc-
cessifs. — On trouve pour X'Y'Z' les valeurs 

X' = (f du + g dv ) cos0 

^ +Y(M(/b+N dv) — ZiPdu 4- Cdi ) 4- \. 
(φ') - γ·=z(fdu — gdv )sinO 

I — X(Mdu 4- Yd\ ) — Z(() di' -+- C du )4- Y. 

Ζ' = X(P du 4- C di ) 4- Y(Qdi -hC du) -h Z. 

1 il. Condition pour que deux directions soient conjuguées. Cas 
où le reseau (u, c) devient celui des asymptotiques de la surface de 
référence. — Cherchons la condition pour que deux directions 
( du, dv) (du', dv) soient conjuguées. 

Les équations de la droite conjuguée de 00' sont 

Ζ = Z' = o, 

X(Pdu 4- Ci/e)4- Y(Qi/r 4- C du) = o: 
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mais, si Ton considère la direction conjuguée comme définie par les 
accroissements du\ dv\ il faut poser 

X Y 
(/du' g dv') oosô —/rfa')ein6 

IToù résulte la condition cherchée 

/( PcosO — C'sÎnO)i/tt</tf'H- «'(QsinO 4- CcosQ)cfecfe' 
-h # (PcosO -+- C sinO)r/a'/i'' — /(Q sinO — CcosO)r/erf/<' = η. 

Mu particulier, l'équation des asymptotiques est donnée par la for-
mule 

/(P cosQ — (^'sinO)^«2H-^r(QsinO 4- CcosO)ch-,a 

4-|#(PcosO 4- (7sinO) — /(QsinO — CcosO)] dudv — o. 

( >n exprimera que le réseau (M, V) est celui des asymptotiques de la 
surface de référence en posant 

Ρ cosO — C' sinO = o, 

Q sin 0 4- CcosO = o; 

mais la dernière des équations (φ ) pouvant s'écrire 

J (Q sinO — C cos0)4- #(P cosO 4- C' sinO) = o, 

on voit ipie Ton peut poser 

C = g sin0 , H 2 , 

C' = f cos0. H2 , 

(3) P = f sin0. H2, 

[ Q = — ^cosO.H2. 

20. Ce que deviennent les équations de condition. — Dans ce cas 
particulier les formules (<p') se simplifient; déjà la dernière a disparu. 
Si l'on remplace C, C, Ρ et Q par leurs nouvelles valeurs, tenant 
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compte (les deux premières, on peut substituer aux deux suivantes ces 
formules remarquables 

df f dv + dH Hdv + g f dH R du cos 20 =0 

(4) du g du + dH Hdu + f g dH Hdv cos2 0 =0 

M el \ sont déterminés individuellement comme il suit : 

| μ sin29^ M + ̂ ) + f-|'co
82

0 = o. 

j /sin2« (- Ν + £) +
 d
£ - %coût = ». 

I! en résulte pour la troisième des équations (φ'), en remplaçant a 0 
par ω, 

d2 w du dv - d2 log fg dudv cos w 

+ d dv df gdv ) + du ( dg fdu) 1 sin w- f gH' sin w 

(6) + 1 sin dw dv (- df gdv cosw + dg dgijd 

+ 1 sin2 dw du (- dg fdu cosw + dg gdv )0 

on remarquera que 

H Hdu + a qsin2 ( df gdv cosw + dg gdu ) =0 

dH Hdu + 1 sin2 w( - dg fdu cosw + df fdv)=0 

2t. Ce que signifient les coefficients des valeurs des A. Recherche 
par la Géométrie autour des surfaces. Théorème sur les lignes 
asymptotiques des surfaces applicables sur la sphère. — 11 nous 
reste à trouver, dans l'hypothèse particulière où nous nous plaçons, 
quelles sont les valeurs des éléments qui définissent la courbure de la 
surface de référence. 
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Il est facile de trouver les rayons de courbure principaux; en effet, 
la courbe tangente a OX est une ligne de courbure ; son équation est 

dy — g de — f du — o. 

On sait que le centre de courbure principal correspondant est l'in-
tersection de OZ avec le plan normal à cette ligne de courbure et infi-
niment voisin de (); il faut donc écrire 

X = Y=X'=zo. 
c'est-à-dire 

-+- (/du -+- gds') cosô ·+- Z(P du -h dde) — o, 

d'où l'on déduit pour le Ζ du centre de courbure principal 

Z1 = cos0 H2 

On trouve de la même façon pour le second centre de courbure 
principal 

y tangO 
a " ~W ' 

La fonction H a donc un sens géométrique très précis, car 

Z1 Z2 = 1 H4 

Il· changé de signe représente la courbure de la surface de ré-
férence en O, dans le sens admis par (iauss (1 ). 

(1 ) Les asjmptotiques des surfaces à courbure constante jouissent d'une pro-
priété remarquable qui résulte immédiatement des formules établies ci-dessus. 

Pour ces surfaces, II est constant : on a donc 

df dg 
de du °* 

D'où résulte qu'en choisissant convenablement les paramètres u et c, on peut 

Journ.de Math. (4*série), tome VII. —Fasc. 1,1891. ί 
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Dans la théorie qui nous occupe, les courbures des lignes asympto-
tiques jouent un rôle important : aussi convient-il de les calculer. 

Si Ton considère l'asymptotique dv — o, l'équation de son plan nor-
mal est, en O, 

XcosO — Y sin 0 = o; 

pour trouver son centre de courbure, il suffira de chercher l'intersec-
tion de sa polaire avec le plan tangent en O; or, la polaire est l'intcr-

prendre l'unité pour f et g\ le ds* est donc 

ds*— du1 -+- dv* -ι- 2 du dv cos ω. 

On en déduit sans peine que : 

Si l'on forme, avec quatre lignes asymptotiques sur une surface à cour-
bure constante, un quadrilatère, les côtés opposés ont toujours des longueurs 
égales. 

Pour trouver les surfaces dont il est question, il faudrait intégrer 

d2w du dv = H sin 

be plan correspond à un cas limite, dans lequel le problème se résout, car, Il 
étant nul, on a 

d2w du dv =0 
par consequent 

ω = F(«) -f- Φ (ν). 

où F et Φ sont deux, fonctions arbitraires. 
Le ds* du plan prend la forme 

ds^—du*-h dv*->r a du dv cos[F(a )-4- Φ(γ)1· 

Cette intégrale donne la solution du problème : 

Trouver sur le plan tous les réseaux de courbes telles que, si Ton forme un 
quadrilatère avec deux courbes de chaque famille, les côtés opposés soient 
égaux. 

On vérifie facilement que, tout le long d'une des courbes de cette espèce, les 
rayons de courbure de toutes les courbes de la seconde famille sont égaux. 
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section du plan normal on Ο avec le plan infiniment voisin qui a pour 
équation 

Y'^cosQ — sinO — Y' ^sinO -+- cosO ^y
f
duj = o. 

Revenant aux premiers axes et ne conservant que les infiniment pe-
tits du premier ordre, il vient 

(M — (XsinO -h Y cos Cl) — f — o, 

(ΓοιΊ résulte, en désignant par p„ le rayon de courbure, 

M - d0 du = f pv 

De niénie, en désignant par p
M
 le rayon de courbure de lu seconde 

asvmptotique, 011 trouve 

N + d0 dv = g Pu 

CHAPITRE ΙΤΓ. 

RECHERCHE DES SYSTEMES TRIPLEMENT ORTHOGONAUX. 

FORMULES FONDAMENTALES POUR LA CORRESPONDANCE DE DEUX ESPACES. 

22. Trouver les surfaces telles qui un réseau conjugué, tracé sur 
elles, se projette suivant le réseau des lignes de courbure de la sur-
face de référence. — Avant d'aborder la théorie générale des sys-
tèmes triplement orthogonaux, il nous faut résoudre le problème sui-
vant : 

Trouver les surfaces (S) telles que les développables lieue de 
normales à la surface de référence (O) les découpent suivant des 
réseaur conjugués. 
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Prenons pour réseau (w, c) celui des lignes de courbure de (O)el 
désignons par / la longueur du segment de la normale compté à par-
tir de Ο jusqu'à la rencontre de (S) en S; il s'agit de trouver l'équa-
tion différentielle à laquelle satisfait /. 

Les coordonnées instantanées du point S sont 

5 = η = ζ = 

D est nul ; 011 a donc pour les formules (F) le système 

ΔΧ = du( f -t- VI), 

Λ Y = dv (g 4- (), 

AZ = du dt du + dv dt dv 

L'équation du plan tangent à (S) en S est dès lors 

Z - l = dt du f + Pg X + dt dv g +Qt YT 

Il faut exprimer que sa caractéristique dans l'hypothèse </c = ο 
coïncide avec le segment décrit par S dans l'hypothèse du ~ ο. Il suffit9 

évidemment, de considérer la parallèle à la caractéristique menée 
par l'origine : on supprimera donc les ternies indépendants de \, Y, Ζ 
dans l'équation de la seconde position du plan tangent, à (S ). On 
écrira 

Z' dt du f + Pt + d du (dt du f +Pc du X' r ii7 / dl ν 1 

Substituant les valeurs de Ζ', X', Y', 

Z' =Pdi<X4-Z, 

Y'=- fdu + X- ~LduX - l·duL 

Y' = df gdv du X + Y. 
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et réduisant, comme il a été dit, on trouve 

ι>χ= *u\
7

ii><)
x 

dt dv + g + Ql (df gdv) X + d du ( dt dv g + Qt) Y. 

Cette équation doit être satisfaite par les valeurs 

Y — ΛΧ = o, Y = YY = <H? + QO> Ζ = ΛΖ = Λ.·^· 

qui c orrespondent au déplacement de S dans l'hypothèse du ~~ o. 
De telle sorte qu'il reste 

cil / c[l \ 

fJl'l[
A
S (·- + ''') +1> te] + 'L \7ÎV'/ (g + iïl} ̂ "■ 

1 )évcloppanl et tenant compte de la condition exprimée par l'une 
des formules (φ), 

df gdv Q = Dv dv* 

on trouve l'équation définitive 

<7> T&!E· = 11 ·»»(* + QO +1 ί '°g(/+ |J0· 
On voit avec quelle simplicité se traite le problème; il suffit de cet 

exemple déjà compliqué pour faire voir tout l'avantage d'une méthode 
qui supprime les difficultés de signes et rend inutiles tous les efforts 
géométriques directs qui n'ont pas trait au fond même de la question. 
D'un autre coté, l'emploi d'une méthode uniforme de recherche rend 
infiniment plus sûres et plus rapides les investigations ; il permet d'ex-
poser les résultats obtenus, satis efforts. 

On peut vérifier l'équation (η) par quelques exemples évidents : 
ainsi les surfaces parallèles à (O) et les deux nappes de la développée 
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de (Ο) sont évidemment dos surfaces (S) ; on voit, on effet, que l'équa-
tion est vérifiée pour 

/= const., # + Q/ = o, /-+-P/---0. 

23. Cas où la surface est infiniment voisine de la surface de 
reference. — Nous reviendrons plus loin sur le problème en question; 
pour le moment nous considérerons seulement le cas où la surface (S) 
est infiniment voisine de la surface de référence. On peut, dans ce cas, 
poser 

l=\\dp, 

où dp désigne un infiniment petit du premier ordre constant; ce sera, 
si l'on veut, l'accroissement d'un paramètre donnant consécutivement 
les surfaces (O) et (S) comme faisant partie d'une mémo famille. 

Si l'on substitue la valeur de 1 dans (7) en négligeant les infiniment 
petits d'ordre supérieur au premier, il vient 

(8) d2H du dv = dH du df f dv + dHJ dvb dg gdu 

équation linéaire par rapport à H. 

24. Définition particulière des systèmes triplement orthogonaux. 
Variation du </S2 en passant d'une surface à la surface infiniment 
voisine. Théorème de M. Dupin. — Abordons maintenant l'étude des 
systèmes triplement orthogonaux. 

Considérons trois familles de surfaces telles qu'une surface quel-
conque d'entre elles coupe toutes les autres à angle droit et désignons 
par [A], [13], [C] les familles; soit(O) furie des surfaces de [A j; les 
traces des surfaces [13] et [C] sur (O) constituent un réseau orthogo-
nal que nous prendrons pour réseau ( u, c). 

Pour que le système existe, il faut que, si l'on prend la surface (S ) 
infiniment voisine de (O) et appartenant à [A], les nonnalies menées 
le long des courbes du réseau (w, c) découpent sur (S) un réseau or-
thogonal. 

De même, il faudra pouvoir passer de (S) dans les mêmes condi-
tions à une seconde surface infiniment voisine et appartenant à |A|. 
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Si lus opérations réussissent consécutivement sur toutes les surfaces 
de [A], il est clair que le système triple orthogon.il existe. 

Pour obtenir la surface (S) portons sur les normales à (O) une 
longueur Hrfp fonction de u et p, dp désignant Paccroissemcnt du pa-
ramètre des surfaces [À] quand on passe de (O) en (S). 

Calculons h» r/Sa de la surface (S); on a pour les formules (F) dans 
l'espèce 

ΔΧ — du( f H- PH dp) — dvg\5W dp, 

Δ Y — du/DHdp -h dv{g -h QH dp), 

ΔΖ = du ̂  dp 4- dv ~ dp. 

D'où résulte facilement le e/S2 ; mais nous n'avons qu'à considérer le 
terme en du. dv de cette expression : il est 

Μ,\-df + H 'dp' [j£L _ DaV + <->/)] j· 

On remarquera que nous avons fait le calcul comme si H «fp était 
une quantité de grandeur finie, c'est-à-dire comme si (S) n'était pas 
infiniment voisine de (O). Pour que l'image du réseau (u, c) sur (S) 
soit un réseau orthogonal, il faut et il suffit que le terme en du de soit 
nul el, si nous supposons encore H dp fini, que 

- »/*>»+ IID? [& ira -
 D

<
p
*

+
 <V>]=«· 

ll^st clair que le premier membre de cette équation représente le 
coefficient de du de dans l'expression 

. rfS* 
llrfp' 

Or ce coefficient doit tendre vers zéro en même temps que dp, ce 
qui n'est possible qu'autant que 

D = o. 

Ainsi, pour qu'il existe un système triplement orthogonal de 
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surf arcs, il faut que toutes les surfaces de deux families coupent 
une surface quelconque de l'autre famille suivant ses lignes de 
courbure. 

C'est le théorème de M. Ch. I)upin. 

25. Equations définissant un système triplement orthogonal. — 
"Nous venons d'établir, en somme, (prêtant données deux surfaces in-
finiment voisines (S) et (O), si Ton mène à (O) les normalies princi-
pales, elles découpent (S) suivant un réseau que l'on peut considérer 
comme orthogonal, aux quantités du second ordre près. 

Mais, pour (pie le système triple orthogonal existe, il faut que l'on 
puisse partir de (S) comme de (O), c'est-à-dire que l'image du ré-
seau (u, v) sur (S) constitue le réseau des lignes de courbure de cette 
surface. Or ce réseau est déjà rectangulaire : il suffit donc d'exprimer 
qu'il est conjugué. 

Il résulte du problème étudié au commencement de ce Chapitre 
que cette condition est exprimée par l'équation 

cPII _ d\\ dj_ r/ll dg_ 
du de du f de de g dit 

Les formules de Codazzi deviennent ici 

+
 57· (/rf?) + 57, (jdu )-"· 

dP df _ 
i) de g de 

dg _n 
Ρ du /dû 

On voit que, si ces quatre dernières équations se vérifient en tous 
les points des surfaces (A), le système triple orthogonal existe. 

26. Établissement des formules de Lamé. Quatre seulement 
sont nécessaires. — Considérons maintenant le dS'~ de l'espace rap-
porté au système des trois familles et mis sous la forme 

.rfS2 = H2 df -h H; df -h H2^; ; 
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en posant 

p, =«, pa = e, H, =/, H , = #, 

la première équation de condition devient 

d*\\ _d\\ dHt d\l dllt . 
d?id?t ~~ dp ι ll|dp, dpt Η,ί/ρ,' 

mais il faut connaître les valeurs de Ρ et Q en II, H,, |Ha pour trans-
former les suivantes. Nous pourrions faire remarquer que le rayon de 
courbure géodésique sur (pa) de la ligne de courbure tangente à OX 
est aussi le rayon de courbure de la section normale à (p) tangente à 
OX; mais cet artiiiee géométrique peut laisser les signes incertains; 
on trouvera sans doute plus satisfaisant le procédé que voici : 

Quand on passe de (O) à (S), on a, pour l'accroissement du rfSa, 
l'expression 

dSt Hdp = du2 fp + III (du dH 2 + ¨P H ] dp + 

+ dv2 2fQ + 1 H (dH dv)2 + Q2 H dp 

qui s'obtient en ajoutant les carrés de ΔΧ, ΔΥ, ΔΖ. On peut la ré-
duire à 

d H dz (dS2) = du2 fP + dv2 gQ = dp2 H1P + dp22 H HQ 

mais, le d§* des surfaces (A) étant mis sous la forme 

dS2 = H21 + H 22 d^p sn; 

on trouve immédiatement 

A 2 H dp ( dS2) = dp2 1 H1 H - + dp2 2 - H H dH2 dp 

L)'où résulte que l'on a 

P = dH1 H dp, 

Q = dH2 Hpd 

Jour», de Math. série), lome VII. — Fasc. I, 1891. 
to 
;> 
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Substituons dans les formules de Codazzi et réunissons les quatre 
équations de condition nécessaires et suffisantes 

d2H dp1 dp2 = dH dp1 dH1 Hi1dp + dH dp2 dH2 H2 dp1 

d2 Hi H1 dp2 = dHi dp2 dH2 H2 + dH1 dp dH Hdp2, 

d2 H2 dp dp1 = dH2 dp dH H dp1 + dH2 dp1 dH dp, 

dH1 Hp1 dH2 Hp12 + d dp1 (dH2 H1 dp1) + d dp2 dH1 H2 =0 

Il est clair que, si l'on permute la dernière équation, on en obtiendra 
deux autres également vraies, mais on est assuré qu'elles se déduisent 
du système précédent, qui à lui seul définit les familles triples ortho-
gonales. 

27. Établissement des \ à trois variables. — Il nous reste à 
trouver les formules fondamentales qui permettent d'établir la corres-
pondance de deux espaces. 

Un point M du second espace correspond au point Ο du premier: 
on se donne à chaque instant les coordonnées ξ, η, ζ de M par rapport 
au trièdre ΟΧ, Ο Y, OZ tangent à trois surfaces orthogonales se cou-
pant en Ο. Il s'agit, de calculer les ΛΧ, ΛΥ, ΛΖ, projections de MM 
sur les trois axes, lorsque les paramètres ρ, p

n
 ρ

2
 s'accroissent de </p, 

</p,, i/p.j. 
Supposons que, cfp etc/p, restant nuls, p

a
 croisse seul; on déduit im-

médiatement des formules (F), 

X2 = dp2 (dx dv - dH2 Hi dpi ) , 

AY2 = dp2 ( H2 + dn dp1 + dH2 H1 dp1 + dH2 dhp s) 

AZ2 = dp2 (dx doh- dH2 Hdp n); 
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permutant deux fois consécutivement, il vient 

«-*($-ΕΚ*)· 

AZ = dp (H + dx + dp2 + dH H2 dp2 + dH h2 dp1 e 

«=<»(§-ι&ή, 
puis 

AZ1 = dp1 (dx +dp1 +dH1 Hd2 n),) 

Δ*, = </p, (h, -h -h C-t- *])> 

"-«·(£,-s,*)· 

Si 1rs Irois paramètres croissent en môme temps, les Δ déiinitifs 
sont la somme des Δ partiels, de telle sorte que les formules fonda-
mentales peuvent s'écrire 

AX = dp (dpw - dH H1 dp1 d) 

+ dp1 (H1 + ds sp+ dH1 Hdp S +dH1 H2 dp2 n) 

-*·(£-5; ■>)· 

AY = dp (dn dp - dH H2 dp2 d d) 

(Ρ) ^H,
+
 *

+|
ji

E+
'gî) 

+ dp1 (dn dp1 - dH1 H2dp2 d), 

AZ = dp1 (dc dp1 - dH1 Hdp c) 

+ rfKH + ̂  + il^;1o + îvç;i) 

+ dp2 (dc dp2 - dH2 Hpn n) 
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28. Transformation de coordonnées en passant d'un trièdre au 
trièdre infiniment voisin. — Nous déduirons ultérieurement les con-
séquences. Il suffira seulement de tirer de ce qui précède les formules 
de transformation pour terminer rétablissement des prémisses de 
notre travail. 

ΑΧ = ο, Αξ = Χ' — Χ, ξ=Χ, 

AY = ο, Αη = Υ' — Υ, η = Υ, 

ΑΖ = ο, Αζ=Ζ'-Ζ, ζ — Z
; 

on trouve, tout calcul fait, 

X' = X- H1 dp1 - Y dH1 H2 dp2 dp1 - dH2 H1 dp1 dpà2 

+ Z dH H1 dp1 - dH1 Hp1 dp1 

Y' = Y - H 2 pd2 - Z dH2 Hp1 dp2 - dH H2dp2 dp 

(q) + X dH §H2 dp1 - d2 H1 H1dp1 dp2 

Z' = Z - H dp - X H1 dH H1 dpi - dH1 Hpdjdf 

+ Y dH2 HGdl dpj - dH H2 dpi dp 
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DEUXIÈME PARTIE. 
APPLICATIONS. 

CHAPITRE IV. 

ÉTUDE DES FAISCEAUX DE DROITES PARALLÈLES AUX NORMALES 

DE LA SURFACE DE RÉFÉRENCE. 

29. Équation de la variation du plan langent à une surface 
élémentaire du faisceau. — Nous étudierons tout d'abord les fais-
ceaux de; droites individuellement parallèles aux normales de la sur-
face de référence (O). 

Le réseau (w, e) sera orthogonal. 
Lorsqu'on suit un chemin sur (O), les droites du faisceau forment 

une surface gauche élémentaire correspondant à la normaliequi a pour 
base la courbe suivant laquelle se déplace O. 

Le plan tangent à cette surface gauche est fonction de la position du 
point de contact sur la droite ainsi que des paramètres du et de. Dési-
gnons par 0 l'angle qu'il fait avec le plan ZOX; soient ξ et η les coor-
données du point où la droite perce le plan XOY et ζ la hauteur du 
point de contact au-dessus de ce plan. Quelle que soit la variation de ζ. 
il est visible que 

tangO = ̂ , 

où Λ Y ctAX ont les valeurs habituelles; donc 

du dxi du - df gvid - dfc + dv fg + fdc vi + dfv dijg + Qjdj 

9 tabg 0 = du (f +6dfu du+ df gdv + dp ) + dv (di gon- dfij -dg gdon) 
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Telle est l'équation de la surface élémentaire; elle remplit analyli-
queinent l'office de la droite auxiliaire dans les théories géométriques 
de M. Mannheim. 

50. Equation des distances focales. — Nous désignerons la droite 
par (N), par M son point d'intersection avec le plan tangent en O; 
toutes les droites (\) constituent un faisceau qui enveloppe deux sur-
faces focales (A) et (B). Soient A et Β les foyers situés sur (N). Kn 
ces points, les plans tangents aux surfaces élémentaires restent invaria-
bles, quels que soient les accroissements du et */»·; on doit donc avoir 

dx du - df dgv - dfdo g+ ducv dv + dub Q df 

f+ dv + df ddf di gfi xi + P dfsdo= dfdsobsq- gfds 

n'iuplnçant ζ pur Ζ et ordonnant, il vient 

Z2 fg D2 -Pgj 

- Z fD df dv - dg fogn) + g D dic du - dugf - dbvbohj 

tu) < +1V+Q/+ ^ti) + l>(s + jfû'ή\ 

+ dxi du - df dgib ) dfdic div- dublldg 

- (f + dxc du + du+ dig+g + dc dv +dg dgobj) =0 

31. Equation des plans principaux. — Si l'on suit certaines 
lignes sur (O), les droites (N) se rangent suivant des surfaces dévo-
loppablcs; le plan toujours tangent est le même tout le long de la gé-
nératrice, sauf à l'arête de rebroussement. 

il y a donc deux plans tangents principaux, tangents aux surfaces 
focales (A) et (B). On obtient leur équation en éliminant ζ entre les 
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trois équations ( ι o), ce qui donne 

' Une'0 [p (ê ~ fk ι) ■+ A'd (/ ■+ £ + ii-Ό] 

+
 u^.[-r(,

 +
 «

+
£ï) 

(·») ι +(
i(/

+
^

+
il.

r
') 

+ fD ( dx du - dfg gdv s ) - fd g( g +dvci +dbiçk)=o 

-Q(œ-^«)-/D(ar+s+7»?)="· 

52. Nous appellerons images principales les courbes qu'il faut 
suivre sur (O) pour que les droites (N) se coupent consécutivement. 

Si Ton suit l'une de» ces courbes, la valeur de tangO doit être indé-
pendante de ζ : donc. 

tango = du du (dxi du - dgi fgiv) + dv (g + dn div+ dg gud = du f + dcx du + d) + dv fiv db- dg dil= d-fdsdmqmnsv lfune 

D'où résulte, en ordonnant, 

, Λ'[{ρ£-»4ίϊ)+/'»(/-^ ;&■>)] 

. I +·'"*[|,(Ϊ+5·|-/Ϊ;0-,}(/+ε+^".Ι 

+ fD (dx dv - fg dfgon ) - gD (du du - df gdvi ) 

' " '<■- ['-> (.» ~M
+

(-
 +
 ê

+
W. »J-

53. Condi lion pour que le faisceau soil formé des nor mules à 
une surface. Théorème sur la transformation des faisceaux. — 

Cherchons dans quelles conditions les droites (i\) peuvent être 1rs 
normales d'une surface. 

Pour que cela ait lieu, il faut que les plans principaux soient reelan-
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gulaires, c'est-à-dire que la somme des termes extrêmes de (12) doit 

être nulle. En remplaçant dans la condition Ρ Q tirées des 
équations (φ), on trouve facilement 

t'4) ®(?P-/lD) = ̂ Q-^D); 

d'où résulte 

P ?-/lD = & 

<3η-*ξΟ = £. 

On peut arriver plus directement : en effet, supposons (jue les 
droites( N) soient normales à des surfaces et soit Ζ le ζ du point où {\ ) 
perce l'une d'entre elles. Il est visible que le ΔΖ de ce point est con-
stamment nul, quels que soient par conséquent du et de. 

Les formules (F) conduisent immédiatement* aux équations trou-
vées ci-dessus. 

La condition (14) permet d'établir une propriété intéressante. Sup-
posons, en effet, que le réseau coordonné soit celui des lignes de cour-
bure de (0), la condition devient 

£(Ρ«>=£(<5ί). 

Or Ρ et Q ne dépendant que de l'image sphérique des lignes de 
courbure, il en résulte : 

Si Γ on considère toutes les surfaces ayant même image sphérique 
de leurs lignes de courbure et que lyon construise par rapport à 
leurs normales des droites ( Ν ) avec les mêmes ξ et η, tous les fais-
ceaux de droites ainsi obtenues sont normaux à des surfaces, si 
l'un d'entre eux jouit de cette propriété. 

54. Surfaces ayant même image sphérique que la surface de 
référence. — Il est logique de chercher comment on peut trouver 
toutes les surfaces ayant même image sphérique que la surface de ré-
férence. 
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Supposons donc (N) normale à l'une de ces surfaces et soit Ζ le ζ in-

stantané de celle-ci. On a d'abord, par rapport aux lignes de courbure, 

E = dz Pdu , n = dL Qdvi 

mais, dans l'espèce, l'équation (i3) doit se réduire à 

du dv = o. 
On doit donc avoir 

(15) dxi du - df gdv d= dx dv - dg fuvi=0 

Substituant les valeurs de ξ et η en tenant compte des équations (s), 
on trouve 

rf'Z _ dZ dV dL dQ 
' du de ~ du Ρ dv dv Qdu ' 

équation qui ne contient que les éléments de l'image sphériquc. On 
peut donc supposer que (O) est la sphère; Ζ représentera alors (a 
distance du centre de la sphère au plan tangent de la surface dérivée 
qui a pour image sphérique de ses lignes de courbure le réseau ortho-
gonal (//, r). 

On déduit sans peine de ce qui précède la propriété suivante : 

Si l'on suppose divers mobiles de masses quelconques décrivant à 
la fois et parallèlement des trajectoires tracées sur des surfaces 
ayant même image sphérique de leurs lignes de courbure, le centre 
de gravité du système se déplace aussi sur une surface de même 
nature. 

55. Autre solution du même problème. — Le même problème 
peut être abordé autrement; en effet, les équations (i5) combinées 
donnent 

ac(ari)=·&(/?). 
Jour η. de Math, (p série), tome V. — Fasc. I, 1891. G 
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d'où résulte que l'on peut poser 

n=dA gdv' E= dA fdu 

Substituant dans l'une des équations (i5), on trouve 

j ν d}k dk df dk dg 
du dv du f dv dv g du 

Il est facile de trouver le sens géométrique de la fonction A. Consi-
dérons une famille de sphères dont les centres soient sur (O) et dont 
les rayons R soient fonction de u et c; calculons les ξ et η de leur 
corde de contact (N), l'équation d'une sphère est 

Χ»+Υ»+Ζ2=1ί2; 

celle de la sphère infiniment voisine est 

X'2 h- Y'2 -4- Ζ'2 — II2 -h 2ΚΔΚ. 

On déduit, après substitution des valeurs (Φ), l'équation 

du(/x + l}Ê) + dv{sy + ̂ )-°· 

D'où résulte, pour définir (N), 

e = - RdR fdu, n= = RdRddv 

On voit que l'on peut écrire 

2A = R2. 
I ) ou cette proposition : 

Étant données deux surfaces ayant même image sphérique, les 
normales de l'une peuvent être considérées comme les cordes de 
contact d'une famille de sphères ayant leurs centres sur l'autre. 
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5(>. Rapprochement avec la théorie des systèmes triplement or-

thogonaux, Systèmes orthogonaux dans lesquels toutes les surfaces 
d'une famille ont même image sphérique, — On remarquera que 
l'équation (17) n'est autre que celle à l'aide de laquelle on obtient une 
surface (S) infiniment voisine de (O) et faisant avec elle partie d'un 
système triplement orthogonal. Cette connexité singulière entre deux 
théories si distinctes conduit à d'intéressants développements; mais 
pour le moment nous ne poursuivrons qu'un cas particulier, celui où 
la surface (S), infiniment voisine de (O), a aussi même image sphé-
rique de ses lignes de courbure. 

Désignant par Ζ dp le ζ de la surface (S) considérée comme ayant 
même image que (O), cette fonction satisfait à l'équation (16); 011 
exprimera que (S) fait partie avec(O) d'un système triple orthogonal 
en écrivant que le segment de la normale à (O) prolongée jusqu'à (S) 
satisfait à l'équation (17). Mais ce segment ne diffère de Ζ dp que 
d'une quantité du second ordre; on doit donc vérifier à la fois (r6) et 
(17) en y substituant Ζ (car dp disparaît). 

On obtient, en retranchant (16) et (17) et tenant compte des équa-
tions de Codazzi, 

(19) gdP dv dZ du = f dQ du dZ dv 

Il convient pour réduire la question d'exprimer f et g en fonction 
de Ζ, Ρ et Q; or on a 

(20) df dv = f dP Qdv, dg du = f dQ Pdu 

d'où résulte avec (19) 
dQ dL 

df Q du dv 
fdv dZ ' 

du 
dP dZ 

dg Ρ dv du 
Jdû ~ dZ ' 

dv 
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mais, en vertu de (16), ceci peut s'écrire 

df fdv = d dv log dµZ Pd , dg gdu = d du log dZ Qdv* 

par conséquent 

f = U dZ Pdu, g = V dZ Qdv 

Substituant dans les équations (20), Ζ s'élimine et il reste 

Q* _ Pl 

du V dv U* 

Il est clair qu'on peut particulariser les paramètres u et ν de l.'lle 
façon que U et V soient égaux à l'unité. On voit alors que la solution 
du problème est donnée par le système d'équations 

d du Q2= d dv P2 

f= dZ Pdu , gh = dZ Qv3 

d2Z du dv = dZ du DP Pdvb+ dZ dv Q dA dui, 

PQ + d du (dQ P du ) + d dv ( dP Q dv) =o 

La première de ces conditions peut s'écrire 

P2 = dq di; Q2 dudo 

Ainsi Limage sphérique des lignes de courbure dc(O) est telle que le 
ί/S2 de la sphère prend la forme 

dS2 = dq di du2 + dq dv dv2 

Lorsqu'on connaîtra sur la sphère un réseau satisfaisant à celle con-
dition, on cherchera l'intégrale de (16) et chaque valeur de Ζ don-
nera une surface (O) répondant à la question. 
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Au point de vue analytique, la solution a été simplifiée autant que 

possible, mais elle peut être éclaircie encore au point de vue géomé-
trique. 

37. Toute surface sur laquelle le clS7 = -f- ^dv* répond 

à la question. — Cherchons à quelles conditions géométriques doit 
satisfaire chacune des surfaces (O) d'une famille (A) pour que : 
i° toutes aient même image sphérique; 2° que (A) fasse partie d'un 
système triplement orthogonal. 

La première des équations (21) peut s'écrire 

dQ _ dV
 m 

Ρ du Qdv' 

mais, comme dans l'espèce on suppose connues les trois équations de 
Codazzi, cela revient à dire que 

_ df_ 
/du gdv' 

par conséquent /2 et g3 sont les dérivées partielles d'une même fonc-
tion. 

Je dis maintenant qu'il résulte de cette condition et des equations 
de Codazzi que 

d dv (fP) = d du (gQ). 

Si l'on développe, en tenant compte de (20), il vient 

&<Q/ + p#)=j&(Q/+P*), 

d'où résulte, en effet, la condition fondamentale. On peut donc poser 
légitimement la seconde et la troisième équation du système (21); la 
quatrième résulte immédiatement de la substitution des valeurs de / 
et g dans une des équations (20). Quant à la cinquième équation, elle 
est supposée vérifiée d'avance, puisqu'on se donne (O). 
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On peut résumer ainsi qu'il suit tout ce qui précède : 

Si le réseau des lignes de courbure d'une surface (O) est tel que 
les coefficients du rfSa soient les dérivées partielles d'une môme 
fonction, on peut déduire de la surface toute une famille (A) fai-
sant partie d'un système triplement orthogonal; toutes les surfaces 
de cette famille ont même image sphérique : le rfSa de la sphère est 
de même forme que celui de chacune des surfaces considérées. 

Dans sa thèse sur les coordonnées curvilignes, M. Darboux a consi-
déré le système composé de trois familles telles que (A) se coupant 
mutuellement à angle droit ; il a trouvé que toutes les surfaces d'une 
même famille sont identiques. Il serait très simple de vérifier ce résul-
tat à l'aide des formules du Chapitre précédent, mais cela nous écarte-
ra it trop de notre sujet. 

58. Si les droites d'un faisceau ont pour images principales sur 
(O) un réseau conjugué, elles sont les cordes de contact d'une fa-
mille de sphères ayant leurs centres sur (O). — Revenons aux for-
mules générales et cherchons dans quelles conditions les images 
principales sur (O) du faisceau de droites (N) forment un réseau 
conjugué. 

Combinant les formules (2) et (i3), il vient simplement 

[/(f - jfc»)-*® - £«)]<">-/#»·>«. 

d'où résulte 

Î(A)=7uSïr>)' 

comme au n° 55. Ainsi : 

Lorsque les images principales d'un faisceau de droites (X) 
forment un réseau conjugué sur la surface de référence (O), les 
droites peuvent être considérées comme les cordes de contact d'une 
famille de sphères ayant leurs centres sur (O). 
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59. Relation entre les plans principaux du faisceau et les images 

principales. — On peut faire encore une remarque qui complète le 
résultat précédent. Lorsqu'on suit une courbe de l'image principale, 
l'équation (9) est vraie, quelle que soit la valeur attribuée à ζ, puisque 
le plan tangent, tout le long de la génératrice, est le même; on peut 
donc écrire 

Λ — /I) du 4- Q dv 
•■"β® = w 

mais la condition (a), qui exprime que les deux directions du, dv, 
du', dv' sont conjuguées, peut s'écrire 

/du' — /D du 4- Q dv _ 
g dv' Vdu — gDdv 

On a donc la relation 

tang0 + fdu gdv' =0 

qui s'exprime géométriquement ainsi : 

Lorsqu'on suit sur (O) une courbe de V image principale du fais-
ceau (\) (quel qu'il soit), le plan tangent à la génératrice Ν est 
perpendiculaire à la droite conjuguée de la direction suivie.. 

Cette proposition coïncide avec cette autre bien connue : le plan 
central d'une normalie contient la direction conjuguée de la base. 

Dans le cas particulier que nous considérons, celui où l'image prin-
eipale de (N) est conjuguée, on voit que les tangentes aux deux 
courbes images sont les normales aux plans principaux du faisceau (N). 
Le théorème énoncé au n° 58 donne l'intégrale de ces faisceaux. 

40. Si les cordes de contact de sphères sont normales à des sur-
faces, celles-ci ont même image spherique que la surface de réfé-
rence. Les normales d'une surface arbitraire sont les cordes de 
contact des sphères ayant leurs centres sur une sphère. — Si les 
cordes de contact d'une famille de sphères sont normales à des sur-
faces, l'image principale doit à la fois être conjuguée et orthogonale; 
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rile coincide donc avec le réseau des lignes de courbure de la surface 
de référence (O); de plus, les surfaces normales à(X) ont méinc image 
spltérique que (O). 

Kn prenant pour variable le quarré du rayon de la sphère ayant son 
centre en O, on obtient immédiatement l'équation différentielle des 
surfaces ayant.même image sphérique (pie (O); c'est ce qui a été fait 
au n° 35. On remarquera que l'emploi de cette variable (le rayon de 
la sphère) conduit à la détermination des droites Ν et qu'il faudrait 
encore faire une quadrature pour obtenir les surfaces normales à (N), 
tandis qu'en prenant pour variable le Ζ d'une surface normale à (N), 
toul se réduit à l'intégration de l'équation (16). 

Il est facile de voir que (i(>) n'est d'ailleurs qu'un cas particulier de 
( ι-). En effet, on peut considérer la sphère comme ayant même image 
sphérique que (O). Dès lors, si Pa et Qa sont les coefficients durfS*, 
rapporté à l'image sphérique de (O), on obtiendra toutes les surfaces 
ayant même image sphérique en intégrant l'équation 

(PS. _ d\ d\* d\ (f(J 
du de (tu V de d\} ψ du 

On voit qu'ici Λ el Ζ peuvent être substitués Γιιιι à faillie. Ceci 
tient à deux choses : 

i° Lorsque des .sphères ont leurs centres sur une sphère, leurs 
cordes de contact sont toujours normales à des surfaces; en effet, 
l'image principale du faisceau (N), étant conjuguée, est forcément 
orthogonale, puisque (O) est sphérique; dès lors les plans principaux 
de ( \) sont rectangulaires. 

'2° Les coordonnées du pied de la droite N sont 

e = - RdR Pdu, n= RdR Qv; (n0 33) Pdu, Qdv 

si l'on prend pour variable le rayon de la sphère, et 

E = dZ Pdu, n=dZ Qdv, (n°34) 

si l'on prend pour variable le Ζ d'une surface normale à (\); on 
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voit donc que 

ΔΖ + R AR = o, 
d'où résulte 

2 Ζ -H Ua 4- C = ο ; 

niais on a supposé le rayon de la sphère égal à l'unité. Si on le dé-
signe par a, on aura généralement 

Ra-f- aaZ = o, 

ou Ζ peut, si l'on veut, désigner la distance du centre de la sphère aux 
plans tangents d'une surface normale à (N) et R le rayon de la sphère 
dont \ est la corde de contact. 

11. Ejcamcn de Véquation unique à laquelle se ramènent tous 
les problèmes précédents. Renvoi aux travaux de M. Moutard. Cas 
où le réseau des lignes de courbure est isométrique. — On peut dire 
que la solution de tous les problèmes dont nous nous sommes occupé 
dans ce Chapitre et dans le précédent (recherche des surfaces ayant 
même image sphérique, des systèmes triplement orthogonaux, des 
sphères dont les cordes de contact sont normales à des surfaces) dé-
pend de l'intégration de l'équation 

Z du dv = A dZ du + B dZ dv 

Il y a donc un intérêt véritable à faire l'étude de cette équation. 
M. Moutard a démontré qu'elle rentrait dans l'une des deux formes 
susceptibles d'intégration explicite et il a donné la marche à suivre 
pour obtenir les intégrales quand on peut les exprimer. La solution 
est formée, dans ce cas, parla somme d'une série de termes contenant 
individuellement deux fonctions arbitraires U et V et leurs dérivées 
successives. Les coefficients A et Β satisfont à une série d'équations de 
condition limitée par le nombre de dérivées que contient l'intégrale. 
La dernière condition est toujours l'équation différentielle du λ de la 
sphère, dont l'intégrale a été trouvée par M. Liouville; toutes les autres 
conditions se déduisent consécutivement et sous forme explicite de la 
dernière. 

Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. I, 1891. 7 
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11 serait fort intéressant d'appliquer cette théorie à la recherche des 
réseaux sphériques orthogonaux pour lesquels l'équation (iG) est 
susceptible d'intégration explicite; mais nous nous bornerons à consi-
dérer le cas où l'on a 

1 ι{§7 = λ8(m, v)(du% U -t- de2 V); 

λ est une fonction de (M) et de (r), U et V sont certaines fonctions de 
u et e. L'équation (17) devient, dans ce cas particulier, 

(PZ _ d\ dZ dZ dl 
dudv X dv du dv λ du ' 

mais si l'on pose 
Ζ == MX, 

on fera disparaître les dérivées premieres de X en écrivant que M est 
égal à λ, alors 

d2X + d2x = djdonv 
X du dv λ du dv À1 du dv °* 

Il vient enfin l'équation 

, ν d>x _ *'(λ) _
 0 XdudV (i) dud, 

42. Intégrale lorsque le réseau sphérique est composé de cercles. 
- Le cas le plus simple est celui 011 

^3Γ.(ί) = °' 
par conséquent, 

1 
Y = I U1 + V1 

On voit facilement que le réseau (u et e) est composé de cercles 
géodésiques et, comme on le suppose tracé sur la sphère, il en résulte 
que l'on a immédiatement l'intégrale des surfaces ayant pour image 
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sphérique un réseau de cercles. Dans ce cas, l'intégrale csl de la 
forme 

x = u + v, 

et Ton voit que les dérivées des fonctions arbitraires n'y figurent pas. 

15. intégrale dans le cas où ne figurent dans son expression 
explicite fjue les dérivées premières des fonctions arbitraires. — 
Le cas qu'il convient de considérer immédiatement après est celui où 
l'intégrale ne contient que les dérivées premières des fonctions arbi-
traires. 

l'osons donc, en supposant d'abord qu'il n'existe pas de fonction ar-
bitraire de c, 

X = AU ■+· BIJ'. 

Substituons dans (22), il vient 

& - ûa) u
 +

 (j™ - ou
 +

 $) u -
 +
 f l> = „ 

Mais celte équation doit être vérifiée quelles que soient U et ses dé-
rivées : donc À et Β doivent vérifier les équations 

</B 
s = "> 

7/77Ï/,· ~ 0» -+- Τ7Γ = °' 

d2 A du dv - QA =0. 

qui se transforincnl de la manière suivante 

» = U„ 

Α = υ·ίϋ: + υ'.' 

<*> ££ «α 



!)2 ALBERT RIDAI'COUR. 

(Test le moment de faire remarquer que l'équation (22) est absolu-

ment symétrique par rapport à X et de telle sorte que la valeur la 

plus générale de λ est donnée par la formule 

Ï = (u· ras+ u) ϋ + υ·ι;'+(v· â-,+ v'·)v+ν·v'' 

et, si l'on prend UIJ, et VV, comme fonctions arbitraires, 

Y = du duf U + U' + du qV + V' 

L'équation (23) donne d'ailleurs 

Q = 2u' v' en-i (1 - en+v)2 

où u et v ne coïncident pas avec les paramètres, obligatoirement; mais 
cette identification peut être toujours être faite, puisque l'on a sup-
posé que les coefficients du dS1 contenaient encore des fonctions de // 
et v mises en évidence. Au demeurant, la valeur la plus générale du λ 
devient 

î = A (u«o+(V"·)+(L<v+vo i±£. 

CIIAPITRK V. 

ÉTUDE DES SURFACES A L'ÀIDE DES COORDONNÉES SPIIÉRIQUES 

IMAGINAIRES. 

44. Équation de la variation du plan langent à une nor malic, 
valeur du dS* d'une surface. — Nous avons établi dans le Chapitre 
précédent que l'on pouvait exprimer à chaque instant les coordon-
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nées ξ, η et ζ d'un point d'une surface (N) à l'aide des dérivées partielles 
d'une même fonction prises par rapport à deux paramètres ueIv défi-
nissant sur la sphère de rayon unité l'image du point Ν de (N). On 
peut déduire de cette proposition une méthode fort simple pour 
l'étude des surfaces, elle a quelques points communs avec le procédé 
imaginé par M. Ossian Bonnet ( Journal de Liouville, 2e série, t. V). 

Choisissons d'abord sur la sphère un réseau orthogonal isométrique 
pour (//, r) tel que 

dSa = "h}{du1 -h dv1 ). 

Désignons par ρ la distance du centre de la sphère au plan tangent 
en \ à (N). Soient ξ et η les coordonnées habituelles de la droite (N), 
soit enfin / la distance d'un point quelconque M de la droite au plan 
mené par le centre de la sphère parallèlement à celui des XY ; la for-
mule (9), qui donne la variation du plan tangent à une surface élé-
mentaire déterminée par du et de, devient ici 

tang 0 = du dcu du - dv du - dv midndlidndmsud sdsq 

Nous avons étudié jusqu'à présent cette formule en particularisant 
le réseau (w, e) qui était généralement celui de l'image sphérique 
de (N); il importe actuellement de rejeter au contraire toute particu-
larisation tenant à (N) et de prendre pour les coordonnées de l'image 
celles qui conduisent aux résultats les plus simples dans l'étude de la 
sphère elle-même. 

Dans cet ordre d'idées, il était naturel de prendre les coordonnées 
symétriques imaginaires, qui, on le sait depuis longtemps, introdui-
sent une grande symétrie dans les calculs. 

Nous avons démontré que 

S —ra*' Tdv> 
posons 

u-hiv = x
9
 u — iv z= y, 

AP JlL-h ' <*p 
\'dx~ ' \*dy~ ' \'dxdj~ ' 
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il vient, après Iransformalion, 

tang0 = iduf dx -db dy) +dv (l + 2c da dx -db dy) 

(Γού résulte immédiatement 

cos0 + isin0 = (l + 2c) du +idc) + 2 db (dsu - idv) 

cos0 - isin0 (l+2c)(du -idv) + 2 da dx (du +idv) 

el, finalement, 

e-2io = dx da dx+ dy (c+ 1/2) 

dx (c+ 1)2 ) + dy db dy 

Telle est la forme remarquable que prend l'équation delà normalie 
à (N) dans ce nouveau système de coordonnées. 

Le e?S2 de (N)se calcule sans diflicullé en additionnant les carrés 
des ΔΧ, ΔΥ, ΔΖ ; on trouve 

'')Τ = Ο + '·<·■) [ 2 χ
ν

 dx* + (ρ -+- 2 c)d.c dy + ι £ dy» j+i^ d.r dv. 

45. Equation des lianes de courbure, des rayons de courbure 
principaux. — Cherchons maintenant les éléments géométriques qui 
définissent la courbure de (X). Nous nous servirons encore de la for-
mule delà normalie, qui à elle seule comprend tous ces résultats. 

Si l'on suit une ligne de courbure de (\), l'angle 0 doit rester le 

même, quelle que soit la hauteur / ou c -h l- : donc 

(24) p-2io = dy dx = dx da dx db dyt dbdy = +- da dx db dy 

(') Soit Ζ la distance de chacun des points d'une surface (B) applicable sur 
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Pour irouver les rayons de courbure principaux, il faut exprimer 
que 0 est, aux centres de courbure principaux, indépendant de dx : dy. 
On a donc 

da dx c+ l2 = c+ l x db dy 

11, Γuη des rayons de courbure, est égal à ρ — /, par conséquent 

IV— 2R(2C + />) + (2C + />)' —4^g£=<>· 

Kxprinions que deux directions déterminées par dx, dy et dx\ dy' 
sont conjuguées; écrivons à cet effet que le plan tangent en Ν à la 
première normalie est le plan central de la seconde, soit 

dx da dx + dy (c + pa )dy 

dx
(^)+

d
4f

dr
'
=0

' 

une sphère, comptée jusqu'à un plan fixe, χ et y désignant toujours les coor-
données symétriques imaginaires; posant 

a= dZ Y2dx, b= dZ Y2dy 

on trouve pour l'équation des lignes de courbure de ( B) en fonction de Ζ préci-
sément la formule (24). Dès 'ors> on Peul énoncer cette proposition : 

Étant donnée une sur/ace (B) applicable sur une sphère, si l'on considère 
en chacun de ses points la distance à un plan fixe, qu'on déforme ensuite {B) 
de manière à la rendre sphérique, chaque point de (B) engainant l'ordonnée 
correspondante, que celle-ci soit prise comme la distance du point de la 
sphère aux plans tangents d'une surface (N), l'image sphérique de (N) est 
formée par le réseau des lignes de courbure de ( B ) mise sous sa forme pri-
mitive. 

L'équation différentielle des surfaces telles que (N) n'est autre chose que la 
relation qui lie le Ζ d'une surface applicable sur la sphère aux éléments indé-
formables de celle-ci. 

On arriverait à un théorème analogue au précédent si, au lieu de la distance 
à un plan, on considérait la distance à un point fixe. 
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d'où résulte, en développant, 

^ dx dit + (c + Ç) (dx df+ dy dx') + ̂  dy dy' = o. 

On remarquera que dans toutes ces formules le λ de la sphère n'est 
nullement particularisé, qu'il peut figurer dans chaque question avec 
ses deux fonctions arbitraires ou sous sa forme la plus simple suivant 
qu'on le jugera plus avantageux. 

Les équations de Codazzi se réduisent ici à la seule relation qui dé-
finit le λ, savoir 

λ·+2^1οβλ' = »· 

46. Equation d'une sphère. — Comme première application, 
cherchons l'équation d'une sphère considérée comme surface à rayons 
de courbure constants ou à lignes de courbure indéterminées; il csl 
manifeste qu'on doit avoir à la fois 

da db 
db ~~ °» dy -

ce qui conduit à 

âs=-
Y
.* = 9

 Y.asW'. 
partant 

p = 2 Y1 dlog dy + Y2 

1 >«Î mémo, on doit avoir 

ρ = 2Χ· -ΤΓ~ + v>: 

il faut remplacer λ2 par sa valeur pour pouvoir identifier. 
Posant 

Y2 = 4 XY ex +Y ( I +69 eY+)2 

nous en tirons 

logY2 dy2 = Y" Y' + Y' 1-ex+Y 1 + ex +Y 
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par conséquent, ρ devient 

/
> =

 2
Υ

)
^; + Υ. +

 2
Υ,Υ'7^-ν· 

Cette équation devant être identique avec sa permutée en X, il 
vient pour ρ la valeur définitive 

— A + Be»-hCg* + Pg»+* 
Ρ i + e

x + v 

Colle expression ne peut pas être transformée de façon à ne contenir 
que λ, puisque les dérivées X' et Y' n'y entrent pas. 

47. Surfaces à étendue minima. — On obtiendra dans notre 
système de coordonnées l'équation différentielle des surfaces à éten-
due minima, en écrivant que le second terme de l'équation donnant 
les rayons de courbure principaux est nul, soit 

2d2 p pdxdy + Y2 =0 

Mais si l'on se reporte aux calculs des η°* 41 et 43, on voit immédia-
lenienl que l'intégrale est 

p = x' + 2 x dx Ydx + 5 + 2x d Ydy 

où -v et 5 désignent les deux fonctions arbitraires, simples fonctions 
de .c et dey seules. On vérifie que les asymptotiques de ces surfaces 
sont rectangulaires. 

Ce r/S2 des surfaces à étendue minima prend la forme 

dS2 = 4Y2 da dxdb dy dy 

d'où résulte ce théorème qui appartient à M. O. Bonnet : 

Les lignes de longueur nulle (pu isotropes) d'une surface à 
étendue minima ont pour images les lignes isotropes de la sphère. 

Journ. de Math. (4e série), tome V. — Fasc. 1,1891. 8 
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Il est facile de voir que les surfaces à étendue minima seules jouis-
sent de cette propriété : en effet, toute surface sur laquelle ceci a lieu 
doit donner naissance à un efS2 où ne figurent que des termes en 
tie dy, c'est-à-dire que (d'après la valeur générale du n° 44) 

(Ρ-*-2*)!; = (ρ+™)^ = η· 

Il est clair qu'il ne faut pas considérer la solution 

dn db 
7Γι~d}-

puisqu'elle donne simplement une sphère»; l'autre facteur donne les 
surfaces à étendue minima. 

Notre but étant principalement d'exposer une méthode générale 
d'investigation, nous supprimerons toute recherche particulière de 
surfaces à étendue minima, bien que la forme de l'intégrale se prête 
facilement aux calculs. 

Il résulte de ce qui précède que l'image sphérique de lout réseau 
isométrique tracé sur une surface à étendue minima est aussi isomé-
trique. En particulier, le réseau des lignes de courbure est isomé-
trique. Tout ceci sera généralisé plus loin. 

48. Equation différentielle d'une famille de surfaces faisant 
partie d'un système triplement orthogonal — L'équation des lignes 
de courbure d'une surface quelconque est tellement simple dans notre 
système de représentation qu'il devient naturel de chercher à former 
l'équation différentielle des familles de surfaces faisant partie d'un 
système triplement orthogonal. 

Soit 
p-J(*,y,J) 

l'équation d'une famille de surfaces dont ζ est le paramètre indivi-
duel; ρ désigne comme d'habitude la distance d'une origine fixe aux 
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plans tangents, χ et y sont les coordonnées imaginaires définissant la 
position de l'image sur la sphère. 

Soient (N) et (N') deux surfaces infiniment voisines, N et N'ies 
points correspondants situes sur une môme trajectoire, soient enfin 
NT et N'T' les tangentes aux lignes de courbure de même système 
passant par Ν et N'. M. Maurice Lévy a fait voir qu'il suffisait d'éta-
blir que les droites NT et N'T' se rencontraient toujours (et seule-
ment pour un système de lignes de courbure) pour trouver la condi-
Iion cherchée. 

11 ne serait pas difficile, dans notre système habituel, d'écrire que 
NT et N'T' se rencontrent, mais il est plus simple d'employer l'arti-
fice suivant : 

Le long de la trajectoire NN' les droites telles que NT forment une 
surface dévcloppable ; dès lors, d'après la théorie des développées des 
courbes gauches, on voit que la variation de l'angle que fait NT avec 
le plan osculatcur de la trajectoire NN' est, le long de cette ligne, 
égale à l'angle de deux plans osculateurs consécutifs. 

Désignons par n' l'image sphérique de N'; on voit que le plan mené 
par le centre de la sphère et Ο Λ' est parallèle au plan osculateur de la 
trajectoire; par conséquent, l'angle de deux plans osculateurs consé-
cutifs mesure la courbure géodésique de Ο η'\ appelons-le dy. Soient β 
l'angle de Oit' avec ΟΧ, 0 l'angle de NT avec ΟΧ, β — 0 est l'angle 
que fait NT avec le plan osculatcur en N de la trajectoire ; on a donc 

Si tlx et dy sont les accroissements de χ et dey lorsqu'on passe de N 
en N', on a, d'après Liouville, 

ί/β — dH = dy. 

dy^dî-i^dx-^-dy). 

On doit donc écrire 

dO = i (dx Ydx - dY Ydy dy) 

mais nous avons fait voir que l'on a pour une direction de ligne de 
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courbure 

= +- da dx db dy 

Il eu résulte immédiatement 

4 i dO = AQ log da dx db dy 

et, par conséquent, 

dx d_ log (Y db dy da dx )- dy log (xinnd deb) - d2 dolog dx - dxez log db dy) =0 

Il faut maiiileuaul exprimer dx
9
dy en fonction de et nous 

parviendrons en écrivant que les ΛΥ et A Y du point \' sont nuls 

J\ = Λξ + Xp - (rfr £ - <ly £ ) (« - /' I : 

d'un autre côté, 

A

' = Αλ(η ( Îtj. '/■«· + 'j-
y

 <fy) (β + />) + A ̂  -H- ) r/.-

+ y (da dx + c2dx dob) dx + (db dy + c dy voll) dy. 

ce qui donne 

Y = (C+P 2) (dx + dy ) + da dx + dy + (du dz + dy) dz =0 

On trouve de même 

Iu du = - (c+P/3) (dx + dy + du dx di- db dy dy +(da dz - db dz) de=0 
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et, par conséquent, 

'g.dv + (c + ty<i
r

 + £d; = ο, 

{c+^)dx + '^dy + f.dz = o. 

Kliininant de, dy, dz, il vient l'équation symbolique 

d dx log (Y db dv da dx d dy log (db dy Y da dx ) - d dz log da dx db dy 

da dx (c+ P2 da dz dc+ P 3 db dy db dz 

pii exprime la condition cherchée; 011 voit qu'elle est du troisième 
»rdre, ainsi que l'avait établi M. Ossian Bonnet. 

40. Système triplement orthogonal dans lequel une famille de 
surfaces est formée de surfaces à étendue minima. — Si l'on veut 
traiter des cas particuliers, il faut naturellement chercher à annuler le 
plus de termes qu'il sera possible du déterminant. Dans cet ordre 
d'idées, on est conduit à examiner le cas ou 

c + *= o. 

La famille de surfaces ne doit comprendre que des surfaces à étendue 
minima. Si l'on met le r/S2 de la sphère sous sa forme la plus simple 

alors 
ds2 = d-d (x-y)2 dxfdy ; 

p = y
+

Y'_
2

!2L±I> 

- 4 g = χ-(*+/>·, 

- 4g = Y'(* + /)'· 
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Désignant par la dérivée de X prise /* fois par rapport à ./· et ρ 
lois par rapport à z, l'équation de condition devient 

X - 2 X1 x+y + 2 X1 +Y1 (x + y )2 dV 4 x+y Xiu 

- [ v ;- S) -Φ- Ρ) - »· 

qui doit cire vérifiée quels que soient ./· et v. 

ΓίΟ. Retour à la théorie des sur f aces sur lesquelles 

d>* = (!f- du1 -f- (-f- de-, 

pai' rapport aux lignes de courbure. — On est aussi conduit à consi-
dérer le cas où 

da d dz log da dr db dy =0 

(Test celui que nous avons étudié au n" mais il n'y a pas intérêt à 
traiter la question de nouveau. 

Ueiiiarquons, à propos de ces surfaces intéressantes, qu'il est 1111 cas 
assez étendu où leur détermination devient plus simple; c'est celui 
où le f/S2 peut s'écrire à la fois 

dS = do du du2 + do dy dv2 = Y2 (du U + dv2 V). 

Il en résulte 
r τ (ii\ (fî· λ · 

Te = du ' 

c'est-à-dire que Ton doit avoir 

l = V(f\rdi· + fudu); 

λ doil donc être fonction de la somme de deux fonctions de u et c 
seules. 
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Réciproquement, le λ étant sous la forme 

dS2 = F(U+V) (du2 U1+dv2 V1) 

on peut toujours le mettre sous la forme 

dS2 = do dU1 +dU2 +do dv2 dV22 

ICn ettet, si l'on pose 

F(lI + V)U, = ̂ U'
a

, 

F(u + V)V
1
 = ̂ v;

I 

ces équations seront possibles, si Ton peut avoir 

u;u' _ v;v 
t, - v, * 

en clioisissant convenablement L"'
a
 et V'

a
, ce qui si; vérifie. 

On voit par cette remarque que les surfaces du second degré, celles 
dont les lignes de courbure sont des cercles géodésiques, peuvent faire 
partie d un système triplement orthogonal où toutes les surfaces de la 
même famille ont même image sphérique. 

On sait qu'à toute surface dont le réseau des lignes de courbure est 
isotherme correspond une autre surface jouissant de la même pro-
priété, les λ des deux surfaces étant réciproques. Cette transforma-
lion, laissant toujours le λ fonction de U -+- V quand il Test tout 
d'abord, transforme les surfaces dont nous nous occupons en d'autres 
surfaces de la même espèce. 

.%!. Étant donné un réseau sphérique par rapport auquel 

r/Ss = ̂  du2 -+- de1, 

ou connaît deux surfaces l'admettant pour image sphérique. De 
toute surf ace qui l'admet pour image on déduit, à l'aide de quadra-
tures, une autre surface jouissant de la même propriété. — Ajou-
tons enfin que l'équation des surfaces ayant même image sphérique 
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qu'une de nos surfaces, pouvant s'écrire 

2 d2Z du dz = d2q du dv ( dZ du dx du + dZ dv dq dv) 

il suflil d'égaler Ζ a ο pour avoir une solution du problème; mais celle 
valeur de Ζ conduit à trouver une surface sur laquelle le (/S8 a la 
forme voulue; dès lore on doit trouver immédiatement une seconde 
sol ni ion du problème. 

< leci se vérifie d'une façon fort intéressante. Nous pouvons iiiuné-
dialenieiil former le ^/S8 de la surface correspondant à la valeur Ζ = ο, 
car ou a 

AX - [I>Z +
 Tu (ïï3T<) ̂  ττ· ΓΠ7Γ·] 

= du d 2 ud du (q2 + dq du + dq dv )= du dln dZ du 

AY = dv QZ + d dv (dZ Qdv) + dQ Pdu dZ Pdu 

dv 3 dq dv d dv (q2 + dq du + dq dv ) = dv 3 dq dv dl dv, 

puisque l>a et Q8 sont égaux à ̂  el Ζ étant égal à φ. Mais, d'après 

la théorie même des surfaces en question, on sait que, si l'on pose 

Z = q2 +dq du +dq dv, 

V désignant une nouvelle fonction de a et de y. 

dZ du 2 dq 4 du dq = du du, (dZ dv 4 dqu d;j4 dcv 
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Kgalanl les deux valeurs qui en résultent pour » vient 

2 dZ du dv (dZ du dq du - dZ dv dq dv) = d2q du dv 5 dZ du)2 dq du )2 - (dZ dv )2 dq du dq dv)2 

Or, si Ton supprime le facteur commun, qui ne peut être nul que 
dans le cas très particulier où 

q2 + dq du + dq dv = F (q) 

il reste» 

2 d2Z du dv = d2q du dv (dZ du Dq du + dZ dv didq dv 

On voit que la quantité φ3-h ̂  -+- ̂
csii auss

i solution de l'équa-

lion 0^)· Remplaçant Ζ par cette valeur dans la formule précédente, 
on trouve l'équation différentielle qui détermine φ ; elle coïncide d'ail-
leurs avec celle que l'on obtient directement en remplaçant Ρ et Q par 
leurs valeurs en φ dans la première des équations de Codazzi. 

Donc : Toules les fois qu'on a tracé sur la sphère un réseau or-
thogonal tel que les coefficients du d§2 soient les différentielles 
partielles d'une même fonction, on a sans quadratures deux sur-
faces dont ce réseau est l'image. 

D'ailleurs, dans le cas général, si Ζ est solution de (16), le dS* de la 
surface correspondante peut s'écrire 

du2 dq du d(du Z q+ dZ du + dZ dv) - 10 dZ Diu dqu d du q23 +dq +d qon) 

dv2 dq dv dv (Z q + dZ du + dE dv )- 1/2 dZ dv dq dv dv (q2+ dq du +dq dv) 

Journ. de Sfalh. (4* série), tome V. — Fasc. I, 1891. 9 
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mais, d'après les résultats dun0 56, on voit que, si ζ désigne en chaque 
point la distance de la surface à celle qui lui est infiniment voisine dans 
le système triplement orthogonal, on a 

rfZ 

ds = du (Zq+dZ+dZ) - i du du (q2+dq+dq) 
du 

et l'équation symétrique; de telle sorte que par une simple quadrature 
on trouvera ζ. 

CHAPITRE VI. 

ÉTUDE DES DÉVELOPPÉES MOYENNES. 

52. Départ entre les propriétés indéformables et celles qui tien-
nent à la représentation sphérique. — On voit par ce qui précède 
combien la notion de la représentation sphérique des surfaces est fé-
conde; nous n'avons pas encore terminé la revue des propriétés géné-
rales des surfaces qui en dérivent, et l'on verra dans le courant de ce 
travail s'accentuer plus encore l'importance de l'idée de Gauss relative 
au départ entre les propriétés indéformables (si l'on peut ainsi dési-
gner celles qui tiennent aux éléments indéformables) et celles de 
l'image sphérique. Ce Chapitre sera consacré à l'étude des dévelop-
pées moyennes des surfaces dont la notion se rattache directement 
à la représentation sphérique. 

55. Transformation des surfaces, les plans tangents restant pa-
rallèles, fonction géométrique invariante. — Prenons pour réseau 
(w, v) celui des lignes de courbure de la surface de référence (()) et 
considérons encore un faisceau de droites (N) parallèles aux normales 
de (O). Soit Ζ la distance au plan tangent en Ο du point situé sur IV 
à égale distance des foyers de cette droite, la formule (ι i) donne 

- 2Z = f+g+p(de+qdvn) + 1(dn + Pdv E). 
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Considérons maintenant, d'une part le plan perpendiculaire & OZ 
et également distant des centres de courbure de(O), et d'autre partie 
plan moyen du faisceau des droites (N), que nous définirons le plan 
perpendiculaire à Ν et à égale distance des foyers de cette droite; soit 
ζ la distance de ces deux plans moyens : la formule précédente donne 

(25) - 2E= 1/p (dq du + dP Qdvn) + 1 Q (dn dv + dQ Pvidl) 

( )r l'on remarquera que cette équation ne contient ni / ni g. 
Faisons correspondre au faisceau (N) dérivé de (O) un faisceau 

( i\ ) dérivé de la même manière de la sphère de rayon unité, c'est-
à-dire construisons avec les mêmes ξ et η une droite N' dérivée de la 
normale à la sphère, en prenant pour réseau (tf, v) l'image sphérique 
de celui des lignes de courbure de (O), et la droite N dérivée de la 
normale à (O), comme il a été dit plus haut. Il est clair, d'après la for-
mule (2 >), que la valeur du ζ est la même dans les deux cas. Or les 
lignes de courbure et leur image sphérique n'entrent ici que pour la 
forme, car le ζ relatif au faisceau (N') est manifestement indépendant 
du réseau orthogonal particulier qui nous a permis de trouver sa 
valeur. 

On peut donc énoncer la propriété suivante : 

Soient deux surfaces (O) et (O') que l'on fait correspondre par 
parallélisme de leurs plans tangents et deux faisceaux de droites 
(ΊΝ") et (N ) associés aux normales de (O) et de (O') de telle façon 
que chaque couple soit à chaque instant supcrposable et parallèle 
à l'autre couple : la distance des deux plans moyens de chaque 
couple est la même. 

La démonstration résulte de ce qui précède et si l'on prend comme 
intermédiaire à (O) et (O') la sphère de rayon unité. 

54. Cas de deux faisceaux symétriques par rapport aux points 
de la surface de référence. — Supposons en particulier que (O) et 
(O') coïncident, mais que les droites (N) et (N'), au lieu de coïncider, 
soient symétriques par rapport à l'origine O; il faut dans ce cas 
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changer les signes de ξ et η dans l'équation : donc les ζ sont égaux et 
de signes contraires, pour les deux faisceaux. On déduit sans peine de 
cette remarque la propriété suivante : 

Si deux faisceaux de droites (N) et (N') sont parallèles aux nor-
males d'une surf ace (Ο) et symétriques par rapport à celles-ci, 
que Von joigne entre eux les points milieux des segments focaux, 
la droite ainsi obtenue rencontre la normale de (O) en un point 
situé à égale distance des centres de courbure principaux. 

55. Développée moyenne d'une surface et développante. Défi-
nitions. On connaît toutes les surfaces ayant même développée 
moyenne qu'une surface donnée. — Les considérations précédentes 
nous amènent à faire l'étude de la surface (D) qui a pour plans tan-
gents les plans moyens des normales d'une surface donnée (O). Nous 
dirons que (D) est la développée moyenne de (O) et, par abréviation, 
nous dirons que (O) est la développante de (D). 

S'il y a quelque analogie entre le lieu des centres de courbure prin-
cipaux d'une surface et la première développée d'une courbe plane, on 
accordera qu'elle ne se poursuit guère analytiqucmenl. lin revanche, 
il existe une similitude très étroite entre la seconde développée d'une 
courbe plane et ce que nous définissons la développée moyenne d'une 
surface. 

Cherchons quelles sont les surfaces ayant même développée moyenne 
que la surface de référence. Il est clair qu'on a 

1 P (dq du + dP Qdv n ) 1 Q ( dn dv + dQ Pdv )=0 

Mais il faut exprimer que les $ et η correspondent aux normales d'une 
surface, c'est-à-dire que 

E= dZ Pdu, n=dZ qdv; 

la condition devient 

d dv (P Q dZ dv) + d du (Q dZ P du )=0 
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Or, si l'on cherchait quelles sont les surfaces ayant même développée 
moyenne que la sphère de rayon unité, en considérant comme réseau 
<lc ses lignes de courbure celui des (M), (P), on trouverait manifeste-
ment l'équation précédente. Donc la solution du problème général ne 
depend que du cas relatif à la sphère; mais dans ce cas le problème n'a 
aucun lien qui le rattache aux lignes de courbure : on peut donc sup-
poser celles-ci isométriques, ce qui donne l'équation intégrable immé-
diatement 

tPL d*Z 
du* dv* °* 

De ceci résulte qu'ow peut construire toutes 1RS surfaces ayant 
même développée moyenne qu'une surface donnée. 

56. Intégrale à l'aide des coordonnées imaginaires sphériques 
des surfaces ayant même développée moyenne qu'une surface 
donnée. — Le système des coordonnées sphériques étudié dans le 
Chapitre précédent prend ici une importance capitale. Si \\t et IL dé-
signent les rayons de courbure d'une surface dont l'équation est 

p=f(x,y), 
nous avons vu que 

H, -h R, 2 d*p 
-i X* dx dy P' 

Si l'on désigne par l la distance de l'origine au plan moyen, 

/ — _ 1 d*P 
X* dxdy 

Veut-on exprimer que deux surfaces ont même développée moyenne, 
ρ et/), désignant les distances du centre de la sphère à leurs plans tan-
gents, 011 doit avoir 

id}px 2 d*p 
X*dxdy X* dxdy} 

u où resuite 
p% =p -+- X H- Y. 

Telle est l'intégrale explicite du problème, dont l'existence avait été 
établie au numéro précédent. 
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57. On obtient par deux quadratures les développantes d'une 
surface donnée. — Cherchons maintenant les surfaces qui ont pour 
développée moyenne une surface donnée; soit />, la distance de l'ori-
gine aux plans tangents de la développante, il faut poser 

dn dx dy+ Y2 2f (x,y)=0 

Mais, λ étant une simple fonction de χ et de y y l'équation précédente 
peut toujours s'intégrer. Ainsi : 

On obtient les développantes d'une surface donnée par deux qua-
dratures, lorsque l'équation de la surface est résolue par rapport 
à ρ

y
 distance d 'une origine fixe à ses plans tangents. 

Ο théorème, d'une extrême simplicité, justifie ce que nous avons 
annoncé touchant l'analogie qui existe entre les développées moyennes 
des surfaces et les développées secondes des courhes planes. Quand 
on met l'équation d'une courhe plane sous la forme 

/>=/( 0), 

où 0 est l'angle de la normale avec une direction fixe, on trouve pour 
l'équation de la développante du second ordre 

d2p do2 + f(o)=0 

dont l'intégrale s'obtient par deux quadratures. 

58. Développantes d'une sphère. Lignes de courbure. — Passons 
en revue quelques surfaces dont les développées moyennes sont 
simples. Supposons le λ de la sphère pris sous la forme 

Y = 2i x+y 

Κ Cherchons la développante d'une sphère de rayon -· En prenant le 
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centre de celle-ci pour origine, il vient pour l'équation du problème 

d*p Κ. 
dxdy 1 

dont Γ intégrale est 

ρ — — Κ. log(x* +/)+Χ+Y. 

On peut profiter de l'indétermination de X et Y pour trouver cer-
taines développantes dont les lignes de courbure s'intègrent. Formons 

~ et ~ (n° 45), il vient 

-4 da dx= [X " (x +y ) + X' X"] -K - XW'X3 

~'ι|; = [ν
/
^(

Λ
·+/)->-^] ~

K-ψ· 

Supposons d'abord 

X" X'2 + K = Y'2 Y2 =0 

d'où résulte 

1 X' = x+!C K , 1 Y' = y+D K 

on trouve alors 

1+ da dx=K (y-C)2 (x+C)2, 4 db dy = K (x-D)2 (y +D)2, 

/>=-K.|og(
g+

%y|
D)

+M· 

L'équation des lignes de courbure devient 

dy dx 
0—C)(/ + l>) (,T-D)(.r + C) °' 

dont les intégrales sont 

(K--C)(A·- D) _ . (y — C)(#-T-C) __ 13 

(Y + DH^ + C)-*' (y + D)(*-B) 
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On a pour les rayons de courbure principaux, en général, 

R, + R,=
 3

(2c+p), (R,_R
a
y=,G^^. 

d'où résulte, dans l'espèce, 

R1 +R3 = 2M-K -2Klog x+y (x+C)(y+D) 

R1 - R2= K(y-C) (x-D) (x+C) (y+D) 

On voit que le long des lignes de courbure d'un même système la 
différence des rayons de courbure principaux est constante, mais 
comme la somme ne l'est pas, les surfaces trouvées ne sont pas de ré-
volution. 

59. Développantes d'un point. Correspondance sur la sphère de 
deux points, les aires décrites étant égales. — Coin me second cas, 
plus particulier encore, supposons que Κ soit nul, cest-à-dire cher-
chons les surfaces dont tous les plans moyens passent par un point 
fixe. On a 

/> = X +Y. 

L'équation quadratique des lignes de courbure devient 

dx2 [2X'+X" (x+y)] = dy2 [2Y' + Y" (x+y)], 

et, si l'on suppose 

X = -C x, Y = -D y' 

l'intégrale est 

\f:M"*· 

La surface n'est pas non plus de révolution; ses normales jouissent 
d'une propriété géométrique simple. Si l'on décrit une sphère de rayon 
quelconque ayant pour centre l'origine, chacune des normales à la sur-
face considérée rencontre la sphère en deux points ; ceux-ci décrivent 
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«les con lours conjugués qui, s'ils sont fermés, embrassent des aires 
spliériqucH égales. 

(>0. Développantes des surfaces à étendue minima. Lignes de 
courbure. — Cherchons maintenant les développantes des surfaces à 
étendue minima; on a, pour ces dernières, 

p=X' + Y' - 2 X +Y (x+y) 

dès lors l'équation différentielle de la développante est 

d2p dxdy - 2 (X' + Y') + 4 (X+Y) =0 dx dy (x+y)2 c(x+y) 

et l'on trouve pour intégrale 

t — __ ) ι ν ι γ 
>. . (.r-t-r) ' " 

où et Y, sont les deux fonctions arbitraires de la développante, 
l/équation des lignes de courbure est 

,ix>\X'-*X, - X',(.f +y)|=rf/HY'—ÎY; - r,(* +y)]. 

Première hypothèse : 
χ·, = γ; = ο. 

Les lignes de courbure sont données par la formule 

f djcs/X" - 2Λ ± jdy\IY"— aB := o. 

Deuxième hypothèse : 

χ"-χ'.-έ(χ»=°· 

Y'-Y·,-J (Y»=„· 
Journ. de Math. (4* série), tome VII.— Fasc. I, 1891. IO 
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( )n trouve les intégrales 

X1 = X+Ax +B , x µY1 =Y+Cy D y 

P 3 =- (X+Y) x+y + X+Ax+B x+ Y + §Cy D y 

et, pour les lignes de courbure 

J "V?
 ±

J ^yyfy-"· 

Supposons enfin 

Troisième hypothèse : 
ν-2\; = κχ;, 

V"-2Y',-KY;. 

Les ligues de courbure ont pour intégrale 

y(£rv\; ± / ί<χνΥ, = <»· 

Gl. Surfaces réciproques, Vune étant la développée moyen m 
de l'autre. intégrale particulière. — Nous dirons que deux surfaces 
sonl réciproques si l'une est la développée moyenne de l'autre. L'équa-
tion diflercnlicllc de ces surfaces peut s'écrire 

p= 7 X2 d2 dxdy (1 X2 d2p dx dy), 

que l'on peut mettre sous la forme 

r> ifh- (f· ττ,η + ρ) ~ <r« ÊL· + v)r:i "· 

et l'on voit clairement que les surfaces à étendue minima répondent à 
la question. De même, les surfaces définies par l'équation 

2d2p I2dx dy -P=0 
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soul réciproques de leurs développées moyennes. L'équation générale 
étant du quatrième ordre et linéaire, si l'on avait l'intégrale de celle 
(|ui précède, il suffirait de l'ajouter à celle des surfaces à étendue mi-
nima pour avoir la solution complète. On obtient pourtant la réduc-
tion du problème au second ordre, soit directement, d'après cette 
remarque, soit en effectuant une première intégration, qui amène 

d2 du d2p dxdy - p = X' 1+ Y'10 +2 X 1 dY Yfvi+2 duc 

puis posant 

p= N - 1/2 (X'1 + Y' ) - X dt di-Y dx uin 

il reste, comme il était annoncé, 

2d2 X Y2dxdy -X=0 

I/intégrale de celte équation n'est pas exprimable explicitement dans 
sa généralité, mais on peut en trouver une intégrale particulière avec 
des constantes arbitraires. Prenons, en effet, le λ sous sa forme la plus 
simple et posons 

./-f->' = Z, χ — y — t\ 
il vient alors 

d*X λ* v _ tPX ci'X 2X __ 
dxdy 2 ~~ dV- dp + Z» ~~ 0* 

cPX (Cherchons les valeurs pour lesquelles est identiquement nul, 
c'est-à-dire de la forme 

\ = Z,/ + Z2, 

où Z, et Z
2
 représentent deux fonctions de Ζ soul, qui sont manifeste-

ment racines de l'équation 

X dZ2+ 2 X Z2 =0 
dont 1 intégrale est 

X = e* cos γ/Z H- Ν sin ^5 . 
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On dcduit facilement de ce qui précède l'intégrale particulière sui-
vante de l'équation des surfaces réciproques 

p = jU+y)\ ,-os^/(x+/)[A(.i,· -y)+ B| 

++/)[< X* -/)+D|j-» + Y-t-V. 

et l'on sait qu'on ne peut écrire explicitement l'intégrale générale. 

1)2. intégrale des surfaces identiques à leurs développées 
moyennes. — On peut manifestement chercher, à propos des dévelop-
pées moyennes, des propriétés analogues à celles dont M. Puiseux s'est 
occupé relativement aux développées successives des courbes planes. 
Demandons-nous, par exemple, quelles sont les surfaces identiques à 
leurs développées moyennes. 

Soient (N) el (D) deux de ces surfaces; si l'on choisit deux origines 
convenables Ο et ()', il est clair que les distances respectives de ces 
points aux plans tangents à( \) el (I)) doivent cire toujours égales. 
Or le ρ d'une sphère réduite au point (V peut être supposé égal à 

_ Κ 
Ρ ~~ (·'' + /) ' 

De telle sorte que l'équation différentielle cherchée est 

p+2d2 Y2dx du+ Y (x+y) =0 

Il suffirai de trouver une solution particulière pour ramener le pro-
blème à la recherche des surfaces à étendue minima. Cherchons les 
valeurs de ρ qui sont simplement fonction de Ζ =(./; -Hy); dans celte 
hypothèse, 

p- Z 2 d2 dZ +K Z =0 

On satisfait à celle équation au moyen de l'expression 

fi = .\'£*+ γ, 



THÉORIE GÉNÉRALE DES SURFACES COL'HUES. 77 
οίι Λ el Β sont des fonctions de Ζ déterminées par les équations 

Z2 dA dZ + 1 Z dB dZ=0 

-2 Z dADZ + 1 Z2 dZ dB +2K Z3 =0 

que l'on vérifiera en posant 
. λ Κ 

~ ~ 9 V' 

lt = - ?KlogZ. 

< >11 a donc la solution particulière 

/' = ",] (JTJ-) ~ ï (7^V)lo«<·4· +^>' 

d'où se déduit l'intégrale générale 

p= -2/3 K (x+y) [1/3 + log (x+y) ] + X' + Y' -2 (nos(x+y) 

O'u peut, par un simple transport de l'origine, réduire cette équation 
à la forme 

P=— -r~——; +/) 4- Y' — 2 7^-—-; · r o(.v-+-y) ov J 7 (.r-+y) 

( >u trouve pour l'équation des ligues de courbure 

dx2 [k x+y +3 N"3] = dy2[dkio(x+y)2 + 3Y" 2 

<|iii s'intègre si .Y" et Y'" sont nuls; dans ce cas on trouve aussi les 
asymptotiques, car leur équation est 

dx2 [ k )dxi+y 3c 2] + dxdy 63 K (x+y)+dy [ kx+y) =0 

1)3. La cyclide de Dupin et sa développée moyenne oui même 
image sphèrique. — Nous pourrions chercher aussi des exemples 
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dans lesquels nous ferions entrer en ligne de compte la courbure 
des développées moyennes, mais pour ne pas allonger ee Chapitre 
nous nous bornerons à faire l'étude de la développée moyenne d'une 
eyehde. 

Si l'on prend pour réseau coordonné celui des lignes rie courbure, 
ou a (O. BONNET, Mémoires sur la théorie des surfaces applicables 
sur une surface donnée, p. 120) 

f = U _u -r, g=BNkool 

P= vU u -v' Q = uV u-V 

Le ζ de la développée moyenne est donné par la formule 

e= 12 2 uxU- 1 du2d 

^ 211 »* Y ^ 2 Ι·- \ 

On en déduit iinmédiatcment 

dq dv - ds fdu n = dx= du -djo dgdfo,nd=0 

Donc la développée moyenne d'une cyclide a même image sphe-
rique qu'elle. 

CHAPITKK VII. 

GENERALISATION 1)U THÉORÈME DE GAUSS CONCERNANT LE PRODUIT 

DES RATONS DE COURBURE PRINCIPAUX. 

64. E.i •emple de propriété des faisceaux, persistant quelle que 
soit la forme de la surface de référence. — Nous avons étudié dans 
les Chapitres précédents une série de propriétés se rapportant toutes à 
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la transformation sphérique. 11 convient à présent de mettre en évi-
dente les propriétés du faisceau des droites parallèles aux normales de 
la surface' de référence qui persistent, quelle que soit la forme de 
celle-ci. 

Déjà nous avons trouvé l'une des propriétés en question au il" 38. 
l/équation de condition qui exprime que les images principales du 
faisceau ( \) sont conjuguées sur (O) étant 

d2 dv (fc) = d du (gn) 

ou voit qu'elle ne contient ni P, ni Q, ni D; donc on peut défor-
mer (O) comme on voudra : si chacun des plans tangents entraîne 
dans la déformation la droite (i\) qui le traverse, le faisceau ( \ ) 
aura toujours ses images principales conjuguées sur (O). 

Nous avons fail voir que dans ce cas l'intégrale du problème est tou-
jours connue, puisque les droites (N) sont les cordes de contact d'une 
famille de sphères. 

(>5. Dans un faisceau de droites parallèles aux normales de ta 
surface de référence, le produit des distances focales ne dépend 
pas de fa forme de celte surface. — L'équation (ι i) conduit à une 
proposition très importante dans l'ordre d'idées où nous nous plaçons. 
Z, el Z., désignant les distances des foyers du faisceau (\) au plan 
langent en (O ), on a 

o = - -/g !>') + (/- '£ + £ η) (g + £ ή 

— ( — ÉL ΐΛ ί^ι _ I!jl - \ 
\du χ de V \fh' filu y' 

on, en teuant compte des équations (o), 

Z1Z2 [d dv (df fdv ) + dvu (dg fdu ) 

= (/ + ι) U' + ') 
-dx du -d fgcu) (du dv - dg fdu n) 
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expression qui ne coiilienL que f cl g; ainsi : Quelle que soit la forme 
de (O), le produit des distances focales du faisceau (X) est con-
stant. (Kn désignant, pour abréger, par distance focale la distance 
d'un foyer au plan tancent.) 

<]e théorème est une généralisation du célèbre théorème de ( iauss 
sur l'invariabilité du produit des rayons de courbure principaux, lors-
qu'on déforme la surface; il suffit en effet d'annuler? et η dans l'équa-
tion précédente pour avoir la valeur du produit des rayons de cour-
bure principaux de(O), puisque le faisceau ( Ν ) coincide avec relui 
«les normales à (O). 

(>(). Application du théorème précèdent. La somme algébrique 
des aires correspondantes des deux nappes d'une enveloppe de 
sphères reste constante quelle que soil la forme de la surface 
Heu des centres. — Arrêtons-nous un moment à déduire des eonsé-
«picnces géométriques de la proposition que nous venons d'établir. 

Supposons que les droites (X) soient les cordes de contact d une 
famille de spheres ayant leurs centres sur (O); alors, si 11 désigne \c 
rayon de la sphère ayant son centre au point ( n, e), posant 

Κ* = - 2Z, 
011 peut écrire 

E= dL fdsu, n=dL gdy, C2 = -2 - (dZ fdu )2 - (dZ gdy)2 

mais, pour simplifier les formules, prenons pour (//), (V) un réseau 
isométrique, et enfin passons aux coordonnées symétriques imagi-
naires; «m adoptant les mêmes notations qu'au n° 44, il vient 

Y+ d& du+ dY Ydu cy=Y Y (1+ 2c -de dx - db dy) 

x + ?7^m," = xv + ,"c + di+ry} 

dv du - dy Ydu n= dxi du - dy vl= iY (dudi- dybdy 



THÉORIE GÉNÉRALE DES SURFACES COURBES. 8l 

De là résulte, pour le produit Z,Z
a
, la valeur remarquable 

4Z1Z2 d2 log Y da db 
~~ λ4 dxdy 2C> ^dxdy 

(Considérons maintenant les deux nappes (M) et (M') de l'enve-
loppe de sphères, soit ζ l'ordonnée commune aux deux points M et M', 
et i l'angle de OM ou de OM' avec la normale à (O); si rf(M) et 
//(M') sont les éléments des aires des surfaces enveloppes correspon-
dant à un élément rf(O) de la surface de référence, on a, d'après un 
théorème de Gauss, 

cos/rf(M) = |g(Z, + î)(Z
ï
 + î), 

cosi«i(M') = (Ζ, — ζ) ( Z
a
 — ζ), 

de telle sorte que 

cosi d(M) M + d(M') 2 = d(O) R1 R2 (Z1Z2j+c) 

d'où résulte, après substitution, 

cosi d(M) + d(M') 2 

=i (dx2 - dy- 4 ) d(4 Cd2log Y dxdy - Y 2 [(I +2 Ck)2 4da dxc db dy) 

On voit que cos2f est égal au quotient de ζ* par — 2Ζ ; par consé-
quent, si l'on déforme la surface des centres, d(M) -h d(M') ne varie 
pas; d'où résulte cette proposition ; 

(Jue l'on trace deux contours conjugués fermés, sur les deux 
nappes (M) et (M') d'une enveloppe de sphères dont les centres sont 
rangés sur une surface (O) et compris à l'intérieur d'un certain 
contour fermé; on peut déformer la portion de surface (O) com-
prise à ïintérieur du contour sans que la somme des aires des con-
tours (M) et (M') varie, pourvu que chaque point de (O) entraine 
avec lui la sphère dont il est le centre. 

Journ. de Math. (p scrie). tome VII. — Faso. I, 891. I I 
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67. Théorème sur la somme des volumes des deux nappes d'une 
enveloppe de sphères. — On peut également déduire de ce qui pré-
cède un théorème sur le volume des enveloppes de sphères. Nous ap-
pellerons volume de la nappe (M) correspondant à un certain contour 
fermé tracé sur cette surface le solide limité à la portion de (M) coin-
prise dans le contour et à la portion correspondante de la surface des 
centres (O), ainsi qu'à la surface gauche lieu des normalesà (M) tout 
le long du contour; soit dV ce volume. 

Considérons la famille des surfaces parallèles à (M) : elle décompo-
sera le volume en question suivant une série de prismes infinitésimaux 
dont la mesure est facile. 

Soit R' la distance de Ο à l'une des surfaces parallèles à (M), posons 

R'=R-K, 

où Κ est la distance de cette surface à (M); si l'on écrit 

A = dR U-dx, B = dB Y 2dy C = d2rr duyb 

il vient 
_ ζ" K>(, - 4λ2ΑΒ) -h 2K [R + 2λ·(Α/>+ Ma)\, 

a' = α H- K.A, b'= b-h K.R, 

da dx = da dx+ K da dxc, db' dy = db dty9 k dbdlmi 

c = c H- ΚC. 

Mais si l'on décrit des sphères ayant leurs centres sur (O) et dont le 
rayon soit égala R', elles envelopperont manifestement deux surfaces 
parallèles à (M) et (M'); soient d(M,) et les éléments de ces 
surfaces correspondant aux éléments </(M) et rf(M'), on obtient im-
médiatement 

-cosi d(M1) + d(M'1) 2 

=
 K>(, - i'A'AIS) - 2K[Il + ■>.λ*(Λ/; +- li«,|: 

- λί(·+»e-+&· (f+Kf) (f+κ f )> 
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ou, ou ordonnant suivant les puissances de K, 

.d(VLt) + d{VÎ\) — cos t. ——' L-
3 

- (K1 4λ'ΑΒ) -
 4

λ»0 + 4λ' £ f] 

+2K -dd2 lgo dx oRjh + md,5a dpdlâào,*dm= 

- ·λ«(' + ae) C +
 9

λ»(j£ J + | £)| 

- ^ S (»Ζ + 4V«fc) - λ» [(, 4-
 2C

)· - 4 £ |]> 

L'clénient du solide limité à deux surfaces infiniment voisines pa-
rallèles à (M) et compris entre deux contours correspondants a pour 
incisure 

d(M12 ) dk 

de telle sorte que les deux volumes dont nous cherchons la mesure ont 
pour expression 

dN = f k=0 k=0 d(M1) dK; dV' =Fk=0 k=0 d(M'1) dK, 

el lu somme de ces volumes s'obtiendra en intégrant par rapport à Κ 
l'expression écrite plus haut. Dans ces conditions l'on obtient 

fK
 °d\L[d(M

t
) + d(M\)\ 

' Κ - R 

= i(dx - dy2) 2 cosi(r2 3 (fd2 log Y dxdy ( I- 4 Y2 AB) -4 Y2 C2 +4Y2 dA dc dB dyu 

+Β,
!-

,
'^[

β
+

2λ3
(
Α
^

Β
«)] 

-2Y2(I+2c)C +2Y20(dA dx db dy + dB dy da dx) 

~ S ΤΓ$ 11' ̂ + ΙΓΛ'ju +20)' - ^]|· 
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On voit que cette expression ne dépend pas des éléments de forme* 
relatifs à la surface des rentres. Ainsi : 

La .somme des volumes correspondant aux deux nappes d'une 
enveloppe de sphères reste, invariable quelle que soit la déformation 
que l'on fasse subir à la surface lieu des centres. 

68. Relations entre les rayons de courbure des deux nappes 
d'une enveloppe de sphères. — Les résultats que nous venons d'éta-
blir conduisent à des relations entre les rayons de courbure principaux 
des deux nappes d'une enveloppe de sphères. 

Soient p
n

 p
s
 les distances du point Ο aux centres de courbure prin-

cipaux de (M); de même soient p',, p'3 les distances de Ο aux centres 
de courbure de (M'); soient enfin d(p.)cl f/(p ) les valeurs spliériquos 
des éléments d(M) et d(M') ; on a 

d(M) =d(y.) (ρ, + ll)(f>,+ H), 
d(M')= d(y')(p' +R)(p'2 +R) 

d'où résulte 

d(ML)+ d(M') = R2 [d(y)+d(y')] 
4- ll[rf(u.)(p,4-

(
5

J
)-hr/(u.')(p'

| 4-p!, )| 

+ d(y) p1p2 + d(y') p1'p2' 

Mais nous venons de démontrer que, si Ton remplace 11 par lî — k, 
l'expression précédente est indépendante de la forme de (O), quel que 
soit K; il en résulte 

d(y) p1p2 + d(y') p1p2 = const. 

rf(fO(p. + ?») + <*(!*')(?'. ■+· P>) = l'""st·· 
d([k)-h d\u.')= const. 

La première de ces équations est évidente, la troisième exprime 
cette propriété remarquable : 

La somme des deux valeurs sphériques de deux contours tracés 
sur les deux nappes d'une enveloppe de sphères et conjugués est 
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constants quelle que soit la déformation que l'on fasse subir à la 
portion de la surface des centres comprise dans le contour corres-
pondant aux deux premiers. 

Des trois propositions que nous venons d'établir, celle-ci est celle 
qui se rapproche le plus du théorème de Gauss : lorsqu'on déforme 
une portion de surface limitée à un contour fermé, la valeur sphérique 
de ce contour reste constante. 

La seconde des trois dernières équations conduit facilement à établir 
nue 

ι ι ι ι 
p1 + p3 + 1p const 

quelle que soit la déformation de (Ο). 

69. Ε 'χtension des théorèmes au cas où (O) se réduit à une 
courbe gauche ou plane. — Nous ne pouvons passer sous silence les 
particularisations des théorèmes qui précèdent, auxquelles on est con-
duit en remplaçant la surface des centres par une courbe gauche puis 
par une courbe plane. 

Si (O) est remplacé par une courbe gauche, il faut supposer une 
sphère unique ayant son centre en chaque point de (O) ; chaque sphère 
touche alors son enveloppe suivant un cercle. Que l'on déforme une 
portion delà courbe (O), chaque point de celle-ci entraînant la sphère 
dont elle est le centre, la portion de surface enveloppe comprise 
entre les cercles de contact des sphères extrêmes reste constante. 
Le volume compris entre les plans de ces cercles et le bovau qui 
est Venveloppe des sphères reste aussi constant. 

Nous ne pourrions sans quitter notre sujet établir directement ces 
propositions, non plus que celles qui ont rapport aux enveloppes de 
cercles dans le plan; ces dernières constituent une généralisation inté-
ressante d'un théorème très particulier établi par Steiner à propos des 
podaires des courbes. C'est même en cherchant celte généralisation 
que nous avons été conduit à soupçonner l'existence des propositions 
qui font l'objet de ce Chapitre. 

76. Remarque au sujet d'un travail de Bour qui n'a pas été 
publié. — 11 n'est peut-être pas sans intérêt de faire observer que Hour 
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( Théorie de la déformation des surfaces, p. 148) parle « d'un ap-
pendice à son Mémoire consacré à la théorie des surfaces caustiques » 
( appendice qu'on n'a pas retrouvé) ; il annonçait que « cette théorie 
présente des rapports fort curieux avec celle de la déformation des sur-
faces ». Nous ne pensons pas que Bour ait songé aux aires des surfaces 
enveloppes de sphères ni à leurs volumes, mais il avait certainement 
trouvé des relations liant entre elles et à la surface dirimante les 
quatre nappes des surfaces caustiques conjuguées, c'est-à-dire les 
développées des surfaces enveloppes de sphères dans le cas où les 
rayons incidents sont normaux à une surface. Cette phrase nous a paru 
poser un problème intéressant à résoudre, tant au point de vue de la 
théorie des surfaces proprement dite, qu'à celui de la reconstitution 
d'un travail perdu : telle est l'origine de toutes les recherches que nous 
exposons partiellement aujourd'hui. Dans le Chapitre IX, nous résu-
merons rapidement les propriétés des surfaces caustiques qui persis-
tent avec la déformation de la surface dirimante : c'est manifestement 
ce que visait Bour. 

71. Pourquoi la distance des points d'une surface (O) à un plan 
fixe satisfait à une équation indépendante de la forme de (Ο). — 
On a considéré comme un fait digne de remarque que la distance des 
points d'une surface (O) à lin plan fixe satisfit à une équation qui ne 
contient que les dérivées de celte fonction et les éléments indéformables 
de (O). C'est en partant de cette équation aux différentielles partielles 
du second ordre qu'on a essayé la recherche de toutes les surfaces appli-
cables sur une surface donnée, mais 011 n'a pas indiqué quelle était la 
raison géométrique du fait analytique important que nous venons de 
signaler. Ce fait se met en relief d'une façon tout à fait nette si, au lieu 
de la distance à un plan, on fait intervenir la distance à un point fixe. 
Supposons en effet qu'en chacun des points d'une surface (O) on fixe 
avec liaison une tige égale à la distance au point fixe M; si les extré-
mités de ces tiges ne sont pas réunies, la surface est libre, on peut la 
déformer comme on l'entend ; réunit-011 au contraire toutes les tiges, 
elle est comme une carène maintenue par ses acores, et ne peut être 
déformée, car la mise en place de la surface s'opère consécutivement 
en construisant une suite de tétraèdres ayant pour hases des éléments 
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triangulaires accolés de (Ο) et pour sommet commun le point M. 
Ainsi : étant donné un système de tiges figées en chacun des som-
mets d'un polyèdre à faces triangulaires infiniment petites, il n'y 
a qu'une forme du polyèdre (et la forme symétrique) permettant 
de réunir les extrémités des liges en un même point. Mais celte 
construction est-elle toujours possible sans déchirure du polyèdre, 
quel que soit le système des tiges adopté? Il est bien facile de voir que 
non. Soient en effet Ο Tun des sommets du polyèdre et i, 2, 3, ..η 
les sommets des triangles ayant Ο comme sommet commun, on con-
struira sans difliculté les tétraèdres (Ο, 1, 2, M), (O, 2,3, M), 
(Ο, η — ι, λ. M) qui s'accoleront les uns aux autres; or, ceci fait, on 
n'aura plus qu a joindre le sommet η au point 1 pour constituer le po-
lyèdre autour de O, mais rien n'implique que la distance (Λ, I) sera pré-
cisément celle qu'on sétait donnée a priori. Autrement, si l'on construit 
le tétraèdre ayant pour base (nOM) et dont on connaît les trois arêtes 
(1 η), ( 1 Ο), ( ι M), rien n'implique que le sommet 1 ainsi obtenu coïn-
cidera avec le sommet 1 qui a servi de point de départ; il y aura donc, 
en général, déchirure suivant (01). Si l'on passe à la limite, on voil 
facilement par ce qui précède que la dislance de chacun des points 
d'une surface {O) à un point (M) n'est pas une fonction quel-
conque des éléments indéformables de (M), qu'à toute valeur de 
celle fonction correspond une seule forme de la surface, si l'on né-
glige la forme symétrique. 

72. Signification géométrique de l'équation qui lie la distance 
des points d'une surface (O) à un point fice, aux éléments indé-
formables de (O). Veut-on savoir quelle est l'interprétation géomé-
trique de l'équation de condition dont nous venons d'établir l'exis-
tence? Elle résulte immédiatement du théorème démontré au 110 65; 
on écrira que le produit des distances focales relatives à l'enveloppe 
de sphères de centre M est égal au carré de la distance du point M au 
plan tangent de (O), toutes les sphères passant par O. 

Supposons maintenant que, au lieu de prendre pour données de la 
question les distances des points de (O) à M, nous choisissions les dis-
lances de (O) à une sphère de centre M; il est clair*que ce que nous 
avons dit au n° 71 subsiste intégralement. 11 suffit de supposer que le 
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rayon dc la sphere croît indéfiniment (certains de ses points restant à 
distance finie) pour voir que la distance dc chacun des points d'une 
surface (O) à un plan (P) n'est pas une fonction quelconque des 
éléments indéformables de (M), qu'à toute valeur de cette fonction 
correspond une seule forme de la surface. 

75. Remarque. — Il est remarquable que si la surface (M) est un 
point, faire (M) est nulle; que si la surface est un plan, sa valeur 
spherique est nulle : de telle sorte qu'on est induit à penser que la sur-
face pour laquelle le volume (défini comme il a été dit plus haut) 
compris entre (O)et(M) est nul, présenterait un certain intérêt, \OIIS 

ne pouvons nous arrêter à tous ces détails. 

74. Ë rem pie dans lequel, en particularisant la surface de réfé-
rence (O), on obtient un faisceau dc droites parallèles à des nor-
males el normales à une surface, quelle que soit la valeur de (O). 
— Nous avons établi dans ce Chapitre des propriétés qui persistent 
quelle que soit la déformation dc la surface dc référence, en laissant à 
celle-ci toute sa généralité; il serait facile d'arriver à dc nouvelles 
propositions en particularisant (O). Ainsi, demandons-nous dans quel 
cas le faisceau de droites (\) parallèles aux normales de (O)peul 
rester celui des normales à une surface quelle que soit la forme de ( O). 
Ileporlons-nous aux formules du n° 50; on peut toujours supposer 
que Y) est nul, ce qui ne fait que particulariser le réseau («)(»'); la 
condition devient 

p dE dv + gD dZ du + Q df gdv E - fD fg dfgi=0 

( )r elle ne peut être vérifiée, quelle que soit la forme de (O), que si 
fou a 

et; _ df d\ dg r 
dc g de ° du du 

système dont l'intégrale esl 

5 = £
=

Li, /= ι. 
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Le Î/S8 de la surface (0) peut s'écrire 

d§* — du8 + Ua dv* : 

donc la surface de référence est, dans ce cas, applicable sur une 
surface de résolution; le ξ de la droite Ν est égal au rayon du pa-
rallèle de la surface, passant en O. 

CHAPITRE VIII. 

ETUDE DES FAISCEAUX DE DROITES SITUÉES DANS LE PLAN TANGENT 

I)E LA SURFACE DE RÉFÉRENCE. 

75. Équation donnant la variation du plan langent à une sur-
face élémentaire. — Il nous est nécessaire d'établir à présent un cer-
tain nombre de formules relatives aux faisceaux de droites situées 
individuellement dans les plans tangents de la surface de référence; 
mais nous passerons rapidement sur cette étude, afin de ne pas faire 
double emploi avec celle beaucoup plus générale et très intéressante 
<les faisceaux de courbes tracées dans les plans tangents de la surface 
de référence, dont nous nous occuperons plus loin. 

Considérons un réseau orthogonal (u)(v) tracé sur la surface de 
référence, et soit, par rapport aux axes ΟΧ, OY, 

Xcos^ -f- Ysin^ — ρ = ο 

l'équation de la droite Τ faisant partie du faisceau (T) dont nous vou-
lons nous occuper. 

Si l'on suit un chemin défini par les accroissements du et dv sur ( O), 
les droites telles que Τ forment une surface élémentaire; il s'agit tout 
d'abord de trouver la loi de variation du plan tangent le long de T. 
Désignons par 0 l'angle du plan tangent en un point Μ(ξ, η) de Τ avec 
le plan XOY. On peut considérer le point M marqué sur Τ comme se 
déplaçant avec elle suivant une certaine loi qu'il est inutile de particu-

Journ. de Math. (4e série), tome VII. — Fasc. I, 1891. 12 
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lariser; les coordonnées du point M' après le déplacement (r/w, rk) 
sont par rapport aux anciens axes 

ξ -h ΑΧ, η 4-A Y, ΔΖ; 

dès lors, la distance de la projection de M' sur le plan tangent à Τ est 

AX cos? 4- A Y sin ?, 

et l'on voit immédiatement que l'angle 0 du plan tangent en M est dé-
fini par la formule 

tang 0 = AZ AX cos qu+ aTsind 

On a d'ailleurs, pour lier les coordonnées de M, l'équation 

ξ cos? ■+- η sin? — ρ = <> : 

mais d'après les formules (F) et si l'on pose 

ξ = ρcos? 4- Lsin?, 

η = ρ sin φ — Lcos?, 
il vient 

AZ = du[— P(/>cos? -h Lsin?) 4-/D(/?sin? — L<OS?)| 

4- dv\— Q(/isin? — Lcos?) 4-#D(/>cos? 4- Lsin?)|, 

AXcos? 4- AY sin? = £ f du 4- (p sin9 — L COS9) ^du ·— — dv j—-^ eos? 

-+- [+ gdv + (pcos<i + Lsin
î
)(

(
/
l

 ̂  - du ̂  | sin; 

4-Αξ cos? 4- Δη SH19; 

mais l'on a 

A?cos? 4- Αη sin? = àp 4-(ξ sin? — η cos?) A? = Δρ 4- LA?; 
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d'où résulte l'équation cherchée 

( du[p(— Pcosç /D sin<p)— L(P sinç -+-/Dcos<p)J ) 

tancÛ — | H-[/?( — Qsintp -hffDcoso)-+- L(Qcoss>-ngP sin?)] J 

,1" + - £)] +*·[*.!«, + d
i

 +L

( fiiû -- %)] 
Vous allons en déduire comme dans les études précédentes toutes 

les propriétés du faisceau des droites (T). 

76. Condition pour que les dr oites joignant Ο aux foyers du 
faisceau soient conjuguées sur (O); elle est indépendante de la 
forme de ((3). — On remarquera que L représente une longueur 
comptée sur Τ à partir du pied de la perpendiculaire abaissée du 
point Ο sur cette droite. Aux foyers de T, les plans tangents aux sur-
faces élémentaires sont invariables; on y a donc 

Μη,-Ο _ p(— Pcos?-h/Dsin?) — L(P sin?-h/D coso) 

fcos + dp du -L (df dgvujl-duop) 

p(—Qsinç-h^D cos?)-hL(Qcos?-h#D sin?) 

gsinq + dp dv +L (di+duonn) 

d'où Ton déduit à volonté soit l'équation des foyers, soit celle des plans 
tangents principaux; mais il convient tout d'abord de transformer les 
équations précédentes; on peut les écrire 

tan O = -mp (pcos + L sin + f) fdons=dsmcosj) fcos ^p^$;ùùuisodu 

-Q (sin -L cos ifddl) dfgj(cosq +l son gsin d+ son+( so= s 

ou, en multipliant haut et bas par des coefficients convenables et ajou-
tant, 

— langO _ ρ sin φ—Lcos «ρ 

,><v
'*D

[
/C05Î +ΈΓL

(^-S)\+p[ssin^^+L{0-
u

+,à·)] 
_ ρ cos? ·+■ L sin φ 

Q [/cos r + g-h ($-&)] +/»[«? + % +
 l

(y§ï + 3*)] 
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Posons 

Λ = ««-λψ + fÎ)-~ -Ajï-* *)■ 
κ = 0„

?
 * /£,) - .i„-, - λ ν 

C= sinq (fcos P + dp pdu )+ cos (df agdiv- dqudu) 

E= cos qu( gsinq p+ dp dpjg=))+6s sin (dg fdu + diqvii) 

et chcrclions l'équation quadratique des droites passant par les deux 
foyers et par Ο ; nous trouvons 

Ya(/])A H- QC) 
4- XYf/ΠΕ — ΡΛ - #DC-+-OB )— Xa(I*K -t- ^DK)=«». 

Que faut-il pour que ces droites soient conjuguées de l'indicatrice 
en (O)? D'après l'équation ( 2) 011 trouve facilement 

gf'=/K, 

d'où résulte l'équation fort importante 

d / £'sin»\ d //coss» \ 
du \ ρ J de \ ρ ι 

On remarquera que les paramètres tenant à la forint* de (O) oui 
disparu; d'où résulte que : si les segmenis focaux' (Van faisceau 
de droites Τ situées dans les plans tangents de la sur fact' de réfé-
rence sont vus des points de contact sous un angle dont les cédés sont 
conjugués, on peut déformer (O) comme on l'entend, chaque plan 
tangent entraînant la droite correspondante, et celte propriété sub-
sistera. 

77. Intégrale de Véquation de condition précédente ; interpréta-
tion géométrique. — Mais l'équation de condition est équivalente 
au système 

^sino dt f cos» d'L 
ρ de' ρ du' 
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d'où résulte que Ton peut construire immédiatement tous les faisceaux 
de droites telles que Τ satisfaisant à la condition géométrique indiquée. 

On peut même donner de ces faisceaux une définition géométrique 
lout à fait nette. Choisissons le réseau (w, e) de telle sorte que φ soit 
toujours nul, il vient 

f —ÏL — 
ρ du ' dv ° ' 

d'où résulte que la droite peut être considérée comme la polaire de 
la corde de contact d'une enveloppe de sphères ayant leurs centres 
sur(O). 

Autrement dit, que Ton considère deux enveloppes de sphères con-
juguées (M) et (M'), si Ton mène les plans tangents à ces enveloppes 
aux points correspondants M et M', ils se couperont suivant une série 
de droites Τ situées individuellement dans chacun des plans tangents 
(le (Ο) ; les droites joignant Ο aux foyers de Τ sont conjuguées sur (( > ). 

Telle est l'intégrale du problème, elle témoigne une fois de plus du 
role que jouent les enveloppes de sphères en Géométrie. 

Nous aurons par la suite à revenir sur ces faisceaux intéressants. 

78. Equation des plans tangents principaux-. Fonction inva-
riante quelle que soit la forme de (O). Cas où les droites sont nor-
males à des surfaces. — Formons maintenant l'équation qui donne 
les plans tangents principaux; on trouve 

- la<0[(/cos? + %)($ + %) 

+(gsin q+ dq + dp dv ) (df dgvi- dqdu) 

-, langO [—/>(P cos? -/Dsin?)(j£ -+- j?) 

+ (/cos?+ ^)(Qcos? + #Dsin?) 

+ (Psin? + D/cos?) (^ sin? + 

- p(Qsin? -- g-Dcos?) - £)] 

-t-/)(PQ-/^D>) = o. 
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On voit que le produit des tangentes que font les plans princi-
paux avec le plan tangent ά(Ο) est constant quelle que soit la 
forme de(O); en particulier, si un faisceau (Τ) est composé des 
normales à une surface, il jouit de celle propriété quelle que soit la 
forme de (0). Dans ce cas, l'équation de condition est 

P(PQ -/**) = (/cos
?

 h- g + £) 

+ (g sinq + dq dv) (dg qgdc- dq du) 

79. Liaison entre les droites joignant les foyers du faisceau 
à (O) et les images principales. — D'après les errements suivis pré-
cédemment, nous sommes naturellement amené à rechercher les 
images principales sur (O) du faisceau (T); soit 00, un élément 
de (O) qu'il faut suivre pour que les droites Τ se rencontrent consé-
cutivement; soit F, le foyer de Τ correspondant. Le planXOY conte-
nant Τ est (d'après unlcnunc souvent employé) tangent à la surface 
élémentaire au point où sa caractéristique rencontre T, pour tout dé-
placement de T; mais, dans l'espèce, la surface élémentaire étant 
développable, le plan XOY ne peut être tangent qu'au point de l'arête 
de rebroussement, c'est-à-dire au foyer F, : donc si l'on suit l'une 
des images principales, la direction conjuguée de celle-ci contient le 
foyer correspondant de T. Par conséquent, on obtiendra l'équation 
quadratique des images principales en formant celles des droites 
conjuguées aux droites issues du point O et contenant les foyers F, 
et Fa. 

Il importe d'établir cette formule en prenant l'équation de la 
droite T sous la forme 

AX-f-BY = i, Z = o, 

où A et 13 sont les quantités —~ et 
1 Ρ Ρ 

Si l'on suit le chemin du dv
}
 les équations de la droite dans la se-
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condc position sont 

(
k +

 ir,
du +

 Tv
 dv

) [~f
d

" +
 x + Y

 {-j$
du +

 JTu
di
) 

4- Ζ (— Vdu gDdv)J 

+ (lî + §
i
du+ § dv) [- gdv + X (^f

 dv

 + |^
Λ

) 

+ Y + Z(-Qrfe+/Drfu)l=i, 
X(Pr/w — g\)dv) -h Y (Qî/p — fDdu) -+■ Ζ = ο. 

Écrivant que Χ, Y, Ζ ont les mômes valeurs dans les équations qui 
précèdent, il vient 

d
"' I1' (§-*&-

Λβ
/) +/» ©+

B
 © -

A'/)] 

H- du Λ [ Ρ (£ + A0-
a
 - B»,) +/D (§ - Β - AB^·) 

-Q(5^BÎT,-AV)-é'Dg-A^-AB/)j 

+rf"!
 [~Q (§ - B

 jk ~
AB») ~ *D

 & +A
 jk ~

 B'*')]=». 

On vérifie sur cette équation que les images principales sont conju-
guées lorsque 

£.(Λ/) = ©^)· 

Si pour une forme de (O) les images principales de (T) sont 
conjuguées, elles restent conjuguées quelle que soit la forme de 
(O); de plus, leurs tangentes en (O) coïncident avec les droites qui 
joignent O aux foyers de Τ : l'intégrale du problème correspond 
donc aux polaires des enveloppes de sphères. 

80. Cas ou les segments focaux sont vus suivant des directions 
conjuguées des points de contact de deux plans passant par les 
droites du faisceau, l'une des surfaces étant l'une des nappes 
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d'une enveloppe de sphères ayant leurs centres sur l'autre. Ρ re-
ntière équation du problème. — Lorsque Τ est la polaire d'une en-
veloppe de sphères (M) et (M'), le segment focal est vu du point Ο 
sous des directions conjuguées; les droites MF,, MFa jouissent-elles 
de la même propriété par rapport à (M)4? 

Renversons le problème et, nous donnant des droites Ύ situées dans 
les plans tangents de (O), exprimons qu'elles appartiennent aux plans 
tangents d'une surface (S) telle que le point S soit à chaque instant 
sur la normale en Ο à (Ο). Il est clair que l'on peut considérer (O) 
comme l'une des nappes d'une enveloppe de sphères dont les centres 
sont sur (S); dès lors, les droites SF,, SFa sont conjuguées sur (S), et 
le problème est ramené à la recherche des conditions dans lesquelles 
OF, et OFa sont conjuguées sur (O). 

Prenons l'équation du plan langent en S sous la forme 

AX + BY+CZ = i. 

Supposons de plus que (O) est rapportée à ses lignes de courbure. 
O est l'inverse du segment OS. 

On obtiendra les équations des coordonnées du point de contact en 
cherchant l'intersection du plan tangent avec tous les plans tangents 
infiniment voisins; les formules (Φ) donnent 

ΜΒ$+ρε+£)-,-ν(-Α$·+© 
+ Ζ (— Al* ■+· ;gj) — A/= o, 

Y (A dg fsu+ Q C + db dv) + X ( - B dg fdu + dA duv) 

+ 2S(-BQ+£)_BS = O; 

mais, ici, X et Y doivent être nuls el Ζ doit être remplacé par de telle 
sorte tiu'on doit avoir 

£ = v(c^), 

f=%(c+S)
; 
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nous voulons que 

» <*/> = £(»*); 
ceci conduit à 

d dv ( dC du C+ p fpjf+ d du ( dC dv C +Q gi*) 

«|iii est l'équation différentielle des surfaces telles que (S) ; il est facile 
de voir qu'elle n'est autre que l'équation (7) dans laquelle on a rem-

placé / par p· Ce résultat était prévu; en effet, puisque les droitesSF,, 

SF
a
 rencontrent respectivement OF, ctOFa, en suivant l'image prin-

cipale du faisceau (T), les normales OS à (O) doivent également se 
rencontrer consécutivement; par conséquent, OF, et OFa sont tan-
gentes aux lignes de courbure de (O). 

80 bis. Deuxième équation du môme problème. — Mais, au lieu de 
chercher à déterminer (S), on peut demander quelle est la définition 
directe du faisceau (T); il faut alors éliminer C des deux équations 
où il entre; or 011 trouve, en différentiant, 

OT = Ί (V)(
C
 7)W* C H- AB/Q

 +
 A/< g), 

^ = s; (B*>(c S) + AB

/*
C

 +

 ABG-P H- Β* £(S). 

Il vient donc, dans l'hypothèse où nous nous plaçons, si l'on consi-
dère que l'on peut poser 

Af = -decv qudi, B gh= -dqusdiv, 

rf*(p i/o df rf<p dg 
du d ν du f dv dv g du 

Telle est l'équation du problème; on voit que l'on retombe sur cette 
équation pour ainsi dire canonique qui régit toutes les théories dont 
nous nous sommes occupés jusqu'à présent. 

Journ. de Math. (4* série), tome VII. — Fasc.1,1891, i3 
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CHAPITRE IX. 

ETUDE DES FAISCEAUX DE DROITES ISSUES I)ES POINTS DE LA SURFACE 

DE RÉFÉRENCE. 

81. Equation des traces principal·*». — Nous arrivons à l'étude 
des faisceaux de droites rayonnant des différents points de la sur-
face de référence; on peut considérer ces droites comme des lavons 
lumineux et la surface (O) comme la surface diriuianle séparant deux 
milieux d'inégale transparence; alors les surfaces focales des faisceaux 
deviennent des caustiques; mais nous n'emploierons pas les dénomina-
tions employées en Optique. 

Les équations d'une droite R issue du point Ο de (O) peuvent se 
mettre sous la forme 

\ _ Y Ζ 
a h ι 

Les équations de la droite infiniment voisine correspondant au dé-
placement dudv sont, d'après le système Ψ, 

N -du (f+ dg Y gdv + PZ ) + dv (deg fo 

a+ da du du + da dv de 

__ *-*(*+7®? *■··<*) WW-) 

b+ db du du+ db dv dv 

= L -H du(PX — /DY) H- dv(QY --1)\); 

exprimons que la seconde droite rencontre la première, nous aurons 
ainsi l'équation des traces principales du faisceau (R) sur (O); 



THÉORIE GÉNÉRALE DES SURFACES COURBES. 99 
Χ, Y, Ζ seront les coordonnées d'un foyer. On peut écrire 

-d u 'da du+ f Z+ p df gveb) + de" (da ve+ degv go+gD 
a 

~,k (?:■+ 7.+ Q+jk ")+ d" (~ Έ, + jh- "
+/υ

 i 
b 

= du(Va — fOb) -t- dc(Qb— £rI)a), 

où ne ligurent plus que les du, dv de la trace principale etleZ du foyer. 
On trouve pour les traces principales 

du2 [ -dbdu+ df fgde a+ fd ) - b pa - fDb) 

^ | —<h*g[(- - +j^ b + gD) -e(QÎ.-g-l)e)J 

-du dv {db dv + dg fdsa + n' qQgoi-gjl= 

' -
ff

[^ + l' + ̂ >
+

a(P
a
-/^)Jî = «>· 

8*2. Dans quel cas les traces principales sont conjuguées. Trans-
formation des faisceaux en question. — Cherchons dans quel cas 
elles formeront un réseau conjugué sur (0). En appliquant la condi-
tion (2), il vient 

P(-da scv+ dg fdub) - q ( dsu+6doa) 

+ D(/af-6s-<'œ-,-e2) = 0· 

On remarquera tout d'abord que si l'on change les signes de a et 
de b la condition ne change pas; mais en faisant cette transformation 
011 fait intervenir les droites symétriques de R par rapport aux plans 
tangents de (O); donc : si les traces principales d'un faisceau inci-
dent R sont conjuguées, il en est de même pour le faisceau formé 
par les rayons réfléchis. 

Supposons maintenant qu'on ait choisi pour réseau (u, e) celui des 
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lignes fie courbure, la condition devient, en tenant compte des équa-
tions de Codazzi 

d dv (aP) = d du (bQ) 

on voit que f cl g ont disparu; par conséquent, que l'on mène à 
chaque instant par les points images de la sphère de rayon unité des 
parallèles aux droites du faisceau (K), si les traces de celui-ci 
sont conjuguées sur (O), les traces principales du faisceau image 
sont aussi conjuguées sur la sphère. 

Celte propriété nous parait très digne d'intérêt, car elle vient encore 
grossir la belle théorie des images sphériques. 

L'énoncé précédent peut d'ailleurs être mis sous une forme plus gé-
nérale en apparence. Ln effet, tout faisceau rencontrant la sphered \ 
découpant par ses traces principales un réseau conjugué constitue ιιιι 
être géométrique qui n'a plus rien de commun avec le réseau des lignes 
de courbure de (O); par conséquent : si l'on fait correspondre deux 
surfaces quelconques de façon que leurs plans tangents soient 
simultanément parallèles, que, de plus, on mène par les points de 
contact des rayons parallèles entre eux, si l'un des faisceaux a ses 
traces principales conjuguées, l'autre faisceau jouit aussi de la 
même propriété. 

La recherche des faisceaux (H) en question revient à celle des fais-
ceaux analogues qui découpent la sphère, par leurs traces principales, 
suivant un réseau orthogonal. 

85. Intégrale directe du problème à l aide de surfaces dont les 
plans tangents sont parallèles à ceux de la surface de référence. — 
L'intégrale du problème s'obtient d'ailleurs sans ce détour ; on peut 
Doser, en effet. 

aP = dZ Zdu , bQ = dZ Zdv 

Considérons une surface (N), enveloppe des plans distants de Ζ des 
plans tangents à (O), les coordonnées du point de contact sont 
(n°54) 

Z, E e= Z pdu n = dZ Qdv 
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d'où il résulte 

P = dZ Zdu , Q , =dZ Zdv 

par conséquent, on obtiendra Vintégrale la plus générale du pro-
blème en joignant les points de (0) à ceux d'une surface quel-
conque (N), la correspondance étant établie par le parallélisme des 
plans tangents. 

Il n'échappera pas que la réciproque de cette proposition conduit 
évidemment à une solution (qui était bien connue d'ailleurs), mais il 
est important de savoir qu'elle est la plus générale et qu'elle fournit 
tous les faisceaux (R) dont les traces principales découpent (0) sui-
vant un réseau conjugué. 

84. Autre intégrale obtenue en homographiant la précédente. — 
Knlin la définition précédente peut elle-même être généralisée. Les 
plans tangents en X et Ο étant parallèles se rencontrent sur le plan de 
l'inlini. On peut donner la règle suivante : Tracez dans un plan Ρ 
une droite quelconque 1), et par cette droite menez des plans tan-
gents à deux surfaces (Ο ) et (N), joignez les points de contact par 
une droite H lorsque D se déplace dans le plan P, les droites Κ 
forment un faisceau quia pour images principales, sur (O) et (N), 
deux réseaux conjugués. 

Il serait intéressant de chercher toutes les surfaces (X) associées à 
une surface (O) et telles qu'enjoignant les points X et Ο on obtienne 
un faisceau de droites dont les traces principales sur (N) et (O) soient 
conjuguées. 11 conviendrait de se donner l'équation du plan tangent 
à ( X ) sous la forme 

AX -f- BY 4- CZ = ι ; 

l'une des équations du problème serait 

i(A/)=s(B*)î 

l'autre équation serait du second ordre par rapport à C. Il conviendrait 
d'examiner le cas où C disparait; alors on obtiendrait la génération in-
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diquéc ci-dessus. Le cas οιϊ (N) est infiniment voisin de (O) présente 
beaucoup d'intérêt. Mais cette étude comporte de trop grands déve-
loppements pour trouver place ici. 

85. Si les traces d'un faisceau sont conjuguées, celles du faisceau 
réfléchi le sont aussi. Si les deux traces coïncident, chacun des 
faisceaux est formé des normales à une surface 9

 le réseau des 
traces communes est conjugué. — Nous avons dit que, si les traces 
principales du faisceau (U) sont conjuguées sur (O), il en est de même 
pour les traces principales du faisceau formé par les rayons 11 réfléchis; 
mais les deux images coïncident-elles? Pour que la coïncidence ait lieu, 
il faut que l'équation en dus

 do ne change pas si l'on change les signes 
de a etù; on est ainsi conduit à écrire 

fD (+ b2 ) + abp = dgD (1+aà) = fQ (1+b2 ) -gP d(+m=))àdbui - du gdva da dv -dg fdu b fdb dv+ da odlmùqoi, 

et Ton observera que l'on n'a pas supposé encore que les traces fussent 
conjuguées. Mais si l'on multiplie par Q les deux termes de la première 
fraction, par Ρ ceux de la seconde et enfin par 1) ceux de la troisième 
et qu'on ajoute, on trouve 

Q( db du - df gdf a) - P (da dv - dg fu b) 

27 + D (f df dv + a dg du - g da du - df dvb=0 

Si, au contraire, on multiplie les fractions de telle sorte qu'en les ajou-
tant P, Q et D disparaissent, il vient 

( é-( - jk
h

) 
( 28 ) < 

+ab ( f dbdv+ a dg du - gda du - dfd dvb)=0 

et, comme il n'y a que deux équations distinctes, les deux dernières 
peuvent être seules considérées. Mais la première exprime que les 
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traces principales sont conjuguées; quant à la seconde, elle établit que 
les droites R sont normales à des surfaces, comme nous le démontre-
rons tout à riicurc. On peut changer les signes de a et de b dans la 
dernière condition sans l'altérer, de telle sorte qu'on démontre à la fois 
les propriétés que voici : 

Si des rayons sont normaux à une surface et qu'ils se réfléchis-
sent sur une surface donnée, les rayons réfléchis sont encore nor-
maux à des surfaces (théorème de Malus et Dupin). 

Si les traces principales de deux faisceaux symétriques par rap-
port aux plans tangents de la surface de référence coïncident: ι °ces 
traces sont conjuguées; chacun des faisceaux est composé de 
droites normales à une surface. Ce dernier théorème a été établi par 
Charles Dupin. 

86. Condition pour que le faisceau soit formé des normales à une 
surface. — Il faut maintenant trouver directement la condition pour 
que les droites U soient normales à des surfaces ; on l'obtiendra en écri-
vant que les plans menés par la droite R et les traces principales sont 
rectangulaires. 

Le plan passant par R et par la tangente à Ο correspondant au dé-
placement du, dv a pour équation 

gdv(X — aZ) = fduÇÎ — bZ). 

Si les plans passant par les déplacements du, dv, du', dv' sont rectan-
gulaires, on «aura 

ο = g2 ( ι -+- a2 ) dv dv' ( ι -4- bl )fl du du' — abfg ( du dv' -h dv du')', 

en exprimant que les deux racines de l'équation (26) satisfont à cette 
équation, on retrouve (28). 

87. Théorème de Malus et Dupin sur les rayons réfractés. Co-
nique passant par les foyers des faisceaux des rayons incidents et 
réfléchis : double génération. — Nous supposerons dans ce qui va 
suivre que l'on a constamment 

b — o, a = tangf, 
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c'est-à-dire que le plan des ZX est toujours choisi de façon à contenir le 
rayon R. 

La condition pour que les droites soient normales à des surfaces 
est 

df msidi 
/de siiwV/c 

on voit que si Ton change sin/ en Ksini, l'équation est encore véri-
fiée; par conséquent, si des rayons lumineux normaux à une sur-
face en rencontrent une seconde, Us sont toujours réf raclés norma-
lement à une suif ace. C'est le complément du théorème do Malus cl 
Cli. Dupiu. 

Ktahlissons rapidement ce qui a trait à la courbure des deux nappes 
d'une enveloppe de sphères. 

Soil / l'angle que la droite R fail avec l'axe des Z; puisque l'on sup-
pose que cette droite est située dans le plan XOZ, si l'on désigne par 0 
l'angle que le plan tangent en un point M de R à une surface élémen-
taire fait avec XOZ, on a, en désignant par ξ et ζ les coordonnées du 
point M, 

tailgO = r τ > 

d'où résulte, en vertu des équations (F) et en tenant compte de la 
relation 

A^cosi — Δζβίη/ = ( ξ sin / -t-îcosi)Ai, 

-du (df dgE+ du+fDel) + dv (g+ degvlo+dms) 
^ cosî[/du 4- Ρ du — ^ 

I 4- sini(Pdu — #0 de)ς -ί-(ξ sin i4- ζ cost) j 

aux foyers du faisceau, on a 

tang0 = -df gdv -fSdo (f+P Ujcosi + P sinl+(E +cos ) di du 

=
 °

+
,T^

 + Q;

 ) 

—^D(Ccost 4- ξ sin ί) 4- ξ sin ι 4- ζ cost) 
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(Γοίι résulte 

tanO = -df dgvE -f dol= g+ dg dufl+dQol 

<0 ' fcos*i -+- Ρζ 4- cot/ — ξ — coti 

et Ton s'est arrangé pour que les fractions ne contenant pas tangO ne 
varient pas si tangf change de signe; on voit, par cet artifice, que les 
foyers des rayons incidents et réfléchis sont sur la conique 

(- -/
D
")(- ,?

D!
:+® «*«'·?) 

=(*
+

jSi*
+(

K)(/
COSV

+
P
Ï
+Êcoli·*)' 

si l'on fait ξ = o, il vient 

ïa(^Q ~ foV*) + fg cos2i + -H/QCOS**^ = o, 

et l'on reconnaît que le produit des segments interceptés sur OZ est 
égal (au signe près) au produit des rayons de courbure principaux de 
(O) multiplié par le carré du cosinus de l'angle d'incidence. 

Si l'on fait ζ = o, il vient 

- {*w l
col

''-=(*
+ ̂ &*)(/c°»»i + lcoU'·*)· 

équation qui ne varie pas si l'on déforme (O), chaque plan tangent 
entraînant avec lui son couple de rayons. 

D'une façon générale, on a 

(29) tang O cosi = - du (df gdvE +df) + du (g+ dg fdul+ Qll) du (dcos2 + P d+ di du cos ) + dv (-gDE+ di cvicosi) 

mais le premier membre représente la tangente de l'angle que la trace 
Journ. de Math. (,p série), tome VII. — Fasc. I, 1891. l4 
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du plan langent en M sur XOY fait avec ΟΧ; c'est, si Ton veut, le 
coefficient angulaire de cette trace. 

88. Double génération de la conique précédente. — Celte re-
marque conduit à des conséquences qui méritent d'être signalées : 
donnons à m une certaine valeur et cherchons à déterminer les points 
de contact des plans tangents correspondants sur les deux surfaces élé-
mentaires formées par les rayons incidents et réfléchis. Il faut, dans 
féquation (29), considérer ξ et ζ comme des coordonnées courantes, 
et Ton voit qu'alors elle représente une droite qui contient les deux 
points de contact; cette droite varie avec la trace des surfaces élémen-
taires, niais elle pivote alors autour d'un point déterminé par les équa-
tions 

m= -(df gdv e+ fdS ) Scosi + p di du cosk= g+deg+Ad qigl+dicolv 

el le lieu de tous ces pivots pour toutes les valeurs de m esl précisé-
ment la conique trouvée plus haut. 

Inversement, si pour une même trace des surfaces élémentaires on 
cherche l'enveloppe de la droite joignant les points de contact corres-
pondant à une valeur de //?, lorsque m prend toutes les valeurs pos-
sibles, on trouve qu'elle se réduit au point défini par les équations 

-du (df gdi+ fD )+ dv(g+deg +dlQ)=0 

du (/cosa / -+- Ρ ζ -+- ' · S) + de g 1)ζ -h -^cot/.; ) = o. 

Le lieu de tous ces pivots, lorsque du et de varient, est encore la 
conique trouvée précédemment. 

Si dans l'équation (29) 011 fait ζ = ο, tous les termes dépendant de 
la courbure dc(O) s'éliminent et l'on voit que pour les mômes valeurs 

de m et^> si l'on déforme (O), la droite des contacts pivote autour 

du point où elle rencontre le plan tangent en O. 
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8}). Autre, double génération de la conique quand h'.s rayons 
incidents cl réfléchis sont normaux à des surfaces. — Dans eu qui 
précède nous n'avons pas supposé que les rayons fussent normaux à 
des surfaces; faisons maintenant celle hypothèse et considérons les 
surfaces élémentaires formées par les cordes de contact des sphères 
tangentes aux deux nappes normales aux rayons réfléchis et incidents. 
Soient 11 le rayon d'une sphère enveloppée et G le ξ d'une corde de 
contact, on a 

« = - 73J= IÎSHW. 

Ds du= +-S sini + ecosi di du, du= cosidi vid= so,ds 

L'équation (|ni donne la variation du pian tangent le long d'une 
génératrice, pour le déplacement du, d\\ est 

(30) tanfw= Ay do=du (- df dgvi-fDlo)+dv(dgo+deg dolg+ds) du (fcos2i + dongi+PE) + dv (Ecosi di div)dpm= 

Le second meinhrc de cette expression ne diifère pas de celui de 
[~γ trouvé plus haut. Mais, si l'on remarque qu'en faisant intervenir 

toutes les surfaces enveloppes parallèles on aura une série de cordes 
de contact auxquelles s'appliquera l'équation en tangb) ; ο et ζ dési-
gnant les coordonnées courantes, la relation (29) montre que le lieu 
des points de toutes les cordes de contact où les plans tangents font 
avec le plan d'incidence l'angle ω est une droite. Pour une valeur de ω, 
si dit et de varient, la droite pivote autour d'un point. Inversement, si, 
ω variant, du et de restent constants, la droite pivote autour d'un se-
cond point; les lieux de ces pivots coïncident entre eux et avec la co-
nique trouvée précédemment. 

Λ11 point où une corde de contact rencontre l'un des rayons. 

tang0 cosi= tangw 
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D'où l'on déduit que l'intersection des plans tangents aux surfaces 
des cordes et des rayons est perpendiculaire au rayon. 

90. Les asymptotes de la conique sont parallèles aux normale 
principales des surfaces focales enveloppes des polaires. — Si Ton 
voulait étudier plus complètement celte théorie des caustiques, il con-
viendrait de former l'équation des surfaces lieux des polaires des en-
veloppes de sphères parallèles. Nous signalerons seulement les deux 
faits suivants : 

Les normales aux surfaces foeales des polaires d'une enveloppe con-
servent la même direction si l'on considère toutes les enveloppes de 
sphères parallèles; elles sont parallèles aux asymptotes de la conique 
lieu des foyers des cordes de contact. 

91. Les propriétés des faisceaux parallèles aux normales de (O) 
et des faisceaux issus des points de ( O) sont corrélatives. — Si l'on 
jette un regard d'ensemble sur les diverses propriétés (pie nous avons 
rencontrées, on reconnaîtra qu'il s'établit une correspondance bien 
nette entre les faisceaux de droites (N) parallèles aux normales de la 
surface de référence et ceux formés par des rayons (11) issus des dilîé-
rents points de cette même surface. 

Si (N) a ses images principales conjuguées, R est le faisceau des 
normales d'une surface, et inversement. Dans le premier cas, l'intégrale 
est indépendante de la forme de (O); dans le second, elle ne dépend 
que de son image sphérique. 

Quant aux théorèmes sur les segments focaux des faisceaux (N), ils 
se transforment en des relations qui lient les segments focaux de deux 
faisceaux symétriques par rapport aux plans tangents de (O). 

(A suivre.) 


