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Mémoire sur la théoric générale des surfaces courbes;

Par M. Ausertr RIBAUCOUR,

Ingénicur des Ponts et Chaussées.

Draguignan, 30 mai 1856.

INTRODUCTION.

L. Origine de la théorie des surfaces. — La théoric des surfaces
étend de jour en jour son domaine; on I'applique aujourd’hui avee
suces i des questions qu’aux débuts 'on n’eiit pas cru accessibles par
ses procédés; clle a pris naissance dans les travaux de Monge, mais
¢’est surtout dans les recherches de Grauss qu'on la voit se préciser:
elle 8’y révele avee les propriétés a la surface, les notions de courbure
totale, de représentation sphérique. L'étude des lignes géodésiques,
des lignes de courbure, des asymptotiques fait alors 'objet d'impor-
tants travaux qui tous ont pour but I'étude individuelle des surfaces.
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L'un des Chapitres les plus importants de la nouvelle théorie, celui de
la déformation, conduit, a I'aide des notions de courbure géodésique
¢t de courhure proprement dite, i des résultats d’une extréme élé-
gance. A propos de la recherche des surfaces applicables sur une sur-
face donnée, M. Codazzi découvre les formules analytiques qui lient
entre eux les ¢léments indéformables et ceux qui définissent la forme.
Avant lui 'abbé Aoust avait, sous forme de relations géométriues,
trouvé les mémes résultats. M. Bonnet vient ensuite établir 'impor-
tance capitale de ces formules en les appliquant & la détermination
complete de surfaces définies par des considérations différenticlles. On
culrevoit sculement le champ & parcourie dans cet ordre d'idées, en
méme lemps quon est arrélé par les difficultés analytiques du sujet.

2. Familles de surfaces. — Dautre part, des recherches de Géo-
métrie pure conduisaient M. Dupin & Uimportante découverte des
systémes triplement orthogonaux; M. Lamé les introduil systémati-
quement en Mcécaniques il établit & ee propos la théorie des coordon-
nées curvilignes. Remarvquons qu'ici on ne se contente plus de ce qui
s¢ passe sur une surface; on en sort, pour ainsi dire, et, se tenant d'a-
hord & des distances infiniment petites, on arrive conséeulivement et
par intégration & opérer des constructions dans 'espace. Les familles
de surfaces, comme les surfaces, méritentune classification: MM, Lame,
Bertrand, Bonnet élucident complétement la belle question des sur-
faces triplement isothermes et orthogonales. Dans le méme ordre de
recherches, M. Darboux prouve que le systéme tiplement orthogonal,
isotherme par surfaces individuelles, se réduit ann anallagmatiques
homofocales du quatritme ordre. Cette hranche de la théorie des sur-
faces, subordonnde a 'imtégration de nombreuses ¢quations difléren-
lielles, demandera encore bien des efforts avant de pouvoir étre appli-
quée avee généralité.

3. Géométrie autour de la surface de référence. — Il imporic,
pensons-nous, si Pon veul employer la théoric des surfaces efficace-
ment, de pouvoir opérer dans 'espace par des constructions tout inté-
grées, de fonder, si je puis m’exprimer ainsi, une sorte de Géométrie
analylique permettantd'étudier, sansl'introduction d’¢lémentsinutiles,
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tout ce qui est relatif aux propriétés infinitésimales d’une figure donnée,
qu'elle varic ou non i chaque instant. 11 faut opérer autour d'une sur-
face ct avece la plus grande généralité, comme on opére habituellement
autour d'un point; encore convient-il de s'affranchir absolument des
¢léments qui liennent a Porientation et que I'on traine sans aucune
utilit¢ dans les calculs, au préjudice de la simplicité et de I'évidence
des résultals. Depuis plusicurs années, j'ai donné de nombreuses ap-
plications de cette Géométric autour des surfaces qui fera P'objet
exclusif du Mémoire que je soumets aujourd’hui & I’Académie.

4. Méthode suicie dans cette Géométrie. — Dans les problémes
(que j'ai en vue, jintroduis en général des constructions finics qui font
dépendre les éléments successifs d'une figure des éléments correspon-
dants d'une surface dite de réfeérence. Tracons, par exemple, sur une
surface un réscaun («, ¢); soient OX, OY les tangentes en O (u, v)
a(e) et (1), OZ la normale & Ja surface. Faisons & chaque instant
corvespondre un point M de 'espace a O, et, dans ce but, donnons-nous
les coordonnées instantanées 5, %, { parrapportauxaxes OX, OY, OZ%;
a toute position de O’ ifiniment voisine de O va correspondre une
position de M voisine de Mj la position de O’ est délinic par les acerois-
sements du et dv, eelle de M Pest par les quantitds A%, Ay, A{ consid¢-
rées comme fonetions de w et ¢, Désignons par de, Ay, As les projec-
tions de MM sur OX, OY, OZ; on pourra les calculer en fonction de
du, de i Taide des A%, An, A, par conséquent on connaitra le déplace-
ment réel de Men M. Opérant de la méme facon pour tous les points
d'une figure, on voit comment elle se déplace en se déformant lorsque
el v s'aceroissent de due et dy.

Plus généealement, si 'on se donne a chaque instant une relation
(%, %, 5 1, v) = o délinissant mne surface correspondant & chaque
point O(u, ¢) de la surface de référence, on peut trouver comment
elle se déplace en se déformant lorsque « ct ¢ croissent de du et dv,
sans délinir chaque point individuellement. 11 suffit, en effet, de cal-
culer en fonction des coordonnées X, Y, Z d’un point par rapporl
a 0X, 0Y, OZ les coordonnées %, v, { de ce point par rapport i
0'X', 0'Y’, O'Z’; substituant ces valeurs dans I'équation donnée, on
aura par rapport aux premiers axes I'équation de la surface déformée.
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De ceci résulte que, moyennant I'usage de ces formules de transfor-
mation de coordonnces, établies unec fois pour toutes, on pourra, au-
tour d’unc surface, effectucr toutes les opérations de Géométric ana-
lytique comme avec les coordonnées cartésiennes.

8. Cas d’un réseau (u, v) non orthogonal. — Il n’cst pas néces-
saire que les axes OX, OY soient tangents aux lignes (¢) ct (u),
pourvu que leur direction soit déterminée en fonction de « et ¢. Dans
cet ordre d'idées, on arrive & prendre pour le réscau (u), (v) un
systéme de courbes méme non orthogonales, en conservant trois axcs
rectangulaires OX, OY, OZ. De cette facon I'on peul mettre cn évi-
dence les ¢léments du réseau qui s'approprie le micux & la question,
tout en faisant disparaitre la complication résultant de I'emploi de
coordonnées obliques dans les opérations de (réométrie analytique
autour de la surface. Cette remarque, on le verra, a une grande im-
porlance.

6. Correspondance de deur espaces. — Au licu d'une surface de
référence unique et de deux paramétres u et ¢, on peut prendre un
systéme triple de surfaces dépendant de trois paramétres ¢, p,, g, €L
faire correspondre entre cux deux espaces différents par certaines con-
struclions géométriques. M. Liouville a traité un remarquable exemple
de correspondance qu’il a pu intégrer complétement. Nous donnerons
des formules pour le cas des systémes triplement orthogonaux ; clles
nous permettront d’¢tablir deux transformations géométriques des
syst¢nes triplement orthogonaux, dont I'une avait été découverte ana-
lytiquement par M. Combescure.

7. Etude d’une méme question a Uaide de diverses surfaces de
référence. — L'un des plus grands avantages de la méthode générale
que nous employons consiste dans la facilité avec laquelle on peut atta-
quer des problémes de fagons différentes, suivant le choix que I'on fait
de la surface de référence. En général, les questions relatives & la
théorie des surfaces dépendent de I'intégration d’équations aux diff¢-
rentielles partielles du second ordre. Il importe, au point de vue géo-
métrique, pour la simplicité des résultats, au point de vue analytique,



THEORIE GENERALE DES SURFACES COURBES. 9

pour les difficultés d'intégration, de ramener le probleme faux formes
irréductibles, canoniques, pour ainsi dire, et celles~ci sont souvent
bicn différentes suivant les éléments que I'on suppose connus et ceux
que l'on veut déterminer.

Quand on cherche, par cxemple, & établir la théorie des faisceaux
de cercles normaux a des surfaces, si I’on prend pour surface de réfé-
rence Pune des surfaces trajectoires, on réduit le probléme a I'intégra-
tion de I'équation

() dedp, = do H d>, * 4,

dont la forme se préte aux intégrations explicites, ainsi que I'a fait voir
M. Moutard: il est donc facile de construire un trés grand nombre de
solutions. Si, au contraire, on choisit comme surface de référence la
surface enveloppe des plans des cercles, on trouve une équation tout &
fait analogue & celle des surfaces applicables sur une surface donnée,
par conséquent beaucoup moins maniable que la précédente. Seule-
ment cette nouvelle équation met en évidence ce fait remarquable que
les cercles admettent une famille de surfaces trajectoires, quelle que
soit la forme de la surface enveloppe de leurs plans. Il en résulte que
Péquation relativement compliquée est, au fond, la plus simple,
puisque, a clle scule, elle régit tout le probléme, tandis que I'équa-
tion (1) suppose l'intégration préalable des équations de Codazzi sur
la surface de référence.

Citons cncore ’execmple des surfaces applicables 'une sur I'autre :
on sait que I'équation des surfaces applicables sur unc surface donnée
présente de trés grandes difficultés d’intégration ; mais le probléme
devient des plus simples lorsqu’on se propose de déterminer tous les
couples de surfaces applicables I'une sur l'autre ; I'équation caractéris-
tique prend la forme

d*7 7KZ,

du dy =

la seule qui puisse avec (1) étre, dans certains cas, intégrée explicite-

ment. Dans le premier cas, la surface de référence est une des surfaces

applicables; dans le second, c’est la surface lieu des milieux des cordes
Journ. de Math. (/* série), tome VIL. — Fasc, 1, 18g1. 2
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(ui joignent les points correspondants. Il est remarquable que dans ce
probléme, o les positions respectives des surfaces semblent a priori
étre indifférentes, c'est par la considération méme de ces positions
que le probléme se simplifie d’une facon inattendue et conduit a d’élé-
gants résultats.

Au fond, ces simplifications tiennent toujours & ce fait que, d’une
part, une scule équation différentielle régit le probléme ct que, de
I'autre, puisque I'on se donnc la surface de référence et sa position
dans I'espace, on suppose intégrées les trois équations de Codazzi, re=
latives & cetie surface. Aussi, dés que dans I'étude d’une question
auxiliaire les ¢léments de forme de la surface doivent étre les résultats,
le probléme se complique & nouveau.

Dans le cas ot le choix des surfaces de référence n'est pas naturelle-
ment indiqué, c'est en cherchant a réduire le nombre des inconnues
qu'on arrive a découvrir le systéme le plus avantageux; la méme re-
marque s’applique au choix du résean (&, ¢) sur la surface de réfé-
rence.

8. Indication de la division du Mémoire. — Le premier Chapitee
du Mémoire est consacré a I'établissement des formules fondamentales
dans le cas ot le réscau (u, ) est orthogonal, ainsi qu'a la recherche
directe du sens géomdétrique des cocfficients introduits. Le deuxi¢me
Chapitre comprend la méme étude, mais dans le cas ol le réscau
(u, ¢) n'est pas orthogonal. Le troisicme Chapilre st consacré & 'éta-
blissement des formules fondamentales relatives i la correspondance
de deux espaces en prenant pour réseau de référence une famille triple
orthogonale de surfaces; il a paru convenable d'établir préalable-
ment et par les procédés de la Géomeétrie autour des surfaces, la
théorie des systémes triplement orthogonaux. Ces trois premiers Cha-
pitres constituent la premiére Partic de notre travail; la seconde com-
prendra unc séric d’applications relatives aux faisceaux de droites, aux
développées, 4 1'étude des couples de surfaces applicables I'unc sur
l'autre, 4 la correspondance de deux surfaces par orthogonalit¢ des
éléments, aux systémes cycliques, au mouvement le plus général d'un
corps assujetti i quatre conditions. Nous examinerons ensuite les pro-
priétés des faisceaux de courbes planes normales a des surfaces.
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Comme suite & cette derniére application, nous entreprendrons I'exa-
men des propriéiés des sections planes d’une surface par les plans tan-
gents d’une autre surface; en particulier, I'étude des sections des
surfaces par leurs plans tangents; ceci nous aménera & rechercher de
nouvelles propriétés des surfaces, ct & généraliser le théoréme de Bel-
trami.

‘nfin nous terminerons par P'étude de la correspondance des sys-
témes triplement orthogonaux.

- it  Sanppa—

CHAPITRE 1.

ETABLISSEMENT DES FORMULES FONDAMENTALES,
(u, ¢) ETANT ORTHOGONAL.

9. Définition du réseau coordonné; formules donnant les coor-
données d’un méme point par rapport a dewx triédres successifs.
— \ous considérerons, pour ¢tablir les formules, une surface concave
de haut en bas par rapport & la normale, afin de supprimer, par cctie
hypothése, toute ambiguité sur lessignes; les formules sont d'ailleurs
absolument géncérales et les signes attribués par le caleul aux quan-
tités géométriques qui y figurent indiquent précisément dans chaque
cas particulier comment doit étre envisagée la courbure de la surface
de référence (O).

Soit O un point de (O) défini par les paramétres «, ¢ de deux
courbes (u) et (¢) orthogonales, tracées sur (O ) et qui le contiennent.
Prenons pour axes instantanés OX, OY, OZ les tangentes en O aux
courbes (¢), («) ct la normale 4 (O). Nous compterons les longucurs
positives et négatives comme d’habitude.

Une surface (M) correspond point par point 4 (O). On définit &
chaque instant M par rapport & O en fixant ses coordonnées §, v, § par
rapport 4 OX, OY, OZ. Si l'on donne aux paramétres « et ¢ les ac-
croissements du et dv, on passc de O en O’ et de M en M'; les coor-
données de M’ par rapport aux axes O'X’, O'Y’, O’'Z’ sont § + A%,
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n + Ay, { + AL; par rapport aux axes OX, OY, OZ, clles sont £ + AX,
1+ AY, { + AZ. On remarquera que AX, AY, AZ sont les projections
de MM’ sur les axes OX, OY, OZ; il s’agit de les déterminer. Pour y
arriver, menons par le point 0’ des paralléles O’X,, O'Y,, O’Z, aux
droites OX, OY, OZ; désignons par X,, Y,, Z, les coordonnées de M’
par rapport & ccs nouveaux axes; on a

Xi=(E+ A5 cos(X'X, ) +(n+49) cos(Y'X,) + ({+4%)cos(Z'X, ),
Y,=(E+A5)cos(X'Y,)+ (v +An)cos(Y'Y,) + ({+A ) cos(2'Y, ).
L,=(5+48%)cos(N'Z,) +(n+an)cos(YZ, )+ (L+A0)cos(4 7).

Cherchons la valeur des neuf cosinus.

10. Forme nécessaire des équations de transformation des coor-
donndées instantanées. — Menons par le eentre d'une sphére de rayon
égal a Punité des paralleles aux droites OX, OY, OZ, ¢t O'X, O0'Y,
('Z’, qui rencontreront la surface de cette sphére aux points XYZ et
X'Y'Z ; tracons les grands cercles 2Y, YX, XZ et Y, Y'X', X'Z’,
puis prolongeons-les jusqu'a leurs rencontres mutuelles aux environs
des trois sommets X, Y, Z. On obticnt les quadrilatéres ZZ ab,
YY'de, XX'ef qui, si 'on néglige les infiniment petits du second
ordre, sont des rectangles. Dé¢s lors, & cette approximation on peut
écrire (et ceci définit la situation des points a, b, ¢, d, ¢, f)

ad =1Y, be = 17X, de =X"Y",

et, par conséquent,
dY' =all=cY =01,
eX =0L'=fX =al,
dY =X =CY'=fX'.

Evaluons a présent les neuf cosinus :
cos(X’X). — L'angle X'X étant infiniment petit du premier ordre,
on pose

cos(X'X) =1.
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c0s(Y'X). — On peut le remplacer par cos(Xd) parce que Xd ne
difféere de I’arc de grand cercle passant par X et Y/ que d’un infiniment

petit du second ordre, mais Xd a pour valeur ;—t + Yd : donc

cos(Xd)=—sin(Yd)=Yd,
cos(Y'X)=Yd.
¢08(Z'X). — On peut le remplacer par cos(aX) ou cos(";t —al):
done :
cos(Z'X) = al.

Iin opérant de méme sur les six autres cosinus, on voit que

cos(X'Y) =eX=dY,
cos(Y'Y) =1,
cos(Z'Y)=aZl'=bZ,
cos(X'Z) =Xf=al,
cos(Y'Z)=Ye=— b1,
cos(L'Z) =1.

Substituant dans les valeurs de X,, Y,, Z,, il vient

Y, =n+Aan+(E+A5)Yd + ({+AY) bZ,
Z, =5 +A — (5 +A%) aZ — (n+2n) b,
¢t T'on remarquera qu'il n’y entre que trois éléments Yd, aZ, bX;

ceux-ci sont infiniment petits du premier ordre et fonctions de du, dv;
dés lors, on est assuré qu'ils sont de la forme

Yd=Mdu+ Ndp,
al =Pdu+ Cdp,
bZ =Qdv+ C du,
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o M, N, P, Q, C, €' représentent six nouveaux coefficients fonctions
de u et o, dont la signification géomélrique n’cst pas encore connuc,
mais qu'il importe peu de rechercher pour le moment.

Substituons les valeurs qui précédent i cclles de A%, Ay, A7 dans les
valeurs de X,, Y, et Z,, puis remarquons que

AN=X,—b+fdu, AY=Y,—vp+gd, A.=1,-7,

si 'on pose

45 = 00" = frdu® + gdv?,

¢l nous trouvons les formules fondamentales

AX =du(f + & Mn+ PZ) + de (g. — Ny + CI).

dr . - o, ,
' ‘; \4 ! r A4
de N% +Q,) —i—(lll(du+ ME G ,),

AY = ¢ (;; +

7 — du(®_pr_ (F o
AL = du( g — PE = Cn) + e F — Q= ).

11. Relations liant entre ewr les coefficients des valeurs des A.
— Avant d’aller plus loin, il importe de trouver quelles sont les rela-
tions qui lient entre cux les six coefticients et les quantités fet g, On
y parvient sans sortir de la méthode méme que nous étudions, clest-
a-dire sans recourir i des systémes de coordonnées ¢irangers a la ques-
tion.

Aulieu de chercher la surface lieu du point M, supposons-la connue
et aussi simple (ue possible, c’est-i-dire réduite & un point; il est ma-
nifeste que les quantités AX, AY, AZ doivent étre constamment nulles.
dans cette hypothése, et quels que soient les aceroissements du, do; on
a done

f+ R M+ Pl=o,

g+dn+NE+QlU=0
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el
% = Nn+ Gl=0,
T+ ME +C=o,
‘I: e '
du — V3 —Cm=o,
a3
(T: —-Qn—Ci=o

;

Exprimons que les valeurs déduites de ces équations pour dd= T
'ty

dur v’

il vient, aprés un calcul élémentaire,

d} . .
Tudv (qui peuvent étre obtenues de deux maniéres) sont égales,

Y Mg+ (m —co-2 g j‘,j‘f)
7 (‘;" N - 2 MQ) = o,

ds g e{ey (qv . AN aM
\_/+,(1Q—(,C+%—-7,;)

du
. :("Q +Me—4 \p)
_t (;r —NC- % ‘\IQ> =o.
Ces nouvelles équations, si elles n’étaient identiques, conduiraient a

un seul systéme de valeurs de £, 1, ¢, c'est-a-dire qu'il n'y aurait qu'un
seul point dans Pespace. Pour qu'il y en ait une infinité, on doit avoir

__ 9
\l—_zd—(;,
__ 4g
V—m’
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el
, . dM | dN _
l()—(_‘n——{; aT‘-—(),
e —NC - % MQ=o,
d() -
7 + MC - T“ NP =o.

Telles sont les relations qui lient entre eux les six coefficients. Je
renvoie au travail de M. Bonnet pour démontrer que, si ces équations
sont vérifices, la surface existe et qu'elle est unique.

12. Valeurs définitices des A, équations de condition. — ¥t

tenant compte de ce qui précéde, on voit que les formules fondamen-
tales peuvent s'éerire définitivement

-.\\=du(f+§'§ dfr,-r—l”)-;-d({f dz —gf)’C),

gdp f:/u
(I « AY =du ((—:— g(f{‘,i—fDC>+d»( +[ +,i,u5+(.h)
8= du (g5 ~ PE+ D) + de (F — Qro+ gDE),

pourvn que ’on pose

Cf=Cg=fgD.

Indépendamment de f et gil 0’y entre plus que trois fonctions I°,
Q, D qui satisfont aux équations de condition

| e wo(5) + @ i) = o

| P dD | dg B
(%) | o T8am v gdy =0,

I Dy

du +f g +2‘7;D—]—P=o;
ce sont les formules de Codazzi.
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13. Coordonnées d’un méme point par rapport & deux triédres
successifs. — Comme nous I'avons dit dans I'Introduction, constam-
ment il faut, connaissant les coordonnées d'un point par rapport aux
axes O'X’, O’Y’, O’'Z, les exprimer cn fonction de scs coordonnées
par rapport aux axes primitifs 0X, OY, OZ.

Désignons par X', Y’, Z’ les coordonnées du point M par rapport
aux axes O'X’, 0'Y’, O'Z’ et par X, Y, Z ses coordonnécs par rapport
a OX, OY, OZ; on obticndra visiblement les relations cherchées cn
¢galant & zéro AX, AY, AZ, dans les formules trouvées plus haut, rem-
placant %, v, ¢ par X, Y, Z, A% par X'— X, Ay par Y'— Y, AJ par
2’ — Z. 1l vient ainsi

X'=_f¢lu+X+Y(— A du + i’é’-dc) +Z4(—Pdu+ gDdv),
o

Jdu
o d
(®) ? Y'=_gdo+x(-f%do+§§;du)+Y+Z(_Qdo+fDda),
Z' =X(Pdu — gDdo) + Y(Qdo — fDdu) + Z.

Les trois sysitmes de formules que nous venons d’¢tablir forment
les prémisses constamment invoquées de la Géométrie autour des sur-
Saces; aussi, pour simplifier le langage, les désignons-nous par les

lettres d’ordre (I7), (), ().

L4. Recherche par la Géométrie autour des surfaces et cmpiri-
quement des coefficients des valeurs des A. — 1l convient actuelle-
ment de rechercher la signification des coefficients P, Q, D; ccux-ci
dépendent manifestement de la courbure des lignes (¢) et (&) qui se
croisent en O, ct, comme ces courbures résultent immédiatement de la
connaissance des droites polaires de (¢) et (u), on est conduit & re-
chercher les ¢quations de ces droites.

La polaire de la courbe (¢) est, & la limite, I'intersection de deux
plans normaux (infiniment voisins) & cette courbe.

L’¢quation du plan normal en O est

X =o.

Celle du plan normal infiniment voisin quand on sc déplace sur (¢),
Journ. de Math. (4* sirie), tome VII. — Fasc. 1, 18g1. 3



18 ALBERT RIBAUCOUR.

© variant seul, est

N'=—fdu+X=Y- L du—LPdu=o.

De tclle sorte que la seconde équation de la polaire comprise dans
le plan normal & (¢) est

f+Y L 2P =o.

adv

I.e point ot cetie droite perce le plan tangent [centre de courbure
géodésique de (¢)] est défini par les équations

. - ((/ _
.\. =0, '/+ \ :.’?l,t' = .

Le point ot elle rencontre la normale & la surface de référence
| centre de courbure de la section normale tangente & (¢)] est déter-
min¢ par les équations

X=o0, [f+ZP=o0.

On voit que + {; est le rayon de courbure de la seetion normale
tangente & (v).

On objectera sans doute que nous faisons appel a des notions de
(Géomdétrie; mais, si I'on y voit quelque inconvénient, il est tres facile
'y suppléer en cherchant directement, ct d’aprés leur définition méme,
les courbures de la section normale et de la projection de () sur le
plan tangent, par nos procédés. 1l nous parait inutile de rétabliv ici des
résultats toul & fail élémentaires, qu'on démontre avee une ¢gale faci-
lité, quel que soit le systéme de démonstration.

Nous donnerons pourtant la valeur du coefficient D, afin d'indiquer
dés & présent comment on peul se servir des formules (7).

Portons sur les normales i (O) suivant (¢) une longucur constante
{; il vient, & el 7 élant nuls,

AY =— dufD%;
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mais 121 est 'angle que la normale cn O fait avec le plan ZOX; fdu

estla distance OO’; — D est donc le quotient de ces deux quantités, ou
le paramétre de déciation suivant (¢) (BerTrAND).

15. Condition pour que deux directions suivies soient conjugudes.
— Nous termincrons ce Chapitre en établissant la condition pour que
deux directions issucs de O et définies par les accroissements du, dv,
du, v’ soient conjugudes, condition dont nous nous servirons a chaque
mstant,

['équation du plan tangent en O i la surface de référence est
L=X(Pdu—gDdo)+ Y(Qde— fDdu)+ 1L =o,
(qui conduit pour les équations de la conjuguée de O0)
7. =o, X(Pdu— gDde)+ Y(Qdo — fDdu)=o:
IRAIS 0N @
X Y
Sfdu' T gd”’

il vient, aprés substitulion,

(2) dudd' fP — faD(du dv + dudd)+dvdy gQ

|
°

(qui est la relation cherchée.

e € S——

CHAPITRE 1I.

ETABLISSEMENT DES FORMULES FONDAMENTALES,
LORSQUE LE RESEAU (%, ¢) N'EST PAS ORTHOGONAL.

6. Les valeurs des A ont la méme forme que dans Uautre cas.
— Il est parfois trés avantageux d'introduire dans les calculs un
réseau non orthogonal (, v) tracé sur la surface de référence, mais
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les formules de Géométrie & trois dimensions sont trop compliquées
lorsqu’on prend des axes obliques; aussi, dans ce qui va suivre, exécute-
rons-nous les opérations géométriques par rapport & un tri¢dre trirec-
tangle tel que OZ soit normale a la surface de référence et que OX, OY
soient les hisseetrices de I'angle que font entre clles les lignes (v) et («).

Nous désignerons par 0 le demi-angle dans lequel cst compris I'axe
des X. Lorsque les paramétres croissent de du et do, le point O vient
en (05 le dS2 étant mis sous la forme

dS* = frdu? + g*dv* + 2 fg dude cos 20,
on a pour les distances d.e, dy du point O’ aux axes OY, OX

dr =cos(fdu~+ gdv),
dy =sinl(g dv — fdu).

Considérons maintenant un point M dont les coordonnées sont z,
7, C par rapport aux axcs instantanés OX, OY, OZ, les projections
du déplacement MM’ peuvent toujours s’¢erire

AN =de+\,-% AY=dy+Y,—, =1 -1

comme dans le Chapitre précédent. Rien ne s’oppose non plus & ce
que I'on garde les valeurs de X, Y,, Z, en fonction des six indéter-
minées M, N, P, Q, C, €.

1l vient, apros substitution,

- d* o1y
A\ = llu( fcos0+d—”-—'r,M+.,l)
+de( geosh+ B g\ +"C\)

( o N d‘s n - !

(1) !

gsinl + Z% + 5N -I—'C()),

(
AL = (lu(d: - Pz —C"q)
(

.(.1_('\)7;_(]2 >9
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¢quations qui différent trés peu de celles qui ont été trouvées plus haut.
On les traitera de la méme maniére pour trouver les relations qui lient
entre cux les cocfficients.

7. Relations entre les coefficients des A. — Supposons done que
le point M soit immobile dans I'espace; AX, AY, AZ doivent étre nuls,
(uels que soient du ct de. On a donc

Jcosl) +g—z — M +{P =0,
gcosh+ ng — 9N +{C=o;
—fsind+ P L EM 40 =0,

gsin0+g—2 +EN +{Q=no0;

On en déduit

L (feosh)— 2 (gcosh)+(Mg + Nf)sind+1

aM dN ~ dP  dC o
< (— G+ +PQ-CC)+{(F = T+ MQ— CN) =0,

- (a sin0)+ —- (femf))-!-(\l g — Nf)cosh + &

ds du du dv
sinf(gC + fQ)+cosh(Pg—-CfH -t

dP  dC dQ  dC
X(a:“z:"'MQ“(“\) (% — & — P+ M=o

x(— ML AN po— cu)+:("‘\’ 4 _Np +(1M>=n.
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el pour (u'il y ait une infinité¢ de points dans I'espace, il faul que
'a d .
: c—,;(fcosf))—- T (geosh)+(Mg + Nf)sinh) =o.

d Y d . .
£, (&5in0)+ ~ (fsinh) + (Mg — \/)cosh =o:

dM dN .
' -‘-(v-*-?d_;‘-“i-l)Q-—(‘(‘ = 0,
(%)
b
® & MQ-CN=o,
) Y N ~
A _L_ NP+ CM =0

sinf(gC + fQ)+ cosh(Pg — Cf)=0.

Telles sont les relations liant entre cux les six coefficients; il n'e-
chappera pas que ceux-ci ne peuvent plus avoir le méme sens géome-
trigue que dans les formules du Chapitre préeddent.

18. Coordonnées d’un point par rapport @ dewe tricdres sue-
cossifs. — On trouve pour X' Y'Z les valeurs
N ' =(fdu + gdv)cosl
+Y(Mdu+ Nde)— Z(Pdu+ Cde) + \.
(@Y Y'=(fdu-— gdv)sinl
— X(Mdu+ Ndv) — Z(Qdv + Cdu)+ Y.
Z=XPdu+Cde)+Y(Qdv+ Cdu)y+ 1.

19. Condition pour que dewr directions soient conjugudes. (us
ote le réseau (u, v) devient celui des asymptotiques de la sur face de
référence. — Cherchons la condition pour que denx directions
(du,dv) (du', dv') soient conjuguées.

Les ¢quations de la droite conjuguée de OO’ sont

=1 =o,
X(Pdu+ Cde)+ Y(Qdv + (I du)= o:
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mais, si I'on considére la direction conjuguée comme définie par les
accroissements du’, dv’, il faut poser

X Y
(fdd+ gdi'ycosh — (gdv — fdu’)sinb

Dot résulte la condition cherchée

S (Peosh — C'sind) dudu’ + g(Qsinb + Ccosl)dodv’
+ g (Pcosh + Csind)dude' — f(Qsind — Ccosh) dedu’ = 0.

Ln particulier, I'équation des asymptotiques est donnée par la for-
nule

S(Pcosh — (Vsinh) du®+ g(Qsind + Ccosf) dv?
+|g(Pcosh + (sind)— £(Qsinh — Ccosh)] dudv = o.

On exprimera que le réscau (u, ) est celui des asymptoticques de la
surface de référence en posant

P’ cosh — C’sinf = o,

Qsin 0 + Ceosh = o;
mais la derniére des équations (%) pouvant s’écrire
J(Qsind) — Ccos0)+ g(Pcosh + C'sinh) = o,
on voit que 'on peut poser

C = gsinf, H?,

C' = fcosh.H?,
" P = fsind. I,
L Q

= — gcosl.H.

(3)

20. Ce que decienncnt les équations de condition. — Dans ce cas
particulier les formules (9') se simplifient; déja la dernitre a disparu.
Si 'on remplace C, €', P et Q par leurs nouvelles valeurs, tenant
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compte des deux premiéres, on peut substituer aux deux suivantes ces
formules remarcuables

df | dl | g daH
s ¥ i@ T F @ szl =0

, dg . dil f dil

1 dg Al fodll =

(4) gdi ¥ Tda T W& cos20=o

M et N sont déterminés individuellement comme il suit :

. db af dg _
5 ‘gssz( M+‘E)+d—w-——d—“cosz0_o,
) ¢
o : ;@ dg _df b —
' fsm20 (— N + .(-‘i;‘) -+ (Tll -— ’(7;'(‘05.!)—— 0.
Il en résulte pour la troisicme des équations ('), en remplagant 2 0

par o,

d*w d*logfg
dude ~ “dudy

d [ df d [ dg 1 S HY
+ [T(—:r) + T (—/d,,)] sme — S¥H sno

COosS®

6 /
) L A cosw + s
sinfw de \ gde g,-du)
1 dw de dafr \ _ .
+ intw ,7;(‘ Fdu O8O+ 7) =0;

ol remarcuera ue

dll I ( df ,/,,)
-+ — —— COSW -+ ——— ) = 0.

-~
du sintw ady gdu

dl UL dg COS® 4+ ({f)_
Hde ~ sin*o Sdu " fdv, =

21. Cequesignifient les coefficients des valeursdes A. Recherche
par la Géométrie autour des surfaces. Théoréme sur les lignes
asymptotiques des surfaces applicables sur la sphére. — 11 nous
reste & trouver, dans I'hypothése particuliére ot nous nous placons,
quelles sont les valcurs des ¢léments qui définissent la courbure de la
surface de référence.
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H est facile de trouver les rayons de courbure principaux; en cffet,
la courbe tangente & OX est une ligne de courbure ; son équation cst

dy = gdv — fdu=o.

On sait que le centre de courbure principal correspondant est U'in-
tersection de OZ avec le plan normal & cette ligne de courbure ot infi-

niment voisin de O3 il faut done écrire
X=Y=X=o,
c¢'est-d-dire :
+(fdu+ gdv)cosh + Z(P du + Cdv)= o,
"ot I'on déduit pour le Z du centre de eourbure principal

v coth
b=

On trouve de la méme fagon pour le second centre de courbure

principal
7 — tang0
T

La fonction H a donc un sens géométrique trés précis, car

’ 1
~2,2,=
H* changé de signe représente la courbure de la surface de ré-

férence en O, dans le sens admis par (zauss ().

(') Les asymptotiques des surfaces a courbure constante jouissent ’une pro-
pri¢té remarquable qui résulte immédiatement des formules établies ci-dessus.

Pour ces surfaces, Il est constant : on a donc

af _ dg _ X
de “du "

ot résulte qu'en choisissant convenablement les paramétres « et v, on peut

Journ.de Math. (}*série), tome VII. — Fasc. I, 1891,
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Dans la théoric qui nous occupe, les courbures des lignes asympto-
tiques jouent un role important : aussi convient-il de les calculer.

Si I'on considére 'asymptotique dv = o, 'équation de son plan nor-
mal est, en O,

Xcos0 — Ysin0 = o4

pour trouver son centre de courbure, il suffira de chercher Uintersee-
tion de sa polaire avee le plan tangent en O3 or, la polaire est 'inter-

prendre I'unité pour f et &; le ds? est donc
ds*== du + dv* + adu dv cosw,
On en déduit sans peine que :

Si Uon forme, acec quatre lignes asymptotiques sur une surface a conr-
bure constante, un quadrilatére, les c6tés opposés ont toujours des longueurs
égales.

Pour trouver les surfaces dont il est question, il faudrait intégrer

;;f:_:—’;;' =1 sinw.
Le plan correspond & un cas limite, dans lequel le probleme se résout. car, Il
étant nul, on a
d*w
dudv — "
par conséquent
w=F(u)+ o ().

oin F et @ sont deux fonctions arbitraires.
Le ds? du plan prend la forme

dst = du*+ dv? + adwdv cos[F (u)+ d(v)].
Cette intégrale donne la solution du probléme :

Trouver sur le plan tous les réseaux de courbes telles que, st U'on forme un
quadrilatére avec deux courbes de chaque famille, les cités opposés soient
égaur,

On vérifie facilement que, tout le long d’une des courbes de cette espéce, les
rayons de courbure de toutes les courbes de la seconde famille sont égaux.
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section du plan normal en O avec le plan infiniment voisin gui a pour
cquation

X'(cosO — sin0 (%du) -Y (sino + cosf %du) =0,

Revenant aux premiers axes et ne conservant (ue les infiniment pe-
tits du premier ordre, il vient

(M- T)(Xsind + Y cos0) ~ f = o,

d’ou résulte, en désignant par g, le rayon de courbure,

M- b f

du o,

D

De méme, en désignant par g, le rayon de courbure de la seconde
asy mptotique, on trouve

r

132

. dy
N+4=

Al
&

CHAPITRE NI

RECHERCHE DES SYSTEMES TRIPLEMENT ORTHOGONALUX.
FORMULES FONDAMENTALES POUR LA CORRESPONDANCE DE DEUX ESPACES.

22. Trouverles surfaces telles gu’un réscau conjugué, tracé sur
elles, se projette suicant le réseau des lignes de courbure de la sur-
Sface de référence. — Avant d’aborder la théorie générale des sys-
témes triplement orthogonany, il nous fant résoudre le probléme sui-
vant :

Trouver les surfaces (S) telles que les déceloppables licwr de
normales a la surface de référence (QO) les découpent suicant des
réseanr ronjugucs.
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Prenons pour réseau (u, ¢) celui des lignes de courbure de (0) et
désignons par [ la longucur du segment de la normale compté & par-
tir de O jusqu’it la rencontre de (S) en Sj il s’agit de trouver I'équa-
tion différentielle & laquelle satisfait /.

Les coordonnées instantanées du point S sont

E=v=o, (=1,

D cst nul: on a done pour les formules (F) le systéme

AX =du(f+Pl).
AY = dv (g—l—Ql),

. dl dl
Alr = (lu —(—{l; —+ (1&‘ ;F.

L’équation du plan tangent it (S) en S est dés lors

dl dl
1 4 2"‘ r (T‘; re
7 — 1= FTI\—‘-O;-"-‘—Q—[Y

Il faul exprimer que sa caractéristique dans Phypothése oy = o
coineide avee le segment déerit par S dans Phypothése du == o. 1 suffit,
¢videmment, de considérer la parvalltle & la caractéristique menée
par Fovigine : on supprimera done les termes indépendants de X, Y. Z
dans I'équation de la seconde position du plan tangent a (8). On

éerira
(] ( a N -
e __ du _(1 ___/Iu ,
=\7m* f+1u-)‘1”,‘x

dl ( dl -
& d v ) ,
+ [;r':ﬁg‘z**m; F01, ""_IY'

Substituant les valeurs de 2/, X', Y,

Z=PduX+17,
X'=— fdu+X- Y_duY - P dul

gdv

Y = (—Z-‘- duX + Y.
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ct réduisant, comme il a été dit, on trouve

dl fi_l )
_ & (4 d( _du
"X—‘17:‘1»7(@’{"'1’2)*,7&(”'1»1 X

dl ( dl >
de [df \yv  d de
Hiralia) X+ @\asa)

Cette équation doit étre satisfaite par les valeurs

N=AX=0, Y=SY=do(g+Ql), ZL=3=d5.
(qui correspondent au déplacement de S dans 'hypothése du == o.
De telle sorte qu'il reste

dl dl
Cdufdf ydl}] | d | _dv Vi
‘"/.;*:p'l [{,’cz.‘ (.., +(\)l)+l a‘"}j -+ du E—*:k)l (g+(\)l) =0,

Développant el tenant comple de la condition exprimée par I'unc

des formules (5),

gdv =&’
on trouve I'équation définitive

]
(1) L og(g + Qb + G 5 log(f+ PU).

On voit avee quelle simplicité se traite le probléme; il suffit de cet
exemple déja compliqué pour faire voir tout 'avantage d’une méthode
qqui supprime les difficultés de signes et rend inutiles tous les cfforts
géométriques direets (qui n’ont pas trait au fond méme de la uestion.
D'un autre coté, 'emploi d’'une méthode uniforme de recherche rend
infiniment plus sdres et plus rapides les investigations; il permet d’ex-
poser les résultats obtenus, sans efforts.

On peut vérifier I'équation (7) par quelques exemples ¢vidents :
~ ainsi les surfaces paralléles 2 (O) et les deux nappes de la développée
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de (O) sont évidemment des surfaces (8) 3 on voit, en effet, que 'équa-
tion est vérifiée pour

l=const.,, g+ Ql=0, f+D/:=o0.

23. Cas ot la surface est infinimeni voisine de la surface dv
référence. — Nous reviendrons plus loin sur le probléme en question;
pour le moment nous considércrons seulement le cas ot la surface (S)
est infiniment voisine de la surface de référence. On peat, dans ce cas,
p()S(‘l‘

I =Hd;,

ot d3 désigne un infiniment petit du premier ordre constant; ce sera,
si 'on veut, l'accroissement d’un paramétre donnant consécutivement
les surfaces (O) et (8) comme faisant partic d’une méme famille,

Si l'on substitue la valeur de 7 dans (7) en négligeant les infiniment
petits d’ordre supéricur au premier, il vient

AN dl df | dl dy
(8) dade = dn Fav T de wdi’

¢quation lincaire par rapport a H.

24. Définition particulicre des systémes triplement orthogonau..
Variation du d3* en passant d'une surface a la surface infiniment
noisine. Théoréme de M. Dupin. — Abordons maintenant 'étude des
systemes triplement orthogonaux.

Considérons trois familles de surfaces telles qu'une surface (uel-
conque d'entre elles coupe toutes les autres @ angle droit et désignons
par [A], [B], [C] les familles; soit (O) I'une des surfaces de [A 5 les
traces des surfaces [B] et [C] sur (O) constituent un réseau orthogo-
nal que nous prendrons pour réseau (u, ).

Pour que le systéme existe, il faut que, si I'on prend la surface (3)
infiniment voisine de (O) et appartenant i [ A], les normalies menées
le long des courbes du réseau (u, ) découpent sur (S) un réscau or-
thogonal.

De méme, il faudra pouvoir passer de (S) dans les mémes condi-
tions 4 une seconde surface infiniment voisine et appartenant i | A|.
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Si les opérations réussissent consécutivement sur toutes les surfaces
de [A], il est clair que le systéme triple orthogonal existe.

Pour obtenir la surface (S) portons sur les normales & (O) une
longucur Hdp fonction de et o, dp désignant accroissement du pa-
ramétre des surfaces [A] quand on passe de (O) en (S).

Calculons 1 dS?* de la surface (S); on a pour les formules (F) dans
Pespece

AX = du( f+ PHdp) — dvgDH dp,
AY = dufDHdp + do(g + QH dp),

dil dH
AZ = du 5 do + dv o= dp.

D’ou résulte facilement le &5 mais nous n'avons qu'a considérer le
terme en dude de cette expression : il est

'.uludv;— 2fgDH dg + H? dg? [%Tc H‘-i% -DPg+ Qf)j”.

On remarquera que nous avons fait le calcul comme si Hdg était
une (quantité de grandeur finie, c’'est-i-direc comme si (S) n’était pas
infiniment voisine de (O). Pour que 'image du réscau (u, ¢) sur (S)
soit un résean orthogonal, il faut ct il suffit que le terme en du dp soit
nul el, si nous supposons encore H dp fini, que

dl dH . .
—afgD+HDp [H_du e = D(Pg + Qf)] =o.

Il est clair que le premier membre de cette équation représente le
cocfticient de du di dans P'expression

dSi

yicad

Or ce cocfficient doit tendre vers zéro ¢n méme temps (ue dg, ce
(ui n’est possible qu’autant que

D =o.

Ainsi, pour qu'il existe un systéme triplement orthogonal de



32 ALBERT RIBAUCOLUR.

surfaces, il faut que toutes les surfaces de deur familles coupent
une surface quelconque de Uautre famille suivant ses lignes de
courbure.

(Dest le théoréme de M. Ch. Dupin.

25. Equations définissant un systéme triplement orthogonal. —
Nous venons d'établir, en somme, qu'étant données deux surfaces in-
finiment voisines (S) et (O), si 'on méne a (O) les normalies princi-
pales, elles découpent (S) suivant un réseau que Pon peut considérer
comme orthogonal, aux quantités du sccond ordre pros.

Mais, pour ue le systéme triple orthogonal existe, il faut que I'on
puisse partir de (S) comme de (0), c'est-i-dire que I'image du ré-
seau (u, ¢) sur (8) constitue le réscau des lignes de courbure de cette
surface. Or ce réseau est déji rectangulaire : il suffit done d’exprimer
qu'il est conjugué.

Il résulte du probléme étudié au commencement de ce Chapitre
que cette condition est exprimée par U'écuation

da:ll _ dil df dil dg

dude = du fdv T dv gdu
Les formules de Codazzi deviennent ici

PQ+ 5 (55) + d (G ) =o.

dv \ g dv du\ fdu.
—d~P- qf =0
Qdv  gdv — "
a9  dg

Pdu  fdu =

On voit que, si ces quatre derniéres équations se vérifient en tous
les points des surfaces (A), le systéme triple orthogonal existe.

26. Etablissement des formules de Lamé. Quatre seulement
sont nécessaires. — Considérons maintenant le @S* de Pespace rap-
porté au systéme des trois familles et mis sous la forme

dS? = H2 de* + H2 dg? + Hidp!s
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en posant
pr=u, pa=1+, H|=./’ Hz'—"ga
la premiére ¢quation de condition devient

AU _dil dH, | dH dH,
dordzy — dp, Widpy * day Hydo,®

mais il faut connaitre les valeurs de I’ et Q en H, H,, |H, pour trans-
former les suivantes. Nous pourrions fairc remarquer que le rayon de
courbure géodésique sur (2,) de la ligne de courbure tangente & OX
est aussi le rayon de courbure de la section normale & (p) tangente i
OX; mais cet artifice géométrique peut laisser les signes incertains;
on trouvera sans doute plus satisfaisant le procéd¢ que voici :

Quand on passe de (O) i (S), on a, pour I'accroissement du dS?,
I'expression

-Ill”dd%;: du? ;zfl’-r-l (d“> -+-l”l{] ds ;

-4-dc’¥ g0+ ["(':{“> Q’H_J(lpg,

qui s'obtient en ajoutant les carrés de AX, AY, AZ. On peut la ré-
duire &

T (05%)= dut [P + d*g Q = daiH, P + dgi 1,

mais, le dS* des surfaces (A) étant mis sous la forme

dS* = H* dg* + H2dz?,

: v
on trouve immeédiatement

2 11, aH,

zlld (dS?) = dgi yp o +doi 5+
Dot résulte que l'on a
p — dH
= 5
Hdp
dH,
Q= d;’

Joura. de Math. (% série), tome VII. — Fase. 1, 18qy1. )
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Substituons dans les formules de Codazzi et réunissons les quatre
¢quations de condition nécessaires et suffisantes

d'H _ dil dll,  dH dH,
doyday — dpy, Wydoy ' dpy Hydp,’
dill, _di, dii, _dH, aH
(") doyds — dpy Wydp ~ do Hdp,'
i &#H, _dH, di _ dH, dH,
dpdy — dp Hdp, - do, W dy’
dl, dil, d (dll,\ _d(dl \_
iTde Wd> + &, \Was, ) T @\, d,,)

1l est clair que, si 'on permute la derni¢re équation, on en obtiendra
deux autres également vraics, mais on est assurc qu’elles se déduisent
du systéme précédent, qui & lui seul définit les familles triples ortho-
gonales.

Q7. Etablissement des A a trois variables. — 1l nous veste i
trouver les formules fondamentales qui permettent d’établir la corres-
pondance de deux espaces.

Un point M du second espace correspond au poinl O du premier:
on se donne & chaque instant les coordonnées %, %, T de M par rapport
au tricdre OX, OY, OZ tangent i trois surfaces orthogonales se cou-
pant en O, 1 s'agit, de caleuler les AX, AY, AZ, pmjccliom de MM
sur les trois axes, lmsquo les paramétres ¢, z,, ¢, s'aceroissent de oz,
dz,, dz,.

Supposons que, dp et dz, restant nuls, g, croisse seul; on déduit im-
mediatement des formules (1),

- . '(I’ (l!'g T |
A\, = ‘1:"2 (I, s, )
“ _ . (/f dllg ,, llllg Ve
AY._,—‘lrz (“ + dz, + !l,tla. ”’I' )

, ‘o dll,
.\142— ([‘v._; (;E; —_ Tl—{?.; 7;) H
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permutant deux fois consécutivement, il vient

Y = (3~ )

114 dll dH
M =dp(M+ F + i 1+ i by

N=d(Z - )

puis

47 dH
M'—‘l"( y Ha"o ‘)

AX, _dp.(H +& +"" (+ M )

H,d;, g
d’f, dH‘ 4
AY, = ds, ( T )

Si les trois paramétres croissent en méme temps, les A définitifs
sont la somme des A partiels, de telle sorte que les formules fonda-
mentales peuvent s’éerire

dE ail, an,
+ g, (H & T ua, t+ll,dp,n>

(dE du,
+doa (72 = g M):

dr, dil
AY =ds (F - ms; 0)

4‘!/ dlil dH
GO "‘d%(H *+ 2, d; + b+ id t)
dy  dil,
e (7 L %)

AL = df'"(j ds Z}

dH dil
d.(H x4
+ t I T VT T

| @K dHa
(G- agn)
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28. Transformation de coordonnées en passant d’un triédre au
tricdre infiniment voisin. — Nous déduirons ultéricurement les con-
séquences. 11 suffira seulement de tirer de ce qui précéde les formules
de transformation pour terminer I'établissement des prémisses de
notre travail,

AX =, AE =X -,
AY = o, An=Y-Y, )
A =o, X =7 -1, (=7

%8

\Q
Y

1 3

on trouve, tout calcul fait,

dH dH
X:\—I{ dv‘—Y H,d‘:gd" ]l d’P'dP
) dH dH
+h s — wa Mo

Yy ol a
V= Wyds,— 4| Tt doy— s

[ 1
(l ) +\ ([ll‘ [ . (lllg "
' H (I e ll|({3| ";“2 ’
clll dll.
R | —‘(]" e
(m, fo_ AR
V] g e it 42
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DEUXIEME PARTIE.
APPLICATIONS.

- -l Q eulip— -

CHAPITRE 1V.

ETUDE DES FAISCEAUX DE DROITES PARALLELES AUX NORMALES
DE LA SURFACE DE REFERENCE.

29. Equation de la variation du plan tangent a une surface
élémentaire du faisceau. — Nous étudicrons tout d’abord les fais-
ceaux de droites individuellement paralléles aux normales de la sur-
face de référence (O).

l.c réseau (u, ¢) sera orthogonal.

Lorsqu’on suit un chemin sur (O), les droites du faisceau forment
une surface gauche élémentaire correspondant a la normalie qui a pour
basc la combe suivant laquelle se déplace O.

Le plan tangent a cette surface gauchc est fonction de la position du
point de contact sur la droite ainsi que des paramétres du et v, Dési-
gnons par 0 I'angle qu'il fait avec le plan ZOX; soicnt § et 3 les coor-
données du point ou la droite perce le plan XOY ct { la hauteur du
point de contact au-dessus de ce plan. Quelle que soit la variation de .

il est visible que

tangl = A—‘(

ot AY et AX ont les valeurs habituelles; donc

dr, af » dy dg .
du(?{ﬁ "dvc fD()-l-dv(g—kdv f—(‘l’l—lEq—Q:)

af (a8 dg N’
du<f+d vd’ .+PC)+do(dv m,‘_al);)

(9) tangl=
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Telle est 'équation de la surface élémentaire; clle remplit analyti-
«uement T'office de la droite auxiliaire dans les théories géométriques
de M. Mannheim.

30. Equation des distances focales. — Nous désignerons la droite
par (N), par M son point d’intersection avec le plan tangent en O;
toutes les droites (N) constituent un faisccau qui enveloppe deux sur-
faces focales (A) et (B). Soient A ct B les foyers situés sur (N). En
ces points, les plans tangents aux surfaces élémentaires restent invaria-
bles, quels que soient les accroissements du ct di5 on doit done avoir

dy, daf , - dr, d,;, ’
) ol sk T o )
“(10)  langl = du  gde’ s3I 8 e+ /'dn E+Q 3
| j+ & 4  +P3 i _ Ay n— oDy
du — gdv de  fdu £

remplacant § par Z et ordonnant, il vient

£2(fgh?*—1Q)

. d; de ” o,
~2[ /D (7~ 7)) + &P (% — 50 )

i A dn | dyy
() ¢ +Dg +()j+0( Tarr Vl)'*‘ l’(d‘. + T ~)_

dy, daf ;) dg
+ ((Tu T ogde? ((lv m n\,

d" (If d, dyg ¢\ __
—(f+ "(I( Y)(g_k(_l—v_*—m‘)*

31. Equation des plans principanwr. — Si T'on suit cerlaines
lignes sur (O), les droites (N) se rangent suivant des surfaces déve-
loppables; le plan toujours tangent cst le méme tout le long de la geé-
nératrice, sauf a I'aréte de rebroussement.

Il y a donc deux plans tangents principau.c, tangents aux surfaces
focales (A) et (B). On obtient leur équation en éliminant { entre les



THEORIE GENERALE DES SURFACES COURBES. 39

trois ¢quations (10), ce qui donne

g0 [P 5 0) - (/- + )]
o] (B0 8
(12) '*‘Q(f'*__i gdgs’ )

+fD ((lv ;Z:; ) l)(i"__"i(fl_‘;)
1 “‘Q<,%—gd£p ) fl)(g_,_dp_._ﬁ,,_l,)_“

32. Nous appellerons images principales les courbes (u’il faut
suivee sur () pour que les droites (N) se coupent consécutivement.

Sil'on suit 'une de ces courbes, la valeur de tang® doit étee indé-
pendante de 2: done

dv d/ dv, dg
d"(?/ﬂ g )*‘"‘( T +/‘du> — fDda+ Qdv

& df ) dE dy ) Pdu—gDhd
dll(f+dll+ adv +dv (dv fdu®

tangl =

Dol résulte, en ordonnant,

g e mire g ]

AP (o + % 4 485\
o + duds [l (' aabrinal /‘+d”+ P ,)

d; dg dy  df o
+ fD( dv fdu ) gD(du g dve ’)

% dg o dh, (l;: v
(dt fdun)—l- D( +_ /du )

L

33. Condition pour que le faisceau soit formé des normales i
une surface. Théoréme sur la iransformation des faisceawr. —

Cherchons dans «quelles conditions les droites (N) peuvent étee los
normales d’une surface.

Pour que cela ait licu, il faut que les plans principaux soient rectan-
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gulaires, c’est~a~dire que la somme des termes extrémes de (12) doit

étre nulle. En remplacant dans la condition P J%, Q idt‘- tirées des
»
équations (@), on trouve facilement

(t4) %(EP—an)=éf;(nQ—g5D);

d’on résulte

dZ
dL
Qn—giD =

On peut arriver plus directement : en effet, supposons (ue les
droites (N) soient normales & des surfaces ct soit Zle { du point ot ( \)
perce I'une d’entre elles. Il est visible que le AZ de ce point est con-
stamment nul, quels que soient par conséquent du ct dv.

Les formules (F) conduisent immédiatement’ aux équations trou-
vées ci-dessus.

La condition (14) permet d’établir une propriété intéressante. Sup-
posons, cn effet, que le réscau coordonné soit celui des lignes de cour-
bure de (O), la condition devient

4 (PE)= 2 (Qu).

Or P ct Q ne dépendant que de 'image sphérique des lignes de
courbure, il en résulte :

Si Uon considére toutes les surfaces ayant méme image sphérique
de leurs lignes de courbure et que l’on construise par rapport
leurs normales des droites (N) avec les mémes & et v, tous les fais-
ceaur de droites ainsi obtenues sont normaux a des surfaces, si
Uun d’entre eurx jouit de cette propriété.

o4. Surfaces ayant méme image sphérique que la surface de
référence. — 1l est logique de chercher comment on peut trouver
toutes les surfaces ayant méme image sphérique que la surface de ré-
férence.
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Supposons donc (N) normale 4 'une de ces surfaces et soit Z le { in-
stantané de celle-ci. On a d’abord, par rapport aux lignes de courbure,

z dL dl
= e Y =
T Pdu 77 Qadv’

mais, dans l'espéce, I'équation (13) doit se réduire &

dudy =o.
On doit donc avoir

. dr, df ¢ __ d} dg
(l)) TU—;"_d;‘—.dT—mn—-o'

Substituant les valeursde £ et v en tenant compte des équations (3),
on lrouve

. 'l __dL dpP dZ dQ
“0) dudy "7&?71?4'(7«7 Qdu’.

équation (ui ne contient que les éléments de l'image sphérique. On
b} ’, v
peut donc supposer que (O) est la sphére; Z représentera alors la
distance du centre de la sphére au plan tangent de la surface dérivée
(ui a pour image sphérique de ses lignes de courbure le résean ortho-
gonal (u, ¢).
On déduit sans peine de ce qui précéde la propriété suivante :

Si lon suppose divers mobiles de masses quelconques décrivant a
la fois et parallélement des trajectoires tracces sur des surfaces
ayant méme image spheérique de leurs lignes de courbure, le centre
de gravité du systéme se déplace aussi sur une surface de méme
nature.

35. Autre solution du méme probléme. — Le méme probléme
peut étre abordé¢ autrement; en effet, les équations (15) combinées

donnent

d d , L
(&)= 7 (S

Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. I, 189g1. 6
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d’oui résulte que I'on peut poser

A AA
gdv’ =7 Fdu’

Substituant dans I'une des équations (15), on trouve

i @A _dA df | dA dg
(17) dads = du Tdv T @ pdu’

Il est facile de trouver le sens géométrique de la fonction A. Consi-
dérons une famille de sphéres dont lcs centres soient sur (O) et dont
les rayons R soient fonction de u et ¢; calculons les§ et v de leur
corde de contact (N), 'équation d'une sphére est

X2+ Y+ 2= R?;
celle de la sphére infiniment voisine est
X2+ Y+ Z2=R?*+ 2RAR.

On déduit, aprés substitution des valcurs (®), 'équation
du(fX + 50 +do(gY + 57 ) =

D’ou résulte, pour définir (N),

R dR R
~ Fdu’ == gdv’

Ve

On voit que I'on peut écrire

2A =R
[0t cette proposition :
Etant données deux surfaces ayant méme image sphérique, les

normales de l'une peuvent étre considérées comme les cordes de
contact d’une famille de sphéres ayant leurs centres sur lautre.
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36. Rapprochement avec la théorie des systémes triplement or-
thogonaux. Systémes orthogonaux dans lesquels toutes les sur faces
d’une famille ont méme image sphérique. — On remarquera que
I'équation (19) n’est autre que celle & I'aide de laguelle on obtient une
surface (S) infiniment voisine de (O) et faisant avec elle partie d'un
systéme triplement orthogonal. Cette connexité singuliére entre deux
théories si distincles conduit & d’intéressants développements; mais
pour le moment nous ne poursuivrons qu'un cas particulier, celui ot
la surface (8), infiniment voisine de (O), a aussi méme image sphé-
rique de ses lignes de courbure.

Désignant par Zdp le § de la surface (S) considérée comme ayant
méme image que (O), cette fonction satisfait & I'équation (16); on
exprimera que (S) fait partie avec (O) d’un systéme triple orthogonal
en éerivant que le segment de la normale a (O) prolongée jusqu'a (S)
satisfait & I'équation (17). Mais ce segment ne différe de Zdp que
d’une quantité du second ordre; on doit donc vérifier & la fois (16) et
(17) en y substituant Z (car dp disparatt). '

On obtient, en retranchant (16) et (17) et tenant compte des équa-
tions de Codazzi,

S
K
&S

di
dv’

(19) g =f

U

u

[l convient pour réduire la question d’exprimer f et g en fonction
deZ,PctQ;orona

df _  dP dQ

. dg _
(20) de =8 Qd  du _fl’du’

d’ou résulte avec (19)

dQ di
df _ Qdud.
fdv dZ "’
du
dP dL
dg __ Pdvdu
gdu— diL ’
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mais, en vertu de (16), ceci peut s’écrire

df _d,  dl dg _ d .  dl

jdv_dvlogm’ M":’i&“g@;?’
par conséquent
I=Upz 8=Vga
Substituant dans les équations (20), Z s’¢limine et il reste
aQ_dp
duV —dv U

Il est clair qu'on peut particulariser les paramétres « et v de telle
facon que U et V soient égaux & I'unité. On voit alors (ue la solution
du probléme est donnée par le systéme d'équations

d 2_d 2
7z =zP

(21) {
@7 _ dL ar | dL dQ

dudv = duPdv " dv Qdu’
d [ dQ d [ dP )_
' PQ+ du Pdu) + dv(de =o.

I.a premiére de ces conditions peut s'éerire

do a__ 43
T’ Q =

P2=

Ainsi I'image sphérique des lignes de courbure de (O) est telle que le
dS? de la sphére prend la forme

+ do , o . do ;.
1=t 2 — do?,
dS'= - du® +
Lorsqu’on connaitra sur la sphére un réseau salisfaisant & cetle con-

dition, on cherchera I'intégrale de (16) et chaque valeur de Z don-
nera une surface (O) répondant a la question.
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Au point de vue analytique, la solution a été simplifiée autant que
possible, mais clle peut étre éclaircie encore au point de vue géomé-
trique.

37. Toute surface sur laquelle le dS* = %du’ + %dv’ répond

¢ la question. — Cherchons & quelles conditions géométriques doit
satisfaire chacune des surfaces (O) d'une famille (A) pour que :
1° toutes aient méme image sphérique; 2° que (A) fasse partie d'un
systéme triplement orthogonal.

I.a premiére des équations (21) peut s’¢erirve

dQ _ dpr
Pde = Qdv’

mais, comme dans ’espéce on suppose connues les trois équations de
Codazzi, cela revient a dire que

d

—_—

g
Sfdu

’
» d‘!

Qa

par conséquent f? ct g? sont les dérivées partielles d'unc méme fone-
tion.
Je dis maintenant qu'il résulte de cctie condition et des équations

de Codazzi que

Lpy= L.

Si I'on développe, en tenant compte de (20), il vient

P d .
54 (Q +Pg)= 5L (Qf + Pg),

d’ou résulte, en effet, la condition fondamentale. On peut donce poser
légitimement la seconde et la troisieme équation du systéme (21);5 la
quatriéme résulte immédiatement de la substitution des valeurs de f
et g dans une des équations (20). Quant & la cinquiéme équation, elle
est supposée vérifiée d’avance, puisqu’on se donne (0).
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On peut résumer ainsi qu'il suit tout ce qui précéde :

Si le réseau des lignes de courbure d’une surface (O) est tel que
les coefficients du dS? soient les dérivées partielles d’une méme
Sfonction, on peut déduire de la surface toute une famille (A) fai-
sant partic d’un systéme triplement orthogonal; toutes les surfaces
de cette famille ont méme image sphérique : le dS? de la sphére est
de méme forme que celui de chacune des sur.faces considerées.

Dans sa thése sur les coordonnées curvilignes, M. Darboux a consi-
déré le systéme composé de trois familles telles que (A) se coupant
mutuellement & angle droit; il a trouvé que toutes les surfaces d’une
méme famille sont identiques. 1l serait trés simple de vérifier ce résul-
tat & I'aide des formules du Chapitre précédent, mais cela nous ¢earte-
ait trop de notre sujet.

38. Siles droites d’un fuisceau ont pour images principales sur
(O) unréscau conjugud, elles sont les cordes de contact d’une fu-
mille de sphéres ayant leurs centres sur (O). — Revenons aux for-
mules géncérales ct cherchons dans cuelles conditions les images

. . . . 7 ’
principales sur (O) du faisccau de droites (N) forment un réseaun
conjugué.

Combinant les formules (2) et (13), il vient simplement

[7(% - 750) - (7 - 3%5)] @Q - fgD)=0,

d’oli résulte
d d
= (f8)= 7. (gm),

comme au n° 3. Ainsi :

Lorsque les images principales d’un faiscecau de droites (N)
forment un réseaw conjugudé sur la surface de référence (O), les
droites pcuvent étre considérées comme les cordes de contact d’une
famille de sphéres ayant leurs centres sur (O).
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39. Relation entre les plans principaur du faisceau ctles images
principales. — On peut faire encore une remarque qui compléte le
résultat précédent. Lorsqu'on suit une courbe de 'image principale,
I’équation (9) est vraic, quelle que soit la valeur attribuée a §, puisque
le plan tangent, tout le long de la génératrice, est le méme; on peut
donc écrire

—fDdu+ Qdy

tangh = 57— pa’

mais la condition (2), qui exprime que les deux directions du, dv,
di’, dv' sont conjuguées, peut s'écrire

Sdu'  — fDdu+Qde o
g dv' * Pda— gDdv T

On a donc la relation

’
tang0 + {'%'g, =o,

(ui s’exprime géométriquement ainsi :

Lorsqu’on suit sur (O) une courbe de image principale du fais-
ceau (N) (quel qu'il soit), le plan tangent a la géndératrice N est
perpeadiculaire a la droite conjuguée de la direction suivie.

Cette proposition coincide avee cette autre bien connue : le plan
central d’une normalic contient la direction conjuguée de la basc.

Dans le cas particulier que nous considérons, celui oti I'image prin-
cipale de (N) est conjuguée, on voit quc les tangentes aux deux
courbes images sont les normales aux plans principaux du faisccau (N).
Le théoréme ¢nonedé au n° 38 donne l'intégrale de ces faisceaux.

40. Si les cordes de contact de sphéres sont normales a des sur-
faces, celles-ci ont méme image sphérique que la surface de 1éfeé-
rence. Les normales d’une surface arbitraire sont les cordes de
contact des sphéres ayant leurs centres sur une sphére. — Si les
cordes de contact d'une famille de sphéres sont normales & des sur-
faces, I'image principale doit a la fois étre conjuguée et orthogonale;



48 ALHERT RIBAUCOUR.

elle coincide done avee le réseau des lignes de courbure de la surface
de véférence (0); de plus, les surfaces normales 4 (N) ont méme image
sphérique que (0).

‘n prenant pour variable le quarré du rayon de la sphére ayant son
centre en O, on obticnt immédiatement I'équation différentielle des
surfaces ayant. méme image sphérique que (0); cest ce qui a été fait
au 1° 35. On remarquera que emploi de cette variable (le rayon de
la sphire) conduit & la détermination des droites N ct qu'il faudrait
encore faire une quadrature pour obtenir les surfaces normales 4 (N),

tandis qu'en prenant pour variable le Z d'une surface normale a (N),
toul se réduit a I’ mlcgrallon de D cquatnon (16).

I est facile de voir que (16) n’est d’ailleurs qu’un cas [)dl‘llCllllC!‘ de
(17). En effet, on peut considéver la sphére comme ayant méme image
sphérique que (O). Dés lors, si P? et Q? sont les coefficients du dS?,
apporté & l'image sphérique de (O), on obtiendra toutes les surfaces
ayant méme image sphérique en intégrant I'équation

AN AN AP dA

dudv = du Ve T dv Odu

On voit qu'ici A et Z peuvent étre substitués Fun i Pautre. Ceei
tient & deux choses :

1 Lorsque des spheéres ont leurs centres sur wne sphére, leurs
cordes de contact sont toujours normales a des surfaces; en eflet,
image principale du faisceau (N), ¢lant conjuguée, est forcément
orthogonale, puisque ( Q) est sphérique; deés lors les plans prineipaux
de (N) sont rectangulaires,

2° Les coordonnées du pied de la droite N sont

L]
—!l"’;lll;c’ n:-%—z—tf-, (n° 33)

e

Il

1

si 'on prend pour variable le rayon de la sphére, et

_ AL __ d. 0S4
= Pdu’ VT Qar (n°ot)

AN

«i I'on prend pour variable le Z d'une surface normale & (N); on
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voit donc que
AZ +~ RAR = o,
d’ott résulte
2Z + R*+ C = o;

mais on a suppos¢ le rayon de la sphére égal & l'unité. Si on le dé-
signe par @, on aura généralement

R+ 2aZ = o,

ou Z peut, si 'on veat, désigner la distance du centre de la sphére aux
plans tangents d’une surface normale & (N) et R le rayon de la sphére
dont N est la corde de contact.

4). Ecamen de Péquation unique a laquelle se raménent tous
les problémes précédents. Renvoi aux travaux de M. Moutard. Cas
ot le réseau des lignes de courbure est isométrigue. — On peut dire
que la solution de tous les problemes dont nous nous sommes occupé
dans ce Chapitre et dans le précédent (recherche des surfaces ayant
méme image sphérique, des systémes triplement orthogonaux, des
sphéres dont les cordes de contact sont normales & des surfaces) dé-
pend de Pintégration de I'équation

&L _ AL dL
dude EZ+ do’

Il y a donc un intérét véritable & faire 'étude de cette équation.
M. Moutard a démontré qu’clle rentrait dans I'une des deux formes
susceptibles d’intégration explicite et il a donné la marche & suivre
pour obtenir les intégrales quand on peut les exprimer. La solution
est formée, dans ce cas, par la somme d'une série de termes contenant
individuellement deux fonctions arbitraires U et V et leurs dérivées
suceessives. Les cocfficients A et B satisfont & une série d’équations de
condition limitée par le nombre de dérivées que contient I'intégrale.
La dernitre condition est toujours 'équation différentielle du A de la
sphere, dont I'intégrale a été trouvée par M. Liouville; toutes les aulres
conditions se déduisent consécutivement et sous forme explicite de la
derniére.

Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. I, 18q1.
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11 serait fort intéressant d'appliquer cette théorie & la recherche des
réscaux sphériques orthogonaux pour lesquels 'équation (16) est
susceptible d'intégration explicitc; mais nous nous bornerons & consi-
dérerle cas ou 'on a

' dS =N (u, ¢)(du*U + di?V);

h est une fonction de (#) et de (1), U et 'V sont certaines fonctions de
u et ¢, L'équation (17) devient, dans ce cas particulicr,

eL _ Al dL D
dudv — hdvdu ™ dvandu’
mais si ['on pose

Z =M\,

on fera disparaitre les dérivées premicres de X en éerivant que M est
égal a}, alors
d*X d?) 2 d\ d)

Xdude " idudv " Sdude

1l vient enfin I'équation

(!
(22) .\‘:uxdv = ( )Si,‘ = 0.

1
A

42. Intégrale lorsque le réseau sphérique est compuosé de cereles.
- Le cas le plus simple est celui o

? 1\
dude\3)=®

1
A=

par conséquent,

On voit facilement que le réscau (u et ¢) est composé de cercles
géodésiques ct, comme on le suppose tracé sur la sphére, il en résulte
que 'on a immédiatement lintégrale des surfaces ayant pour image
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sphérique un réseau de cercles. Dans ce cas, Vintégrale est de la
forme

X=U+YV,
et I'on voit (que les dérivées des fonctions arbitraires n'y figurent pas.

3. Intégrale dans le cas oit ne fizurent dans son expression
eaplicite que les déricées premicres des fonctions arbitraires. —
Le cas qu'il convient de considérer immédiatement apris est celui ot
Vintégrale ne contient que les dérivées premiéres des fonctions arbi-
Lraires, ‘

Posons done, en supposant d'abord qu’il n’existe pas de fonction ar-
biteaire de ¢,

X= AU + BU".

Substituons dans (22), il vient

LN 4B dA> dB ..
() —— — ! T
((Iu dv "A) U+ (du e QB+ i ) U+ o " =o.

Mais cette équation doit étre vérifice quelles que soient U et ses dé-
rivées @ done A et B doivent vérifier les équations

dB
@ =
d:B dA

(Pr\
m -_ QA =0, .

(ui se transforment de la maniére suivante

B=U,
d. )
A=U, - +U,
(23) dloge _ o)

du do



e
[E)

ALBERT RIBAUCOUR.
(Zest le moment de faire remarquer que 'équation (22) est absolu-
ment symétrique par rapport a X et( ) de telle sorte que la valeur la

plus géndrale de A cst donnée par la formule

;_(U,ud:; +U'>U+U,L (v.“ +V;)V+v,v',

et, siPon prend UL, et VV, comme fonctions arbitraires,

=—du—U L+ V+V’

:
A udu
L'¢quation (23) donne d’aillcurs

' ¢ e+
R= (1— em+vyt’

o u et ¢ ne coincident pasavee les paramétres, obligatoirement; mais
cette identification peut étre toujours étre faite, puisque I'on a sup-
pos¢ que les cocfficients du dS? contenaient cencore des fonctions de
et ¢ miscs en évidence. Au demcurant, la valeur la plus générale da
devient

1 4= eu-o-v

(V') + — 'd (Vo) +(Uw + Vo) -—-

bd

u du

CHAPITRE V.

ETUDE DES SURFACES A L'AIDE DES COORDONNEES SPHERIQUES
IMAGINAIRES.

44. Equation de la variation du plan tangent & une normalie,
valeur du dS? d’une surface. — Nous avons établi dans le Chapitre
précédent que 'on pouvait exprimer & chaque instant les coordon-
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nées &, ety d'un point d'une surface (N) & I'aide des dérivées partielles
d’unc méme fonction prises par rapport i deux paramétres u et ¢ défi-
nissant sur la sphére de rayon unité I'image du point N de (N). On
peut déduire de cette proposition une méthode fort simple pour
P'étude des surfaces, elle a quelques points communs avec le procédé
imaginé par M. Ossian Bonnet (Journal de Liouville, 2° série, t. V).

Choisissons d'abord sur la sphére un réseau orthogonal isométrique
pour (u, ¢) tel que

dS?* =\ (du? + dvt).

Désignons par p la distance du centre de la sphére au plan tangent
en N i (N). Soient £ et v les coordonnées habituelles de la droite (N),
soit enfin / la distance d’un point quelconque M de la droite au plan
mené par le centre de la sphére parallélement & celui des XY ; la for-
mule (9), qui donne la variation du plan tangent & une surface élé-
mentaire déterminée par du ct de, devient ici

dy DN (L d

du (u+ &, %n) +d(:(§% - %n)

Nous avons ¢tudié jusqu’a présent cette formule en particularisant
le réseau (w, ¢) qui était généralement celui de I'image sphérique
de (N); il importe actucllement de rejeter au contraire toute particu-
larisation tenant a (N) et de prendre pour les coordonnées de I'image
celles qui conduisent aux résultats les plus simples dans 'étude de la
sphére clle-méme.

Dans cet ordre d’idées, il était naturel de prendre les coordonnées
symétriques imaginaires, qui, on le sait depuis longtemps, introdui-
sent une grande symétric dans les calculs.

Nous avons démontré que

tangO =

- _ 9.
S=yq T Ta
pOSOﬂS ) )
U+iv=ux, u—19=}’,

Ap _ b _yp L &P
Mdy T 7' Mdzdy

¢;
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il vient, aprés transformation,

idu (dg — jd—h)-+-dv(l-+-m.‘--- da _‘!é)

lang b = dr dy \ dr ___d):_
Y= et ‘f“..;.i’l’) idv i’l_d_b ,
”‘( rAarar Ty T ‘((u ((,»)

d’ot résulte immédiatement

. db .
c0s0 + I'sin (l+2c)(d“+“l‘)+2— (du — édv)

¢0s0 — isinb

s ]

(I + ac)(du— idv ) + 9‘-1-— (du + i dv)
el, finalement,

da
dx i d) o+ )
e-‘.'io —_ N .
- “db
dr S I
dv
Telle est Ia forme remarquable que prend I'équation de la normalie
a (N) dans ce nouveau systéme de coordonnées.
Le d3? de (N) se caleule sans difficult¢ en additionnant les carrés
des AX,, AY, AZ; on trouve

ds?

._._——(p-l—w') 2_..dl +(P+2f')du1y+2-—dy ,:Ia 41/)

oy I: dy.

45. Equation des liznes de courbure, des rayons de courbure
principaur. — Cherchons maintenant les éléments géométriques qui
définissent la courbure de (N). Nous nous servirons encore de I for-
mule de la normalie, qui a elle scule comprend tous ces vésultats,

Si Pon suit une ligne de courbure de (N), Pangle 0 doit rester le

| . l
méme, (quelle que soit la hauteur Zou ¢ + - : donc

da da
1‘l‘ -— . o
; d e dr dr
o h )—2‘0 — y —— —_— . 1
(2') ‘ —d.r—d‘db T db ( )
Y dy dy

(') Soit Z la distance de chacun des points d’une surface (B) applicable sur
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Pour trouver les rayons de courbure principaux, il faut exprimer
qque O est, aux centres de courbure principaux, indépendant de dx : dy.
On a done

da l

= _ ‘"3,
- = “db ’

¢+t @&

R, I'un des rayons de courbure, est égal & p — [, par conséquent
—2R(2¢+p)+(2¢+p) —4— 5 =o.

ixprimons que deux dlrccuons déterminées par dz, dy ct d’, dy’
sont conjuguées; écrivons a cet cffet que le plan tangent en N & la
premidre normalie est le plan central de la seconde, soit

da P
dxd + dy (c+ ) dy' .
i |

+
dx(c P)+d dj, da’

une sphére, comptée jusqu'a un plan fixe, x et y désignant toujours les coor-
données symétriques imaginaires ; posant
e A
~ Ydz’ = 3dy’
on trouve pour ['équation des lignes de courbure de (B) en fonction de Z préci-
sément la formule (24). Dés lors, on peut énoncer cette proposition :

Etant donnée une surface (B) applicable sur une sphére, si ’on considére
en chacun de ses points la distance ¢ un plan fize, qu’on déforme ensuite (B)
de maniére a la rendre sphérique, chaque point de (B) entrainant l'ordonnée
correspondante, que celle-ci soit prise comme la distance du point de la
sphére aur plans tangents d’une surface (N), U’image spherique de (N) est
Sormée par le réseau des lignes de courbure de (B) mise sous sa forme pri-
mitive.

I’équation différentielle des surfaces telles que (N) n’est autre chose que la
relation qui lie le Z d'une surface applicable sur la sphére aux éléments indé-
formables de celle-ci.

On arriverait 2 un théoréme analogue au précédent si, au lieu de la distance
a un plan, on considérait la distance & un point fixe.
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d’ot résulte, en développant,
——dxdz + (c+ )(dxdy +dyds')+ ‘T dy(ly =o.

On remarquera que dans toutes ces formules le A de la sphére n'est
nullement particularisé, qu'il peut figurer dans chaque question avee
ses deux fonctions arbitraires ou sous sa forme la plus simple suivant
qu’on le jugera plus avantageux.

Les équations de Codazzi se réduisent ici a la scule relation (qui dé-
finit le A, savoir

N2 1057\’ = o.

46. Equation d’'une sphére. — Comme premiére application,
cherchons I'équation d’une sphére considérée comme surface & rayons
de courbure constants ou & lignes de courbure indétermincées; il esl
manifeste qu’on doit avoir & la fois

da d — 0
dr — dy =
¢e qui conduit &
P o N M=2Y log)?,
dr =0 dev J
partant
p= .?.Y dlow\ +Y,
De méme, on doit avoir
N l a)? -
p=aX, Lo L X,

il faut remplacer A* par sa valeur pour pouvoir identificr.
dnQ
Posant " -
1+ e+’
nous en tirons
dlog)* _ Y' LY = ex+3
dy = T XV
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par conséquent, p dcvicnt

1—eX+¥

p_..Y. 7 -+-Y +2Y,Y ——
Ceute équation devant étre identique avec sa permatée en X, il
vient pour p la valeur dé¢finitive

A+ Bet4CeV4-DeX+V
I+ eV )

Celte expression ne peut pas étre transformée de fagon it ne contenir
(que A, puisque les dérivées X' et Y/ n'y entrent pas.

47. Surfaces a étendye minima. — On obtiendra dans notre
systtme de coordonnées I'équation différentielle des surfaces a éten-
due minima, en écrivant que le second terme de 1'équation donnant
les rayons de courbure principaux est nul, soit

1
2dp + A =o.
pdrdy

Mais si l'on se reporte aux caleuls des n> 44 ct 43, on voit immédia-
tement que Pintégrale est
d) .
=N A 2N N 2
P=NA 2N N+ Xdy’
oftx et & désignent les deux fonctions arbitraires, simples fonctions
de.r et de y seules. On vérifie que les asymptotiques de ces surfaces
sont rectangulaires. ‘
Le dS? des surfaces & ¢tendue minima prend la forme

453 = 2 22 ‘ﬁ drdy,

d’ott vésulte ce théoréme qui appartient & M. O. Bonnet :

Les lignes de longucur nulle (ou isotropes) d’une surface a
étendue minima ont pour images les lignes isotropes de la sphére.
Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. I, 189:. 8
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1l est facile de voir que les surfaces 4 ¢tendue minima seules jouis-
sent de cette propriété : en cffet, toute surface sur laquelle ceci a lieu
doit donner naissance & un dS* ou ne figurent que des termes en
d.r dy, c'est-d-dire que (d’aprés la valeur générale du n° 44)

d. db
(p-&-zc)(ﬁ_ =(p+ nc)‘-(—y:.o.

Il est clair qu'il ne faut pas considérer la solution

da db

;{,_['=Ty=(”

puisquelle donne simplement une sphére; Tautre factear donne les
surfaces & ¢tenduc minima.

Notre but étant principalement d'exposer une méthode géndérale
d'investigation, nous supprimerons toule recherche particuliere de
surfaces 4 ¢lendue minima, bien que la forme de Uintégrale se prete
facilement aux calculs. :

1l résulte de ce qui précede (que Fimage sphérique de tout réscau
isométrique tracé sur une surface & ¢tendue minima est aussi isomé-
trique. En particulier, le réscau des lignes de courbure est isome-
triqque. Tout ceei sera généralisé plus loin.

48. Equation différentielle d’une famille de surfaces faisant
partie d’un systéme triplement orthogonal. — L'équation des lignes
de courbure d'une surface quelconque est tellement simple dans notre
systéme de représentation qu'il devient naturel de chercher a former
I'équation différenticlle des familles de surfaces faisant partic d'un
systéme triplement orthogonal.

Soit

p=/(2,,3)

I'équation d'unc famille de surfaces dont 3 est le paramétre indivi-
ducl; p désigne comme d’habitude la distance d’une origine fixe aux
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plans tangents, « et y sont les coordonnées imaginaires définissant la
position de 'image sur la sphére.

Soient (N) et (N') deux surfaces infiniment voisines, N et N'les
points correspondants situés sur une méme trajectoire, soient enfin
NT ot N'T’ les tangentes aux lignes de courbure de méme systéme
passant par N et N'. M. Maurice Lévy a fait voir qu'il suffisait d’éta-
blir qque les droites NT et N'T" se rencontraient toujours (et scule-
ment pour un systéme de lignes de courbure) pour trouver la condi-
tion cherchée.

Il ne serait pas difficile, dans notre systéme habituel, d’écrire que
NT et N'T” se rencontrent, mais il est plus simple d’employer P'arti-
fice suivant :

Le long de la trajectoire NN’ les droites telles que NT forment une
surface développable; dés lors, d’aprés la théorie des développées des
courhes gauches, on voit que la variation de angle que fait NT avec
le plan osculateur de la trajectoire NN’ est, le long de cette ligne,
¢égale & langle de deux plans osculateurs consécutifs.

Désiguons par #’ I'image sphérique de N’; on voit que le plan men¢
par le centre de la sphére et On' est paralléle au plan osculateur de la
trajectoire; par conséquent, 'angle de deux plans osculateurs consé-
cutifs mesure la courbure géodésique de On’; appelons-le dy. Soient 3
Mangle de On’ avec OX, 0 Tangle de NT avee OX, 8 — 0 est I'angle
(que fait N'T avec le plan osculateur en N de la trajectoire ; on a donc

df — db = dy.

Si dlx et dy sont les accroissements de x et de y lorsqu’on passe de N
en N', on a, d’aprés Liouville,

./ dx di
(l“’=d5 -_— l(m d]f —_— m‘; d)’).
On doit donc écrire
. [ d) d\

mais nous avons fait voir que I'on a pour une direction de ligne de
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courbure

da
(5--216 = .
db
‘ dy
Il en résulte immdédiatement
(la

- Qidh = Alog

d;
el, par conséquent,

(Ib du

1 low Y\ _ dy L low Y\ _ di(Llog? _ & 1ol
T8\ da Yy 8\ “db 75 OB g T g O gy )
(—{‘; N IV /

Il faut maintenant exprimer de, dy en fonction de dz, et nous s
parviendrons en éerivant que les AX et AY du point N’ sont nuls

AN = AF 4+ 1—(1-7 Ap -- ((,l (l) P )(a-—/r

d’un autre coté,

=M@+ b)= e+ Tdv)(a+ b+ 1[G+ ) ds

(et o)

ce qui donne

———(L+ )(d: +lh’)+d—“[L+ v +(($(l+5§{_')(/:=(».

On trouve de méme
AY
=

_ AYFS da o db da  db
.I._—(‘.c+‘—!)(./.l,+(l~y)+(Tl—’ll.t—-(7;11.)+((Ts yE )/._u
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et, par conséquent,
da (lt-i-(c + )d_y—i— ds=o,
(c+ ’f)(h-{- 'Ibdy—f—di’d-:o.

Eliminant e, dy, ds, il vient 'équation symbolique

| il & da
o =Y e Y 4 ox B2
T8 da | &y OB\ da & 8@

\ dx ) dx ('f.)'

= O
dn P da ’

| ar (“ + ;) [E

: . _/)“ db (_l_g

i (\" + :!- ) 35: d:

(qui_exprime la condition cherchée; on voit qu’elle est du Lroisicme
ordre, ainsi que I'avait établi M. Ossian Bonnet.

£9. Systéme triplement orthogonal dans lequel une famille de
surfaces est _formée de surfaces a étendue minima. — Silon veut
traiter des cas particuliers, il faut naturcllement chercher & annuler le
plus de termes qu'il sera possible du déterminant. Dans cet ordre
d'id¢es, on est conduit & examiner le cas ol

C+ —If = 0.

La famille de surfaces ne doit comprendre que des surfaces a étendue
minima. Si l'on met le @S2 de la sphérve sous sa forme la plus siniple

dS? = (—Im-—- s dedy;

alors
4 ' 0 _‘.\_—_*—_))
p=\N+Y )

= X"(x+y)?

d__
d m 2
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Désignant par X7 la dérivée de X prise u fois par rapport i et p
fois par rapport & 3, I'équation de condition devient

|\,‘__ X, X,+Y,‘, ;[ L_+§:]

Ty T TN ey X
A T AT R e
- [\ v (e +y) + 2 C" _*_),):] A Y I(_""{"‘.V.S -+ VU (\,,, —_ -,,,) =0,

qui doit fre verifide qu('ls qie soient o et v,

o). Retour a la théorie des surfaces sur lesquelles

. d= ) ds ,
a5 = = el +~ == 2,
du v
par rapport aue lignes de courbure. — On est aussi conduil & consi-

dérer le cas ot

da

d dr

(—13 l()g —{”T =0,
B

Cest celui que nous avons étudié an n® 36, mais il n'y a pas intérét a
traiter la question de nouveau.

Remarquons, & propos de ces surfaces intéressantes, qu'il est un cas
assez élendu ot leur détermination devient plus simple s ¢est eelui
oft le /S peat s’éerive & la fois

s LI 2] 2\
1,5 = —l-il; (lll +;1’T‘(h = A (/[[( l -f—l[l \ ).
I en résulte

. .

M.
¢’ost-a-dire que l'on doil avoir

A= IP(fV dy +"‘,Udu/\); |

A doil done étre fonction de la somme de deux fonctions de « et ¢
scules.
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Réciproquement, le A étant sous la forme
dS* = F(U + V)(durU, + di*V ),
on peat toujours le mettre sous la forme

AS? = ;&Eﬁ}#

do 5yt
o av,’
En effet, si Fon pose

F(U+V)U, =2 U,

FU+V)V, =2V,

2
ces Cquations seront possibles, si I'on peut avoir

u,v' _ v,V
U, TV,

y

en choisissant convenablement U, et V), ce qui se vérilie,

On voit par cette remarque que les surfaces du second degre, celles
dont les lignes de courbure sout des cercles géoddésiques, peuvent faire
partie d'un systéme triplement orthogonal oi toutes les surfaces de la
méme famille ont méme image sphérique.

On sait (u'a toute surface dont le réscau des lignes de courbure ext
isotherme correspond une autre surface jouissant de la méme pro-
pri¢té, les A des deux surfaces étant réciproques. Cette transforma-
tion, laissant toujours le A fonction de U+ V quand il T'est tout
d’abord, transforme les surfaces dont nous nous occupons en dhautpex
surfaces de ln méme espéce.

51. Etant donné un réseau sphérique par rapport awquel

dS? = % du® + Z——t de?,

on connail deur surfaces 'admettant pour image sphérique. De
toule surface qui Padmet pour image on déduit, a Uaide de guadra-
tures, une autre surface jouissant de la méme propricté. — Ajou-
tons enfin que I'équation des surfaces ayant méme image sphérigue
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(qu'une de nos surfaces, pouvant s’écrire

» 7 dty du + _ﬂl_‘L ,
dude — duds dy dy
du dv

il suffit d'¢galer Z & 5 pour avoir une solution du probléme; mais cette
valeur de Z conduit & trouver une surface sur laquelle le d58% a la
forme voulue; dés lors on doit trouver immédiatement une seconde
solution du probléme.

Ceei se vérifie d'une facon fort intéressante. Nous pouvons immeé-
diatement former le d5? de la surface corvespondant i la valeur 2 = 5,

car on a

- > . v _dZ.
A\ =du [l 7+ - (l’dll) Qdv Qdv

de d (’,+{1?_+d?>‘ du_ 7

T T Jde dul\? du * dv dy dlu
‘—{t du
/A dQ) 7
AY =/ | ('L (()([‘ ) I’l;u P (Ill,l
de d dy  dy @ d.
d& (/t’( dl—l+‘7‘t)= do dv’
d( ’ ;Z.

puisque P?* et Q? sont égaux a -}- % ==, 7, étant égal & 5. Mais, dapres

la théorie méme des surfaces en qucstmn, on sait que, si I'on pose

s e
—_ -1
du dv

Z= ?2 -+
¥ désignant unce nouvelle fonction de « et de ¢
dZ\? /A%
du _avr ((T)‘ _dv

d. T du’ Jde T dv
du Y
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K] . ' d“l’ . .
Kgalant les deux valeurs qui en résultent pour ——c il vient

(% & (@) (&)
Y arz du dv dio du dv
2 Judv Q_&? oy~
du dv

= dudy ﬂ‘_?_ 1T d_?_ 3
_(du (3;»

Or, si 'on supprime le facteur commun, qui ne peut étre nul que
daus le cas trés particulier ot

do d
# ez =F()
il reste
/ dZ. d.’®
a d'l. _ ds du + _‘_IL
dudy — dudv\ dg dy
du dv

On voit que la quantité ¢* + g% + (31% est aussi solution de I'équa-

tion (16). Remplacant Z par cctte valeur dans la formule précédente,
on trouve I'équation différenticlle qui détermine ¢; clle coincide d'ail-
leurs avec celle que I'on obtient directement en remplacant P ct Q par
leurs valeurs en 9 dans la premiére des équations de Codazzi.

Donc : Toutes les fois qu’on a tracé sur la sphére un réseau or-
thogonal tel que les coeflicients du dS* soient les différentielles
partielles d’une méme fonction, on a sans quadratures deux sur-
faces dont ce réseau est l’image.

D’ailleurs, dans le cas gcneral si Z est solution de (16), le dS? de la
surface correspondante peut s'écrire

d7. 1
dut]l d (. dL | dlL 1 du d do  dy
_d_T (774(14?-*_2;-*—%) 2 dy du( 'cE'*'ZT)
du | du _
— dL 1
d*l d (. dL  dL 1 de d dy  dy
* ZG(L?‘*'dTF"(TS) ady d«(‘f‘“*‘da"‘dv) 5
dv | dv

Journ. de Math. (4 série), tome V. — Fasc. 1, 1891, 9
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mais, d’aprés les résultats dun® 36, on voit que, si { désigne en chaque
point la distance de la surface & celle qui lui est infiniment voisine dans
le systéme triplement orthogonal, on a

dZ
dr. dL  dL\ 1du d d9 dp
du(z?+ du dv)_‘; dy 3};(? -+ == 4+ d‘,)

du

et I'équation symétrique; de telle sorte que par une simple quadrature
on trouvera {.

o @ ag— -

CHAPITRE VI.

ETUDE DES DEVELOPPEES MOYENNES,

52. Départ entre les propriéiés indéformables ot celles qui tien-
nent a la représentation sphérique. — On voit par ce qui préecde
combicn la notion de la représentation sphérique des surfaces est fé-
conde ; nous n'avons pas encore terminé la revie des propriétés géné-
rales des surfaces qui en dérivent, et Pon verra dans le courant de ce
travail s'accentuer plus encore I'importance de I'idée de (auss relative
au départ entre les propriétés indéformables (si'on peut ainsi dési-
gner celles qui tiennent aux ¢léments indéformal)ks) et celles de
'image sphérique. Ce Chapitre sera consacré & I'étude des déeelop-
pées moyennes des surfaces dont la notion se rattache directement
& la représentation sphérique.

83. Transformation des surfaces, les plans tangents restant pa-
ralléles, fonction géométrique invariante. — Prenons pour véscau
(u, v) celui des lignes de courbure de la surface de référence () et
considérons encore un faisccau de droites (N) paralléles aux normales
de (O). Soit Z la distance au plan tangent en O du point situ¢ sur N
4 égale distance des foyers de cette droite, la formule (11) donne

/ (B0 ) o (f g
—2L= +0+P du+den +Q((7;’+Pdvs)'
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Considérons maintenant, d’'une part le plan perpendiculaire & OZ
et ¢galement distant des centres de courbure de(O), ct d’autre partle
plan moyen du faisceau des droites (N), que nous définirons le plan
perpendiculaire & N et 4 égale distance des foyers de cette droite; soit
% la distance de ces deux plans moyens : la formule précédente donne

. Ly V[ ds dpP 1(dy  dQ
(25) —JC—F(,“/;*W“)*Q(T:;*M;E)'

Or I'on remarquera que cetie équation ne contient ni £ ni g.

Faisons correspondre an faisceau (N) dérivé de (O) un faisceau
(N’) dérivé de la méme manic¢re de la sphére de rayon unité, c'est-
a-dive construisons avec les mémes § et v une droite N’ dérivée de la
normale & la sphére, en prenant pour réseau (i, ¢) Pimage sphérique
de celui des lignes de courbure de (O), et la droite N dérivée de la
normale i (O), comme il a été dit plus haut. 1l est clair, d'aprés la for-
mule (23), que la valeur du { est la méme dans les deux cas. Or les
lignes de courbure ct leur image sphérique n'entrent ici que pour la
forme, carle § relatif au faisccau (N’) est manifestement indépendant
du réseau orthogonal particulier qui nous a permis de trouver sa
valeur.

On pent done énoncer la propriété suivante :

Soient deur surfaces (O) et (O') que Pon fait correspondre par
parallélisme de leurs plans tangents et deux faisceaux de droites
(N) et (N') associés aur normales de (O) et de (O) de telle fagon
yue chaque couple soit a chaque instant superposable et paralléle
a Pautre couple : la distance des deux plans moyens de chaque
couple st la méme.

lia démonstration résulte de ce qui précéde et si 'on prend comme
intermédiaire &4 (O) et (0’) la sphére de rayon unité.

54. Cas de deux faisccaux syméiriques par rapport auxr points
de la surface de référence. — Supposons cn particulier que (O) et
(O’) coincident, mais que les droites (N) et (N'), au lieu de coincider,
soient symétriques par rapport & l'origine O; il faut dans ce cas
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changer les signes de & et rj dans I'équation : donc les § sont égaux et
de signes contraires, pour les deux faisceaux. On déduit sans peine de
cette remarque la propriété¢ suivante :

Sideux faisceauc de droites (N) et (N') sont paralléles aus nor-
males d’une surface (O) et symétriques par rapport a celles-ci,
que Uon joigne entre cux les points milicux des segments focaur,
la droite ainsi obtenue rencontre la normale de (O) en un point
situé a égale distance des centres de courbure principau.r.

53. Développée moyeune d’une surface et déceloppante. Défi-
nitions. On connalit toutes les surfaces ayant méme développée
moyenne qu'une surface donnée. — Les considérations précédentes
nous amcnent & faire 'étude de la surface (D) qui a pour plans tan-
gents les plans moyens des normales d’vne surface donnée (). Nous
dirons que (D) cst la développée moyenne de (O) et, par abréviation,
nous dirons que (O) est la développante de (D).

S'il y a quelque analogie entre le lieu des centres de courbure prin-
cipaux d’une surface ct la premicre développée d’une courbe plane, on
accordera qu'elle ne se poursuit guére analytiquement. En revanche,
il existe une similitude trés étroite entre la scconde développée d’une
courbe plane ct ce que nous définissons la développée moyenne d'une
surface.

Cherchons queclles sont les surfaces ayant méme développée moyenne
que la surface de référence. 1l est clair qu'on a

. dE+___dP +' ‘ﬁ _LQ_'; —
p(%+oan)*ola +ra ) ="

Mais il faut exprimer que les £ ct  correspondent aux normales d'une
surface, c'est-a-dire que

y__ dL __dL

= Paw’ VT Qa
la condition devient

d(Pdly dQdL\_
m’Qv) du FE)‘“
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Or, si I'on cherchait quelles sont les surfaces ayant méme développée
moyenne quc la sphére de rayon unité, en considérant comme réseau
de ses lignes de courbure celui des (), (¢), on trouverait manifeste-
ment I'équation précédente. Donc la solution du probléme général ne
dépend que du cas relatif 4 la sphére; mais dans ce cas le probléme n'a

“aucun lien qui le rattache aux lignes de courbure : on peut donc sup-
poser celles-ci isométriques, ce qui donne I'équation intégrable immé-

diatement
*7 aZ

da T @ =0

De ceci résulte qu'on peut construire toutes les surfaces ayant
méme déceloppée moyenne qu’une surface donnée.

36. Intégrale a Uaide des coordonnées imaginaires sphériques
des surfaces ayant méme développée moyenne qu'une surface
donnée. — Le systéme des coordonnées sphériques étudi¢ dans le
Chapitre précédent prend ici une importance capitale. Si R, et R, dé-
signent les rayons de courbure d’une surface dont P'équation est

p=s(zy),
nous avons vil (lll(‘.
R,+R, a2 dip
s Wdedy TP

Si P'on désigne par { la distance de I'origine au plan moyen,

[=— 2 4P
T dzdy
Veut-on exprimer que deux surfaces ont méme développéc moyenne,

p ct p, désignant les distances du centre de la sphére & leurs plans tan-

gents, on doit avoir
adlp, 2 dip
Mdzdy — A\ dzdy’

d’ot1 résulte

n=p+X+Y.

Telle est I'intégrale explicite du probléme, dont Iexistence avait été
établie au numéro précédent.
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57. On obtient par deux quadratures les développantes d’une
surface donnée. — Cherchons maintenant les surfaces qui ont pour
développée moyenne une surface donnée; soit p, Ia distance de I'ori-
gine aux plans tangents de la développante, il faut poser

& A
;LT% + S f (o, y)=o0.

Mais, A étant une simple fonction de « et de y, I'équation précédente
peut toujours s'intégrer. Ainsi :

On obtient les développantes d’une surface dounée par deur qua-
dratures, lorsque ’équation de la surface est résolue par rappori
a p, distance d’une origine fize a ses plans tangents.

Ce théoréme, d’unc extréme simplicité, justific ce que nous avons
annoncé touchant I'analogie qui existe entre les développées moyenunes
des surfaces et les développées secondes des courbes planes. Quand
on met I'équation d’une courbe plane sous la forme

ott 0 est Pangle de la normale avec une direction fixe, on trouve pour
I'équation de la développante du second ordre

d
%l,-) + (M=o,

dont Pintégrale s'obticnt par deux (uadratures.

38. Déceloppantes d’une sphére. Lignes de courbure. — Passons
en revae quelques surfaces dont les développées moyennes sont
simples. Supposons le A de la sphére pris sous la forme

2
z+y

A=

Cherchons la développante d’une sphére de rayon % En prenant le



THEORIE GENERALE DES SURFACES COURBES. =1

/

centre de celle-ci pour origine, il vient pour 'équation du probléme

d'p K__
dzdy ~ (z+yp "

dont 'intégrale cst

p=—Klog(x«+y)+X+Y.

On peut profiter de I'indétermination de X ct Y pour trouver cer-
taines développantes dont les lignes de courbure s'intégrent. Formons

% et % (n* 45), il vient -
2
~i g =[FEn+ 2 -k =%
db Y yr
~ 4% =|VF@+n+gp| K- v
Supposons d’abord
X' Y

-)T;, -+ K = T;, -+ K =0,
d’on résulte

t _ x+C 1 _y+Db
X—"K’' Y~ K’
on trouve alors
da (y—C)t db (z— D)
/ —K U @ _ gl
+"d—x“K(m+C)*’ /*dy_K(y-H))z
= — _(z+y) _
p=—Klog @300+ D) +M.

L.’¢quation des lignes de courbure devient

dy dr —
T=OG+D) T @m0 =

dont les intégrales sont

(.V"C)(‘i’" D) =A (y—C)(=z+0O) =B
(y +D)(z+C) — (y +D)(z—=10)
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On a pour les rayons de courbure principaux, cn général,

R +R,=2(2c+p). (R—R)y=i162%,

d’ot résulte, dans I'espece,

R.+R,=2M~K_zkloga-:‘f:_)‘%%m,

— R —k =C)(r=D)
R, R"_K(.'z.'~&~C)(y—|-l))

On voit que le long des lignes de courburce d'un méme systéme la
différence des rayons de courbure principaux esl constante, mais
comme la somme ne I'est pas, les surfaces trouvées ne sont pas de ré-
volution.

59. Développantes d’un point. Correspondance sur la sphére de
deux points, les aires décrites étant égales. — Comme second cas,
plus particulier encore, supposons que K soit nul, c'est-d-dire cher-
chons les surfaces dont tous les plans moyens passent par un point

fixe. Ona
p=x+ Y.

I.’équation quadratique des lignes de courbure devient
de*[2X'+ X (2 +y)] = dy*[ Y + Yo (a + ),

ct, si I'on suppose
X==2 Y=-15

Vezy/2=a
La surface n’est pas non plus de révolution; ses normales jouissent
d'une propriété géométrique simple. Si I'on décrit une sphére de rayon
quelconque ayant pour centre Porigine, chacune des normales & la sur-
face considérée rencontre la sphére en deux points; ceux-ci décrivent

I'intégrale est
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des conlours conjugués qui, s'ils sont fermés, embrassent des aires
sphériques égales,

60. Développantes des surfaces a étendue minima. Lignes de
courbure., — Cherchons maintenant les développantes des surfaces i
¢lendue minimas on a, pour ces derniéres,

. X+Y
P=X+Y—2——;

(o +)’
dés lors I'équation différenticlle de la développante est

d*p _ 2(X'+Y) L (X+Y) —o
drdy (¢ +y)? 4 (x+y)» !

el Fou trouve pour intégrale

P_ (X+Y)

2‘= (‘l.+‘,)+x‘+Yl,

ol \y et Y, sont les deux fonctions arbitraires de la développante.
[.'équation des lignes de courbure est

A [\ —=aX, = X|(e + )= d* Y =Y, - Y, (z +y)].

Premicre hypothése :
X,=Y,=o.

Les lignes de courbure sont données par la formule

.

fdx\/,\"—— 2A tfd_yy’Y”—- 2B =o.
Deuriéme hypothése :
v d e
X=X, — m(X\z)=0,

”» ! d :
Y '—Yc"' Q;(Yc.y):o’

Journ. de Math. (4* série), tome YVII. — Fasc. l., 18g1. 10
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On trouve les intégrales

. X+Auw+B Y+Cy+D
\| — _,._iﬂf__t.l_ y Y' == _:.—'A"_____. I3

X+Y X+Ar+B Y4+ Cr--D
P__ _ (A+1) + -+ A+ + Lt AdusblN
N I+ x ,

el, pour les lignes de courbure

/l’l\/? =+ /dy\/-z—" = 0.

Supposons enfin

Troisiéme hypothése :

\"— 2\, =KX,
Y —aY, = KY.

Les lignes de courbure ont pour intégrale
]C{:L‘V‘\‘ =+ I dy\‘\‘ = o,

6L. Surfaces réciproques, Uune étant la diceloppie maoyenne
de Cautre. Intégrale particulicre. — Nous dirons (ue deay surfaces
sont réciproques si I'une est la développée movenne de Fautee, L'équa-
tion diftéventielle de ces surfaces peut s'éerive

4 _412 1 f/’p
P—ﬁ@mﬂpﬂ@)

que Fon peut mettre sous la forme

9 ! ( 2 *p n )‘) ( 2 dip v )

= 77—\ 73 7~ — | 57— - s 0.

22 dr dy \ 2 dady I 22 dedy P,

el Fon voit clairement que les surfaces a ¢tendue mininia répondent G
l question. De méme, les surfaces définies par Péquation

2cfp

m]m‘i‘ —_ I) = 0



THEORIE GENERALE DES SURFACES COURBES, 75

sont réeiproques de leurs développées moyennes. L'équation générale
étant du quatritme ordre et linéaire, si l'on avait I'intégrale de celle
qui préeéde, il suffirait de ajouter i celle des surfaces a étendue mi-
nima pour avoir la solution compléte. On obticnt pourtant la réduc-
tion du probléme au second ordre, soit directement, d’aprés cette
remarque, soit en cffectuant une premicre intégration, qui amdéne

R d’ ) )
X Z/..-(lzy p=X,+Y +2X, ld +2Y, 5 )d
Juis posant
di
p= \——-(‘(+Y) x'ld Y'i_d}’
il reste, comme il était annoncé,
ad:X
wdrdy X=o.

Lintégrale de cette ¢quation n’est pas exprimable explicitement dans
sa geéncralité, mais on peut en trouver une intégrale particulicre avee
des constantes arbitrairves. Prenons, en effet, le A sous sa forme la plus
simple et posons
vy =12, x—y =t
il vient alors
d*\

a4\ 2 X *X arX aX
drdy

4
—
2

S N= g T A T =0

d*X . .
Cherchons les valeurs pour lesquelles —g ost identiquement nul,
¢'est-d-dire de la forme

\=7Zt+1Z,,

.

ot Z, et Z, représentent deux fonctions de Z scul, (ui sont manifeste-
wment racines de P'éguation

dont l'intégrale est

X

I
Sim
TN
Ny
oy
N
+
4
z
=
S
~
N
N
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On déduit facilement de ce qui précéde l'intégrale particuliére sui-
vante de I'équation des surfaces réciproques

p=vTTy)| o i +y)Ace —y)+B|

+ i U+ ) - y)+ D=2 (T

-—-—~—~(J ) +X'+Y'.

et l'on sait qu'on ne peut éerive explicitement intégrale générale.

62. Intégrale des surfaces identiques a leurs développées
maoyennes. — On peut manifestement chercher, i propos des dévelop-
pées moyennes, des propriétés analogues i celles dont M. Puiseuy s'est
occupé relativement aux développées successives des courbes planes.
Demandons-nous, par exemple, quelles sont les surfaces identiques i
leurs développées moyennes.

Soient (N) et (D) deux de ces surfaces; si 'on choisit deux origines
convenables O ct (), il est clair que les distances respectives de ces
points aux plans tangents & (N) et (D) doivent étre toujours égales.
Or le p d'une sphéve réduite an point (' peut étre supposé égal i

,) = -——L— .
(r+y)

De telle sorte que I'équation ditlérenticlle cherchée est

2dltp h
drdy + (r+y)

[} —+ = 0.

Il suffira de trouver une solution paruculwro pour ramener le pro-
bleme & la recherche des surfaces a étendue minima. Cherchons les
valeurs de p qui sont simplement fonction de 7 = (. + y); dans cette
hypothese,

L d’p K
P— 5 gn+ g =0

On satisfail & cette équation au moyen de I'expression

p=.:\Z’+ E
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oi1 A et B sont dos fonctions de Z déterminées par les équations

gt 1Ay
L+

d\ 1 dB 3k
2l gt T

=0y

que I'on vérifiera en posant

2k
!\'— -32—"
B=-— ;Klog',

On a done la solution particulitre

_a h 2 k low(.x + )
P==5Gxn " 3y YD)
don se déduit Fintégrale générale

2 K 1 (N

p=-— ('+y)l_ +l()(l,+_}’)—|+\+\ W
On peut, par un simple transport de Uorigine, réduire cette équation
a la forme

Ou trouve pour I'équation des lignes de courbur
0 LS Y S LY
a.r l_(""*'-”:' 9 .y (, +)’ 1 )

(qui s'intégre si X7 et X” sont nuls; dans ce cas on tronve aussi les

asymptotiques, car leur équation est

l+du{y( Ty lyl(ub_*_‘)1 ml:u.

]
([.l I_("" T y)’

63. La cvelide de Dupin et sa développée moyenne ont méme
image spherique. — Nous pourrions chercher aussi des exemples
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dans lesquels nous ferions entrer en ligne de compte la courbure
des développées moyennes, mais pour ne pas allonger ce Chapitre
nous nons hornerons & faire 'étude de la développée moyenne d'une
eyelide.

Si Fon prend pour réseau coordonné celui des lignes de courbure,
on a (0. Boxser, Mémoires sur la théorie des surfaces applicables
sur une surface donnée, p. 120)

U \
/=-——-. O = -,
" — N u—--v

U 0 uV

P=
—
u—yv . u—y

I

Le S de la développée moyenne est donné par la formule

v __ ] )
2 By YTV
. 1 L]
= aucV T 22\
On en déduit immeédiatement
de fdu! du o dv

Done la déceloppée moyenne d'une cyclide a méme image sphe-
rique qu'elle.

et 7 ali——

CHAPITRE VII.

GENERALISATION DU THEOREME DE GAUSS CONCERNANT LE PRODUIT
DES RAYONS DE COURBURE PRINCIPAUX.

G4. Eremple de propriété des faisceaux, persistant quelle que
soit la forme de la surface de référence. — Nous avons étudic dans
les Chapitres précédents une série de propriétés se rapportant toutes i
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la transformation sphérique. 11 convient & présent de mettre en évi-
dence les propriciés du faisceau des droites paralléles aux normales de
la surface de référence qui persistent, (uelle que soit la forme de
('(‘"("Ci.

Déja nous avons trouvé 'une des propriétés en question au n® 38.
L'équation de condition (ui exprime que les images principales du
faisceau (V) sont conjuguces sur (()) étant

(S8 = 5 (gm),

on voit qu'elle ne conticnt ni P, ni Q, ni D; done on peut défor-
mer (O) comme on voudra : si chacun des plans tangents entraine
dans la déformation la droite (N) qui le traverse, le faisceau (N)
aura toufours ses images principales conjuguces sur (0).

Nous avons fait voir (ue dans ce cas 'intégrale du probléme est tou-
jours connue, puisque les droites (N) sont les cordes de contact d'une
famille de sphéres.

63. Dans un faiscean de droites paralléles awr normales de la
strfaee de riférence, le produil des distances focales ne dépend
pas de la forme de cette surface. — L'équation (11) conduit & une
proposition teés importante dans Pordre d'idées ol nous nous placons.
7, et Z, désignant les distances des foyers du faisceau (N) an plan
tangent en (O), on a

PO Lol (e B LY (g P g
n=—24,L,0PQ-f5D*) + ('/+ dut adv T‘) (g+ dv +‘/—'Tu ’{)

B “d, ~(17___/__ ;) az dy
(7 = 70 8) (@~ 7 )

ou, en tenant compte des équations (),

gy [d{df d(dg”
- 4,1, ['(7", (;:7[;) - du (]Et)]
=(/_\\_rlz . df ,‘)(g_;.""‘-r-_"-_"'.'_t)

JAs I U —
du " gdv dv ~ fdu®

_ (r,['f, df ,;) (ﬁ dg

du gde I \dv ™ fdu r‘v)'
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expression (ui ne contient que f et g ainsi: Quelle que soit la forme
de (O), le produit des distances focales du faisceau (N) est con-
stant. (En désignant, pour abréger, par distance focale la distance
d"un foyer au plan tangent.)

Ce théoreme est une généralisation du célébre théoreme de Gauss
sur Pinvariabilité du produit des rayons de courbure principaux, lors-
qu'on déforme la surface ; il suffit en effet dannuler et v dans P'équa-
tion préecdente pour avoir la valeur du produit des rayons de cour-
bure principaux de (), puisque le faiscean (N) eoineide avee celui
des normales & (0).

66. .ipplication du théoréme précédent. La somme algébrique
des aires correspondantes des deur nappes d’une enceloppe de
sphéres reste constante quelle que soit la forme de la surface
licu des centres. — Arvétons-nous un moment & déduire des conse-
quences géométriques de la proposition (que nous venons d'établir.

Supposons que les droites (N) soient les cordes de contact d'une
famille de sphéres avant leurs centrees sure (0); alors, si R désigne le
rayon de la sphére ayvant son centre au point (2, v), posanl

R? = — 27,

on peut éerire

L __ d7. _ d7. Ve __ . d/l \? " dl. :.
E= e = aae S=—ed— () - ()

mais, pour simplifier les formules, prenons pour (), (¢) un réseaun
isométrique, et enfin passons aux coordonndes symétriques imagi-
naires; en adoptant les mémes nolations (qu'au n® 44, il vient

3 ot di _)\ oo i(f. dl)‘)
gt rg =M e - =g

d  dy o o da . db
7‘*‘7{?"'1‘2{7““"‘“"""7&*‘@)’

i dy dy o (da b )

de  du VT da ndv YT

dr  dy



THEORIE GENERALE DES SURFACES COURBES. 81

De la résulte, pour le produit Z,Z,, la valeur remarquable

42,Ty dlogh _ 2, dadb
— 5 dxdy_(1+2c) ['d.vc(y'

Considérons maintenant les deux nappes (M) et (M') de P'enve-
loppe de sphires, soit { l'ordonnée commune aux deux points M et M’,
et 7 I'angle de OM ou de OM’ avec la normale & (O); si d(M) et
d (M) sont les ¢léments des aires des surfaces enveloppes correspon-
dant & un ¢lément d(O) de la surface de référence, on a, d’aprés un
théoréme de Gauss,

cosid(M) = ('IR(T%,Z (Z,+ %) (2,+7),
cosid(M') = ‘Ii{i,(_f)i;) (Z,=%)(Z,-7%),

de telle sorte que

Ld(} d(M d(o
cosi (“)_: M) R(,H: (2,2, +0),

d’ou résulte, apres substitution
] ]

!
_cosid(.\l)tg(m

- ()i [ 2]

On voit que cos?Z cst égal au quotient de §? par — 2Z; par consé-
quent, si Pon déforme la surface des centres, d(M) + d(M’) ne varie
pas: d’ot résulte cette proposition : '

Que Uon trace deux conlours conjugués fermés, sur les deux
nappes (M) et (N') d’une enveloppe de sphéres dont les centres sont
rangdés sur une surface (O) et compris a Uintérieur d’un certain
contour fermé; on peut déformer la portion de surface (O ) com-
prise a l'intérieur du contour sans que la somme des aires des con-
tours (M) et (M') varie, pourvu que chaque point de (O) entraine
avee lui la sphére dont il est le centre,

Journ. de Math. (4* série), tome VIL. — Fasc. I, g1, 11
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67. Théoréme sur la somme des volumes des deux nappes d’une
enveloppe de sphéres. — On peut également déduire de ce qui pré-
cédc un théoréme sur lc volume des enveloppes de sphéres. Nous ap-
pellerons volume de la nappe (M) correspondant a un certain contounr
fermé tracc sur cette surface le solide limité & la portion de (M) com-
prise dans le contour et i la portion correspondante de la surface des
centres (O), ainsi qu'a la surface gauche lieu des normalesa (M) tout
le long du contour; soit dV ce volume.

Considérons la famille des surfaces paralléles & (M) : elle décompo-
sera le volume en question suivant une séric de prismes infinitésimanx
dont la mesure est facile.

Soit R’la distance de O & I'une des surfaces paralléles & (M), posons

R=R-K,
ot K est la distance de cette surface & (M); sil'on éerit

2
dR B= dR ) d*R

A= S iy’ ‘T adedy’

il vient
— === K21 = 4N AB) + 2K [R+ 20 (A b+ Ba)),
a =a+ KA, U= 0+ KB,
da' da K dA db’ _ db K dli’

TSathe TSt
¢ =c+ KC.

Mais si I'on décrit des sphéres ayant leurs centres sur (O) et dont le
rayon soit ¢gal & R', elles envelopperont manifestement deux surfaces
paralléles a (M) et (M'); soient d(M,) et d(M,) les éléments de ces
surfaces correspondant aux éléments d(M) et d(M'), on obtient im-
meédiatement

.d(My)+d(M)
— COS1 —-—'-"T"_‘—

—_-id.r*—é-dv’( l;:‘:}s {E+ K2 = 4RAB) — o K[R + 202 (A b+ Ba)),

o e 2R 102K ) (2 )
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on, en ordonnant suivant les puissances de K,

 cos; AN d(M,)+d(M )

et —d d* log ) dA dB
::,11.71_:’1[1\:[ g (1= BN AB) — 4NC 40 2 ,J

+aKi— d’l%

| =4 Zray R+ 203 (Ab + Ba)]

- dA db dBda

2 3 = ZZ

aA?*(1+2¢) C+ 22 Zd Ty L)i
d*logi

BT (22 +4)ab) — W [(x +2e)t — 4 %2 zﬂ]

L’¢lément du solide limité & deux surfaces infiniment voisines pa-

ralleles & (M) et compris entre deux contours correspondants a pour
mesuare

d(M,)dK,

de telle sorte que les deux volumes dont nous cherchons la mesure ont
pour expression

K =-0 i =0
dV = f. L AOLER,  av= [ d(M)dK,

el la somme de ces volumes s’obtiendra en intégrant par rapport a K
expression écrite plus haut. Dans ces conditions 1'on obtient

=0

| dK[d(M,)+d(M,)]
_ ddx*—dy) (R d’log) dA dB
el G Ty (1= (NAB)— RC+ 4N T T

+ R - ‘Z":;‘ [R + 2A*(Ab + Ba)]

— o€ (1+2¢)C+ 21’(? Z:), Z‘: ZZ‘)%

d 10" y R(2Z+4\ab)— RN {(r +2¢6)*—4 3‘: Zf]]
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On voit que cette expression ne dépend pas des ¢léments de torme
relatifs & la surface des eentres. Ainsi:

La somme des volumes correspondant aur dewr nappes d’une
enveloppe de sphéres reste incariable quelle que soit la déformation
que Pon fasse subir a la surface lieu des centres.

68. Relations cntre les rayons de courbure des deur nappes
& une enceloppe de sphéres. — Les résultats que nous venons d'éta-
blir conduisent & des relations entre les rayons de courbure principaux
des denx nappes d'unc enveloppe de sphéres.

Soient p,, p, les distances du point O aux centres de courbure prin-
cipaux de (M); de méme soient ¢, p, les distances de O aux centres
de courbure de (M'); soicnt enfin d(w)et d(w’) les valeurs sphériques
des éléments d(M) et d(M') 5 on a

d(M) =d(p) (¢, + R) (2. + R),
d(W)=d(w) (¢, + R) (¢, + R);

d’ot résulte

d(M)+ d(M)=R*[d(w)+d(p)]
+ R[d(w) (s +22) +d () (5, +2)]
+d(p)pipa+ d(W) 52,

Mais nous venons de démontrer que, si 'on remplace R par R — K,
Iexpression précédente est indépendante de la forme de (O), quel que
soit K il en résulie

~ 4 ﬁl ﬂ‘ —— .,
A(8) 1+ (W) 7, = const,

()54 + 22) + () (7, + ) = const..
d(w)+ d(w')= const.

La premiére de ces équations est évidente, la troisitme exprime
cette propriété remarquable :

La somme des deux valeurs sphériques de deus contours traces
sur les deux nappes d’une enveloppe de sphéres et conjugués est
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constante quelle que soit la déformation que Uon fasse subir a la
portion de la surface des centres comprise dans le contour corres-
pondant aux deux premiers.

Des trois propositions que nous venons d’établir, celle-ci est celle
(qui sc rapproche le plus du théoréme de Gauss : lorsqu’on déforme
une portion de surface limitée & un contour fermé, la valeur sphérique
de ce contour reste constante.

La scconde des trois derniéres équations conduit facilement a établir
que

i 1 1 1
— + — 4+ = + = = consl.,
& 2 I Pa

(quelle que soit la déformation de (O).

69. Extension des théorémes au cas ot (O) se réduit a une
courbe gauche ou plane. — Nous ne pouvons passer sous silence les
particularisations des théorémes (ui précédent, auxquelles on est con-
duit en remplagant la surface des centres par une courbe gauche puis
par une courbe plane.

Si (O) est remplacé par une courbe gauche, il faut supposer une
sphére unique ayant son centre en chaque point de (O); chaque sphére
touche alors son enveloppe suivant un cercle. Que 'on déforme une
portion de la courbe (O), chaque point de celle-ci entrainant la sphére
dont ¢lle est le centre, la portion de surface enveloppe comprise
entre les cercles de contact des sphéres extrémes reste constante.
Le volume compris entre les plans de ces cercles et le bovau qui
est 'enveloppe des sphéres reste aussi constant.

Nous ne pourrions sans quitter notre sujet établir directement ces
propositions, non plus que celles ui ont rapport aux enveloppes de
cercles dans le planj ces dernitres constituent une géndralisation inté-
ressante d'un théoréme trés particulier établi par Steiner i propos des
podaires des courbes. C’est méme en cherchant cette généralisation
(ue nous avons été conduit & soupgonner P'existence des propositions
(qui font 'objet de ce Chapitre.

70. Remarque au sujet d’un tracail de Bour qui n’'a pas été
publié. — Il n’est peut-étre pas sans intérét de faire observer que Bour
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( Théorie de la déformation des surfaces, p. 148) parle « d'un ap-
pendice & son Mémoire consacré & la théorie des surfaces caustiques »
(appendice qu'on n’a pas retrouvé); il annoncait que « cette théorie
présente des rapports fort curieux avee celle de la déformation des sur-
faces ». Nous ne pensons pas que Bour ait songé aux aires des surfaces
enveloppes de sphéres ni 4 leurs volumes, mais il avait certainement
trouvé des relations liant entre elles et & la surface dirimante les
(quatre nappes des surfaces caustiques conjuguces, c'est-d-dire les
développées des surfaces enveloppes de sphéres dans le cas ou les
vayons incidents sont normaux & unc surface. Cette phrasc nous a paru
poser un probléme intéressant &4 résoudre, tant au point de vue de la
théoric des surfaces proprement dite, qu'a celui de la reconstitution
d’un travail perdu: telle est I'origine de toutes les recherches que nous
exposons particllement aujourd’hui. Dans le Chapitre IX, nous résu-
merons rapidement les proprictés des surfaces caustiques qui persis-
tent avee la déformation de la surface dirimante : c'est manifestement
ce (que visait Bour.

71. Pourquoi ladistance des points d’une surface (O) a un plan
five satisfait @ une équation indépendante de la forme de (O). —
On a considéré comme un fait digne de remarque que la distance des
points d’une surface (O) & un plan fixe satisfit & une équation (ui ne
contient que les dérivées de cette fonction et les éléments indéformables
de (0). Cest en partant de cette équation aux différentielles particlles
du sccond ordre qu’on a essayé la recherche de toutes les surfaces appli-
cables sur une surface donnée, mais on n’a pas indiqu¢ quelle était la
raison géométrique du fait analytique important que nous venons de
signaler. Ce fait se met en relief d'une facon tout a fait nette si, au lieu
(e la distance & un plan, on fait intervenir la distance & un point fixe.
Supposons cn effet qu'en chacun des points d'une surface (O) on fixe
avee liaison une tige égale 4 la distance au point fixe Mj si les extré-
mités de ces tiges ne sont pas réunies, la surface est libre, on peut la
déformer comme on 'entend ; réunit-on au contraire toutes les tiges,
clle est comme une caréne maintenue par ses acores, ct ne peutl étre
déformée, car la mise en place de la surface s’opére consécutivement
en construisant une suite de tétraédres ayant pour bases des ¢léments



THEORIE GENERALE DES SURFACES COURBES. 8=

triangulaires accolés de (O) ct pour sommet commun le point M.
Ainsi : étant donnd un systéme de tiges ficées en chacun des som-
mets d’un polycdre a faces triangulaires infiniment petites, il v’y
a qu'une forme du polyédre (etla forme symétrique) permettant
de réunir les extrémités des tiges en un méme point. Mais cette
construction est-elle toujours possible sans déchirure du polytdre,
quel que soit le systéme des tiges adopté? Il est bien facile de voir que
non. Soient cn effet O I'un des sommets du polyedreet 1, 2,3, ..., n
les sommeis des triangles ayant O comme sommet commun, on con-
struira sans difficulté les tétratdres (O, 1, 2, M), (O, 2,3, M), ...,
(O, n— 1, n, M) quis’accoleront les uns aux autres; or, ceci fait, on
n'aura plus ¢u'a joindre lec sommet # au point 1 pour constituer le po-
lyédre autour de O, mais rien n'implique que la distance (#, t) scra pré-
cisément celle qu'on s'était donnée @ priori. Autrement, sil’on construit
le tétraédre ayant pour base (rOM) et dont on connait les trois arétes
(1), (10), (1M), rien n’implique que lesommet 1 ainsi obtenu coin-
cidera avec le sommet 1 qui a servi de point de départ; il y aura donc,
cn général, déchirure suivant (O 1). SiP'on passe & la limite, on voil
facilement par ce qui précéde que la distance de chacun des points
d’une surface (O) @ un point (M) n'est pas une fonction quel-
conque des éléments indéformables de (M), qu’a toute valeur de
celle fonction correspond une scule forme de la surface, si Uon ne-
glige la forme symétrique.

72. Signification géométrique de 'équation qui lic la distaner
des points d’une surface (O) a un point fice, auc éléments indeé-
Sormables de (O). Veut-on savoir quelle est 'interprétation géome-
trique de I'équation de condition dont nous venons d'établir 1’exis-
tence? Elle résulte immédiatement du théoréme démontré au n° 65
on ¢crira que le produit des distances focales relatives a I'enveloppe
de sphéres de centre M est égal au carré de la distance du point M au
plan tangent de (O), toutes les sphéres passant par O.

Supposons maintenant que, au licu de prendre pour données de la
cuestion les distances des points de (O) & M, nous choisissions les dis-
tances de (O) 4 une sphére de centre M; il est claireque ce que nous
avons dit au n°® 71 subsiste intégralement. 11 suffit de supposer que le
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sayon de la sphére croit indéfiniment ( certains de ses points restant &
distance finic) pour voir que la distance de chacun des points d’une
surface (O) a un plan (P) w’est pas une fonction quelconque des
éléments indcéformables de (M), qu’a toute valeur de cette fonction
correspond une seule forme de la surface.

73. Remarque. — 11 est remarquable que si la surface (M) est un
point, Faire (M) est nulle; ue si la surface est un plan, sa valeur
sphérique est nulle : de telle sorte qu'on estinduit & penser (ue la sur-
face pour laquelle le volume (défini comme il a été dit plus haut)
compris entre (O) ct (M) est nul, présenterait un certain intérét. Nous
ne pouvons nous arréter a tous ces détails.

4. Ecemple dans lequel, en particularisant la surface de réfe-
rence (Q), onobtient un faisceau de droites paralléles a des nor-
males et normales & une surface, quelle que soit la valeur de (0)).
— Nous avons ¢tabli dans ce Chapitre des propriétés qui persistent
quelle que soit la déformation de Ia surface de référence, en laissant &
celle-ci toute sa généralité; il serait facile d’arriver 4 de nouvelles
propositions en particularisant (). Ainsi, demandons-nous dans ¢uel

cas le faisceau de dvoites (N) paralléles aux normales de (0)) peut
rester celui des normales & une surface quelle que soit la forme de (O).
Reportons-nous aux formules du n® 30; on peut toujours supposer
que v; est nul, ce qui ne fait que particulariser le réscau (&) (v); I
condition devient

»h & dr g
ldt'+ﬂ’Ddll+"'d‘ fD/'Iu‘—"'

Or elle ne peut étre verifice, quelle que soit la forme de (O), que si
Fon a

systeme dont l'integrale est

E AN
1§

a3
Il
?.

~
{
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Lic dS? de la surface (O) peut s’écrire

dS?=du® + Ude?:

donc la surface de référence est, dans ce cas, applicable sur une
surface de récolution; le § de la droite N est égal aurayon du pa-
ralléle de la surface, passant en O.

et ——— -

CHAPITRE VIII.

ETUDE DES FAISCEAUX DE DROITES SITUEES DANS LE PLAN TANGENT
DE LA SURFACE DE REFERENCE.

75. Equation donnant la variation du plan tangent & une sur-
face élémentaire. — 11 nous est nécessaire d’établir & présent un cer-
tain nombre de formules relatives aux faisceaux de droites situées
individuellement dans les plans tangents de la surface de référence;
mais nous passerons rapidement sur cette étude, afin de ne pas faire
double emploi avee celle heaucoup plus générale et trés intéressante
des faisceaux de courbes tracées dans les plans tangents de la surface
de référence, dont nous nous occuperons plus loin.

Considérons un réseau orthogonal (u) (¢) tracé sur la surface de
référence, et soit, par rapport aux axes OX, OY,

Xcosy + Ysing —p=o

I'équation de la droite T faisant partie du faisceau (T) dont nous vou-
lons nous occuper.

Si 'on suit un chemin défini par les accroissements du et de sur (O),
les droites telles que T forment une surface élémentaire; il s’agit tout
d'abord de trouver la loi de variation du plan tangent le long de T.
Désignons par 0 'angle du plan tangent en un point M(&, %) de T avec
le plan XOY. On peut considérer le point M marqué sur T comme se
déplacant avee clle suivant une certaine loi qu'il est inutile de particu-

Journ. de Math. (4° séric), tome VII. — Fasc. I, 18g:. 2
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lariser; les coordonnées du point M’ aprés le déplacement (du, dy)
sont par rapport aux ancicns axes

E+AaX, n+4AY, AZ;
dés lors, la distance de la projection de M’ sur le plan tangent a T est
AX cosy + AY sing,

et I'on voit immédiatement que I'angle 0 du plan tangent en M est dé-
fini par la formule

A7
AX coss + AYsing

tangl =
On a d'ailleurs, pour licr les coordonnées de M, I'équation
£cosy + nsing — p =o:
mais d’aprés les formules (F) et sil'on pose

£ =pcosy + Lsing,
n=psing — Lcosy.
il vient

A= du|—P(pcosy + Lsing) + fD(psing — Lcosy)|
+de[— Q(psing —Lcosy) +gD(pcosy + Lsin 2},

e

. . ()
AX cosy + AY sing = [ fdu‘-}—(p sing — Licosg) ((lu;;—‘(% — (lvm)

. » l . d"’" 'If : :
-+ [+gdv+(pCOS? +Lsmf)(d» Fda ~ du ;7717) I sing

L ino:
+ 4% cosg + Av sing;
mais 'on a

Afcosp + Ansing = Ap + (§sing — ncos3) Ay = Ap + L Aa;
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d’ou résulte 1'équation cherchée

du[p(—Pcosy + fD sing)— L(P sing + fD coss)]
+dv[p(— Qsing + gD cosg)+ L(Qcoss + gD sine)]

dp_ (4 _de | s do (& ’L)]
du [fcosq-}-m—l,(m dl) +dc|_ sm?-f- +L(j¢lu =

Nous allons en déduire comme dans les études précédentes toutes
les propriétés du faisccau des droites (T).

tangl =

76. Condition pour que les droites joignant O aux foyers du
Saisceau soient conjuguées sur (0); elle est indépendante de la
Sforme de (O). — On remarquera que L représente une longucur
comptée sur T & partir du pied de la perpendiculaire abaissée du
point O sur cette droite. Aux foyers de T, les plans tangents aux sur-
faces ¢lémentaires sont invariables; on y a donc

p(— Pcosp + fDsing)— L(Psing + fD cosz)

dp df do
fCOSO-i—a*—L(——d—v— ;il:)

p( Qsing+ 2D cos?)-}-L(Qcoscp-)- 7D sing)

ying + 2 L(8 &
sing + +L(fdu ll4’)

d'oti 'on déduit i volonLé soit I'¢équation des foyers, soit celle des plans
tangents principaux ; mais il convient tout d'abord de transformer les
¢quations préeédentes; on peut les écrire

tangl =

Y

—P(pcoso+Lsing)+ fD(psins —L coso)
dp df dv’
fcow-i—-c-l—u- —L(é—d;— ¢7¢_¢)
_ —Q(psing—~Lcosg)+ gD(pcosg + Lsinz)
- dg do
fdu dv

tangl =

"sm?-i- dp +L(

ou, en multipliant haut et bas par des coefficients convenables et ajou-

tant,
—langh psing —Lcose
PQ—fg 2 ' 4, af _d ap )]
Q—rs g])[fcos:? +—(£ l(g’—d%—-ﬁ)_l—i-l) gsm?-*-d +L(jdu+(c%’)]

pcosg + Lsine

= dp df _dy [ dp dg_ds\]’
Q[fCOS?ﬁ'au—L(M—du) +fD .gsmqa—i--‘?;-i-L(—-—-*--—)]
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Posons
A = sing (é'-%nj pd(/;") cos?(;—[(’% :ﬁ' )
C=sing (‘/‘c[r:s? pd(l;”) + o8y (;d—'(% - E:—Z)
E:cos?(gsin? ;:-l(/-;‘—,)—l— sin?(‘j‘i’;‘; :-’-‘f)

et cherchons I'équation quadratique des droites passant par les denx
foyers et par O; nous trouvons

Y:(fDA + QC)
+ XY(fDE — PA — gDC+QB)— X*(PE + gDB)= o.

Que faut-il pour que ces droites soient conjuguées de indicatrice
en (0)? D'apres Péquation (2) on trouve facilement

gC=fE,

d’oit résulte 'équation fort importante

du

d (gsin> d [ fcosy

(57) =& (57)

On remarquera que les paramétres tenant & la forme de (O) ont
disparu; d'ot résulte que : si les segmends focaur d’un faisccau
de droites T situées dans les plans tangents de la surface de réfé-
rence sont vus des points de contact sous un angle dont les eités sont
conjugucs, on peut déformer (Q) comme on Uentend, chaque plan
tangent entrainant la droite correspondante, el colte propriéteé sul-
sislera.

77. Intégrale de équation de condition préciédentey interprita-
o »
tion géométrique. — Mais I'équation de condition est équivalente
au systéme
gsine  dL Jcoso  dL

P &’ p dua’
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d’oli résulte que 'on peut construire immédiatement tous les faisecaux
de droites telles que T satisfaisant & la condition géométrique indiqude.

On peut méme donner de ces faisceaux une définition géométrique
tout & fait nette. Choisissons le réseau («, ¢) de telle sorte (ue 3 soit

toujours nal, il vient
S __dl dZ

p= A & T

d'oli vésulte que la droite peut étre considérée comme la polaire e
la corde de contact d’une enveloppe de sphéres ayant leurs centres
sur (0).

Autrement dit, que I'on considére deux enveloppes de sphérves con-
juguées (M) et (M), sil'on méne les plans tangents i ces enveloppes
aux points correspondants M ct M', ils se coupcront suivant une série
de droites T situces individucllement dans chacun des plans tangents
de (0); les droites joignant O aux foyers de T sont conjuguées sur ().

Telle est I'intégrale du probléme, clle témoigne une fois de plus du
role que jouent les enveloppes de sphéres en Géométrie.

Nous aurons par la suite & revenir sur ces faisceaux intéressants,

78. Equation des plans langents principauc. Fonction inva-
riante quelle que soit la forme de (0). Cas ot les droites sont nor-
males a des surfaces. — Formons maintenant I'équation qui donne
les plans tangents principaux; on trouve

— tang?0 [(fcos? + ZT,)‘) (f%q—u * %)
+("Sl"? + dp) (‘iﬁ - «it%)J
- mngO[ p(P cosg — stm?)(ﬁ’%‘ Z?)
+ (fcosq, + ((—f,%) (Qeosg + gDsing)
+(Psing +D feosg) (gsing + %)

— p(Qsing - gD cosg) (Tr?v - c%:)]

+p(PQ --—ng’) =0,
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On voit que le produit des tangentes que font les plans princi-
pauz avec le plan tangent ¢ (O) est constant quelle que soit la
Jforme de (0); en particulier, si un faisceau (T) est composé des
normales & une surface, il jouit de cette propriéié quelle que soil la
Jorme de (0). Dans ce cas, I'équation de condition cst

p(PQ— fgD?)= (/‘cos? + Z—”J) (fd_:;"“ + Z_z)

: dp\ [ df  de

79. Liaison entre les droites joignant les foyers du faisceau
a (0) et les images principales. — 1D’apres les errements suivis pré-
ctdemment, nous sommes naturcllement amené & rechercher les
images principales sur (O) du faisceau (T); soit OO, un ¢lément
de (O) qu'il faut suivre pour que les droites T se rencontrent consé-
cutivement; soit I¥, le foyer de T correspondant. Le plan XOY conte-
nant T est (d’aprés un lemme souvent employé) tangent & la surface
¢lémentaire an point ot sa caractéristique rencontre T, pour tout dé-
placement de T; mais, dans I'espice, la surface ¢lémentaire étant
développable, Ie plan XOY ne peut étre tangent (qu'au point de aréte
de rebroussement, c’est-a-dire au foyer I, : donc si 'on suit ['une
des images principales, la direction conjuguce de celle-ci contient le
foyer correspondant de T. Par conséquent, on obticndra I'équation
(uadratique des images principales en formant celles des droites
conjuguces aux droites issues du point O ct contenant les foyers IF,
et F,.

Il importe d’établir cette formule en premant I'équation de la
droite T sous la forme

AXN+BY =1, Z=o,

ot A ct B sont les quantités 2;79 et 1.

Si l'on suit le chemin dude, les ¢quations de la droite dans la se-
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conde position sont

(A+ G du+ T o) [~ feu+ X+ Y (S5 du+ 75 dv)

+Z(—Pdu+«dev)]
+(ll+§:—?du+-‘§dv)[—gdv+x< % do -+ "f du)

Fau
+Y+2(—Qdo +fDdu)J =1,
X(Pdu—gDde) +Y(Qdv — fDdu) +Z =o.

Ecrivant que X, Y, Z ont les mémes valeurs dans les équations qui
précédent, il vient

du*[l’(:%[j—A ,(f,,_ABf)+fD( ---—A’f)]
+(ludv[ P("B Afd — By )+/D(7_B%—Ang)
—Q(% +B57% — AY)—sD(Z — AL —ABS)|
+dot |~ Q(F — B 7 — ABg) — gD(Z + A 7£ —Brg)| =o.

On véritic sur cette équation que les images principales sont conju-
guées lorsque

& (Af) = 7 (Bg).

Si pour une forme de (O) les images principales de (T) sont
conjugudes, elles restent conjugucdes quelle que soit la forme de
(0); de plus, leurs tangentes en (O) coincident avec les drottes qui
joignent O aux foyers de T : Uintégrale du probléme correspond
donc aux polaires des enveloppes de sphéres.

80. Cas ot: les segments focaux sont vus suicant des directions
conjuguces des points de contact de deux plans passant par les
droites du faisceau, Uune des surfaces étant l'une des nappes
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d’une ensceloppe de sphéres ayant leurs centres sur Uautre. Pre-
micre équation du probléme. — Lorsque T est la polaire d'une en-
veloppe de sphéres (M) et (M), le segment focal est va du point O
sous des direclions conjuguces; les droites MIY,, MIF; jonissent-elles
de la méme propriété par rapport a (M)?

Renversons le probleme et, nous donnant des droites T situces dans
les plans tangents de (O), exprimons qu'elles appartiennent aux plans
tangents d’une surface (S) telle que le point S soit & chagque instant
sur la normale en O & (O). I est clair (que 'on peut considérer (O)
comme Tune des nappes d'une cnvcloppc de qphércc dont les centres
sont sur (S); deslors, les droites SIF, SI, sont conjuguées sur (3), el
le probléme est ramené a la recherche des conditions dans lesquelles
OF, et OF, sont conjuguces sur (O).

Prenons 'équation du plan tangent en S sous la forme

AX+BY +CZ =1.

Supposons de plus que (O) est rapportée a ses lignes de courbure.
C est'inverse du segment OS.

On obtiendra les ¢quations des coordonnées du point de contaet en
cherchant lintersection du plan tangent avee tous les plans tangents
infiniment voisins ; les formules (@) donnent

X(BE e+ D) ev(-a % 2
+Z(_AP ' ::(4) Af=o,

+4(-BQ+ )~ Bg=o;

. . . \4 7 . r . A ’ l
mais, ici, X et Y doivent étre nuls et Z doit étre remplacé par 7 detelle
sorte (u'on doit avoir

g Af((:+§,),
dC

P =Bg<C+9>;
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nous voulons que

2 (Af)= 7 (Bg);

ceci conduit a

dC @
d dn d dv
— e —_— —— »
ol ¢+ _I: du C+ 9
\ S g

qui est I'équation différenticlle des surfaces telles que (S); il est facile
de voir qu’cllc n’est autre (que I'équation (7) dans laquelle on a rem-

placé / p.n‘ =+ Ce résultat était prévuj; en effet, puisque les droitesSF,,

SK, lcnconlrent respectivement OIY; et OF,, cn suivant l'image prin-
cipale du faisceau (T), les normales OS & (O) doivent également se
rencontrer conséeulivement; par conséquent, OF, et OF, sont tan-
gentes aux lignes de courbure de (0O).

80 bis. Deuricme équation du méme probléme. — Mais, au licu de
chercher i déterminer (S), on peut demander quelle est la définition
directe du faiscean (T); il faut alors ¢liminer C des deux équations
oir il entrey or on trouve, en différentiant,

G d g /)( ,*_) ABfgC+ABfQ +AfL ( )
dude — dv dv
d*C

L 4 (g )((, >+ABfOC1—AB«rl’ Bgm(g)'

Il vient donc, dans I'hypothése ot nous nous placons, si 'on consi-
dire que I'on peat poser
—ds —do
= Br = .
Af odu ’ = ody’

o __de df + do dg
duds — du Fdv " dv gdu’

Telle est I'équation du probléme; on voit que I'on retombe sur cette
¢quation pour ainsi dire canonigue qui régit toutes les théories dont
10us Nous sommes occupeés jusqu'a preésent.

— i © wii—— -

Journ. de Math. (¢ série), tome VIL. — Fasc. 1, 18g1. 13
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CHAPITRE IX.

ETUDE DES FAISCEAUX DE DROITES ISSUES DES POINTS DE LA SURFACE
DE REFERENCE.

81. Equation des traces principales. — Nous avrivons a I'élude
des faisceaux de droiles rayonnant des différents points de la sur-
face de référence; on peut considérer ces droites comme des ravons
lumineux et la surface (O) comme la surface divimante séparant denx
milicux d'inégale transparence; alors les surfaces focales des faisceaus
deviennent des caustiques; mais nous n’emploierons pas les dénomina-
tions employdes en Optique.

Les équations d'une droite R issue du point O de (O) peavent se
mettre sous la forme

Les équations de la droite infiniment voisine correspondant au dé-
placement du de sont, d’apres le systéme @,

" ARy N
* _(,”(\H 7 e (7aa Y +#h2)
, da da
- o du 4 A dy
v (g X A
. \ —"-d‘ (\6 T 7{7(‘[‘4\ -+ ‘\)IIB -+ d” (;;7[.—:1:*:-:, [)I,)
l +%—hrlu+#d‘

=72+ du(PX — fDY) + de (QY — gDX);

exprimons que la seconde droite rencontre la premiére, nous aurons
ainsi ['équation des traces principales du faisceau (R) sur (0):
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X, Y, Z scront les coordonnées d’un foyer. On peut écrire

da _ f df (=t g,
_du(d +g P+ 'dvb>+dc( + Fga b ~4D)

a

db g dy ) db df
(1(((1 +7 Q-&—ma +du(-—;—1-l-’ "d‘a-f-/I))
b

=du(Pa — fDb) + dv(Qb— gDa),

ot ne ligurent plus que les du, dv de la trace principale ctle Z du foyer.
On trouve pour les traces principales

e f[ (-G 2 Sa+fD) —b(Pa—sD0)|
__(mg[(_ji‘j f(;"m-« D) — a(Qb—gDa)|
_(/udvg/[ i ;’d a+b((b——vr1)a)‘

P [(“+1) Heb+aPa—fDh)||=0.

(206) ¢

82. Dans quel cas les traces principales sont conjugudes. Trans-
Sormalion des falsceau.c en question. — Cherchons dans quel cas

elles formeront un réseau conjugué sur (O). En appliquant la condi-
tion (2), il vient

- da d db  df
y(__ 8a 8 __ab
1 ( &+ fdul> Q( du ™t gdv )
/ da dg) .
(fl b — 8@t =

On remarquera tout d’abord que si I'on change les signes de a et
de b la condition ne change pas; mais en faisant cette transformation
on fait intervenir les droites symétriques de R par rapport aux plans
tangents de (O); donc : st les traces principales d’un faisceau inci-
dent R sont conjuguées, il en est de méme pour le faisceau formé
par les rayons réfléchis.

Supposons maintenant qu’on ait choisi pour réseau (u, ¢) celui des
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lignes de courbure, la condition devient, en tenant comple des ¢qua-
tions de Codazzi

d d
% (aP)= 7 (bQ);

on voit que f et g ont disparu; par conséquent, que Uon méne a
chaque instant par les pointsimages de la sphére de rayon unité des
paralléles aux droites du faisceau (R), st les traces de celui-ef
sont conjugudes sur (0), les traces principales du faisceau imegze
sonl aussi conjugudes sur la sphére.

Cette propriété nous parait trés digne d'intérét, car elle vient encore
grossir la belle théorie des images sphériques.

L'énoneé précédent peut d'ailleurs étre mis sous une forme plus ge-
nérale en apparence. En effet, tout faisceau rencontrant la sphére et
découpant par ses traces principales un réscau conjugué conslitue un
¢étre géométrique qui n'a plus rien de commun avee le résean des lignes
de courbure de (O); par conséquent : si Pon fait correspondre dewr
surfaces quelconques de facon que leurs plans tangents soient
stmultanément paralléles, que, de plus, on méne par les points .
contact des rayons paralléles entre eux, sill'un des faisceaur a ses
traces principales conjugudes, Pautre faisceau jouit aussi e la
méme propriété.

La vecherche des faisceaux (R) en question revient a celle des fais-
ceaux analogues qui découpent la sphére, par leurs traces principales,
suivant un réseau orthogonal.

83. Intégrale directe du probléme a Uaide de surfaces dont les
plans tangents sont paralléles a ceur de la surface de référence. —
L’intégrale du probléme s’obtient d’ailleurs sans ce détour; on peut
poser, cn cffet,

: dZ - dl
aP: ZTI;’ [)(\)—m°

Considérons une surface (N), enveloppe des plans distants de Z des
plans tangents & (O), les coordonnées du point de contact sonl
(n° 34)

dZL dZ,
[ | —_—
‘=4, (=pz 0= 0de’



THEORIE GENERALE DES SURFACES COURBES. 101

d’ott il résulte
di

- ch’;

— . 0

r Zdu' A

Failang
P ]

par conséquent, on obliendra Uintégrale la plus générale du pro-
bléme en joignant les points de (O) @ ceux d’une surface quel-
conque (N), la correspondance étant établic par le parallélisme des
plans tangents.

Il n’échappera pas que la réciproque de cette proposition conduit
¢videmment & une solution (qui ¢tait bien connue d'ailleurs ), mais il
est important de savoir qu'elle est la plus générale et qu’eclle fournit
tous les faisceaux (R) dont les traces principales découpent (O) sui-
vant un réseau conjuguc.

84. lutre intégrale obtenuc en homographiant la précédente. —
Enlin la définition précédente peut elle-méme étre généralisée. Les
plans tangents en N et O élant paralltles se rencontrent surle plan de
I'infini. On peut donner la régle suivante : Traces dans un plan V'
une droite quelconque 1), et par cette droite menes des plans tan-
gents & dew surfaces (O) et (N), joignes les points de contact par
une droite R lorsque D se déplace dans le plan P, les droites R
Sorment un faisceau quia pour images principales, sur (0)et (N),
dewr réseaur conjugués.

H serait intéressant de chercher toutes les surfaces (N) associées a
une surface (O) et telles qu’en joignant les points N ct O on obtienne
un faisceau de droites dont les traces principales sur (N) et (O) soient
conjuguces. Il conviendrait de se donner I'équation du plan tangent
A (N) sous la forme

AX+BY + CZ =1;

I'une des ¢quations du probléme serait

4 (Af)= £ (Bg);

P’autre équation serait du second ordre par rapport a C. Il conviendrait
d’examiner le cas ou C disparait; alors on obtiendrait la génération in-



102 ALBERT RIBAUCOLUR.,

diquée ci-dessus. Le cas ol (N) est infiniment voisin de (O) présente
beaucoup d'intérét. Mais cette étude comporte de trop grands déve-
loppements pour trouver place ici.

85. Siles traces d’un faiscecau sont conjugudes, celles du faisceau
réfléchi le sont aussi. Si les deur traces coluctdcnt, chacun des
Sfaisceaux est formé des normales a une surface, le réseau des
traces communes est conjugué. — Nous avons dit que, si les traces
principales du faisceau (R) sont conjuguées sur (O), il en est de méme
pour les traces principales du faisceau formé par les rayons R réfléchis;
mais les deux images coincident-clles? PPour que la coincidence ait licu,
il faut que Péquation en du, dv ne change pas si 'on change les signes
dc a ct b; on cst ainsi conduit & écrire

—/DO+0)+abP_ — D1+ a*)+ ab() SO+ 12)— 2P(1+ a?)
dbh d/' - da  dx /.dl) (l;.' ~_,da d/'
du "dv de _j'a'u dv T %du ¥ du (Iv

et ’'on observera que 'on n'a pas supposé encore que les traces fussent
conjuguées. Mais si I'on multiplie par Q les deux termes de la premicre
fraction, par I’ ceux de la seconde et enfin par D ceux de la troisi¢me
et qu’on ajoute, on trouve

| (G ~ fe) P (% jat)
(27) ' (f Z" dg _  da df[;) =0,

du S du dy

\

St, au contraire, on multiplie les fractions de telle sorte qu'en les ajou-
tant P, Q et D disparaissent, il vient

(28)‘3(”‘“’)(%‘%“) /('“*’[')(z: /e;ub)
[{

. d," da df )
( (f @ T T Bdu T dvl>“0’

ct, comme il n’y a que deux équations distinctes, les deux derniéres
) ’
peuvent étre scules considérées. Mais la premicére exprime que les
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traces principales sont conjuguées; quant & la seconde, elle établit que
les droites R sont normales & des surfaces, comme nous le démontre-
rons tout & I'heure. On peut changer les signes de a et de b dans la
derniére condition sans 'altérer, de telle sorte qu’on démontre 4 la fois
les propriétés que voici :

Si des rayons sont normaux a une surface et qu'ils se réfléchis-
sent sur une surface donnée, les rayons réfléchis sont encore nor-
maux a des surfaces (théoréeme de Malus et Dupin).

Si les traces principales de deux faisceaux symétriques par rap-
port auz plans tangents de la surface de référence colncident: 1°ces
lraces sont conjugudces; 2° chacun des faisccaur est composé de
droites normales & une surface. Ce dernier théoréme a été établi par
Charles Dupin.

86. Condition pour que le faisceau soit formé des normales a une
surface. — 1l faut waintenant trouver directement la condition pour
(que les droites R soient normales & des surfaces; on I'obtiendra en éeri-
vant que les plans menés par la droite R et les traces principales sont
rectangulaires.

Le plan passant par R et par la tangente & O correspondant au dé-
placement du, de a pour équation

gdo(X — al)= fdu(Y — bZ).

Si les plans passant par les déplacements du, de, du’, dv’ sont rectan-
gulaires, on aura

0= g1 +a*)dedv + (1 + 0*) fPdudu’ — abfg(du dv' + dedu');

en exprimant que les deux racines de I'équation (26) satisfont & cette
¢quation, on retrouve (28).

87. Théoréme de Malus et Dupin sur les rayons réfractés. Co-

nigue passant par les foyers des faisceaux des rayons incidents et
réfléchis : double génération. — Nous supposerons dans ce qui va
suivre que I'on a constamment

b=o0, a=tangi,
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c’est-a-dire que le plan des ZX cst toujours choisi de facon & contenir le
rayon R.
La condition pour que les droites soient normales i des surfaces

osl
df | cosidi
fdv + nide = 0

on voil que si I'on change sini en K sini, I'équation est encore véri-
liée; par conséquent, si des rayons lumineux normaux a une sur-
Jace en rencontrent une seconde, ils sont toujours réfractés norma-
lement @ une surface. Cest le complément du théoréme de Malus et
Ch. Dupin.

Etablissons rapidement ce qqui a trait & la courbure des deux nappes
d"une enveloppe de sphéres.

Soit i 'angle que la droite R fail avee 'axe des Z; puisque Fon sup-
pose que cette droite est située dans le plan XOZ, si l'on désigne par )
I"angle que le plan tangent en un point M de R & une surface ¢lémen-
taire fait avee XOZ, on a, en désignant par § et { les coordonnées du

point M,
AY
A\ cosi— Al sing

tangl =

d'ou résulte, en vertu des ¢quations (F) et en tenant compte de la
relation
AL cosi — Afsini = (Esini + {cosi)Ad,

df r v . d,i-' »
—'d“('mnﬂ-f])s)-ﬁ-d( (,. + mw— QI)

tang ) = ‘cosi[fdu—i—C(Pdu—-gl)d;')] A T

. o
) .. _ N ¥ eosi _(ﬁ_ fff ')
Q +sini(Pdu— gDdv)% +(&sini+ § cos f)(\(lu du + dcdl | 5
aux foyers du faisceau, on a

df .
—mi—ﬂh

tangl = di
(f+P%)cosi 4+ PEsini +(Esini + L cos?) T

dg r
8 +7‘d—”E+Q\

~gD(Lcosi +Esini) + d—d—:(isini-}-{cosi)

b
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dot résulte

d.f; ¥ o d,l,'
tanghd - ”d".—ﬂ)\. _ °+mE+Qc ’
O feosti +P’~2+5"1i‘ coté __;,1):;4_5(%0(»“

ct I'on s’cst arrangé pour que les fractions ne contenant pas tang0 ne
varient pas si tang/ change de signe; on voit, par cet artifice, que les
foyers des rayons incidents ct réfléchis sont sur la conique

(— %E —/'Dt)(—— zD{ + cou.f)

d{,’ - . d‘ .
-_—(g -+ /—({ZE —+ (2:)(/.00521 -+ Pz +aTiCOll.E>;

si L'on fait £ = o, il vient
F(PQ = fgD*)+ fgcos?i + (gD + fQcos?i){ = o,

el L'on reconnait que le produit des segments interceptés sur OZ est
égal (au signe prés) au produit des rayons de courbure principaux de
( O) multiplié par le carré du cosinus de 'angle d’incidence.

Si I'on fait § = o, il vient

daf di . dg 2 di
= v T:° coli.k —(r+ﬁ,—5)<fcos H—d——cou E)

“quation qui ne varie pas si I'on déforme (O), chaque plan tangent
cntrainant avec lui son couple de rayons.
D'une facon générale, on a

__d,,( fs+fn*)+da(«+fd E+Qt)

i Pr COS3 1= m cos?/,
du (fcos’t -+ Py + 5-cot i.E)+ do(—- fid )4 +a cotd. i)

(29) tangdcosi=
du

mais le premier membre représente la tangente de I'angle que la trace
Journ. de Math. (§* série), tome VII, — Fasc. I, 1891. '/l



106 ALBERT RIBAUCOUR.

du plan tangent en M sur XOY fait avee OX; c'est, si 'on veut, le
cocfficient angulaire de cette trace.

88. Double génération de la conique précédente. — Celte re-
marque conduit & des conséquences qui méritent d'étre signalées :
donnons & m unc certaine valeur ct cherchons a déterminer les points
de contact des plans tangents correspondants sur les deux surfaces ¢lé-
mentaires formées par les rayons incidents et réfléchis. Il faut, dans
I'équation (29), considérer £ et § comme des coordonnées courantes,
et I'on voit qu'alors clle représente une droite qui contient les deux
points de contact; cette droite varic avec la trace des surfaces ¢lémen-
taires, mais elle pivote alors autour d'un point déterminé par les équa-
Lions

df , , v

. ("ds’ +fn‘,) _ A+ 7}—{‘(-"% Q3
- . di ., i
Scosti+ Py 4+ i cotii  — DI+ + -7 coll.}

et e licu de tous ces pivols pour loutes les valeurs de m est précise-
ment la conique trouvée plus haut.

Inversement, si pour une méme trace des surfaces élémentaires on
cherche I'enveloppe de la droite joignant les points de contact corres-
pondant & une valeur de m, lorsque m prend toutes les valeurs pos-
sibles, on trouve qu'elle se réduit au point défini par les équations

—du (—'!L’;' -i-fDI) + v (.‘,' + (LA Q%) = o,

dy Jdu™ T
. . 1 di .
du (‘/ cos?7 + T+ { cnl/..,\ + dvk— gD+ ”v('ol./.z = o.

Le licu de tous ces pivots, lorsque de et dv varient, est eneore la
conique trouvée précédemment.

Si dans I'¢quation (29) ou fait { = o, tous les termes dépendant de
la courbure de (O) s'¢liminent et I'on voit que pour les mémes valeurs

d ’ . U - .
de m et (T:?’ st I'on déforme (O), la droite des contacts pivote autonr

du point ot elle rencontre le plan tangent en O.
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89. Autre double génération de la conique quand les rayons
incidents el réfléchis sont normaux a des surfaces. — Dans ce qui
précede nous navons pas supposc que les rayons fussent normaux a
des surfaces; faisons maintenant cette hypothése ct considérons les
surfaces ¢lémentaires formées par les cordes de contact des sphéres
tangentes aux deux nappes normales aux rayons réfléchis et incidents.
Soient R le rayon d'une sphére «nwloppcc et e le £ d'une corde de
conlact, on a

N RdR ..
6= — —— = lsin/,
j du
) s \ N by ly
-4 = 1y - - = A
i Ssinti+q Scoti & ‘, g =ecoll & e

L'équation qui donne la variation du plan tangent le long d'une
genératrice, pour le déplacement du, dv, est

Il/

& cdve

v d:r . .
clu(‘ o~—fl))+cl‘< +-,-,h-,+(\)‘)

., .di : i '
du (fcr)s’l 4-3cobf — + |’:) +de(dcotd - — & Ib’;)
N du ‘ de F

(0) langw = ¢ =

Le second membre de cette expression ne différe pas de eelui de
tang 0
COs
lmlles les surfaces enveloppes paralléles on aura une série de cordes
de contact auxquelles s'appliquera 'équation en langw; ¢ et  dési-
gnant les coordonnées courantes, la relation (29) montre que le lieu
des points de toutes les cordes de contact ot les plans tangents font
avec le plan d'incidence P'angle w est une droite. Pour une valenr de o,
st due et dv varient, la droile pivote autour d'un point. Inversement, si,
w variant, e et de restent constants, la droite pivote autour d’un se-
cond point; les licux de ces pivots coincident entre eux et avee la co-
nique trouvee précédemment,

Au point ot une corde de contact rencontre I'un des rayons,

¢ plus haut. Mais, si I'on remarque qu’en faisant intervenir

tang0

~ == langw.
Cos e )
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D’od I'on déduit que l'intersection des plans tangents aux surfaces
des cordes ct des rayons est perpendiculaire au rayon.

0. Les asymptotes de la conique sont paralléles aur normale.
principales des surfaces focales enveloppes des polaires. — Si I'on
voulait étudier plus complétement cette théorie des caustiques, il con--
viendrait de former I'équation des surfaces licux des polaires des cu-
veloppes de sphéres paralléles. Nous signalerons sculement les deuy
faits suivants :

Les normales aux surfaces focales des polaires d'une enveloppe con-
servent la méme direction si 'on considére toutes les enveloppes de
spheres paralléles; elles sont paralléles aux asymptotes de la conique
liew des foyers des cordes de contact.

91. Les propriétés des faisceaur paralléles aux normales de (0)
et des faisceaur issus des points de (O) sont corrélatices. — Si I'on
jette un regard d'ensenble sur les diverses propriétés (que nous avons
rencontrées, on reconnaitra qu'il s'¢tablit une correspondance bien
nette entre les faisccaux de droites (N) paralléles aux normales de la
sucface de référence et ceux formés par des rayons (R) issus des diffé-
rents points de cetlec méme surface.

Si (N) a ses images principales conjuguces, R est le faisceau des
normales d'une surface, et inversement. Dans le premier cas, I'intégrale
est indépendante de la forme de (O); dans le second, clle ne dépend
(ue de son image sphérique.

Quant aux théorémes sur les segments focaux des faisceaux (N), ils
se transforment en des relations qui lient les segments focaux de deux
faisceaux symétriques par rapport aux plans tangents de (O).

(A suicre,)

- i () —— —



