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Études sur remploi des percussions dans la théorie, 

du mouvement d * un solide plongé dans un fluide, 

PAR M. H. W1LLOTTE, 
Ingénieur dés Ponts et Chaussées. 

I. Objets des présentes éludes. — Les forces instantanées, dites 
de percussion, peuvent être considérées comme représentant ce que 
deviennent, dans l'hypothèse limite d'une vitesse d'accroissement infi-
nie les forces répulsives de la nature qui, naissant à petite distance de 
leurs centres d'action, grandissent avec une rapidité considérable à 
mesure que les points sur lesquels elles agissent se rapprochent de ces 
centres, puis décroissent avec line rapidité également considérable 
quand les mêmes points s'éloignent des mêmes contres. 

Λ ce point de vue, on conçoit que l'emploi des forces de percussion 
est propre à donner des facilités toutes spéciales pour l'élude des phé-
nomènes de relation entre les fluides et les solides qui y sont immergés, 
phénomènes connus sous le nom de résistance des fluides. Les phé-
nomènes dont il s'agit sont en elîet caractérisés par l'apparition entre 
les corps en présence d'un nombre immensément grand de forces 
répulsives agissant pendant un temps excessivement court. 

Nous nous proposons, dans la série d'études que nous commençons 
ici, de montrer le parti que l'on peut tirer de la notion des forces de 
percussion ainsi envisagées pour faire la théorie de la résistance des 
fluides dans des cas particuliers qui nous conduiront à l'explication 
d'importantes lois naturelles. 
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1j« fluide que nous étudierons sera constitué comme celui dont lu 
considération s'est introduite depuis longtemps déjà dans renseigne-
ment classique sous le nom dV/Aw et y tient maintenant une si grande 
place; ce sera donc un ensemble indéfini de points matériels /// qui 
pourront être liés entre eux par des forces dépendant d'un potentiel. 
Nous prendrons ce iluide en un état de division infinie; nous enten-
dons par là que nous regarderons le nombre X de points m contenus 
dans l'unité de volume du fluide comme croissant au delà de toute 
limite, 1^ valeur m des masses de ces points décroissant en même temps 
de manière que la masse totale X/// de l'unité de volume du fluide 
conserve une valeur finie déterminée, d'ailleurs quelconque. 

l'uifiii les solides que nous considérerons seront toujours des solides 
invariables; une conséquence de la condition ainsi posée sera que ces 
solides devront toujours être regardés comme étant parfaitement 
élastiques, tout solide invariable pouvant en effet être assimilé à ce 
que devient à la limite 1111 solide parfaitement élastique, dans lequel, 
les coefficients d'élasticité croissant indéfiniment, les déformations 
produites par un choc quelconque sont iulinimcnt petites. 

Nous avons surtout en vue d'examiner le cas où les solides envi-
sagés sont en état de moyen mouvement permanent. Voici comment 
l'on est conduit à la conception de cet étal : prenons un solide M 
complètement immergé dans un fluide; admettons d'abord que le 
solide soit en état de repos; il ne pourra y rester: car, les particules m 
du fluide étant en mouvement vibratoire, les actions de ces particules 
sur le solide changent à tout instant et, par suite, le solide, étant soumis 
à des forces qui no se font pas constamment équilibre, se mettra néces-
sairement en mouvement. Mais les vitesses du solide ne croîtront pas 
non plus au delà de toute limite, puisque la résistance du fluide vient 
les diminuer dès qu'elles dépassent certaines valeurs. Il existe, par 

conséquent, pour le solide M, entre l'état de repos et l'état de grande 

agitation, un certain état intermédiaire caractérisé par ce fail que la 

ι ΓΊ 

valeur moyenne
 Γ|

-, f e2 dl du carré de la vitesse de l'une quelconque 

de ses parties, calculée pour une période de temps Τ comptée, à partir 

(l'une origine quelconque, tend pour Τ = ao vers une limite bien 

déterminée. (Test de cet étal, comparable à celui d'une feuille d'arbre 
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placée au sein de l'atmosphère terrestre, que nous nous proposons do 
dégager ici les lois. 

11. Rappel des formules générales du choc. — Nous commence-
rons par rappeler les formules du choc de deux solides pris dans le cas 
le plus général, formules qui conduisent, on le sait, à l'évaluation des 
forces de percussion. 

(Considérons un solide invariable quelconque, de masse M, que nous 
appellerons le solide M cl dont nous rapporterons tous les points à ses 
trois axes principaux G.r, G/, G ζ passant parson centre de gravité G. 

Soient, par rapport aux trois axes ainsi définis : 

A, H, G les trois moments d'inertie principaux du solide; 
u

0
, v

0
. vv„, n

0
, ρ

Λ
, q

0
 les composantes de la vitesse du centre de gra-

vité de ce solide et ses rotations instantanées autour des axes de 
coordonnées à un certain moment, choisi de manière à précéder im-
médiatement un choc produit par la rencontre dudit solide M avec 
un autre solide quelconque que nous nommerons le solide M'; 

u, v. iv, rtj p, rj les mêmes quantités immédiatement après le choc; 
a, h, e les coordonnées de l'élément choqué de la surface limitative du 

solide M ; 
πτ l'impulsion totale pendant la durée très courte du choc de la per-

cussion résultant de ce choc; 
α, β, γ les angles que la normale extérieure à la surface du solide en 

l'élément choqué fait avec les axes de coordonnées. 

Posons, pour simplifier l'écriture, 

h οοβγ — ccosp — A, 

r. cos α — a cosy = /, 

a cos|3 — Acosa = j. 

Nous aurons dans ces conditions les relations bien connues 

<0 
M< u — u

0
 )= GJ cosa. 

M( e — c
0
 ) = GJ cos β, 

M((V — W
0
)= GJCOSY, 

Journ. de Math. ($c série), tome VII.— Fasc. IV, 1891. "J-
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('2 ) 

A (η — /i0 ) = /tcτ, 

Ή/' -p
n
 ) =-in. 

<<(// - q* ) =j**· 

Si maintenant, rapportant également à ses trois axes principaux 
passant parson contre de gravité le solide M' dont la rencontre avec 
le solide M détermine la production de; la percussion rc, nous désignons 
par des lettres accentuées les quantités correspondant, pour ce solide 
M', à celles ci-dessus définies pour le solide M (avec cette seule diffé-
rence (pie les lettres α', β', γ' s'appliqueront aux angles que la normale 
i/iir/'it'urc en l'élément choqué du solide M' fait avec les axes de coor-
données relatifs à cc solide), nous aurons les relations 

t ') ) 

M'(«' — u'
n

 ) = --- nieosa'. 

M'(V — ej, ) —-- or eosfV. 

M7(α*' — \v'
t]
 ) = meosy', 

Ci) 

Λ' (// — n'
{)

 ) — - //' m. 

1*' (/»' ~ P» ) = — ' η· 
(:'<Y IK » " ' /«· 

la percussion <pii agit sur le solide M' étant, d'après le principe de 
l'égalité entre l'action et la réaction, égale et de sens opposé à la per-
cussion ÏTT actionnant le solide M. 

Par ailleurs, les deux solides M el M' étant des solides invariables et 
pouvant par suite, d'après ce qui a déjà été remarqué page joo ei-dessus. 
être assimilés à des solides parfaitement élastiques, nous ajouterons 
aux douze équations précédentes l'équation bien connue exprimant 
(pie, dans le choc des corps parfaitement élastiques, le total des forces 
vives après le elioe est égal à ce qu'il était avant le choc 

( 5) 

M( H~ 4- Γ4 -j- O" ) -f- A fi" H- lî/)* -f-Cq2 
-4- \1'( „ * r's+ iV'«) -h A'//- -f IV//4

 -f- CV/
4 

= ^ <ï +· < > +■ A»J -+- Hp', + Cq\ 
-t- ί·; -h u·;2) -t- A'«„2

H- L!'/V
(
; -H C'y;. 
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On peut écrire celle éijuation comme il sail 

M( κ - */„)( Î/4- Î/0)M(e-·· c,)( e 4- P
0
)-Î- M(iv - %ν

Λ
)( w - er„) 

-f \(n - /i„)(*4- /y) t- \i(p - p
0
)(ρ + p

0
) 4-C(q - q0)(q -q0) 

M'(V— «;,)(«■ 1 

4- V(//'— rï
n
)(tï-t //'„) - = O. 

ou. (Mi tenant compte des relations (i), (a), (1 ), ( \ ), 

// eos α -h r cos β -f- w cosy 4- u0
 cosa -t- p

0
 cos β 4- *v

0
 cosy 

4- fin -4- ip 4- jq 4- fin
 9 4- ip

0
 4- jq

9 

-- u cos a' 4- r' cos β' 4- ιν' cos γ' 

4- ί/ cosa' 4- v
0
 cos|i' -i- w'

6
 cosy' 

-h /
t
 η 4- i'p' +j'q' 4- //X 4- />;, 4-/7«· 

Or la somme w cosa 4- ecosp 4- epcosy, c'est la composante, sui-
vant la normale en l'élément choque de la surface du solide M, de la 
vitesse après le choc du centre de gravité de ce solide. Posons, pour 
simplifier l'écriture, 

u cosa 4- e eos β 4- (veosy — U, 
et de même 

u
0
 cosa 4- c

0
cos β 4- cos7 = U»* 

u' cosa' 4- e' cos β' 4- up'cos γ' = L . 

Mucosa-rpj, cos β'4 (V^cosy'— IJ^. 

Par ailleurs la somme fui 4- ip 4- jq, c'est pour le solide M la com-
posante après le choc, suivant la mcnie normale en l'élément choqué, 
de la vitesse de rotation (par rapport à l'axe instantané de rotation 
passant par le centre de gravité du solide) de l'élément choqué dudit 
solide M. 

Posons, pour simplifier l'écriture, 

fin 4- ip 4- jq ~ V, 
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et de même 
ltn

0
 4- rp

0
 4-jq0 = V0, 

h' ri -h i'p' + j'q' = V', 

h- + n¨po)=,é 2i{çV' 

En tenant compte de ces notations et des transformations faites ci-
dessus, l'équation (5) s'écrit 

(6) IJ 4-l β 4- V 4- V
0
 — 11' 4- 4- V'4- \ „ ; 

les composantes de vitesses qui figurent dans le premier membre de 
cette équation (G) sont comptées suivant la normale oxléricirrc en 
l'élément choqué du solide M, celles du second membre sont mesu-
rées suivant la normale uiiïricurv en l'élément choqué du s< >lide M', 
en sorti; que, en définitive, toutes ces composantes sont comptées en 
prenant une même direction pour sens positif sur la normale com-
mune aux deux solides M et M' au point où ces solides se touchent au 

moment du choc. 
Si maintenant, multipliant la première des équations ( ι ), page loi 

ci-dessus, par cos a, la seconde par cos β, la troisième par cosy, nous 
ajoutons membres à membres les trois équations ainsi préparées, 
nous arrivons à la relation 

(7) Μ(Γ —Ue)=CT ou ou {- "é 

et, en traitant de même les équations ( >), page nous obtenons 

(8) U' _ U )_= _ m' M 

Considérons maintenant les équations (2), page .'pui. Mous pouvons 
les écrire 

n_no = hm A; p _p= imB; q_qo= jmvbr 

et si ensuite, multipliant la première par A, la deuxième par /, la troi-
sième par j

y
 nous les ajoutons membres à membres, nous parvenons 
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à In relation 

<!>)
 V

"
V

.= â· 

en posant 

d2 A+ B + C= 1 m 

De même, on posant 

A' + B' + j' = C' çdnàf 

nous déduisons de la considération des équations (4), page 4°'-i 

(>··) v'-v.=-»· 

Or l'équation ((>), page 4*>4> peut s'écrire 

υ-ιι. + ν- ν. + ιτ;_ΐΓ4-ν;-ν'=2(ΐτ; + ν;-υ.-νβ). 

Οι» en conclut, en tenant compte des relations (7), (8), (c>), (10), 

U_ Uo= 3 (Uç)_ Uoç_= +¤kM+M_=),+ 

ν _v a(c;+v;-u.-v.) 

·'( Sî + il· + M' + Jm? 
( 1 1 ) \ 

U' _U' = 3Uo +V0¨}è I ++ ~]\}]é" £*ùù 

V' _V'= 2 (Uo +V0_ s`}^{[ |` \ M_ r1M5"'! 

w= 2 Uo' + V' _ V0 _V=) J?URnu M¤=ç( 

Ces relations constituent les formules fondamentales de la théorie des 
percussions. 
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III. F orniules donnant Ins variations dc forms vives dans le choc. 
— Dans le présent travail nous aurons surtout à nous occuper des va-
riations de forces vives. Nous allons, en conséquence, indiquer les for-
mules relatives à ces variations cjui se déduisent des relations ci-dessus. 

La première des équations (ι ), page , donne 

m cos α 

»-".= -ιτ 
et, par suite, 

ΠΤ COS 2 
1* + «0=3K0H — · 

On déduit de là 

| M(ir — ui) — σ^2//
0
 cosa H ^—y 

On obtient de nièine 

M(e - <1)^ ro(2,'« cos^+ ¤ ¤ } ]à £;:ç@= 

(| 2) \ M(«r - m-) = cj^2m0 cos γ +· ¤[^\~|ç M£ 

Α (η2 - "î) -
 π

(-".ι Λ -i-

B
 Ο* - pl) = ®(v« ' + Îf)' 

[ c(71-î?)-®(aî,.y +
îf)· 

Par conséquent, en appelant : 

λΥ
0
 la vitesse du centre de gravité du solide M avant le choc, 

1
0

, ω
0
 le moment d'inertie et la vitesse angulaire dc rotation de ce 

solide par rapport à son ax.c instantané de rotation passant par son 
centre de gravité à l'instant qui précède le choc, 

W, I, ω les mêmes quantités à l'instant qui suit le choc, 

on conclut, par addition, membres à membres, des relations (12) ci-
dessus, 

03) Μ\ν5 + Ιω2-(Μ\ν^-ΐχ) =
 σ

[2(υ.+ν„)+
π
(ΐ + Α

:

)]. 
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IV. Simplification des formules précédentes. — Nous avons dit eu 

commençant, page 4°° ei-dessus, que le fluide dont nous voulons étudier 
l'action duc aux percussions qu'il exerce sur les solides, dans l'espèce 
sur le solide M, était pris en un état (le division infinie. Chacune des 
particules constitutives de ce fluide est, dans ces conditions, assimilée 
à un point matériel de masse m infiniment petite; or, comme un point 
matériel, étant sans dimensions, peut toujours être regardé comme la 
limite d une sphère homogène infiniment petite de même masse m. 

nous ferons, dans les formules ci-dessus, M' = m et ~ = ο ^la quan-

tité étant nulle dans le cas de la sphère parce que, toutes les nor-

males de celle-ci venant passer par son centre, les quantités //,/',/ 
\ 

sont nulles J. 

De plus, pour simplifier l'écriture, nous conviendrons de désigner 
par les lettres /„, / les sommes l « + V0, U -t- V, c'est-à-dire les com-
posantes avant et après le choc de la vitesse totale de l'élément choqué 
de la surlace du solide mesurées suivant la normale extérieure à cet 
élément. 

D'antre part, nous représenterons toujours par λ la grandeur abso-
lue mesurée à un instant quelconque de la vitesse de l'un quelconque 
des points m et par ο l'angle que la direction de cette vitesse fait avec 
la normale extérieure en un élément quelconque de la surface du so-
lide M. 

Cnfin nous désignerons par le symbole Ç> la variation totale 

MW2 -h 1ω3 — (MWJ -h Ιβω]·;) 

de la force vive du solide M sous l'effet de la percussion produite par 
sa rencontre avec l'un quelconque des points m. 

Avec ces notations les formules ci-dessus se présentent sous un 
aspect plus simple. C'est ainsi que la valeur de w, donnée page 4a» 
ci-dessus, s'écrit 

2 (λ0 COS »0 — ι, ) 2 /n ( λ0 COSΰ() — ) 
ιιι m m 

ΛΪ + ï)iZ + m 1+M + ÔÎL 
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ou, en effaçant les indices, ce qui est sans inconvénient si l'on convient 
que dans toutes les relations subséquentes les vitesses mises au second 
membre désignent des vitesses mesurées à l'instant qui précède cha-
cun des divers chocs considérés, 

(14) w= am(Y cos \[|]ç*/ 1+ M;+}-

Avec les mêmes notations et conventions, la formule (il), page .'|o(i 
ci-dessus, s'écrit 

jç = « [
a
|+«(£ + £)] 

(l >) ' 4m(Xcosip —/) η /m ^ m \ Xcosç— / ~1 

'
 1 +

 m
 +

 5S: L ' m îûl J 

V. Propriétés fondamentales du fluide considéré dans cette pre-
mière étude. — Dans cette première étude, nous supposerons que les 
points m consécutifs du fluide considéré sont complètement indépen-
dants les uns des autres et qu'il n'y a nonplus aucune force à action 
continue s'exerçant entre le solide M et lesdits points ;w, de sorte que 
les seules forces intervenant dans le mouvement du système sont les 
forces de percussion qui se produisent par le fait des rencontres du so-
lide M et des points m. 

Le cas ainsi défini est purement théorique et il n'y a vraisemblable-
ment dans la nature aucun fluide qu'on puisse assimiler à un ensemble 
de points matériels sans actions mutuelles. Mais ce cas n'en est pas moins 
utile à considérer tout d'abord à cause de sa simplicité relative qui 
permet de dégrossir aisément les phénomènes et d'en dégager les lois. 
Il restera, pour étendre ces lois au cas d'un fluide à actions internes 
continues, à faire un travail de généralisation qui sera l'objet d'une 
étude ultérieure. 

Le fluide à points indépendants dont nous allons rechercher les 
effets jouit, lorsqu'il est à l'état libre, de deux propriétés fondamen-
tales qui sont une conséquence de ce que la distribution des masses m 
constitutives du fluide et celle des vitesses de ces masses, étant uni-
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qucmcnt régies par le hasard, doivent satisfaire à la loi des grands 
nombres : 

ιu Le nombre X des points m animes d'une môme valeur de vitesse λ 
contenus dans un espace (E) limité de ce fluide est d'autant plus près 
d'être constant à tout instant et en toute région du fluide, quelles que 
soient la forme et la position de l'espace (E), que cet espace et par 
suite le nombre X sont plus grands; 

a° Les vitesses des X points m animés de la même valeur de vitesse λ 
contenus dans l'espace quelconque (E) sont d'autant plus près d'être 
également réparties suivant toutes les directions possibles que l'espace 
( E) et le nombre X sont plus grands. 

Cette seconde propriété s'exprime algébriquement, comme on sait, 
en disant que, parmi les X vitesses λ contenues dans l'espace (E), le 
nombre de vitesses, dont la direction fait avec une droite déterminée 
quelconque un angle compris entre la valeur quelconque φ et la va-
leur infiniment voisine 9 -h dy

y
 est d'autant plus près d'être égal à 

Obsino^p ^
uc pcgpacc ̂ ct par suite le nombre X sont plus grands. 

Cela posé, considérons un plan (P) indéfini se transportant paral-
lèlement à lui-même avec une vitesse constante dont nous appellerons 
/ la composante suivant la normale à ce plan. Proposons-nous de trou-
ver le nombre de points m du fluide qui. dans l'intervalle de temps dl, 
viendront rencontrer l'une des faces du plan (P) à l'intérieur d'une 
aire infiniment grande Ω tracée sur cette face du plan avec une vi-
tesse λ faisant avec la normale audit plan un angle compris entre φ 
et cp ■+· i/9. La normale, dont nous nous servons en l'espèce, est celle 
qui est située du même coté du plan (P) que l'aire Ω. 

Prenons un point m quelconque dans le iluide, ce point étant, bien 
entendu, placé du même côté du plan(P) que l'aire Ω. Si l'on appelle 
δ la distance du point en question au plan (P) mesurée au commence-
ment de l'instant dt, cette distance, à la fin du même instant dl, sera 
devenue 

δ -+-(λ cos s — /) dt, 

λ étant, comme toujours, la vitesse du point m et φ l'angle de cette vi-
tesse avec la normale au plan. 

Journ. de Math. (4* série), tome VII. — Fasc. IV, 1891. 53 
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Pour que le point m soit situé à la fin de l'instant dt dans le plan (P), 
il faut qu'à la fin de cet instant sa distance au plan soit devenue nulle 
et que l'on ait, par conséquent, 

ο -h (λcoso — l)dt = ο. 

De là résulte évidemment que tous les points m qui, étant animés 
de la vitesse λ faisant l'angle 9 avec la normale au plan (P), se trou-
vent au commencement de l'instant dl à une distance du plan (P) 
moindre que (l — Xcoss) dt et du même côté du plan que l'aire 12 
viendront, pendant l'instant dt, percer la face du plan sur laquelle est 
tracée l'aire Ω. Par suite, pour reconnaître quels sont ceux de ces 
points qui viennent rencontrer le plan (P) dans l'intérieur de l'aire 12. 
il suffit de considérer le cylindre droit ayant pour base l'aire 12 et une 
hauteur égale à (/ — λ cosy)dt\ les points qui, animés de la vitesse λ 
faisant l'angle 9 avec la normale au plan (P), sont situés à l'intérieur 
de ce cylindre au commencement de l'instant dt sont les points cher-
chés. 

Si l'on désigne par Ν le nombre de points m animés de la vitesse λ 
compris dans l'unité de volume du fluide, le nombre de ces points m 
enfermés au commencement de l'instant dt à l'intérieur du cylindre 
qui vient d'être défini et faisant avec la normale au plan un angle com-
pris entre les valeurs infiniment voisines 9.9-1- </9 sera représenté par 
l'expression 

(16) N Q (l _ Y cos)dt X sin n/ù 

avec une approximation d'autant plus grande que cette expression 
(qui, toutes choses égales d'ailleurs, croît proportionnellement à l'aire 
infinie Ω) sera elle-même plus grande. 

L'expression (16) ainsi obtenue désigne 1111 nombre; elle doit donc 
être positive, ce qui exige que la somme / — Xcos9 soit plus grande 
que zéro et, par suite, λ étant essentiellement positif, que l'angle 9 soit 
compris entre un minimum 9, défini par la relation 

('7) <ό«9,= [ 

et la valeur 



EMPLOI DES PEnCLSSIONS. 4ll 

Comme nous l'expliquerons, page 419 ci-après, les valeurs de λ que 
nous aurons à considérer seront toujours infiniment grandes par rap-

port aux l. Aussi, le rapport ^ étant toujours plus petit que l'unité, les 

valeurs de φ, données par la relation (17) seront toujours réelles. 

VI. Calcul du nombre relatif de rencontres éprouvées par un 
élément quelconque de la surface du solide. — Considérons main-
tenant le solide M en état de moyen mouvement permanent au sein 
du fluide constitué par les points m et suivons par la pensée dans la 
marche indéfinie des temps un même élément quelconque d<r de la 
surface limitative du solide. Ce solide étant en état de moyen mouve-
ment permanent, il est évident que les diverses valeurs de vitesses que 
possédera aux divers instants successifs cet élément dv se reprodui-
ront toutes indéfiniment, non pas nécessairement dans le même ordre 
de succession, mais de telle façon que si, dans une période de temps 
très longue T, on détermine ceux des instants dt pour lesquels ledit 
élément dy a une composante normale de vitesse égale à une certaine 

valeur quelconque /, la somme ̂  dt de ces instants, comprise dans T, 

peut être rendue aussi grande qu'on le veut, à condition de prendre T 
suffisamment grand, quelle que soit d'ailleurs l'origine des temps à 
partir de laquelle on compte T. 

Or, pendant l'un quelconque des dt ainsi définis, l'élément éfopeut, 
au point de vue de ses probabilités de rencontres avec les points m du 
fluide (celui-ci étant pour un instant considéré comme inaltéré par la 
présence du solide M), être assimilé à l'un quelconque des éléments 
de l'aire Ω de l'expression (iG) ci-dessus, en sorte que la probabilité 
de sa rencontre pendant l'instant dt avec l'un quelconque des 

(16) NQ (l_cos) dt x sinq 2 

points m compris dans cette expression est 

Par suite, en vertu de la loi des grands nombres, cette fraction^ 

mesure la proportion relative du nombre de rencontres qu'éprouve 
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l'élément pendant l'intervalle de temps très long ̂ dt sur le nombre 
total 

NO(/-Xco.
9
)^X2^ 

de rencontres auquel serait soumise l'aire Ω pendant ce même inter-

valle 2 dt. 

Le nombre des rencontres éprouvées par l'élément di peut donc 
être pris égal à 

( Nfl(/-Xco.
9
)!ia±x£x2;A 

('7) il 
f =-N/(/ — >cos^)sinîp d^ χ (h 

^en posant ̂  dt = t^, et cela avec une approximation d'autant plus 

grande que l'espace de temps indéfini t est lui-même plus grand. 
Toutefois, ce raisonnement suppose, ainsi (pie nous l'avons stipulé 

ci-dessus, que la constitution du fluide n'est pas altérée par la présence 
<lu solide M. Il reste donc à montrer qu'il est légitime de regarder ce 
lluidc comme inaltéré : or ceci résulte pour la présente étude de la con-
dition, posée page 4o8 ci-dessus, que les points m constitutifs du fluide 
ne sont soumis à aucune force d'action continue; car alors les points m 
ne rencontrent le solide M chacun qu'une seule fois; ils arrivent de 
l'infini, se mouvant uniformément en ligne droite chacun avec la vi-
tesse λ qui lui est propre, rebondissent sur le solide M et repartent 
ensuite en s'éloignant de ce solide pour ne plus le revoir jamais. Los 
points m qui, marchant vers le solide M, ne l'ont pas encore rencontré 
sont donc exactement dans les mêmes conditions (pie si ce solide n'exis-
tait pas, puisque rien n'est encore venu altérer leur distribution dans 
l'espace, ni leurs vitesses. 

Il convient d'ajouter que, pour que les considérations ici présentées 
soient exactes, il faut que le solide M soit convexe; un solide concave 
serait, en effet, exposé à être rencontré plusieurs fois par un même 
point//?. Il est nécessaire aussi que le solide M n'éprouve pas brusque-
ment de grandes variations de vitesses; autrement il pourrait rejoindre 
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les points m qui s'éloignent de lui et les heurter à nouveau; cette der-
nière condition est toujours remplie dans la présente théorie, parce 
que, comme il a déjà été annoncé, page 411 ci-dessus, les vitesses λ des 
points m doivent être infiniment grandes par rapport aux vitesses l du 
solide; or, comme les grandeurs des vitesses λ ne sont altérées qu'in-
linimenlpcu par les rencontres des points m et du solide M, ces vitesses 
restent, après ces rencontres, infiniment grandes par rapport aux 
vitesses du solide qui, par suite, ne peut arriver à rattraper les 
points m s'éloigna η t de lui. 

Vil. Formules : ^ ̂  = ο, jlda = ο. — Nous allons mainte-

nant établir deux formules qui nous seront utiles ci-après. 
La première est relative à l'état de moyen mouvement permanent 

dans lequel se trouve le solide M. Nous avons dit, page 4oo ci-dessus, 
(juc cet état est caractérisé par cc fait que la valeur moyenne du carré 
de la vitesse de l'une quelconque des parties du solide M, et, par suite, 
aussi la valeur moyenne 

' /"
T
(M\V+Icu»)<// 

«· 0 

delà force vive totale du solide, calculées pendant l'espace de temps T, 
tendent pour Τ = χ vers une limite finie et bien déterminée, indé-
pendante de l'époque à partir de laquelle on commence à compter ce 
temps T. La formule que nous avons ici en vue sert précisément à 
revaluation de celte moyenne de la force vive totale, moyenne dont la 
détermination est le principal but de nos recherches. 

Si l'on considère les valeurs de la force vive totale du solide M 

(MWl+ ϊω2)τ, (MWa -+-1 toa)0, 

à deux époques quelconques séparées par un intervalle de temps T in-
finiment grand, la différence 

(MW-h- Ιω2)
τ
 - (MWa-f-Iot>a)0 . 

de ces deux valeurs est finie, puisque chacune de ces valeurs est elle-
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même évidemment une quantité finie. Le quotient 

(,8)
 (MWI + 1M)

T

-(MW> + IU1)
(> 

tend par conséquent vers zéro pour T = x. 
Mais, pendant l'intervalle de T, le solide M éprouve par l'effet de ses 

rencontres avec les points m un nombre très grand de percussions, 
nombre qui devient infini pour T = x; et, si l'on représente par 

(MYV2+ 1ω2)
η (MW'+U,),, ..., (MW' + Iw8),, 

les valeurs de la force vive totale de ce solide après la première, la 
seconde, ..., l'avant-dcrnièrc de ses rencontres, on peut écrire identi-
quement 

Oi)) 

(MW •4-Iwî)T-(MWi+ l ω2 )
0 

= (MW2 -t-1 ω2
)T - (M Wa -h Iω2 )

P + (MWa h- Ιω2)
Ρ 

................................................................... 
- ( MWa 4-1 ω2 )

2
 4- (M Wa 4- Iω2 )

2
 - ( MWa -h 1 ω2 ), 

4- (MWa H- Ιω2), - (M\Va4- Ιω2 )
0

, 

la force vive totale du solide restant d'ailleurs constante entre deux 
rencontres consécutives puisque ce solide n'est soumis à aucune force 
antre que les percussions. 

Mais les diverses différences de la forme 

(MW»+ Ιω2)
κ
 - (MW2 4- Ιω2)

κ
_„ 

qui composent le second membre de l'identité (19), ne sont autre chose 
que les variations de force vive ducs aux percussions que nous avons 
appelées pages 407 et 408 ci-dessus. Le second membre de cette iden-

tité est donc égal à la somme V x? des variations de forces vives dues 

aux percussions éprouvées par le solide M pendant l'intervalle de 
temps T. De là résulte qu'en rapprochant la relation (19) et l'expres-
sion (18) on arrive à la formule 

(20 ) pour T = x, 
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qui est la première de celles que nous voulions établir, et dont nous 
verrons l'emploi ci-après. 

La seconde des formules que nous avons en vue est relative à une 
propriété générale du mouvement des solides invariables. 

Pour y arriver, considérons d'abord une surface fermée quelconque 
se déplaçant d'une façon quelconque en se déformant ou non. Si, pre-
nant deux positions quelconques infiniment voisines (S) et (S,) de 
cette surface, on appelle s le segment de la normale à l'élément quel-
conque </<xdc(S) compris entre (S) et (S,), l'intégrale 

jsxdv 

« tendue à tous les éléments d<s de (S) représente la différence des vo-
lumes enfermés respectivement il l'intérieur des surfaces (S,) et (S), 
la longueur s étant, bien entendu, prise avec le signe ou le signe — 
suivant qu'elle est à l'extérieur ou à l'intérieur de (S). 

On en conclut que, lorsque le volume enfermé à l'intérieur de (S) 
»'st constant, ce qui arrive notamment quand (S)est la surface limita-

tive d'un solide invariable, l'intégraleJs χ ch est nulle. 

Mais, si l'on appelle / la composante de la vitesse du déplacement de 
l'élément quelconque (h àc (S) mesurée suivant la normale extérieure 
à cet élément et dt l'intervalle de temps infiniment petit que (S) met 
à passer en (S,), on a 

,? — / X dl. 

Par conséquent, dans le cas du mouvement d'un solide invariable, 
on peut écrire 

j I X dt X dz = o, 

011, en supprimant le facteur di commun à tous les termes de celte in-
tégrale, facteur qui n'est pas nul, 

(21) j l<fa = o. 
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(Test la seconde des formules cherchées. 11 est possible d'en déduire 
six autres qu'il faut aussi connaître. 

On a, d'après les definitions des pages 4o3 et 407 ci-dessus, 

( 22) / = U -+- V = u cos « 4- ν cos^ 4· w cosy 4- hn 4- ip H- jq 

et, par suite, 

Ç Ida = uj eos % da 4- çJ*cos fid?-h ιν j* cosy da 

+ η Jhda + y Çi.da-\-q j j de ; 

et, comme la relation (21) est exacte, quel que soit le mouvement im-
primé au solide M, on conclut de là 

(23) 

I cos α da — ο, j cos β da = ο, J'rosy da == o, 

Jh da = o, Jida = o, j*j da — o. 

VIII. Sommation en φ. — Prenons à présent la formule (20), 
page 414 ci-dessus, et cherchons à l'appliquer au mouvement du so-

lide M en nous servant pour calculer de l'expression (17 ), page 4 τ ι. 

Chacune des percussions comprise dans l'expression ( 17 ) produira 
un dont la valeur est donnée par la formule (10), page 408 ci-dessus. 
1/ensemble de ces percussions déterminera, par suite, une somme de \·> 
égale à 

4m(Ycosq-l) 1+(m + m) Ycosq - l 

1+m+m [ m M 1+M+M] 

(2l) X -J- \ / ( l — λ cos sin o do X da 

= - 2m(Ycoq-1)2 (l+m Ycosq--l) Ntsinqdq x do. 

i+u i+u 
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<mi posant 

ι ι ι 
M + ÏÏÊ ~~ ;t' 

1*0111· avoir la somme de lous les x? qu'éprouve pendant le temps Τ 
le solide M sous l'effet des percussions dues aux points m qu'il ren-
contre, il faut intégrer l'expression (a.'O ainsi formée par rapport aux 
aux ί/σ, puis ajouter ensemble les résultats obtenus correspondant 
à cl lacune des diverses valeurs possibles de λ et de /. 

< )ceupons-nous d'abord de l'intégration en φ. 
Vous avons vu, page ^ ro ci-dessus, que l'angle y devait être compris 

entre un minimum φ, donné par la relation 

(17) cos?, =' 

et T.. 

Or on a 

F#|`\^@]} ~~ #~#e µ/§.%¨£µ+µùsin co_s 

Fo ^^à#[{` |\ @}\ [# #{ `^ @]sin cos dqu'kice = d'Y +1 46 

I ai tenant compte de ces deux résultats, la sommation en z> donne 
une première somme de t? que nous représenterons parle symbole 

et dont l'expression est 
I 

(25) E x(^ *ù m :9}^@`#^]]@^~\^@@]@]@^]^]rcoshr 

l\. Sommation en Λ, en l et en th. — Pour continuer, nous pré-
senterons une remarque importante à laquelle nous avons déjà fait 
allusion, pages 4i 1 et 4 13 ci-dessus. C'est qu'il est impossible que l'étal 
de moyen mouvement permanent du solide M se réalise si les vitesses 
des différentes parties de ce solide ne sont pas infiniment petites par 
rapport aux vitesses λ des différents points m du fluide. 

Journ. de Math. (4* série), tome VII.— Ease. IV, i8<)i. 04 
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Supposons, en eflet, que les vitesses / et λ soient du m Ame ordre de 

grandeur. Alors les rapports^» — étant infiniment petits, puisque, 

page ci-dessus, les masses m sont infiniment petites, la formule 
(i5), page /|θ8, peut s'écrire simplement 

(i > bis) Ψ = \ m (λ cos9 — 1)1— 4 cos 9 χ / — \ml*. 

Admettons maintenant pour un instant que (ce qui arriverait si le 
solide M était immobile) le nombre de points ///, qui viennent rencon-
trer, pendant l'espace de temps quelconque /, les divers éléments (h de 
la surface du solide avec la composante de vitesse Acos^p, soit à égalité 
d'aire des (h le même pour tous; autrement dit, prenons pour repré-
senter ce nombre, une expression de la forme II l (h, II étant 1111 coof-
licient positif dépendant de λ et de 9, mais ayant inênie valeur pour 

tous les*/? de la surface du solide. Alors la somme V ψ variations 

de force vive produites sur le solide par l'ensemble des eboes survenus 
pendant le temps t avec la composante de vitesse λ 10*9 s'obtiendra en 
faisant l'intégration en ri? pour toute l'étendue de la surface du solide 
de l'expression 

\m λ cos? χ / χ II/r/τ — '\ml2 χ II/1h, 

cYsl-A-dirc que l'on aura 

V ν = '|/n Acosf χ II/ j hli— \ rn II/ j Ρ th. 

Kl comme, d'après ce que nous avons vu ci-dessus, formule (21), 

page \ 10, on a, à tout instant du mouvement du solide, 

/ ld<5 = o, 

il viendra simplement 

(2G) = — /|/riH/ j Ptfo. 
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Par consequent, avec les hypothèses ici faites, serait constani-

ineul négatif. 
Mais de ce que le solide M est en mouvement il résulte que les élé-

ments (/σ pour lesquels / est positif, c'est-à-dire ceux qui progressent 
dans le fluide, marchent vers les points m, et que par suite les ren-
contres éprouvées par ces drs sont plus nombreuses qu'elles ne le se-
raient dans l'état d'immobilité du solide et au contraire (pie les th 
pour lesquels / est négatif, fuyant devant les points w, sont exposés à 
moins de rencontres que dans l'état d'immobilité. 

Par ailleurs, com me il est nécessaire, pour qu'une rencontre se pro-
duise (Mitre un d<s et un point su, que la composante normale de la 
vitesse relative du point;/? par rapport au d<s tende à rapprocher ce 
point du ;/σ, autrement dit que l'expression Xcosîp — l soit négative, la 
relation (i.j ///.s·), page 418 ci-dessus, montre (pic y est négatif quand / 
est positif, positif quand / est négatif. 

I /état de mouvement du solide Ma donc pour eiTet d'accroître le 
nombre des percussions qui lui enlèvent de la force vive, de diminuer 

le nombre de celles qui lui en apportent, et, par suite, le V ψ qui, 

donné par la formule (/G) de la page précédente, est toujours négatif 
pour l'hypothèse de la page Ί18 dans laquelle est établie cette formule, 
serait, a fortiori, toujours négatif si, a ladite formule (a(i), on substi-
tuait une formule tenant compte du nombre exact des percussions 
éprouvées par chacun des divers drs. 

Par conséquent, lorsque les λ et les / sont du même ordre de gran-
deur, la force vive totale du solide M tend constamment à diminuer cl 
la réalisation de l'état de moyen mouvement permanent est par suite 
impossible. 

l,a conclusion serait la même si les / étalent infiniment grands par 
rapport aux λ. 

II faut donc que, pour rechercher les conditions de l'état de moyen 
mouvement permanent du solide M, on regarde les l comme étant in-
finiment petits par rapport aux λ. 

Si alors, prenant la formule (a5), page 417 ci-dessus, on en développe 
le second membre suivant les puissances décroissantes de λ, on oh-
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tient 

+./%^-2m6+ là ç} \] }# { [) ('...- à,,ml 

en laissant de coté des ternies infiniment petits par rapport à ceux que 
Ton écrit. 

Oil pent encore, en négligeant devant l'unité le rapport iniinimenl 
[lelit donner au Vy la forme plus simple 

|X Jmm 
I 

(2) bis) = — 2m"S( ■+· /SA — ~ j tdv. 

Formant maintenant l'expression (no bis) pour chacune des di-
verses valeurs de λ existant dans le fluide et ajoutant ensemble tous 

les V\*' ainsi constitués, on obtient, pour chaque élément /h, pendant 
1 

la dm ée t du temps pour laquelle il possède la vitesse /, une somme de 

variations (pie nous appellerons^t?, 
s 

(2(>) | M VX/ηλ3 — a/2/V \mX-f- ̂  Σ Ν m2 λ:>) drs. 
t 

Ecrivant alors l'expression (ί(\) pour un même cfcpour cbacime des 
valeurs de / par lesquelles passe ce (h pendant la période de temps 

infiniment grande T, ajoutant ensemble tous les^t? ainsi formés, 

remarquant, par ailleurs, que, si l'on appelle /,, /
2
, A,, ... ces diverses 

valeurs de / et /
2
, /„ ... les espaces de temps compris dans T pen-

dant lesquels di possède les différents / en question, on a 

/, /, -|- A, (.j -t- A, /
3
 -t-... — f l (//, 

«- 0 

/:\t\ 4- l\ tî -H /3 A, H- ... = / l*dt, 
«•0 

/
t
 + /j -+■ /5 -t-... = I ; 
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on arrive, pour 1 ensemble des varuitions de force vive (lues aux per-
cussions éprouvées par l'élément ι/? pendanl le temps T, à la soinine 

(si; ) ^V = (— ^ f X 2 ̂
 7//

^
a

 ~~
 2
 f ^ X 2 X wλ H- ̂  ̂  Ν /waλ*^ (h. 

Il ne reste plus, pour trouver le total des \> éprouvés pur le solide M 

pendant le temps T, qu'à ajouter ensemble tous les^v correspondant 
s 

à tous les th qui composent la surface extérieure du solide M. 
Avant de faire cette sommation, remarquons que l'on peut, en inter-

vertissant l'ordre des intégrations, écrire 

fdif'l dl = Γ dtfhh, 

et que, par suite, comme d'après la relation (21), page '|i5 ci-dessus, 
on a, à tout instant, 

j ! di — o, 

le premier terme du second membre de la sommation dont il s'agit 
sera nul. 

Tenant compte de celte observation, on arrive à l'expression 

\> = — 2 j (h I( /* dl χ ̂  ̂
m

 λ *+■ ~ ^ m85 

S désignant la surface totale du solide M et μ, une constante délinie 

par l'égalité Ç ~ · 

Kt cette expression de^V), portée dans le premier membre de la 
relation 

('·!<>) f 2* = ° 
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donne l'équation 

( iH) -- ^ Çih f /8 dt χ V Ν m λ Η—— V \ ///a Λ* = ο, 

qui exprime une des lois du mouvement du solide M. 

V. Interpretation du résultat obtenu pour le cas où le solide M 
est une sphère homogène. — Pour interpréter le résultat ainsi obtenu, 
examinons d'abord le cas simple où le solide M serait une sphère ho-
mogène. 

Dans toute sphère homogène, on a, comme nous l'avons déjà 
remarqué, page '107 ci-dessus, 

M = 0; 

par suite, ^ se réduit à Par ailleurs, la formule ( 22), page ^ 1 (> ci-

dessus, s'écrit simplement 

( 22 bis) / = //eus 2 -l· c cos [il -l· ivrosy. 

et l'on a alors 

j di j /'- dt = I fit jl2fh—- I dl I (u cosy, -f- ecos3 -h w rosy )3(h 

ir f cos2 α di -l·- c2 f π >s3 β th 

™ j dt ·. -H tr8 j cos 2y//i-t- aor f rosjïrosy di 

h 2//ΙΓ j COS 2 COS y (fa -f- 2//C j COS 2 CO s£D/t. 

( )r on a pour la sphère 

j cos8 2//7 -- j cos 'fid? = j cos ayr/7 = y 

j cos^i cos*'dv — jeosacosyr/σ — J cosaeosJD/? = o. 
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Par suite, 

f do d l2 dt= S 3 8 (u2 +v2 +w2) dt= S/3 W)àdy 

cl dans cos conditions, l'équation (28) do la page précédente de-
vient 

- f\\'*(ll χ ν \·„,λ + A 2 Ν m'λ» = ο; 
«Λ» 

on en conclut la formule 

(29) I T F MW2 dt = 3/4 Z xP¨}\^`|[' 

La fraction qui compose le second membre tie cette formule ne con-
tient que des termes dépendant exclusivement de la constitution du 
lluide. On arrive donc à ce théorème : 

La valeur moyenne de la force vice du mouvement de transla-
tion d'une sphère homage.ne en état de moyen mouvement perma-
nent au sein d'un fluide à points indépendants, infiniment divisé, 
est égale, quels que soient le rayon et la masse de la sphère, à une 
quantité qui ne dépend que de la constitution du fluide. 

Quant à la force vive de rotation de la sphère, elle peut être en 
l'espèce quelconque; les quantités h, i, j étant nulles (p. 'jo- ci-
dessus) pour toute sphère homogène, la vitesse de rotation de la sphère 
n'influe aucune ment sur la grandeur des composantes normales des 
vitesses des divers éléments de sa surface; c'est ce qui appert claire-
ment de la relation (22 bis), page \i2 ci-dessus. Aussi les percussions 
éprouvées par la sphère ne peuvent avoir aucun effet pour modifier 
et régler la force vive de rotation comme elles font pour la force vive 
de translation. 

XI. Interprétation du résultat pour le cas ou le solide M est quel-
conque. — L'interprétation des lois du mouvement du solide se fait 
d'une façon moins immédiate lorsque ce solide est quelconque. 
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Ροιιι· y arriver il faut substituer à l'équation unique (28) de la 
|>ίΐμ<* \2ί un système de vingt et une équations basées sur les consi-
derations suivantes : 

La forci' vive totale M\Y 1ω2 du solide M est liée, connue l'on 
sail, any six vitesses u, r, «\ /*, p, q déiinissant à un instant quel-
conque le mouvement du solide par l'équation 

M\\ 2 -+- l(oa = Mm1 -+- Me2 -h Mn>2 -+· Λ/Ρ ■+■ IJp2 -+- Cq2. 

Nous allons d'abord montrer que ce que nous avons dit (p. \l'î-'i ι\ 
ci-dessus) au sujet des variations de la force totale du solide M, s'ap-
plique aussi (avec d'autant plus d'exactitude que le fluide constitué 
par les points m est plus divisé) aux variations V>

M
, \'v, \V Vq 

des produits M«2, Me*, Mo·2, Λ η2, Hp2, Cq2 el que, par suite, <m 
peut écrire les équations 

('■Ίο) 
I E Vn = 0, I E Vn = 0, I E Vn = 0, 

I E Vn = 0, I E Vn = 0, I E Vn = 0, 

analogues à l'équation (20), en négligeant des quantités dont l'impor-
tance relative est d'autant moindre que le fluide est plus divisé. 

Pour justifier ces équations (3o), il n'y aurait qu'à répéter le raison-
nement fait (p. 41 Λ ι Λ ci-dessus) pour rétablissement de l'équation 
( 20) si (comme cela arrive pour la force vive totale) les produits M //2, 
Me2, Miv#, An2) lip2, Cq2 restaient constants dans l'intervalle de 
temps compris entre deux percussions consécutives quelconques. Mais 
l'on sait que cette condition n'est pas remplie, les composantes de vi-
tesse U) c, <r, ti) p, q changeant à chaque instant suivant les lois du cé-
lèbre mouvement dePoinsot. 11 faut donc, pour légitimer l'emploi des 
équations (3o), des explications et peut-être des conditions spéciales, 
et c'est précisément dans la reconnaissance de ces conditions (pic nous 
allons voir intervenir l'emploi de la notion du fluide infiniment divisé 
(pie nous avons posée page /joo ei-dessus, comme point de départ des 
présentes études. 

K11 vue d'élucider la question, formons d'abord 1°^^« pendant 
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l'espace de temps infiniment grand Τ ; pour cela, nous n'avons qu'à 
suivre une marche analogue à celle qui, dans les pages précédentes 4*7 

à 421, nous a permis de calculer pendant ce même espace de 

temps T. 
On a, d'après la première des formules ( 12) de la page 4oG ci-dessus, 

Mu2- Mu =w( 2uo cos a + m cosM'ie 

ou, cil employant les notations définies pages 407 et 4»7 ci-dessus, 

v;ù$^=)7_ u cos + m$= :;@_-"'é& `\^}](' 

On en conclut, par une série de calculs semblables à ceux dévelop-
pés pages \ 1 (j et suivantes ci-dessus, 

E [|`\ ^@ ]} \ |` [{ #~ ~ #{ [ [ |cos 3Y 14+!^$$ "é'"ecfr 

= 2mN (Cos l H } ] [ |# tdo cos t do %¨ µ£ 0 °@ \| [ {\ @ # 

[ — * it cosa χ / 2 Ν — 2M cosa χ ll ^ Ν μ λ ■+■ * ^ * Ν m3X3^ efe, do ;:!§ %£µ+°cos m 

2^m=( "il wcosa
^><2^

m
^

2
~

2 f ucos&ldlχ^N/hX + ̂ ^— ]^Ν;η2λ3 jrfg, 

et, enfin, en remarquant que, comme il a été établi page L\ 16 ci-dessus, 
011 a, pour l'ensemble de la surface limitative du solide [première des 

formules (23)] : Jcosaί/σ = ο, 

Τ 
< 3ι) 2^«— ~~

 2
 f d*

7
 f wcosa/rf/^N/wX-h cos2 a άσ 2 Ν m2 λ3. 

Or, en examinant l'expression de 2<?
a
 ainsi obtenue, on voit que 

Journ. de Math. (4* série), tome VII. — Fasc. IV, 1891. 55 
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Γοη peut, en laissant constamment du même ordre de grandeur, d'une 
pari, les produits Ν m (et, par suite, la masse de l'unité de volume, 

autrement dit la densité du fluide), d'autre part, le rapport -^^7"' 
faire grandir au delà de toute limite les deux termes de ladite expres-
sion en attribuant aux vitesses λ des valeurs suffisamment élevées. 

Mais» comme la relation (28), page '122 ci-dessus, peut s'écrire 

ST f do t tei dt = 1/4 N?LM JNmd)= 

les vitesses / du solide M restent constamment du inêinc ordre de gran-
deur quand, le solide ne variant pas, les vitesses λ grandissent sans 

que l'ordre de grandeur du rapport « soit altéré. D'autre part, 

les variations des composantes de vitesses du solide M dues au mou-
vement de Poinsot dans l'intervalle des chocs successifs sont, comme 
on sait, proportionnelles aux produits de ces composantes et par suite 
l'ordre de grandeur de leur somme, calculée pendant un espace de 
temps déterminé (dans l'espèeeT), ne change pas quand, le solide ne 
variant pas, les vitesses / de ce solide conservent leur ordre de gran-
deur pendant que les vitesses λ croissent indéfiniment. 

De là résulte que, lorsque, voulant appliquer aux le raisonnement 

des pages \ \ 3-'| 1 \ ci-dessus pour arriver à écrire l'équation ^ 2^
>
«

== 

on regarde les produits Mm2 comme constants entre deux chocs consé-
cutifs, on commet des erreurs dont la somme peut être réduite d'im-

portance relativement à la somme autant qu'on le veut en 

attribuant aux vitesses λ du fluide des valeurs suffisantes. 
ςΝλι5/3 

Par ailleurs, pour que les produits Νηι et le rapport ~
v
 ^ ^/ restent 

constamment du même ordre de grandeur quand les λ croissent au 
delà de toute limite, il faut que les produits m λ2 demeurent eux-mêmes 
constamment du même ordre de grandeur et, par suite, que les masses 
m décroissent de plus en plus, autrement dit que la division du fluide 
soit poussée de plus en plus loin. 

C'est donc bien, ainsi que nous l'avons annoncé page (\i\ ci-dessus, 



EMPLOI DES PERCUSSIONS. !\'ΐη 

sur l'emploi de la considération des fluides infiniment divisés que re-
pose la justification des équations (3o) ci-dessus. 

Nous pouvons maintenant nous servir des équations (3o) ainsi légi-
timées. 

Prenons l'expression (3i) de la page divisons-la par Τ et éga-
lons-la à zéro. Kn tenant compte de la relation 

{'22) l = u cosα 4- ν cos β 4- ιν cosy 4- lin 4- //> 4- jq, 

nous obtiendrons l'équation 

( 3 2) 

j*VOS
2a (Ισ If ( u2dl-+· j*COSCLCOSQ de uvdl 

M ' 4- Ç cosacosyz/a η-, j ttwdi- f- j Λ cosaf/σ midi 

4- I i COST, d? ' / updl 4- / j cos a d? ^ / uqdl 

= 7,J cosΧ(1σΎΚϋα ■ 
Κιι opérant maintenant sur chacune des variations v»

w
, ̂

y
„ V>y 

comme on vient de le faire sur la variation %>u1 on arriverait semblable-
nient à cinq équations analogues à l'équation (32) et de même forme, 
équations que, pour abréger, nous n'écrirons pas. 

Si l'on examine l'ensemble des six équations ainsi formées, on con-
state qu'il s'y trouve vingt et une inconnues, savoir : 

D'abord les six valeurs moyennes ^ / u2dt,y j v2di,~ f w2 dt, 

ψ I rr dl, j I p2 dt, = I q2 dl des carrés des vitesses «, r, tv, /;,/), 

q\ puis les quinze valeurs moyennes ,-p I uvdi, / undt, ... 

des produits deux à deux de ces vitesses. 
11 reste donc, pour dégager les valeurs des vingt et une inconnues, 

à trouver quinze autres équations. 
Ces quinze équations s'obtiennent facilement en remarquant que, si 

l'on considère ce que devient dans un choc quelconque l'un des quinze 
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produits de vitesses précités, par exemple le produit uv9 on a, d'après 
les formules et conventions des pages 4oG, 407,4*7> pour variation w 
correspondante, 

%·>„„== M MP — = M ^M0 H- —(*'o ■+■ ~1^) ~}]\|`{@ 

= GJ cosβ 4- c
0
 cosa 4- ^ cosa cos ̂  

=2m (cos q _ l) 1+lp uµ ucosB + vcis + 2 m cose 7`^@ ]{ `| cosBµ$ù 

Mais, en vertu des raisonnements qui ont servi à établir, pages !\\i >.fû() 

ci-dessus, l'équation ψ ̂  V
u
 = ο et aux mêmes conditions, on peut 

écrire 
rp ̂  Vjic O. 

Partant de là et opérant comme précédemment, on arrive sans peine 
à l'équation 

Τ Τ 
J^cosa eosjJ ί/σ ̂  j iddf-i-^j^ v*dlj 

I εοδ2α
^
σ

-*~ f cos3^/?^ j wdl 

1 1 4- / cosj3cosyefo~ / uwdt 4- j cosa cosy dv^ j wvdi 

(33) \ 4-y*Acos^û?a^ ji undl-*r j h cosaé/σ
 r

pjf ïndi 

4- J1 cosj3cfo·^ jf updl 4- j i cosacta vpdt 

j 4- j*j cos β d<7 ̂  J* uq dt 4- j j cos a d<s ̂  f\qdl 

cos B do En d #{@[|\@]~}é* 

Et, en considérant successivement chacun des quatorze autres pro-
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(luits de vitesses deux à deux, on obtiendrait de la môme façon qua-
torze» autres équations analogues à cette équation (33). 

Les six équations (32) et les quinze équations (33) forment donc 
en définitive un système de vingt et une équations du premier degré 
par rapport aux vingt et une inconnues de la forme 

I ft u2dt, ..., IfT uvdl, ... 

qu'elles contiennent. Par conséquent, ces vingt et une équations ad-
mettent, en général, un seul système de solution. 

VA cet unique système de solution qui apparaît immédiatement à la 
seule inspection des équations est le suivant : 

04) 
I.f M η» dt = L f Ml= i f \UVi/l 

— ff Λ*»Λ = If f ïip'dt =!fl c q-,l( = '
T
E Nm2Y3, 

(3.1) 
^ Ι Ui' dl = / mv dl — ... 

= ^ J undt = ... = J up dl— ... — «. 

Des valeurs (34 ), on déduit 

~ jf x\I(//2 -h e3-î-<r2) dl = ^ j (A/é + Bj95 + (;f)^==|^ 

el, par suite, vu les définitions de la page |o6, 

Τ Τ 
(3(>) MWΙω5Λ. 

(3
7

) ^
,
(

Μ
^

+
Ιω»)Λ=|^. 

La relation (3^) se traduit par le théorème suivant, analogue a celui 
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déjà trouve (p. 42Ί ci-dessus) pour le cas particulier de la sphère homo-
gène. 

[M valeur moyenne de la force vice totale d'un solide invariable 
en état de moyen mouvement permanent au sein d'un fluide à 
points indépendants, infiniment divisé, est égale, quelles que soient 
la forme, les dimensions, la masse du solide, à une quantité qui ne 
dépend que de la constitution du fluide. 

De la relation (36), on conclut que dans les mêmes conditions : 

λα force vive moyenne de translation du solide est égale à sa 
force vive moyenne de rotation. 

On reconnaît, d'ailleurs, facilement que, comme cela doit être, les 
valeurs (34), (3.5) vérifient l'équation (128) de la page 422, en sorte que 
celte équation (s8) est surabondante par rapport au système des équa-
tions (32), (33). 

Lorsque (ainsi que cela arrive, par exemple, pour les ellipsoïdes 
homogènes) le solide considéré admet comme plans de symétrie 
les trois plans déterminés par ses axes principaux passant par son 

centre de gravité, les intégrales delà forme j"cosacosjîrfa, ..., 

J/zeosaifo, ... étant toutes nulles, les six équations (32) donnent 

immédiatement les six valeurs (34) des forces vives moyennes. 

XII. Valeurs moyennes des composantes des vitesses du solide. — 
On peut, pour achever de bien définir le mouvement du solide M, re-
marquer que, si l'on considère les variations u — u

0
, ν — v

0
,w — «

 0
, 

η — n
Q

, ... des composantes de vitesses u, ν, w, η, p, q données par 
les formules (1) et (2), pages 401-402 ci-dessus, ces variations doivent, 
pour des raisons analogues à celles qui viennent d'être présentées pour 
les variations des forces vives et aux mêmes conditions, satisfaire 
à des équations de la forme 

(38) = ···' 

Wu, ψ
9
,... désignant les variations u — u

0
, ν — P

0
, ... en question. 
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F.n operant sur ces équations (38), comme on Γ a fait ci-dessus sur 
les équations (3o), on arrive, par des calculs analogues, à trouver les 
relu lions 

I ft udt = I ft vdt = ift wdt 

— ' j η dl — f Ι Ρ (ft = ττ· Ι (j fit = ο, 

et, par suite, vu l'équaTion (2a\ page |i(>. 

I.f1l (// = ». 


