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EMPLOI DES PERCUSSIONS, 390

Ltudes sur | '(’m])lui des percussions dans la theorie

du mouvement d'un solide plongé dans un fluide,

Par M. H. WILLOTTE,

Ingénieur des Ponts et Chaussées.

I. Objets des présentes études. — lies forces instantanées, dites
de pereussion, peuvent étre considérées comme représentant ce que
deviennent, dans Uhypothése limite d'une vitesse d’accroissement infi-
nie les forees répulsives de la nature qui, naissant a petite distance de
leurs centres daction, grandissent avec une rapidit¢ considérable a
mesure que les points sur lesquels clles agissent se rapprochent de ces
centres, puis décroissent avec une rapidité également considérable
quand les mémes points s'¢loignent des mémes centres.

A ce point de vue, on concoil que emploi des forces de percussion
est propre a donner des facilités toutes spéciales pour I'élude des phe-
noménes de relation entre les fluides et les solides ui y sont immergés,
phénoménes connus sous le nom de résistance des fluides. Les phé-
nomenes dont il s’agit sont en cifet caractérisés par 'apparition entre
les corps en présence d’un nombre immensément grand de forces
répulsives agissant pendant un temps excessivement court.

Nous nous proposons, dans la série d’études que nous commencons
ict, de montrer le parti que I'on peul tirer de la notion des forees de
percussion ainsi envisagées pour faire la théorie de la résistance des

fluides dans des cas particuliers qui nous conduiront & P'explication
d'importantes lois naturelles.
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L fluide qque nous étudierons sera conslitué eomme eclui dont la
considération s'est introduite depuis longtemps déja dans P'enseigne-
ment classique sous le nom d’éther ct y tient maintenant une si grande
place; ce sera done un ensemble indéfini de points matériels m qui
pourront &tre lics entre cux par des forees dépendant d'un potentiel.
Nous prendrons ce fluide en un élat de division infinie; nous cnten-
dons par la que nous regarderons le nomhre N de points m contenus
dans Punité de volume du fluide comme croissant an dela de toute
limite, lg valeur m des masses de ces points déeroissant en méme temps
de maniére que la masse totale N de T'unité de volume du fluide
conserve une valeur finie déterminée, d’ailleurs quelconque.

Lnfin les solides que nous considérerons seront toujours des solides
invariables; wae conséquence de lia condition ainsi posée sera (ue ces
solides devront toujours étre regardés comme ¢tant parfaitement
clastiques, tout solide invariable pouvant en effet étre assimilé & ce
que devient & la limite un solide parfaitement élastique, dans lequel,
les coefficients d’¢lasticité croissant indéfiniment, les déformations
produites par un choe quelconque sont infiniment petites.

Nous avons surtout en vue d'examiner le cas ol les solides envi-
sagtés sont en &tat de moyen moucement permanent. Yoici comment
Fon est conduit & la conception de cet étal : prenons un solide M
complétement immergé dans un fluide; admettons dabord que le
solide soit en ¢tat de repos; il ne pourra y rester: car, les particules m
du fluide étant en mouvement vibratoire, les actions de ces particales
sur le solide changent & tout instant et, par suite, le solide, étant soumis
it des forces qui ne se font pas constamment équilibre, se mettra néces-
sairement en mouvement. Mais les vitesses du solide ne croitront pas
non plus au dela de toute limite, puisque la résistance du fluide vient
les diminuer dés qu'clles dépassent certaines valeurs. 11 existe, par
conséquent, pour le solide M, entre I'état de repos et I'état de grande
agitation, un certain élat intermédiaive caractérisé par ce fait que la

T
I ' . .
valeur moyenne s f ¢*dt du carré de la vitesse de I'une quelconque
0

de ses parties, calculée pour une période de temps T comptée, a partir
d'unc - origine quelconque, tend pour T = x vers unc limite bien
déterminée. Clestde cet élat, comparable & celui d'une feuille d’arbre
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placée au sein de'atmosphére terrestre, que nous nous proposons de
dégager ici les lois.

I1. Rappel des formules générales du choc. — Nous commence-
rons par rappeler les formules du choc de deux solides pris dans le cas
le plus général, formules qui conduisent, on le sait, 4 I'évaluation des
forces de percussion.

Considérons un solide invariable quelconque, de masse M, que nous
appellerons le solide M ¢t dont nous rapportcrons tous les points i ses
trois axes principaux G, Gy, G 3 passant parson centre de gravité (.

Soient, par rapport aux trois axcs ainsi définis :

A, B, Cles trois moments d'inertie principaux du solide;

Ugs Voo Wy Rgy oy les composantes de la vitesse du centre de gra-
vité de ce solide et ses rotations instantanées autour des axes de
coordonnées & un certain moment, choisi de maniére & précéder im-
médiatement un choe produit par la rencontre dudit solide M avee
un autre solide (uelconque ue nous nommerons le solide M';

u, v.w, n, p, q les mémes quantités immediatement apres le choc;

a. b, ¢ lvs coordonnées de 'élément choqué de la surface limitative du
solide M

@ limpulsion totale pendant la durée teés courte du choe de la per-
cussion résultant de ce choc;

2, 3, y les angles que la normale extérieare a la surface du solide en
élément choqué fait avee les axes de coordonnées.

Posons, pour simplificr I'éeriture,
b cosy — ccosf == h,
£ COS0 —— @COSY = I,
acos3 — bcose = .
Nous aurons dans ces conditions les relations bien connues
M(u —u,)=®cosa,
(1) « M(0 — 0, )= wcosB,

M(w — w,)= wcosy,

Journ. de Math. (¢ série), tome VII. — Fase. IV, 1891,

(14
S
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A(n —ny )= hw,

(2) <B(p —py) =iw,
Clg —qu) =

.

Si maintenant, rapportant cgalement @ ses trois axes principaux
passant par son centre de gravité le solide M’ dont la rencontre avee
le solide M détermine la production de la percussion », nous désignons
par des lettres accentudes les quantités corvespondant, pour ce solide
M’ i eelles ci-dessus définies pour le solide M (avee cette seule diffé-
rence que les lettres 27, 37, v sappliqueront anx angles que kv normale
intérieure en 'élément choqué du solide M fait avee les axes de coor-
données velatifs i ce solide), nous aurons les relations

\ M(w — w,)=-—@rosa,
& T - 08
() 4.\[(_& -, )_,—~m(_osrﬁ.
W —~w)H= @cosy,

N (0= - .

(1 B (p - pr=--Tw.

Clyg pyrem— J .

fa perenssion quiagit sure le solide M étant, dlapres le principe de
Fégalité entre Laction et la réaction, égale et de sens opposé i la per-
cussion & actionnant le solide M.

Par ailleurs, les deax solides M et M étant des solides invaviables ot
pouvant par suite, daprés ce qui a déja éié remarqué page joo ci-dessus,
c¢lre assimilés i des solides parfaitement clastiques, nous ajouterons
aun douze équations précédentes Péquation bien connue exprimant
(que, dans le choce des corps parfaitement élastiques, le total des forees
vives apres le choe est égal & ee qu'il éait avant le choe

Mo + ¢ w2y + \n? + Bp* -+ Cq?

. \ MW e Wy - A Bt (g
o)y
( = M(uy -+ ey +wi) + Ani + Bp: + gl
+ MU+ 6 = ad) + N nf+ Bplf+ Cy
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On peut écrire cette équation comme il suit

Meu - u)u-+ ug)+M(p--0) (04 o) - M — @o) 0w = wy)
4 A= ng)(n+ 1)) = B(p—p)p+po)+-Ulqg —qu)q +q,)
AW — W) (W)~ e
A A = (W )< :

ou. en tenant compte des relations (1), (2), (3), (1),

U1 cosa + ¢ cosB 4 w cosy + g COS% + ¢, COSB -+ W, cosy
A= hn 4+ ip + jg + hng+ 1po+ jq,
=: &' cosa’ + ¢ cos 3’ + o' cosy’
+ U, cosx’ + v, cos 3’ + wy cosy’
+Wn = Ep g+ py -,

Or la somme u cosa + vcos3 + weosy, c'est la composante, sui-
vant la normale en I'élément choqué de la surface du solide M, de la
vitesse apres le choc du centre de gravité dc ce solide. Posons, pour

simplitier I'éeriture,

u cosz + vcosB + weosy = U,
el de méme
u, cosa + ¢4cos B+ wy cosy = U,,
u' cosa’ + v cosB 4-wecosy = U,

T

u,cosy = v cosB + w,cosy == U,.

Par ailleurs la somme An + ip + jg, c’est pour le solide M la com-
posante apres le choe, suivant la méme normale en 'élément choqué,
de la vitesse de rotation (par rapport & I'axc instantané¢ de rotation
passant par le centre de gravité du solide) de I'élément choqué dudit
solide M.

Posons, pour simplifier I'écriture,

- hn+ip+jg=V\,
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¢t de méme
hn, +1p, +jq, =V,

Wo+ip +jqg=V,
En,+ip,+jq,=V,.

En tenant compte de ces notations et des transformations faites ei-
dessus, I'équation (5) s’¢erit

(6) U+ U+ V4 Ve=lI"+ U, + V4 V,;

les composantes de vitesses qui figurent dans le premier membre de
cette ¢quation (6) sont comptées suivant la normale ewtéricure en
I'élément choqué du solide M, celles du second membre sont mesu-
rées suivant la novmale intéricure en 'élément choqué du solide M.
en sorte que, en définitive, toutes ces composantes sonl comptées en
prenant unc méme direction pour sens positif sur la normale com-
mune aux deux solides M et M an point ot ¢es solides se touchent an
moment du choc.

Si maintenant, multipliant la premicre des dquations (1), page jor
ci-dessus, par cosz, la stconde par cox, la troisiéme par cosy, nous
ajoutons membres a membres les trois équations ainst préparées,
nousarrivons a la relation

() MU —~U)== ou U—ljo_—.%,

ety en traitant de méme les équations (3), page jo2, nous obtenons

i . o oY
(8) l ——‘Jo:—ii"

Considérons maintenant les équations (2), page jo2. Nous pouvons
les écrive

hw im Jm
I'—”(I:T° /J—po":-u-’ 7_l/°=7_;_’

ct si ensuite, multipliant la premiére par /, la deuxicme par 7, la troi-
stéme par j, nous les ajoutons membres & membres, nous parvenons
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a la rclation

. J
(9) V—Vo=5'
en posant
R A
ATEtYecTx
De méme, en posant
L
vrEYT =W

nous déduisons de la considération des équations (4 ), page 4oz,

. , . 0®
(10) V—V"——ﬁt—’.

Or Iéquation (6), page 404, peut s'éerire
U—-U+V -V, + U, - U+ V,—V=2(U,+V,— U, — V,).
Ou en conclut, en tenant compte des relations (7), (8), (9), (10),

' '!’ "-— —_— r7
U U= et Yoo o)

V —Vo: 2(U:,+V:,—U0—V,,)

m(s - ! ,
(1) | MMt oRtw
1 { ; - v
J . Ui = 2(Ug+ Vo— U, — V) ,

h ) ( QEpURL T LA

‘ (M w M TR

V —V’ 2(U0+V0—U.’,—V;)
T A L L
; ' (;\l T W TR

o= 20Ut Vi = Uo= Vo)
L
RIe M OORS

L
M

Ces relations constituent les formules fondamentales de la théorie des
percussions.
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L. Formules donnant lesvariations de Sforees vives dans le choc.
— Dans le présent travail nous aurons surtout i nous occuper des va-
riations de forees vives. Nous allens, en conséquence, indiquer les for-
mules relatives a ces variations (uise déduisent des relations ci-dessus.

La premicre des équations (1), page 401, donne

u u WCOS
' AR Y|
ol par suite,
WCOS2
U+ Uy=2Uy+ =

On déduit de la

i N ©costa
M(u? — u}) = m(:zuo cosa —+ ——“—>

\

On obtient de méme

D 2’
M(e? — ¢ )= m(zvo cos3 + T-ff-'ij),

/

a meosty
(fl‘.!) { 1M(W"’ - W;) =@ 20, COSY + _.n_:_.‘_>,

—~
~
-~

©
bS]

c

~

.

i
N TN
(&)
S
>
i
T

ia
>~

*
N—

Par conséquent, en appelant

W la vilesse du centre de gravité du solide M avant le choc,

l,, @, le moment d'inertie et la vitesse angulaire de rotation de ce
solide par rapport & son axc instantané de rotation passant par son
centre de gravité a 'inslant qui préeéde le choc,

W, I, o les méines quantités & Uinstant qui suit le choc,

on conclut, par addition, membres & membres, des relations (12) ci-
dessus,

(13) MW? 4+ Tw? — (MW? 4 Iowﬁ):m[z(Un+Vu)+ m(;-, +- 5’,—)]



EMPLOI DES PERCUSSIONS. 4()‘:

IV. Simplification des formules précédentes. — Nous avons dit e
commencant, page 4oo ci-dessus, que le fluide dont nous voulons étudier
I'action due aux percussions qu'il exerce sur les solides, dans 'espécee
sur le solide M, ¢tait pris en un état de dicision infinie. Chacunc des
particules constitutives de ce fluide est, dans ces conditions, assimilée
a un point matériel de masse m infiniment petite; or, comme un point
matéricl, ¢lant sans dimensions, peut toujours étre regard¢ comme la
limite d'une sphére homogéne infiniment petite de méme masse w,

. |
nous ferons, dans les formules ci-dessus, M' = m ct 50 = © (la (quan-
e I ' 1 "
liLé 5o étant nulle dans le cas de la sphére parce que, toutes les nor-

males de eelle-ci venant passer par son centre, les quantités 4, 7', j'

\

sont nullcs).

De plus, pour simplifier I'écriture, nous conviendrons de deésigner
par les lettres /o Les sommes Uy + Vo, U + V, clest-a-dire les com-
posantes avant et aprés le choe de la vitesse totale de I'élément choqud
de la surface du solide mesurées suivant la normale extéricure a cet
¢lément.

D’autre part, nous représenterons tounjours par A la grandeur abso-
lue mesurée i un instant quelconque de la vitesse de P'un queleonque
des points m et par 3 Fangle que la direction de cette vitesse fait avee
la normale extéricure en un élément quelconque de la surface du so-

lide M.

Enfin nous désignerons par le symbole © la variation totale
MW? + Jo? — (MW, + [j03)

de la force vive du solide M sous Ueffet de la pereussion produite par
sa rencontre avee 'un quelconque des points m.

Avee ces notations les formules ci-dessus se présentent sous un
aspect plus simple. Cest ainsi que la valeur de @, donnée page 405
ci-dessus, s'écrit

o= 2{Acos9,—4)) _ am(h,cosy,— l‘.)’
1 1 1 m m

MY T, MR
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ou, en cffacant les indices, ce qui est sans inconvénient si P'on convient
que dans toutes les relations subséquentes les vitesses miscs au second
membre désignent des vitesses mesurces & 'instant qui précéde cha-

cun des divers chocs considérés, ‘
am()cose —
‘ Ryl
M X

Avee les mémes notations et conventions, la formule (13), page 406
ci-dessus, s'éerit

‘x‘):m[nl+m(hli+5'ﬁ>]

(15) ‘ =4m(lcosap—~l) l-+—(-"~'+,”—t heosy — I ]
' 1+2{ m M M m_m
M TR

V. Propriétés fondamentales du fluide consideéré dans cette pre-
miére étude. — Dans cette premiére ¢tude, nous supposerons que les
points m consécutifs du fluide considéré sont complétement indépen-
dants les uns des autres et qu'il n'y a non plus aucune force & action
continuc s’exercant entre le solide M ct lesdits points m, de sorte que
les seules forces intervenant dans le mouvement du systéme sont les
forces de percussion qui se produisent par le fait des rencontres du so-
lide M et des points m.

Le cas ainsi défini est purement théorique et il n'y a vraisemblable-
ment dans la nature aucun fluide qu’on puisse assimiler & un ensemble
de points matériels sans actions mutuelles. Mais ce cas n’en est pas moins
utile & considérer tout d'abord & cause de sa simplicité relative qui
permet de dégrossir aisément les phénoménes et d'en dégager les lois.
Il restera, pour étendre ces lois au cas d’un fluide & actions internes
continues, a faire un travail de généralisation qui sera I'objet d'une
étude ultéricure.

Le fluide & points indépendants dont nous allons rechercher les
effets jouit, lorsqu’il est 4 1'étal libre, de deux propriétés fondamen-
tales qui sont une conséquence de ce que la distribution des masses m
constitutives du fluide et celle des vitesses de ces masses, étant uni-
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quement régies par le hasard, doivent satisfaire 4 la loi des grands
nombres :

1* Le nombre 5t des points m animés d’'une méme valeur de vitesse A
contenus dans un espace (E) limité de ce fluide est d’autant plus pres
d'¢tre constant a tout instant et en toute région du fluide, quelles que
soicnt la forme et la position de I'espace (E), que cet espace et par
snite le nombre 9% sont plus grands;

2° Lcs vitesses des ot points n2 animés de la méme valeur de vitesse A
conlenus dans I'espace quelconque (E) sont d’autant plus prés d'étre
¢galement répartics suivant toutes les directions possibles que 'espace
(E) et le nombre 3 sont plus grands.

Cette seconde propriété s'exprime algébriquement, comme on sait,
en disant que, parmi les 3% vitesses A contenues dans I'espace (E), le
nombre de vitesses, dont la direction fait avec une droite déterminée
quelconque un angle compris entre la valeur quelconque ¢ et la va-
leur infiniment voisine 9 + d9, est d’autant plus prés d'étre égal &
)G sinz do ' .

———— que I'espace (E) ct par suitc le nombre 5 sont plus grands.

Cela posé, considérons un plan (1I") indéfini se transportant paral-
Itlement & lui-méme avee une vitesse constante dont nous appellerons
I la composante suivant la normale & ce plan. Proposons-nous de trou-
ver le nombre de points m du fluide qui, dans l'intervalle de temps de,
viendront rencontrer 'une des faces du plan (P) & Pintéricur d'une
aire inliniment grande Q tracée sur cette face du plan avec unc vi-
tesse A faisant avec la normale audit plan un angle compris entre g
el 3 + dy. La normale, dont nous nous servons en l'espéce, est celle
qui est située du méme ¢6té du plan (P) que l'aire Q.

P’renons un point m quelconque dans le fluide, ce point étant, bien
entendu, placé du méme coté du plan (P) que l'aire Q. Si 'on appelle
¢ la distance du point cn question au plan (P) mesurée au commence-

ment de Uinstant d¢, cette distance, a la fin du méme instant d¢, sera
devenue

¢ +(Acosy — 1) dt,

A ¢tant, comme toujours, la vitesse du point 7 et ¢ ’angle de cette vi-
tesse avee la normale au plan.

Journ. de Math. (}* série), tome VII. — Fasc, 1V, 18g1. 53
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Pour que le point 2 soit situé & la fin de I'instant d¢ dans le plan (P),
il faut qu’a la fin de cet instant sa distance au plan soit devenue nulle
ct que I'on ait, par conséquent,

S+ (heosp—I)dt=o.

De la résulte ¢videmment que tous les points m qui, ¢tant animeés
de la vitesse A faisant 'angle 3 avec la normale au plan (), se trou-
vent au commencement de I'instant d¢ i une distance du plan (1)
moindre que (I —Acos3) dt et du méme c6té du plan que I'aire Q
viendront, pendant l'instant d¢, percer la face du plan sur laquelle est
tracée 'aire Q. Par suite, pour reconnaitre quels sont ccux de ces
points qui viennent rencontrer le plan (I") dans I'intéricur de 'aire Q,
il suffit de considérer le cylindre droit ayant pour base I'aire Q et une
hauteur égale & ({ — Acosp)dt; les points qui, animés de la vilesse A
faisant 'angle 2 avee la normale au plan (I”), sont situés a l'intéricur
de ce cylindre au commencement de Tinstant d¢ sont les points cher-
chés.

Si l'on désigne par N le nombre de points m animés de la vitesse 7.
compris dans I'unit¢ de volume du fluide, le nombre de ces points m
enfermés an commencement de instant d¢ & Fintérieur du eylindre
qui vient d’étre défini et faisant avee la normale au plan un angle com-
pris entre les valeurs infiniment voisines 3, 5 + % sera veprésenté par
I'expression

(16) NO(l— heosg) de x 22,

avec une approximation d’autant plus grande que cetle expression
(«qui, toutes choscs égales d'ailleurs, croit proportionnellement 4 I'aire
infinic Q) sera clle-méme plus grande.

Lexpression (16) ainsi obtenue désigne un nombre; elle doit done
étre positive, ce qui exige que la somme / — A cosgp soit plus grande
que zéro ct, par suite, A ¢tant essentiellement positif, que 'angle 3 soil
compris entre un minimum 3, défini par la relation

!
(17) oSy, = 5

ct la valeur =.
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Comme nous I'expliquerons, page 419 ci-apres, les valeurs de A que
nous aurons & considérer scront toujours infiniment grandes par rap-

port aux /. Aussi, le rapport %— étant toujours plus petit que I'unité, les

valeurs de 9, données par la relation (17) seront toujours réelles.

VL. Calcul du nombre relatif de rencontres éprouvées par un
élément quelconque de la surface du solide. — Considérons main-
tenant le solide M en état de moyen mouvement permanent au sein
du fluide constitué par les points m ct suivons par la pensée dans la
marche indéfinic des temps un méme élément quelconque do de la
surface limitative du solide. Ce solide étant en état de moyen mouve-
ment permancnt, il est évident que les diverses valeurs de vitesses que
possédera aux divers instants successifs cet ¢lément ds se reprodui-
ront toutes indéfiniment, non pas nécessairement dans le méme ordre
de succession, mais de telle fagon que si, dans une période de temps
trés longue T, on détermine ceux des instants d¢ pour lesquels ledit
¢lément d7 a une composante normale de vitesse égale & une certaine

valeur quelconque /, la somme Z dt de ces instants, comprise dans T,

peut étre renduc aussi grande qu’on le veut, i condition de prendre T
suffisamment grand, quelle que soit d'ailleurs Porigine des temps i
partir de laquelle on compte T.

Or, pendant I'un quelconque des dt ainsi définis, I'élément do peut,
au point de vue de ses probabilités de rencontres avee les points m du
fluide (celui-ci étant pour un instant considéré comme inaltéré par la
présence du solide M), étre assimilé & 'un quelconque des éléments
de Paire Q de 'expression (16) ci-dessus, cn sorte que la probabilité
de sa rencontre pendant I'instant dt avec I'un quelconque des

(16) NQ(— hcosy) dt x Sn2de

2

. . . ds
points m compris dans cette expression est o

Par suite, en vertu de la loi des grands nombres, cette fraction ‘—i—’

mesure la proportion relative du nombre de rencontres qu'éprouve
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I’élément do pendant U'intervalle de temps teés long zdt sur le nombre
total

NQ(l—7\cos<p)fiﬂ-fr:l":f x Y dt

de rencontres auquel serait soumise 1'aire Q pendant ce méme inter-

valle 2 dt.

L.e nombre des rencontres ¢prouvées par I'élément ds peut done
étre pris égal &

‘ NQ([—?\cos?)i':z—df < f’g < Y dt

' = %Nl(l—lcos;)sin?d? X dg

(en posant Zdt = t), ct cela avec une approximation d'autant plus

grande que P'espace de temps indéfini ¢ est lui-méme plus grand.

Toutefois, ce raisonnement suppose, ainsi que nous I'avons stipulé
ci-dessus, que la constitution du fluide n’est pas altérée par la présence
du solide M. Il reste donc & montrer quil est légitime de regarder ce
Muide comme inaltéré : or ceci résulte pour la présente étude de la con-
dition, posée page 408 ci-dessus, que les points s constitutifs du flnide
ne sont soumis i aucune force d’action continue; car alors les points m
ne rencontrent le solide M chacun qu'une scule fois; ils arvivent de
'infini, se mouvant uniformément en ligne droite chacun avee la vi-
tesse A qui lui est propre, rebondissent sur le solide M et repartent
ensuite en s'¢loignant de ce solide pour ne plus le revoir jamais. Les
points m qqui, marchant vers le solide M, ne I'ont pas encore rencontré
sont done exactement dans les mémes conditions (ue si ce solide n'exis-
lait pas, puisque rien n'est encore venu altérer leur distribution dans
I'espace, ni leurs vilesses,

Il convient d’ajouter que, pour que les considérations ici présentées
soient exactes, 1l faut que le solide M soit convexe; un solide concave
scrait, cn effet, exposé & ¢tre rencontré plusicurs fois par un méme
point m. Il est nécessaire aussi que le solide M n’éprouve pas brusque-
ment de grandes variations de vitesses; autrement il pourra‘t rejoindre
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les points m qui s’¢loignent de lui ct les heurter a4 nouveau; cette der-
ni¢re condition est toujours remplic dans la présente théoric, parce
que, comme il a déja été annoncé, page 4171 ci-dessus, les vitesses A des
points m doivent &tre infiniment grandes par rapport aux vitesses / du
solide; or, comme les grandeurs des vitesses A ne sont altérées qu'in-
finiment peu par les rencontres des points m et du solide M, ces vitesses
restent, apres ces rencontres, infiniment grandes par rapport aux
vitesses du solide qui, par suite, ne peut arriver a rattraper les
points m s’¢loignant de lui.

VII. Formules : % 2'0 =o, fldc' =o0. — Nous allons mainte-

nant ¢tablir deux formules (ui nous scront utiles ci-aprés.

La premicre est relative & I'état de moyen mouvement permanent
danslequel se trouve le solide M. Nous avons dit, page 4oo ci-dessus,
(ue cct état est caractérisé par ce fait que la valeur moyenne du carré
de lavitesse de I'une quelconque des parties du solide M, et, par suite,
aussi la valeur moyenne

' T
o [ OIW2 4 La?) de

de la foree vive totale du solide, calculées pendant V'espace de temps T,
tendent pour T = = vers une limite finie ct bien déterminée, indé-
pendante de I'époque a partir de laquelle on commence & compter ce
temps T. La formule que nous avons ici en vue sert précisément a
I'évaluation de cette moyenne de la force vive tolale, moyenne dont la
détermination est le principal but de nos recherches.

Sil'on considére les valeurs de la force vive totale du solide M

(MW Tw?),  (MW? 4 lat),,

i deux époques quelcongues séparées par un intervalle de temps T in-
finiment grand, la différence

(MW? 4 1o?); - (MW? +T0?), .

de ces deux valeurs est finie, puisque chacune de ces valeurs est clle-
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méme évidemment une quantité finic. Le quotient

2 — 2 ]
(18) (MW?2 1oy T(MW + lw?),

tend par conséquent vers zéro pour T = =.

Mais, pendant l'intervalle de T, le solide M éprouve par 'effet de ses
rencontres avee les points m un nombre trés grand de percussions,
nombre qui devient infini pour T = =x; ct, si 'on représente par

(MW 10?),, (MWi4lw,), ..., (MW24Tw?),

les valeurs de la force vive totale de cc solide aprés la premicre, la
seconde, . .., 'avant-derniére de ses rencontres, on peut écrire identi-
(quement

(MW? - Tw?); — (MW + lw?),
s = (MW?+4+1lw,);— (MW?+lw®),+ (MW? +1w?),
(lﬂ) L T I I T T R R I
' (MW ), + (MW Tot), — (MW 4+ Tw?),
+ (MW? + To?), — (MW?+ Tw?),,

la force vive totale du solide restant dailleurs constante entre deux
rencontres conséeutives puisque ce solide n'est soumis a aucune force
antre que les percussions.

Mais les diverses différences de la forme

(MW? +Tw?)y — (MW?2 + Lw?),_,,

(jui composent le sccond membre de I'identité (19), ne sontautre chose
que les variations de force vive dues aux percussions ¢ue nous avons
appelées ©, pages 407 et 408 ci-dessus. Le second membre de cette iden-

tité est donc égal & la somme 21.‘) des variations de forces vives dues

aux percussions éprouvées par le solide M pendant l'intervalle de
temps T. De la résulte qu’en rapprochant la relation (19) et 'expres-
sion (18) on arrive a la formule

(20) %2'@=0, pour T = =,
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(ui cst la premiére de celles que nous voulions établir, et dont nous
verrons 'emploi ci-aprés.

La scconde des formules que nous avons en vue cst relative a une
propriété générale du mouvement des solides invariables.

Pour y arriver, considérons d’abord une surface fermée quelconque
se déplacant d’une facon quelconque en se déformant ou non. Si, pre-
nant deux positions queclconques infiniment voisines (S) et (S,) de
cette surface, on appelle s le segment de la normale a 'élément quel-
conque do de (S) compris entre (S) et (8,), 'intégrale

fsxdc

¢tendue & tous les éléments ds de (S) représente la différence des vo-
lumes enfermés respectivement i intéricur des surfaces (8,) et (8),
la longucur s étant, bien entendu, prise avec le signe + ou le signe —
suivant qu'clle est & I'extérieur ou a intérieur de (8S).

On ¢n conclut que, lorsque le volume enfermé a l'intéricur de (S)
est conslant, ce qui arrive notamment quand (S) est la surface limita-

tive d’un solide invariable, I'intégrale f 8 X ds cst nulle.

Mais, si 'on appelle  la composante de la vitesse du déplacement de
I'¢lément uelconque ds de (8) mesurée suivant la normale extérieure
a cet élément et dt Pintervalle de temps infiniment petit que (S) met
a passeren (S,), ona

s=1xdt.

Par conséquent, dans le cas du mouvement d'un solide invariable,
on peut écrire

j"l X dl X ds=o,

ou, en supprimant le facteur d¢ commun & tous les termes de cette in-
tégrale, facteur qui n’est pas nul,

(21) fl/lf::().
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(Jest la seconde des formules cherchées. Il est possible d'en déduire
six autres qu'il faut aussi connattre.
On a, d’aprés les dé¢finitions des pages 403 et 407 ci-dessus,

(22) I{=U+V=ucosa + vcosd + wcosy + hn + ip + jg

et, par suite,

fl(ld': ufcosadc -+-vfcos3da+wfcos~((lc
+ nfhdc+yfids+qudc:

el, comme la relation (21) est exacte, quel que soit le mouvement im-
primé au solide M, on conclut de 1a

\ /cosada: o, /cos,’i ds =o, fmsy ds = o,

(23)
) f/z(lc-::o, fi(ld:o, f/'df::n.

VIII. Sommation en 3. — Prenons a présent la formule (20),
page 414 ci-dessus, et cherchons & 'appliquer au mouvement du so-

lide M en nous servant pour calculerZ@ deT'expression (17), page 412.

Chacune des percussions comprise dans I'expression (17) produira
un © dontla valeur est donnée par la formule (15), page o8 ci-dessus.
1 ’ensemble de ces percussions déterminera, par suite, une somme de ©
cgale &

MR

Gm(hcosy— 1) I:l + (m + m ) heosy—{

m__m mm
TN TTAR MR
(21) 1 X NI(l—"hcosp)sing dy X d
a2m(rcose —1)? m deoss- -y
= — --—-————;})—”"* (l—f—; _”;—)N[‘\l“.d(l.‘lxdqa
b T
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“n |msunl
1 I |

MTE T

Pour avoir la somme de tous les © (u'éprouve pendant le temps T
le solide M sous U'effet des percussions dues aux points me qu'il ren-
contre, il faut intégrer lexpression (24) ainsi formée par rapport anx
oI5, aux dsz, puis ajouter ensemble les résultats obtenus correspondant
i chacune des diverses valeurs possibles de A et de /.

Occupons-nous d’abord de 'intégration en 4.

Nous avons vu, page 10 ci-dessus, que Pangle 3 devait étre compris
entre un minimum %, donné par la relation

- - l
(17) Cosy, =y
el w.

Or ona

K e IG% N .
. 2 e (reose — )" (41
'(;. (7\(03,{——/) .\lnfl/.‘,_~— ———3—1————L’ 5
AT - G . p
heoss — Dsing de = — | Ree =0 _ __ G+ 0

'/s. (heosy — 1) sing dy = [ 7 I,= T

En tenant compte de ces deux résultats, la sommation en 5 donne
une premiére somme de © que nous représenterons par le symbo le

~ ) .
z\‘) ¢t dont T'expression est

( '_),.) ) \‘ )= - am N [( )‘1— ”3 — Il’ _gz_.-*-_l_)s. ..‘ [//g
- 14+ 2 h * ’)(|+l—’£)
' w MU

IN. Sommation en A, en i et en ds. — Pour continuer, nous pre-
senterons une remarque importante & laquelle nous avons déja fait
allusi res 411 et 413 ci-dessus. Clest gu'il est impossibl I'éu
allusion, pages 411 ct 410 ci-dessus. Uest qu il est impossibh ¢ (quel ctat
de moyen mouvement permanent du solide M se réalise si les vitesses
des différentes parties de ce solide ne sont pas infiniment petites par
apport aux vitesses A des différents points m du fluide.

Coe

Journ. de Math. (4* série), tome V1L — Fusc. IV, 181, 4
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Supposons, en cffet, que les vitesses £ et A soient du méme ordre de
m m . T . .
grandeur. Alors les rapports ¥’ of ctant infiniment petits, puisque,

page 4oo ci-dessus, les masses e sont infiniment petites, la formule
(15), page 08, peut §'¢erire simplement

(W bis) ©=f{m(hcosp — )l ={mhcosg < [ — jml.

Admections maintenant pour un instant que (ce qui areiverait si le
solide M était immobile) le nombre de points an, qui viennent rencon-
trer, pendant l'espace de temps quelconque 1, les divers éléments da de
la surface du solide avec la composante de vilesse % cosg, soil & égalité
daive des dg le méme pour lous; autrement dit, prenous pour repré-
scuter ce nombre, une expression de la forme 1 ds, H étant un coef-
ficient positif dépendant de A et de 4, mais avant méme valear pour
tous les 5 de la surface du solide. Alors la somme ‘\:\" des variations

de force vive produites sur le solide par lensemble des choes survenus
pendant le temps £ avee la composante de vitesse h coxg s'obtiendra en
faisant 'intégration en dg pour toute étendue de la surface du solide
de 'expression

fmhcosy X I x< tds — 4ml? < e ds,

c'est-d-dire que F'on aura
E\‘)_—. Amhcosy X lll./ lds — 1m 1Lt / [ ds.

Et comme, d'apres ce que nous avons va ci-dessus, formule (21),
page 413, on a, i tout instant du mouvement du solide,

[lds =0,

il viendra simplement

(26) Nv=—imlli[tds.
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Par conséquent, avee les hypothéses ici faites, 2\‘* serait constam-
ment négatif,

Mais de ce que le solide M est en mouvement il résulte que les élé-
ments s pour lesquels £ est positif, c’est-d~dire ceux qui progressent
dans le fluide, marchent vers les points e, et que par suite les ren-
contres éprouvées par ces dg sont plus nombreuses (u'elles ne le se-
raient dans 'état d'immobilité du solide et au contraire que les dz
pour lesquels [est négatif, fuyant devant les points e, sont exposds i
moins de vencontres que dans Fétat d’immobilite.

Par ailleurs, comme il est nécessaire, pour qu'unc rencontre se pro-
duise entre un do et un point 2, que la composante normale de la
vitesse relative du point m par rapport an ds tende i rapprocher ce
point du /s, autrement dit que lexpression A cosp — ¢ soit négalive, la
relation (15 bis), page 418 ci-dessus, montre que ¥ est négatif quand /
est positif, positif quand £ est négatif.

L'¢tat de mouvement du solide M a done pour effet d’accroitre ke
nombre des percussions ui lui enlévent de la force vive, de diminuer

. . . ~N .
le nombre de celles qui lui en apportent, et, par suite, le )_‘v qui,

donné par la formule (26) de la page précédente, est toujours négatif
pour hypothése de la page 18 dans laqquelle est établie cette formule,
serait, a fortiors, loujours négatif si, & ladite formule (26), on substi-
tuait une formule tenant compte du nombre exact des percussions
éprouvees par chacun des divers da.

Par conséquent, lorsque les A et les £ sont du méme ordre de gran-
deur, la force vive totale du solide M tend constamment & diminuer ¢l
la réalisation de I'état de moyen mouvement permanent est par suite
impossible.

La conclusion serait la méme si les / ¢taient infiniment grands par
rapport aux A,

1l faut donc que, pour rechercher les conditions de I'état de moyen
mouvement permanent du solide M, on regarde les [ comme étant in-
liniment petits par rapport aux A.

Sialors, prenant la formule (25), page 417 ci-dessus, on en développe
le second membre suivant les puissances décroissantes de A, on ob-
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tient
m 13
< amN [ D Wi
Y= SaugRY L) WIS I S—— VP 2
m 3 mn
1 '+._. l+ -
® #

en laissant de coté des termes infiniment petits par rapport i ceus que
I'on éerit.
On peut encore, en négligeant devant I'unité le rapport infiniment

o mn 8 .
petit = donner au}iv la forme plus simple
1

\

Y . WL N m
(25 his) Zv——sz(ﬁ;—+l A—-;-i-)ldc.
[}

Formant maintenant Uexpression (23 bis) pour chacune des di-
verses valeurs de A existant dans le fluide et ajoutant ensemble tous

al . . . . . o1

Ics)\" ainsi conslitués, on oblient, pour chaque élément ds, pendamt
1

I durée ¢ du temps pour laquelle il posséde la vitesse /, une somme (e

. . Y
variations que nous appcllcrons}‘x?,

_— ~ fa N\ - N \- t -

o \.,:__\f 2 _ o124 N _2 2 /g,
(26) MIx ( 31 Y Nmh* —altt 3 Nmh + = N A ) ds

2
‘erivant alors P'expression (26) pour un méme ds pour chacune des
valeurs de / par lesquelles passe ce d7 pendant Ia période de temps
. e . al . . ,
infiniment grande T, ajoutant ensemble tous lcsZ\‘) ainsi formés,
2

remarquant, par ailleurs, que, si 'on appelle [, I, 1,, . .. cesdiverses
valeurs de /et 2y, &y, £y, ... les espaces de temps compris dans T pen-
dant lesquels da posséde les différents £ en question, on a

T
bWty bty + Lty 4= [ Ld,
)

T
Bty + Bt + Bty +...= [ B,

<y

l|+,2+13+..- ='l‘:
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on arrive, pour I'ensemble des variations de force vive dues aux per-
cussions éprouvées par I'élément dz pendant le temps T, & la somme

. . N ) T . T T 'r \NE 0
(2=) 2.“’__‘(—3 f lde xZle’—:zw[ l'thZ'\m)"*'QZ\"“"’)'k'

vo

I ne reste plus, pour trouver le total des © ¢prouvés par le solide M

pendant le temps T, qu'iajouter ensemble tous loszx" correspondant

3
i tous les ds qui composent la surface extéricure du solide M.
Avantde faire cette sommation, remarquons que I'on peat, en inter-
vertissanl l'ordre des intégrations, éerive

fas [ tdr=["dif1s,

et que, par suite, comme d'apres la velation (21), page 415 ci-dessus,
on a, a loul instant,

././(lc =0,

le premicr terme du second membre de la sommation dont il s"agit
sera nul.

g . . « e .

Fenant compte de cette observation, on arrive & Uexpression

R » AT T2
WMo = ... jlld’./” l’dtxz\'ml-i-%z:\lnﬁ)\",

a—d

S désignant la surface tolale du solide M et ., une constante définie
e [ids S
par I'égalite f— = —
® JoW *
N . ~ , . :
Kt cotle expression (]1:2‘\9, portée dans le premicr membre de la

relation

(20) 'f 2\‘» =0
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donne Féquation

(28) —a [ds /‘TI" di xz Nmh+ o ¥ Nkt =0
B T ) Ay -t ’

(qui exprimee une des lois du mouvement du solide M.

\. Interprétation du résultat obtenn pour le cas oi le solide M
est une sphére homogéne. — Pour interpréter le résultat ainst obtenu,
examinons d’abord le cas simple o le solide M serait une sphére ho-
nmogine.

Dans toute sphére homogtne, on a, comme nous Pavous déja
remarqué, page jo7 ci-dessus,

. 1 ' PR | . [
par suite, 5 SC réduit a R Par ailleurs, la formule ( 22). page 116 ci-

dessus, s'éerit simplement
(22 bis) | = ucosz + vms(ﬁ “+ Wweosy,

ot 'on a alors

. T T . . .
l s / ot = ’ ot ’ 12 ids == / ot / (w0 cosa+ vcos? +w ('«»57_)’:/7
. LY LI} e L) .
" { cos?a s 4 vt [ cos?Bds
T | . ' .
- / dt -+ w? /ms‘“" s 4+ zm*’ vus{.‘wusyr/@
gy . .

- 2 [cnsa cosy ds + 2uv / cosg cos3ds.
Or ona pour la spheére

.

/vns*a(l': == / st ds = ’ cos?y ds =

X .

)
“
)

/ms@ cosy ds = [msa cosy ds = [ cosa cosFds = a.
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Par suite, .
. T g T . s T .
L3 PR 2 , .3 -2 H
j(lc‘/; Pdt=75 v’o (o + ot +w?)dt &/o W2di,

el dans ces conditions, 'équation (28) de la page précédente de-
vient

28 7 ra \ v S v,
— 'i—l"[ W (11><_.\11¢7\+;;1\]L\nz A = o
on en conclut la formule
(20) LMW = 3 2N
) '—l“‘_o ‘ ‘ — % X\Nmy

La fraction qui compose le second membre de cette formule ne con-
tient que des termes dépendant exclusivement de la constitution du
fluide. On arrive done & ce théoreme

La valear wmoyenne de la force vive du mouvement de transla-
tion d’une sphere homogéne en état de moyen mousement perma-
nent awsein d’un fluide & points indépendants, infiniment divisé,
est ézale, quels que soient le rayon et le masse de la sphére, @ une
quantité qui ne dépend que de la constitution du fluide.

Quant & la force vive de rotation de la sphére, elle peut &tee en
Pespéce queleondquey les quantités &, ¢, j étant nulles (p. o= ci-
dessus) pour toute sphére homogéne, la vitesse de rotation de la sphére
n'influe aucunement sur la grandeur des composantes normales des
vitesses des divers ¢léments de sa surface; c'est ce qui appert claire-
ment de la relation (22 bis), page 422 ci-dessus. Aussi les percussions
éprouvées par la sphére ne peuvent avoir aucun effet pour modilier
ct régler la force vive de rotation comme elles font pour la foree vive
de translation.

XL Interprétation du résultat pour le cas ol le solide M est quel-
conque. — L'interprétation des lois du mouvement du solide se fait
. . . T .
d’une facon moins immédiate lorsque ce solide est queleonque.
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Pour y arriver il faut sabstitner & I'équation unique (a8) de la
page 422 un systeme de vingt ot une équations basées sur les consi-
dérations suivantes

La force vive totale MW + lo? du solide M est lice, conume Fon
sail, aux six vitesses u, ¢, w, n, p, ¢ définissant & un instant quel-
conque le mouvement du solide par I'équation

MW?2 4 [w? = Ma? + Me? + Mw? + A2 + Bp? + Cop.

Nous allons d’abord montrer que ce que nous avons dit (p. §13-1114
ci-dessus) au sujet des variations v de la foree totale du solide M, s™ap-
plique aussi (avee d'autant plus d'exactitude que le fluide constitué
par les points m est plus divisé) aux variations O,y ¥,y 0, Vpo Vpy vy
des produits Me?, Me?, Ma?, An?, Bp?, Cg? et que, par suile, on
peut éerire les équations

[ 1 O 1 QO N
[ 3vmo $Xo—o §Ee—o
"o !
(o) 'lV"— l\w.'_ lxﬂ‘,__
\l‘-\n—'ov TH\,)—“’ T\'d\q—"’

analogues i I'équation (20), en négligeant des quantités dont impor-
tance relative est d’autant moindve que le fluide est plus divisé,

Pour justifier ces équations (30), il n'y aurait u'a répéter le raison-
nement fait (p. 413-414 ci-dessus) pour I'établissement de 1'équation
(20) si (comme cela arrive pour la foree vive totale) les produits M «?,
Mo, Ma?, An?, Bp?, Cg?® restaient constants dans U'intervalle de
temps compris entre deux percussions conséeutives (uelconques. Mais
Fon sail que cette condition n'est pas remplie, les composantes de vi-
lesse u, vy 0%y 1y py ¢ changeant & chaque instant suivant les lois du cé-
léhre mouvement de Poinsot. 11 faut done, pour légitimer 'emploi des
¢quations (30), des explications et peut-étre des conditions spéciales,
¢l ¢'est précisément dans la reconnaissance de ces conditions (ue nous
allons voir intervenir 'emploi de la notion du fluide infiniment divisé
(que nous avons posce page 4oo ci-dessus, comme point de départ des
Présentes études.

R i . . . -l
En vue d'é¢lucider la question, formons d'ubord le ¥ v, pendant
) H [
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. [ ’:
'espace de temps infiniment grand T'; pour cela, nous n’avons qu'a
suivre une marche analogue & celle qui, dans les pages précédentes 417

\

a 421, nous a permis de calculer 2\‘) pendant cec méme espace de
temps T.
On a, daprés la premicre des formules (12) de la page 406 ci-dessus,

!
©,=Mu? - Mu; = m(zuo cosa + "c;; ),

ou, en employant les notations définies pages 407 et 417 ci-dessus,

4
dm(kcosp—1) mdeosy—1
Iy = —— ‘08 —— CO0s7 Q& \.
Vu m UCosE + 5 m
* *

On en conclut, par une séric de calculs semblables a ceux dévelop-
pes pages 116 et suivantes ci-dessus,

sﬂ\‘) —- amN [(h -+ l.)"ucosz _m (k + 1)} cos®a tds
m 3 M m
1+ — /./.<|+ —)
IJ, _ z‘
3 24
= —am N (L cosalh — @ RO g,
. J M4

Vo — [ 2 < ' I\ 2, lcosa mAs
Z\’u-— [ — 4 wcoszx Iz NmA? — 2ucosa < ltz Nmh + =i A )dc

T

2%:(-—%1’ ucosztlleNm)\’—zf zzcosal(ItKZNm)\—l-Tcos dl21\m’7\’>d

cly enfin, en remarquant que, comme il a été ¢tabli page 416 ci-dessus,
on a, pour Fensemble de la surface limitative du solide [prennere des

formules (23)] fcosv ds = o,

(31) 2"?.,= -2 [dc f‘TucosalthNmX+ gmfcos”adcerlt’l’.

v

Or, en_examinant I'expression de 2(?,, ainsi obtenue, on voit que

. *
Journ. de Math. (4* série), tome VII. — Fasc. 1V, 18g1, 55
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F'on peut, en laissant constamment du méme ordre de grandeur, d'une
part, les produits Nm (et, par suite, la masse de I'unité de volume,
EINm??
SNm)’
faire grandir au deli de toute limite les deux termes de ladite expres-
sion en attribuant aux vitesses A des valeurs suffisamment ¢levées,
Mais, conune la relation (28), page 422 ci-dessus, peut s'éerire

autrement dit la densité du fluide), d'autre part, le rapport

. T ' .
", ’ f ) 1 SNm23
L ds Pdl=; =+
ST ) A % ENmx’

les vitesses £ du solide Mrestent constamment du méme ordre de gran-
deur quand, le solide ne variant pas, les vitesses A grandissent sans

SN m?3 . "o "
que l'ordre de grandeur du rapport S\ Soit altéré. D'autre part,

les variations des composantes de vitesses du solide M dues au mou-
vement de Poinsot dans U'intervalle des choes successifs sont, comme
on sait, proportionnclles aux produits de ces composantes et par suite
Pordre de grandeur de leur somme, calenlée pendant un espace de
temps déterminé (dans UespieeT ), ne change pas quand, le solide ne
variant pas, les vitesses [ de ce solide conservent leur ordre de gran-
deur pendant que les vitesses A croissent indéfiniment.

De la résulte que, lorsque, voulant appliquer aux 9, le raisonnement

. . N . ' . )
des pages 413-411 ci-dessus pour arriver & écrive I'équation T Ec)u: o,

on regarde les produits Mu* comme constants entre deux chocs conseé-
cutifs, on commet des errcurs dont la somme peut étre réduite d'im-

portance relativement a la somme 2\9,, autant (qu'en le veut en

attribuant aux vitesses A du fluide des valeurs suffisantes.

Par ailleurs, pour que les produits Nm et le rapport S\-l\—m,—'-: restent

ENma

constamment du méme ordre de grandeur quand les A croissent au
dela de toute limite, il faut que les produits mA* demeurent eux-mémes
constamment du méme ordre de grandeur et, par suite, que les masses
m décroissent de plus en plus, autrement dit que la division du fluide
soit poussée de plus en plus loin.

~est donc bien, ainsi que nous 'avons annoncé page 424 ci-dessus,
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sur l'cmploi de la considération des fluides infiniment divisés que re-
pose la justification des équations (30) ci-dessus.

Nous pouvons maintenant nous servir des équations (30) ainsi légi-
Limces,

Prenons expression (31) de la page 425, divisons-la par T et éga-
lons-la & zéro. In tenant compte de la relation

(22) [ = ucosa + ¢ cos3 + weosy + hn + ip+ jq,

nous obticndrons I'équation

0 o

.T T
\fcos"'adc% ( u’(l!+fcosacos§dc ,'-f uv dt

T . T
M+ {‘cosa cosy da ll / wve dt -+ /h (‘osadc.!rf wn ot
‘e . A} . lvo e 0
( ;-)) ( >, ) T . | T
+‘/ 'COSM{GT,[ up di -i—fj Ccos2 (10';1,‘[ uy dt

')

{ SNmd

—_— .2

=< | cos?ads n—.
.’;vf SNma

En opérant maintenant sur chacune des variations ¥, 0., ¥,y O, 0,
comme on vient de le faire sur la variation ©,, on arriverait semblable-
ment & cing équations analogues & I'équation (32) el de méme forme,
cquations que, pour abréger, nous n'éerirons pas.

Si Pon examine I'ensemble des six équations ainsi formées, on con-
state qu’il sy trouve vingt et une inconnues, savoir :

T T .T
D abord les six valeurs moycnncs,lr f udt, ll ’ oldt, L { widt,

0 A

r)
T

T

. . : f 1

5 puis les quinze valeurs moyennes T f uvdl, ..., T / undi, ...

bl ] v
des produits deux & deux de ces vitesses.
Il reste donc, pour dégager les valeurs des vingt et une inconnues,

a trouver quinze autres équations.

Ces quinze équations s'obtiennent facilement en remarquant que, si
I'on considére ce que devient dans un choc quelconque I'un des quinze

T T T .
o 1 1 9 " M
n®dt, T‘f pidi, "I—‘f g* dt des cavrés des vitesses u, ¢, w, 0, p,
[} 0

»T
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produits de vitesses précités, par excmple le produit u¢, on a, d’aprés
les formules ct conventions des pages 406, 407, 417, pour variation v,
correspondante,

0S 3
Vo= Muw — Mu,vo=M (uo+ E—%a—i) (vo-f- T—%:—‘—) — Mugye,
y m “J 3
= uocos$+vocosa+ﬁcosacmﬁ

__am()cosy —

l o —
— 2mcosz— 1) l:u cosf + vcosa + am(hcosy — 1)

M(H— ﬂ)
e

Mais, en vertu desraisonnements qui ont servi a établir, pages §25-420

m

coszcosf|.
I+ —
i )

N . 1 a o
ci-dessus, l’équatlonfzxﬁ,,: o ct aux mémes conditions, on pent

[ B N
T Z Vo = O.

Partant dc la et opérant comme précédemment, on arrive sans peine
a I'équation

| 1 T I AT
5 fcosa cosB ds (T ’ w?dt + T / o2 dl)

L) i)

N 2T
2 20 I '_ .
+<fcos ads +J cos ljd’)'l‘ /0 ue dt

(%

éerire

.7 N T
1 I
+fcos§c0ﬂ ds T’o uw di +J coszcosy ds TJ(, v ddt

+ficosi3dc%fTupdt+ficos:zdcr %jnvpdl
[ 0

+fjcos$dc%fTuqdl + "jcoszdo'%frqul
! 0 v )

1 ENm)?
= ;fCOSQCOSpdGm

(33) < -i—f/t cosBdc,;—. /'sz (Il-+—flt cosz ds ,;—,j'Tm di

Et, en considérant successivement chacun des quatorze autres pro-
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duits de vitesscs deux & deux, on obticndrait de la méme facon qua-
torze autres équations analogues i cette équation (33).

Les six ¢quations (32) ct les quinze équations (33) forment done
en définitive un systéme de vingt et une équations du premicer degreé
par rapport aux vingt ct une inconnues de la forme

] T I T
-l—f wde, ..., T / uvdt,
0 o

(qu’elles contiennent. Par conséquent, ces vingt et une équations ad-
metlent, en général, un scul systéme de solution.

15t cet unique systéme de solution qui apparait immédiatement a la
seule inspection des équations est le suivant :

f M i

0
2 gy — ! _‘.N m'i
= f Antdl= = f B[’ dt = 5 T / Gyt TR SNmy

1 2l 1
‘T‘/o uu[l:,—l.‘/; ww el == ...

(35) ¢

. ~T 1)
I I
, —Tjo ulult__...z,—l;[ npdt=...=o.

Des valeurs (34), on déduit

N h,./ Mo dt = 1/ Mo dt =
4) /

"-/'Tz\‘l(u*—i-v’-i-w’)dl f(\n+-Bp + Gg*)dt = 3ENm
1“0 q "

SNma

cl, par suite, vu les définitions de la page 406,

T T
(36) : f MW?dt = f Tw? dL,
3 SNm2i?
(37) Tf (MW? + To?)de = 3 2200

La-relation (37) se traduit par le théoréme suivant, analoguc  celui
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déja trouvé (p. 423 ci-dessus) pour le cas particulier de la sphére homo-
géne.

La valeur moyenne de la force vive totale d’un solide invariable
en état de moyen mouvement permanent au sein d’un fluide a
points indépendants, infiniment disisé, est égale, quelles que soient
la forme, les dimensions, la masse du solide, & une quantité qui ne
dépend que de la constitution du fluide.

De la relation (36), on conclut que dans les mémes conditions :

La force vice moyenne de translation du solide est égale a sa
Jorce vive moyenne de rotation.

On reconnait, d’ailleurs, facilement que, comme cela doit étre, les
valeurs (34), (35) vérifient I'équation (28 ) de la page 422, en sorte que
celte ¢quation (28) est surabondante par rapport au systéme des équa-
tions (32), (33).

Lorsque (ainsi que cela arrive, par exemple, pour les cllipsoides
homogeéncs) le solide considéré admet comme plans de symétrie
les trois plans déterminés par ses axes principaux passant par son

centre de gravité, les intégrales de la forme fcosa cosfda, ...,

f hcoszds, ... étant toutes nulles, les six équations (32) donnent

immédiatement les six valeurs (34) des forces vives moyennes.

XIL. Valeurs moyennes des composantes des vitesses du solide. —
On peut, pour achever de bien définir le mouvement du solide M, re-
marquer que, si 'on considére les variations u — uy, ¢ — 0y W — 0y,
n—ny, ... des composantes de vitesses u, v, w, n, p, ¢ données par
les formules (1) et (2), pages jo1-4o2 ci-dessus, ces variations doivent,
pour des raisons analogues & celles qui viennent d’étre présentées pour
les variations des forces vives et aux mémes conditions, satisfaire
a des équations de la forme

(38) %ng)uzo, %21@,:0’ ceey

W,, ®,, ... désignant les variations ¥ — u,, v — ¢,, ... en question.
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En opérant sur ces équations (38), comme on I'a fait ci-dessus sur

les équations (3o), on arrive, par des caleuls analogues, & trouver les
relations

T T

7:“ [ rdt = ;!': /o vdl = :'i. / wdl

Y 3

T

’ '. / (1!1[:0.

AT
T Io ndt ==

7

[
T '
,“ p(ll = 5

cl, par suile, va I'équation (22), page 116,

. e

R
.—;-, / Ldt = o. \\

b



