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SIR QUELQUES EFFETS DES TREMBLEMENTS DE TERRE. 27 I 

Note sur quelques effets des tremblements de terre; 

PAR M. CELLERIER 

jj 1. — Gas les pins simples. 

1. CAS D'UN PENDULE COMPOSÉ DONT L'AXE DE SUSPENSION ÉPROUVE 

UNE SECOUSSE HOIIIZONTALE. — Le plan de la figure est mené par le 
centre de gravité G du corps, perpendiculairement à l'axe de suspen-

Fig. 1. 

0 Φ ι 

sion qu'il coupe en Ο : m est la masse du corps, C son moment d'iner-
tie par rapport à Taxe, h la distance OG, l la longueur réduite OL 
du pendule, de sorte que C= mhl, 0 est l'angle d'écart de la verticale, 
compté positif à droite. 

Le temps l est compté à partir du commencement de la secousse ; le 
mouvement relatif au système des appuis et des objets environnants 
se calculera comme si ce système était immobile, en supposant appli-
quée en tout point du corps mobile une accélération égale et contraire 
à celle du système, ou de l'axe; la composante de celle-ci perpendicu-
laire au plan de la figure étant détruite, l'accélération à appliquer, 
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parallèle au plan de la figure horizontale, et dirigée à droite sera 

(l· Il 

W*' 

it étant le déplacement horizon lui du point Ο dans le plan de la 
ligure, compté positif à gauche; ainsi u, est une fonction donnée de /, 

nulle de même que ̂  quand t = o. L'accélération imprimée au corps 

équivaut a une force m -^7 appliquée au point (ί. L'équation du mou-
vement est ainsi 

C d2 d[|`\^@] mgitsinO + ùh d2 dt'2 i 

en négligeant 0a ou remplaçant sinO par 0, substituant 0 = W//, divi-
sant par mh, posant 

p=i/r /0 = '< 
réquation devient 

■ ν d2.r - d'-ti 
(l> rf?=-liX + W 

et.r est le déplacement du point L, pris positif à droite. L'intégrale 
est 

x= _cos py dy D fu' d(|^{#]|#@]^j(jmdcf 

4. !in^ ^ dJL cosfjitdt -+- Acosfif -h Il sin μ/. 

On suppose que, pour t — o, le corps était en repos ; on avait 

x)ç==0 dx dt )_ç 

les deux premiers termes de χ et leurs dérivées se détruisant quand 
/ = o, il en résulte que les constantes arbitraires A et Β sont nulles. 

Ln intégrant par partie et remarquant que ̂  = o pour t = o, 
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1rs termes hors du signe J se détruisent, et il reste 

χ — cos p./ f ~ cosptdl -h sinp/ j — sinpUi//, 

ou plus simplement 

x = Ç ~-COS{JL(/ — t')dl\ 
*■ 0 

//' étant ce que devient u quand on y remplace t par ï. 

Discussion du résultai précédent. — Quel que soit le mode de 
variation de u' en fonction de on peut partager l'ensemble de la 
secousse en mouvements simples, c'est-à-dire tels que, pendant chacun 
d'eux, le point Ο se déplace dans un même sens, ou que u' soit tou-

jours croissant ou décroissant, et ~ de signe constant. La valeur de χ 

est la somme des portions de l'intégrale correspondant à chaque mou-

veinent simple; elle ne dépend d'ailleurs que de » et ne changera 

pas si, pour chacun, nous considérons le point Ο comme partant de sa 

position primitive, cil conservant à sa valeur exacte. 

Ainsi χ est la somme des valeurs particulières correspondant à 
chaque mouvement simple considéré comme secousse unique, les 
secousses commençant pour des valeurs diverses de t'. 

Pour un mouvement simple d'excursion Λ, on aura évidemment un 
maximum numérique de la valeur (2) de χ en remplaçant cosp(/— /') 

du' par l'unité, puisque a un signe constant; le résultat sera 

j
 w

 ou h. 

Ce maximum ne pourra être atteint que si COS[A(* — l') ne varie 

pas sensiblement pendant la durée 0 du mouvement, et comme ρ = ψ 
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Τ étant la durée de l'oscillation pendulaire, il faut pour cela que ~ soil 

Irès petit. Celle condition sera d'ailleurs suffisante, ear oil peut tou-
jours supposer t tel que u(/ — /') pendant le temps 0 soit sensible-
ment multiple de t croissant, ./· variera à très peu près eiitrc ± A, 
et A sera, pour le point L, l'excursion du mouvement pendulaire qui 
suit la secousse. Ce résultat était facile à prévoir. Le déplacement A 
du point Ο étant brusque, le point L reste en arrière, ayant ainsi un 
déplacement relatif A, qui sert de position initiale pour le mouvement 
pendulaire. Dans le cas où la durée 0 du mouvement est plus grande, 
on ne peut dire, d'une manière générale, que χ sera notablement infé-
rieur à A, car il peut toujours arriver que cosu,(l -- /') reste presque 
constant pendant une notable partie du mouvement, ou que celui-ci 
soit presque soudain. 

Mais, s'il n'en est pas ainsi, χ sera toujours inférieur à A, cl même, 
si 0 est très grand par rapport à T, la valeur (a) de χ sera constam-
ment très petite par rapporta A; en effet, nous supposons le mouve-
ment lent sans se trouver accumulé sur une faible portion de la durée 
totale, et, pendant celle-ci, cosu,(/ — t ) changera de signe un grand 
nombre de fois; les portions correspondantes de l'intégrale (a) se 
détruiront en partie, et le tout sera très petit par rapport à 

f du' dt oui dh 

Si, pour d'autres mouvements simples, l'excursion du point Ο est 

A', A", A'", .... 

ce seront les maxima théoriques dc.r pour chacun d'eux, et de la sorte 
pour leur ensemble le maximum théorique de χ serait leur somme 

A -H- h -F- A' . 

Mais cela suppose une série de plus en plus improbable de coïnci-
dences; pour deux mouvements cela supposerait qu'à la fois 

COS(JL(Î — t') 
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fût ± ι pendant la durée du premier et zp 1 pendant celle du second, 
du' où ^7 est de signe contraire, ou que les deux secousses fussent presque 

instantanées se suivant à un intervalle de temps égal à T. Il en serait 
de même quand il y a plus de deux mouvements simples. 

Ces cas anormaux ont donc peu d'importance et, puisque l'effet 
d'un nombre quelconque de secousses se trouve en calculant celui 
d'une seule, il suffit d'examiner, soit le cas d'une seule comme nous 
venons de le faire, soit celui d'une secousse complète, en désignant 
ainsi le mouvement formé d'une excursion h du point Ο a gauche, 
suivi de son retour à sa position primitive. 

Cas (l'une secousse complète. — Désignons par 0 sa durée totale : 
si 0 > T ou u.0> û, il est clair que le mouvement pourra présenter les 
circonstances anormales déjà mentionnées et que χ pourra atteindre à 
peu près 2 h. Bornons-nous donc au cas où 0 < T, qui est le plus im-
portant. Il faut distinguer ce qui se passe pendant la secousse et dans 
le mouvement qui lui succède. 

ι" I aleurde χ pendant la secousse. — Tout ce qu'on peut dire 
de général quand 0 < T, c'est que, pendant la première période de la 
secousse, a; peut «approcher beaucoup de h si elle est courte, mais que, 
pendant la seconde, il restera inférieur à 2A numériquement. Le 
résultat est plus simple si 0 < JT, car alors pY n'atteindra pas non 
plus que p.(£ — /'); l'intégrale (2) pendant la seconde période de la 
secousse est ainsi composée de deux parties de signe contraire, toutes 
deux numériquement inférieures à A; en outre, dans la seconde, h? 
même accroissement du est multiplié p«ar un cosinus plus fort, 
u.(i — l') diminuant. Il en résulte que, pendant la secousse, χ est com-
pris entre ± h et qu'à la fin il est négatif. 

20 Valeur de χ après la secousse. — Soient 0', 0 — 0' les durées 
des deux périodes du mouvement et H, H' les portions correspon-
dantes de l'intégrale (2) où l > 0. D«ans la première, p.(/ — t') décroît 
de p./ à p.(/ — 0')et, en remplaçant tour à tour costx(i — /') par sa 
valeur la plus grande et la plus petite ( algébriquement) dans cet inter-

Journ. de Math, (p série), tomeVII. — Fasc.III, 1891. 36 
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valle, on aurait des limites entre lesquelles H est comprise, d'où 
résulte 

Il = cosij= h cos/, 

i étant compris entre p,/ et p./ — pO'. De même 

II'= cmï f ~ = — h cos/', 

/' étant compris entre p.(/ — 0') et μ.(ί — 0); de la sorte / — /' est 

compris entre ο et p.0 OU Γ· La valeur complète de χ est ainsi 

χ = 11 H- 11'= A(cos/ — cos/') = — ih sin l-^- sin -—-· 

Ou aura donc constamment, numériquement, 

j-< in sin ^γ· 

Si donc 0 < J Τ, χ < h \j'.i, et si ^ est très petit, bien que, pendant 

la secousse, χ atteigne à peu près la valeur//, £ sera toujours très petit 

dans le mouvement qui lui succède, la seconde période de la secousse 
détruisant en grande partie reflet de la première. 

On pourrait avec quelque probabilité attribuer à la secousse la loi 
ordinaire des oscillations, en posant 

«'= £/Z(I — COSJA'/'); 

de la sorte u' et seraient nulles pour ΐ—o et le redeviendraient 

quand /'= —7· On pourrait ainsi chercher à déduire de l'observation 

du mouvement les valeurs de h et de p/ et la durée ̂  de la secousse. 
F* 

Toutefois le résultat est d'une grande complication et ne pourrait 
s'obtenir qu'en construisant des Tables numériques étendues. 
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On ne pourrait d'ailleurs lui attribuer une grande precision, la fonc-
tion u' pouvant contenir plusieurs termes analogues au précédent. 

2. (Às DE DEUX TIGES ARTICULÉES. Equations du mouvement. — 
Le système se compose de deux tiges OA, AB, que nous rapportons 
aux axes OX, OY, dont le second est vertical. Les tiges, que nous 

Fig. j. 

Y 

0 ~~X 

assimilons à des droites ont la même masse m, la môme longueur /, et 
ne peuvent se mouvoir que dans un plan vertical; elles sont articulées 
entre elles en A, et la première l'est en outre, au sol, en O. Leurs 
angles avec la verticale sontO pour OA, et 0 4- 0' pour AB; 0 et 0' sont 
comptés positivement à droite. Le mouvement est déterminé par une 
secousse dans laquelle le sol éprouve une translation horizontale; u, 
connu en fonction de /, est le déplacement du point O, sur l'axe des #, 
considéré comme positif du côté des χ négatives. Nous admettons que, 
dans l'articulation O, s'exercent des forces dont le moment par rapport 
à O est numériquement -Imbfy et qui tendent à ramener OA dans la 
position verticale. De môme, dans l'articulation A, agissent sur AB des 
forces tendant à diminuer 0' ou à amener AB en droite ligne avec ΟΛ ; 
leur moment par rapport k A est ±rnlb' 0'. 

Les axes étant entraînés dans le mouvement du point O, le mouve-
ment relatif des tiges est le môme que si les axes étaient immobiles, 
en supposant tous les points des tiges animés, outre les forces réelles, 

d'une accélération commune parallèle à OX et de môme sens. 

Les équations du mouvement sont celles de Lagrange, ou 

d (di) di m^=d midn 
2 dt \dV'J 2 \ dQ ) ~ ' 2 dt ) 2 V<rt7 ~ ' 
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en remarquant que la position du système ne dépend que des deux 
variables 0, 0', désignant par KrfO-t- K/rfO' le travail des forces pour 
un polit déplacement, par Τ la force vive totale, et posant 

O" = dO dt, dé=Oi,d 

Valeur de T. — Pour un élément dr de ΟΛ, à la distance /' de ( >, 
les coordonnées sonl 

.r — r cosQ, y -- r sin0, 

la masse de l'élément est 

mdr lk 

et sa forci; vive 

l r2 dr dt2 dt ou mt Op do'" 

Pour un élément dr de All à la distance r de Λ, la niasse est 

m dr 
—Γ' 

les coordonnées 

./· /sinO H- rsin(0 4- 0'), y = leosO -H rcos^O 4- 0' ) 

<•1 la force vive 

dr l| l2 + r2 ()=^]@^`]|@^\@_ià=)à 

Κιι intégrant ces deux forces vives de r — ο à /, on aura en tout 

Τ = ml21^0"- -h 0"- -+-0" 4- 0"')- 4- 0"(0" 4- 0'") cosO' |. 

Nous négligerons les termes du troisième degré par rapport aux 
petits nombres 0, 0', 0", 0"'. Nous devrons donc, dans les équations du 

mouvement, supprimer ^ans autres dérivées partielles 
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de T, remplacer cosO' par l'unité, d'où résulte 

Τ = (8 9"» 4- 5β"0" + 0"). 

Valeurs de K. et K/. — Puisque Κ H- K/ est le travail des 
forces, R'Î/0' est ce travail en supposant 0 constant, ou la tige ΟΛ 
immobile; ainsi K/ est la somme des moments des forces agissant sur 
Λ H par rapport au point A. De même, KrfO est le travail en suppo-
sant 0' constant, ou le système OAB de forme invariable. Ainsi K est 
la somme des moments des forces agissant sur les deux tiges, par 
rapport au point Ο. ÏI ne s'agit que des forces extérieures, et celles 
qui agissent dans l'articulation A n'y sont pas comprises. Tous les 
moments doivent être pris positifs s'ils tendent à augmenter 0' ou 0, 
ou à faire tourner de OY vers OX. 

Les moments des forces exercées dans les articulations sont — ~ mlfd) 
(Pu ' pour K, et — £»ι///0' pour K'. L'accélération que nous désigne-

rons par u"y équivaut à une force mu" agissant sur le centre de 
gravité d.e, c'est-à-dire le milieu de chaque tige, dans le sens OX; le 
poids mg agit sur les mêmes points. Leurs moments réunis sont évi-
demment mu"y H- mg.v

y
 c et y étant les coordonnées du point; 

celles-ci pour K' se rapportent à l'origine A, ce qui donne pour le 
moment 

£ mit"/cos(0 -h Θ') 4- Jmo^sin(Q 0'). 

Dans la valeur de K, l'origine est en O, ce qui donne, pour le mo-
ment des forces appliquées au milieu de OA, 

r,mu"lcos^ -H im^fsinO. 

Pour le milieu de AB, on aura de même 

mu"\lcosO 4- i/cos(Q 4- 0')] 4- w^f/sinO 4- £/sin(Q 4- 0')|. 

Kn négligeant le troisième degré, nous devons remplacer les sinus 
par les angles. En outre, θ et 0' sont de l'ordre de u" qui doit ainsi être 
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regardé comme du premier degré; on doit donc remplacer aussi les 
cosinus par l'unité. En substituant dans les formules de Lagrange la 
valeur de Τ et toutes les parties de Κ, K' que nous venons de trou-
ver, on aura, avant toute réduction, 

ΊΓ (ι6Ίϊ + 5 Tiff) = ~ i*mM + îml(u"+£°) 
+ «[«*(/+jo + g(io + î /o + μο·), 

ΊΓ ( 5W + 2w) = ~ + fj')> 

ou, en divisant par 1/2 ml, 

/ <P«60 + 50') + (6_4g)0 _ d {[|`\^@]' 

s rf,(5
!/r'

)
'
)-gO+W-g)*-«' = <·■ 

En posant 

(3) = b'-g = a', 

ces équations prennent la forme plus simple 

il—5—3Î3 *+«0—*0 -i« =°. 

( 3 Ί/7* ίΤθ + aO- « =». 

5. INTÉGRATION DES ÉQUATIONS PRÉCÉDENTES. — Ajoutons à la pre-
mière le produit de la seconde par une indéterminée / et posons 

(5) ρ = (i(i -h 5/)0 ■+■ (5 -h 2/)0\ 

Nous aurons 

ΪΊΓ' +(a-ëf)h + <a'/-X)<y = ( '· +/)«"■ 
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Choisissons / de façon que l'on ait 

(6)a-_#{`#\^[g'kf_"dodà,'jds,sv 

Kn désignant par ζ la valeur commune de ces deux rapports, 
l'équation deviendra alors 

ÎÎf +--/> = (i+/K °u -"-μ'/'=7(4-■-/)""> 

en posant 

(3) η- — Ρ· 

Si p. est réelle, l'équation s'intègre comme celle du n° 1 ; en remar-

quant que ρ et ~t s'annulent pour / = o, le système étant vertical et 

immobile ail commencement de la secousse, les constantes arbitraires 
Λ, 11 disparaissent, et l'on trouve 

(8) ]> = -—^<7, </=£^coS|A(< — #|#\^| 

u étant ce que devient u quand on y remplace l par Si p. est imagi-
naire, la valeur de ρ contient des exponentielles, et le mouvement, 
même en l'absence de l'accélération u", est instable. 

Pour que / satisfasse à l'équation (6), il faut et il suffit que, pour 
un même nombre ζ, on ait à la fois 

«-gf _ „ _ _ 
1 (3 4- 5/ δ H- a/ 

ou 

`(9) f= a_ déno+ din'( = 45+ 'ng é)ed 

d'où 
(165 — a)(?,z ~ a') — (5s -h g)* = ο 
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ou 
/ η ζ* — 2z(a 4- 8α' 4- 5g) 4- aa' — — ο, 

(10) z= d ajun'+{[|`\^@d 

' Η = {a 4- 8α'4- 5<r)a — η (αα' — ρ* ). 

Il faut remarquer que 

Η = 'λ2μ* 4- ίοg(a 4· 8α') 4- (α 4- 8a')a — ηαα 

Oil 

32U = (5(α 4- 8α') 4 32|a 4 η{α — 8α')-. 

Les valeurs do s sont donc réelles et inégales. 
Désignons par -, z' les deux racines, et par tx', /, />', η' ce que 

deviennent p., /, y, quand on y remplace s par D'après la 
valeur (>) de />, on a 

1 f>0 4 30' 4/(.i0 4 a0') = ρ, i()0 4 >0' 4 /'( *>0 4 20') - //. 

d'où 

50 + JC = .co + :,/)■ = f'-· 

On eu tirerait 0 et 0'; mais nous avons surtout besoin de connaître 
le mouvement du point Β pour lequel 

x = /sin0 4 /sin(0 4 0'), y = /cosO 4 /cos(0 4 0 ). 

La valeur de y est à peu près constante cl égale à 2/; celle de ./·, en 
négligeant le troisième degré, est 

x = 4 0'). 

En ajoutant les deux relations ci-dessus, multiples par 6/7 et -1/8 
on aura 

,0 + 0' ou *
7
 = «+n>rJlï&-



SUR QUELQUES EFFETS DES TREMBLEMENTS DE TERRE. 283 

•M, en substituant la valeur (8) de ρ et son analogue pour p'
y 

x_j d)^ }@ [{ \# }+ fj-6+ f_di 

On peut Técrirc 

Ο") ψ — rj + f/-h ïïiq — f/'), 

où 

[= (5 +f) f_f') =1 

Μη y substituant, d'après les formules (9), 

f= 5z+g d' -2z, f="€ 9@]'+-h 

ou aura, avant les réductions, 

Il _ ( ·» " ' ~ί~ " — 3 3 ) ( "> -H .£Γ — *> ί' )——3S)(« —■>.-') 

( J 3 H- g ) (a'— ·.« ζ' » — (5 V' 4·· Λ') 1
A — *« 3 ) 

Oil 

j | ·ν'» a'* 4- ι oga' -f- A'
1
 — ( '■& a' -f- Γ» μ ) ( ζ 4- ζ' ) -±- ·>. ι ζ ζ' 

~ (:>rt'4- a Α'κ 3 — ζ') 

I/équation (ίο) donne 

z+z' =3/7 (a+8a+56g), zz'= aa' -g2 7 

doii 

H= 168 a'+ #{[|@_dnj'_Z9I HJ E 9 '"$^d£/!<aé&"_tg 

=_5a (5é + 3g ) do,({ [| ` \ ^ @ ] è # {-32+-*/*/fdjs' 

lin outre, en supposant ζ /> -', les formules ( 10 ) donnent 

z-z"'= 2/7 Rd 

Journ. de Math. (4* série), tome VII.— Pasc. III, i8yi. 37 
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la valeur (ι i), on remplaçant H par — H', devient ainsi 

(13) '-j- = i)q' — (ΙΓ— i)y, 

OÙ 
H' — + 8flt') + 3a Ar 

~~
 3V

/H 

y, q ayant la valeur (8) et une autre homologue. (Test l'intégrale 
sous sa forme la plus simple. 

i. DISCUSSION DU RÉSULTAT : I° Conditions de stabilité. — \ous 
supposons stable la position verticale d'équilibre des tiges. Pour cela, 
ζ et z' étant réelles, comme on Ta vu, il faut de plus qu'elles soient 
positives cl, pour cela, d'après les formules (io), que Ton ail 

a -i- 8 -+- .)# > ο, a a' — g2 > o. 

La seconde condition exige cpic a et a soienl de même signe, ol 
g < y αα - Λ d'ailleurs, quels que soienl «, a\ 

a- h- (Pi α'2 — ο ou ( a Η- 8λ')2 > ι jaa > 2.) g-. 

Ainsi, iuiméri(jueinenl, a 4- 8 el, si a el a' étaient toutes 
deux négatives, la condition a -+- 8«' -h îig > ο 11e serait pas satisfaite. 
Par conséquent, pour la stabilité de l'équilibre et celle du mouvement 
dû à la secousse, il faut et il suffit que a cl a soient toutes deux posi-
tives et que g < y aa'. 

20 Relation de grandeur entre μι el p.'. — On a identiquement 

Î2aa = (a ■+■ Sa')- — {a — Sa Y. 
d'où 

32(αα' — g2) < (a -h Sa' H- ïgY« 

ou, en multipliant par 

Ι28.-3'<7(Γ-Ι-Γ')2 
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nu 
3a(s + if - 3

2
(s -s')'< 7(5 4- if, 

5(;4(S-5')
V

2, 

un ri'iiiiirquanl que 5 > i. Il en résulte 

> 5+ 4|`# *^$ôu >>{\ ] \\` { [ @16 

£>'6' R>4· 

i" ( as OM les tiges se réduisent à une seule. — Les formules 
trouvées comprennent ce cas en supposant infini le moment des forces 
qui tendent à amener la tige AB sur le prolongement de OA; nous 
devons donc faire croître à l'infini I/ et, par suite, ad'après les équa-
tions O). 

Les formules (10) montrent que ζ croît à l'infini ; et, comme 

Z* _ aa'—g» 
: + a(« -t- 8α' 5g) 

«m désignant lim;' par z", on a 
n 

z'=16 

8 n' En inème temps — converge vers i, et la valeur (12) de 1Γ vers 

u. étant infini, q = o, comme on le voit en intégrant cosp(/ — t')dt' 

par partie dans la formule (8). En posant dési-

gnant par q".x" les valeurs correspondantes de y, x, l'équation (12) 
se réduit à χ" = \q". 

-i° Discussion du cas général. — En posant 

5(a -ι- 8a') -H 32g = F, 

les formules (10) donnent, comme on l'a vu, 

32R = F*H- 7(α — 8a')2. 
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Puisque a et a' sont positives 

20(α — 8a')3< F8, 3211 > F3 et <F»h-£F»
; 

ainsi R est compris entre F@] La valeur (12) de H' F 2 R elle 

est cloue comprise entre jj et y/$, ou entre 2,5 et 2,82. Pour les éva-
luations cjui suivront, il suffit de donner à 11' la valeur moyenne 2,<>(>; 
l'erreur est au plus de 0,16, et, «après avoir multiplié par J pour dé-
duire de la formule (12), elle se réduit à 0,07. 11 en résulte; la valeur 
très simple 

(lt) ./· = I, >7/-0,71 q. 

(3e résultat remarquable ne dépend plus de g, α, 0', mais seulement 

des durées des oscillations pendulaires dont le système est sus-}A {A 
ceptible. 

Le cas des deux liges se rattache à une question plus générale, 
savoir : de quelle façon la secousse du sol, transmise à un édifice, 
s'augmentc-t-elle dans les portions supérieures"? La question est trop 
complexe pour être directement résolue; mais les portions supérieures 
de l'édifice, les objets qu'elles contiennent, éprouvent, dans leurs ap-
puis, une secousse résultant elle-même de celle du sol; or, de la même 
façon, dans le cas des tiges, le mouvement du point A joue, pour la 
tige AB, le role de l'ébranlement du sol. L'assimilation d'un bâtiment 
ou d'un mur au système des deux tiges n'est point parfaite et, en par-
ticulier, la pesanteur, qui tend à écarter les tiges de la verticale tend 
au contraire à y ramener un bâtiment, sauf dans le cas de secousses 
violentes et destructives; mais cette difference n'est qu'apparente : 
l'influence de la pesanteur a disparu dans la formule (i3^ et, d'autre 
part, le moment de la pesanteur et de toutes les forces qui tendent à 
ramener un mur à la position verticale, quand l'angle d'écart est petit, 
ne peut être que proportionnel à cet angle, comme nous l'avons admis 
pour les tiges sans rien spécilicrVelativcmcnt à la nature de ces forces. 
Ainsi, la comparaison de la déviation maxima de l'extrémité B, dans 
le cas de deux tiges et d'une seule, nous donnera au moins une idée 
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de l'effet de la mobilité relative des parties inférieure et supérieure 
d'un édifice. 

Le mode de variation de q, q\ q" suivant la nature de la secousse 
a déjà été indiqué au n° 1, l'intégrale (2) étant la même que q. 

Ici la durée de la secousse est très petite par rapport aux durées ^ * 

jp» jj» dcs oscillations pendulaires, cosp(/ — Ο est sensiblement 

l'unité pendant cette durée, de sorte que l'on a 

q = 11 
et, de même, 

q' = q" = u. 

La valeur / — J q" et celle de χ se réduisent à 

x" = [χ = 0,86 h; 

le maximum de u est A au bout de la première période de la secousse; 
pendant la seconde u diminue, et dans le mouvement qui subsiste en-
suite, q, q', q" sont très inférieurs à A. On voit donc que les déplace-
ments maxima sontJA; 0,8OA, ou plus faibles dans le cas des deux 
liges. 

lin supposant la durée de la secousse plus grande, χ sera le plus 
grand en donnant à q et q' leurs valeurs maxima de signes contraires; 
désignant par M une moyenne entre ces valeurs, on aura 

X = 2,28M, 

tandis que le maximum de x" est JM", M" étant celui de q ". On peut 
remarquer que, à très peu près, 2,28 = (|)a. Par conséquent, si M' el 
M sont peu différents, les maxima de déviation, dans le cas de deux 
liges cl d'une seule, sont dans le rapport de 3 à 2. Mais ce résultat 
suppose «pie q et q' atteignent simultanément leurs valeurs maxima de 
signe contraire, ce qui est une coïncidence improbable. On en peut 
conclure qu'en général la déviation ne sera pas beaucoup plus grande 
pour deux tiges que pour une seule. 

lin supposant que a soit le même pour χ et x", voici ce qu'on peut 
connaître des grandeurs relatives de ρ, p', p.". 
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On a 

z_> z+z' 2 >ç i 'n z"'ze|`^ ou z" < aa'_g2 a+8a'+5g <aa' 8éa 

Ainsi 

z>a, z'd >a_8' dsqr'( 

Par conséquent, μ' et p" peuvent être du même ordre de grandeur, 
mais ρ est beaucoup plus grand que chacun d'eux, puisque p>/jp', 
!* >'»!*"· 

§ 2. — Application à une tige élastique. 

i». l^QUATIONS DU NOUVEUENT, ABSTRACTION FAITE DE LA SECOUSSE. 

— Quoique cette équation soit connue, il n'est pas inutile d'en pré-
senter ici la démonstration, qui, telle qu'on la fait d'ordinaire, ren-
ferme une lacune. 

(Cherchons d'abord la position d'équilibre. On suppose (pie la lige 
est homogène prismatique ; en l'absence de toute force, le plan de 
la figure la partage en deux portions symétriques; il en sera encore 
de même après sa déformation, en supposant (pie toutes les forces 
agissent dans ce plan ou sont symétriques par rapport à lui. Ainsi 
deux sections droites, d'aire ω, primitivement situées à une petite dis-

Fig. 3. 

l\ Λ 

—7a 

L\ II 

\ i 
\ ! 

Vi 

tance λ resteront perpendiculaires au plan de la figure qui les coupe 
suivant LL, L'L'; A et A' sont les centres de gravité des deux aires, 
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AA' un petit are du filet moyen, lieu des centres de gravité; BB' est la 
projection d'un autre filet qui, dans l'état naturel de la tige, était pa-
rallèle à AA', et joint deux cléments égaux άω des aires, projetés en 
Β, B'; soient AB = A'B' = </, Al = A'I = p, rayon de courbure du 
filet moyen. 

La longueur primitive de AA', BB' était λ; soient δ, δ' leurs allon-
gements relatifs. On a 

BB4 AA' = BI ou 67 ("\~#{ ]{ ]@ ou Y+ Y +ud 

«MI négligeant le produit des petits nombres δ, 

L'allongement δ' produit sur l'élément ι/ω une force ou traction nor-
male λδ'ί/ω, h étant le coefficient d'extension rapporté aux unités 
d'extension et de surface. Klle se change en pression si δ' est négatif 
ou correspond à une contraction. 

Il doit se produire aussi, en général, un léger glissement alterant 
d'un petit angle ε, l'angle droit (pie les arcs AA', BB' ont été supposés 
faire avec LL, cl accompagné d'une force k'zdta, parallèle à LL et 
agissant sur r/ω, k' étant le coefficient de résistance au glissement pour 
l'unité de surface. Cet angle ε altérerait la figure et la valeur de δ'. 
Mais la résistance /»' est énorme et cette altération peut être négligée. 
La flexion et même rallongement ont des valeurs sensibles, et non 
l'angle ε, bien que, pour les équations d'équilibre, on doive le suppo-
ser exister. 

De là résulte l'ensemble des forces agissant sur une section LL, et 
exercées par la partie Ρ de la tige située à gauche, sur l'autre P' que 

Fin. 

X 
_^p' 

Y 

nous supposons libre. Pour les autres forces extérieures agissant sur P?, 
soient S, S'les sommes de leurs projections sur les axes ΑΧ, AY dont 
le premier est perpendiculaire à LL, et M la somme de leurs moments 
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par rapport au point Λ. Les sommes analogues provenant de l'action 
de Ρ seront, suivant AX, 

_ k E dB ou d _k E ( + u + p d e w v,; 

qui se réduit à 
— Α^δοίω ou —Αδω, 

en remarquant que J udu = o. Pour la même raison, la somme des 

moments par rapport à A, ou — A^Jm δ'ε/ω se réduit à 

_ lk 3du2 dx ou _k p c2 w, 

c étant de l'ordre des dimensions transversales de la lige. Parallèle-
ment à LL la somme des projections des forces est — A'ε ω, d'où ré-
sultent, pour les conditions d'équilibre de P', 

Αωδ = S, Α'ωε = S', — ω = M. 
Ρ 

Les deux premières donnent δ, ε, et la troisième ' ou la courbe du filet 
moyen. 

Le moment, par rapport à A, des forces dont S est la somme, est 
évidemment très faible à moins d'une flexion considérable; en dési-
gnant par β le bras de levier moyen des forces parallèles à A Y, on 
aura donc, à très peu près, 

M=S'B, Y P | @[ \] n ju_} 

Si S et S' sont du même ordre de grandeur, comme | est, en géné-

ral, très grand, ο sera très petit par rapport à-» et, par suite, aux 

valeurs moyennes de "t c'est-à-dire que δ' est beaucoup plus grand 
ρ 

que δ. Dans tous les cas où il y a flexion, δ sera donc faible, sans quoi δ' 
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dépasserait la limite de rupture. Du reste, £ étant toujours un allonge-
ment très petit, on peut n'en pas Lenir compte en cherchant la forme 
de la courbe dont ρ est le rayon de courbure. Ce sera surtout fort 
exact si, comme dans ce qui va suivre, toutes les forces sont à peu près 
perpendiculaires à la lige, ce qui rend S insensible. 

Supposons maintenant la lige encastrée en Ο qui sera l'origine, sur 

Κίβ. Γ). 
ο * 

ο 

γ 

le lilrt moyen, ΟΧ étant tangente à ce filet; soient ;/·, y les coordon-
nées d'un quelconque L de ses points. On devra avoir 

y= oç dy dx=0, pour x=0: 

et la courbe; achèvera d'etre déterminée par une équation différentielle 

du second ordre qui sera l'équation = M appliquée à tous ses 
points. 

Admettons qu'il agisse sur tous une force accélératrice Y fonction 
de ./·. Si m est la masse de l'unité de longueur, la force, pour la 
tranche correspondant à l'arc ds de la courbe, sera ru Y ils, et, pour le 
point L, on aura 

τν=ί ' )γ' *?,u' 

l étant la valeur de χ à l'extrémité D, et Y' ce que devient Y quand 
011 ν remplace χ par χ'. En négligeant les erreurs relatives de l'ordre de 

(ίτ) ' °n P°urra remplacer ds par dx', et ~ par qui a bien le 

signe en supposant, comme on l'a fait, le centre de courbure au-
Journ. de Math. (4* série), tome VII. — Fasc. Ill, 1891. 38 
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dessous de la ti^e el M positif. 11 en résulte 

''' 7il> =/ ~ *)V<IA "» = ■—· 

Si 011 lui substitue sa dérivée, ou 

b2 d2y dx3 = d'niY' dux 

l'équation primitive n'eu résulte qu'avec l'addition d'une constante ar-
bitraire. Cette indétermination disparait en y joignant la condition 

évidente = ο pour .r — /. En répétant la même opération, on aura 
encore 

d2 dy =, pour x=lk; 

et l'équation 

"$ = γ· 
l'our [lasser à l'équation du mouvement on devra remplacer chaque 
composante Y dm de la force exercée sur l'élément de masse dm 

d2 r 
par Y dm — dm ce qui donne pour équat ion du mouvement de 
la Ιιμν 

(14) d2y dv+ b2 dy dx3=y 

avec les équations aux limites 

y=0 et dy dx =0 pour dc=0 
( 15 ) 

d2 dyc =et `\^ @=0 pour xk 

/étant la longueur de la li^e. 
Si, au lieu de.r,on prend pour variable - r-. r' et (pi on pose ^ - (>. 
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le terme b2 d2 dx deviendra 

u- p. 

Ainsi, en supprimant l'accent, il est indifférent de prendre/ — 1, cl, si 
pins lard on veut adapter le résultat au cas l c|iielci>ncjue, il suffira de 

remplacer et b pur y » ^ · 

0. INTÉGRALES SIMCI.ES DE L'ÉQUATION SANS SECOND MEMBRE. — 

Nous n'aurons plus à employer les lettres des calculs du numéro pré-
cédent, saufeellesqui entrent dans les formules (1 \) et (10); les autres 
pourront servir avec une nouvelle signification. L'équation à intégrer 
est 

(16) d2y dt2 + b2 dy dx2=0, 

où //est une constante. Lu méthode suivante se trouve dans la Méca-
nique de Poisson; niais, comme elle présente quelques lacunes, il est 
préférable de la reproduire. 

On aura une solution particulière de l'équation précédente en pre-
nant 

y — p cos b μ.* l = p' sin bik-f, 

μ étant 1111e constante réelle ou imaginaire et /?, p' des fonctions de ./· 

seul; p devra satisfaire à l'équation ̂  dont l'intégrale com-
plète est 

p = A siniA.r -+- Λ' costA-c -H -μ IV(r^x -μ e ^), 

A, Β, A', B' étant des constantes; mais, en outre, p doit satisfaire aux 
équations (10), c'est-à-dire, 

/,==°' p°ur* = °i 7à^d^ = i) vourx = i 
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Pour abréger, posons 

j COSUL-RC*, SIIIU=X. 

( I ; ) ' f'V· 4- r = /, <'μ —r V-
 r

 . «·, 

I iv f — f\ ·» .v 4- μ — μ'. 

On aura, pour cos conditions, 

213=: — Λ. 2Η' — — Λ , 

- As - Λ V 4- IV/ 4- \\μ = η, - Λ r 4- Λ'.ν 4-13/4- Η'μ = ο, 

d'où 
Λ μ' 4- Α'/' = ο, - Λ/' 4- Λ' fa* - μ > = ο. 

Do la première on tiro 

Λ =/'!<:. Λ μ' I·;, 

Κ étant une constante arbitraire, et l'autre devient 

/- 4- /( 2.v — μ ) — ο, 

équation à laquelle α doit satisfaire; en la divisant pur μ nous l'expri-

nierons par F(A) = o, et sera désignée par F(|A). On aura 
ainsi 

ΐ F( li.) = ( ·>. V 4- J' )2 4- ( s- — μ- ), /'- — μ· = \. 
d'où 

( I 8 ) F( TF.) = fv 4- 2 = ( νμ 4- e ^ ) l'os ja 4- 2. F'( u ) = νμ s f. 

Fn posant 

(iq) \ = /'(siiiu../; — -Je·"4- ) 4- /(-—ens [A./· -h !,''μα'4-

il en résulte 
ρ = FA. 
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On trouverai! de même/>', qui ne pourrait différer de ρ que par 
Κ* 

la valeur de la constante E; en la remplaçant par—;» °» "»ra P01"' 
solution |)articulière 

< il. ) ,)'= V(|·: <»s h α1 ! + sill b [Λ2 / ). 

et \ satisfait aux conditions 

I V = o, = ο, pour ./· = ο: 
('21) 

fdP="> <hÀ' = °> Pour·'· = ι. 

Ou peut remarquer, en désignant par V ce ((lie devient \, eu y 
remplaçant· μ par une autre racine μ', qu'on a 

X{ [| `\^ @] } }@ ]` |` [ @r= (µ -%')=à)N 

e(, «ni multipliant par d.r et intégrant, à une constante près, 

(µ'=£µ f n'dx = N d2 d [| `\ ^@ I DJ 9*/-*+ 

en vertu des relations (21), le second membre s'annule pour ./· =0 
el ./· 1. 

Il en résulte (pie, si μ* cl μ'4 sont dliferents, on a 

(22) f XV (Ijc — o. 
• 0 

Propriétés des mai. nos de l\lquation Ε (μ) = <>. — Avant de dé-
tailler celles qu'indique Poisson, il faut démontrer deux points qu'il 
a omis. 

i° L'équation 11e peut avoir aucune racine de la forme h( 1 H- 1), 
h étant réelle. En effet, la valeur (18) peut s'écrire 

Ε(μ) = 2 cos μ cos μγ — ι -t- 2, 
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Oil 

Γ(ρ) T.- COSU.(| -h \! — |) -+- COS [A ( I — \ — I ) ·+■ 2 

el, on supposant fi. =-~ h [ ι -ι- ι ), 

Γ( ρ ) - cos ·ι Ji \! — ι 4- cos 2// +■ 2, 

dont le premier terme, 011 V~'-A, est positif; ainsi K( u. ) ne peut 
être nul, 

2υ Pour aucune racine p., 011 ne peul avoir \ -- ο quel que soil / : 
en ell'et, on aurail aussi 

d2X=0 _ 
*2 dx2 

et, d'après la valeur ( 19), en soustrayant \ o, il en résulterait 

/"'siiitt.r — cos u../· -= o: 

en posant ν - o dans cette relation et sa démée, il en résulterait 

f = ο, μ' -rrz Ο oil 2C -h f -- O, 2.v 4- μ - O ; 

substituant/ = 2c dans K( p) — fv -1- ; -- o, ou aurail 

<>- = 1, 
d'où 

ν = ο, μ o 
ou 

et1 — ('-V-o, et\ ' — c = 0, OU C-V-- I , 1 =r I : 

les modules de c2·1, c^v' 1 seraient donc l'unité, et en posant 

u = h -f· li y — 1, 

h et h' étant réelles, il faudrait qu'on eût eih — 1, c 2h' -= ι, d'où 

h — o, h' = o, 

et ρ — o ; or la valeur ρ = o n'est pas racine de P( ρ) = o. 
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ÎNous pouvons maintenant démontrer que l'équation F(p.) = o ne 

peut avoir aucune racine de la forme μ = h -+■ A'y — ι, h et A' étant 
réelles cl toutes deux différentes de o; en effet, μ' = A — b'\J — ι serait 
une antre racine et μ* — μΜ ou 8ΑΑ'(Λ3— A'3) y'--- ι ne serait pas nulle, 
sans quoi on aurait A'3 = A3, A' = dz A, et μ, μ' auraient pour valeur 
Α(ι dz y O» ce qu'on a vu être impossible. Kn désignant par Χ, X' 
les valeurs correspondantes de X, elles satisferaient donc à la rela-
tion ( 22) et, leur forme étant F dz Gy/— i, il en résulterait 

I ( F3 -+- ( I3 ) dx = o. 

( lomine F et G sont réelles, il faudrait que l'on eiit, pour toutes les va-
leurs de ./·, F = o, G = o et, par suite, X = o, et l'on vient de voir 
que c'est impossible. 

Toutes les racines ont done la forme dz A, zh h\ — ι, A étant réelle 
cl posilive. D'ailleurs, en prenant pour μ ces quatre valeurs, F (μ) ne 
change pas. Les racines se distribuent donc en groupes de quatre va-
leurs de cette forme, pour lesquelles μ4 est le même, et il suffit, pour 
les connaître, de chercher celles qui sont réelles et positives. 

Il n'v a pas de racines égales, ou satisfaisant à la fois à V( μ) = o. 
F'(u) o, car, d'après les équations ( t8), on aurait 

fi = — 2 ; 

ainsi ni c, ni/ ne peuvent être nuls. De plus, 

A''· = fi, g'a ''· — J"1 — p ',a = fi — ί — g2 oil g3 .ν- — ο : 

•ν mi g seraient nulles : puisque gc — fs = o et que ni /, ni r ne sont 
nulles, il faut que Ton ait s — o et g = o ; soit que μ ait la forme dz A 

ou dz A / — ι, il en résulte 

r3|t=i, It'-ζ O ou μ = o. 

ce i(ui est impossible. | On a alors Κ\μ) = 4· | 
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Supposons inniiitcnanl que Ton fasse croître u. de //^ à ("/# -f-1)^» η 
«'tant lin entier positif ou nul. L'expression 

\ _ 1 

| Ϊ''Α -Η c"V·)* cos* JA 

est tou jours négative dans cet intervalle, en laissant de coté les valeurs 

extremes //*>(// -h i)^; elle est la dérivée de — tangjx, qui, 

par suite, est toujours décroissante cl ne peut s'annuler qu'une fois dans 
l'intervalle; son produit par (ι*H- <»_ μ) cost/., c'est-à-dire Ρ'(υΟ, ne 
pourra donc, non plus, s'annuler plus d'une fois, et l;([x) aura dans 
l'intervalle au plus une période de croissance et une de décroissance, 
et ne pourra s'annuler plus de deux fois. 

D'ailleurs, K(P.) ou fc H- 2 11e peut s'annuler que si COSJJL dans l'in-

tervalle de //* à (// -+- 1)^ est négatif, ou si η a la forme f/H- 1 ou 

D'-h 2, / étant un entier. Mais, quand il en est ainsi, les valeurs ex-
tremes de K('jjl) sont 2 et 2—/, ou de signe contraire; n'ayant pu 
changer de signe plus d'une fois, il ne s'est annulé qu'une seule. 

Par conséquent, les valeurs réelles et positives de u, rangées par 
ordre de grandeur croissante, sont 

2/ +O, - BKD_',u d [ £ f+*/¤@\^ µ +DY7(' 

dims lesquelles β, δ', δ", ... sont comprises entre ο cl ·π; sino, sins', 

siuo", ... sont les valeurs de — cos u ou de -r~—très rapidement 
1 cr-f- c V· 1 

décroissantes. Pour la [dus petite racine -t- 0, Poisson a donné 

α = -h ο, "ΐο'ι'11 = 1,(S7 "> 11, 

valeur aisée à verifier, (pliant aux autres, il suffit de connaître leurs 

valeurs appmehées γ> γ> γ» ···» dont l'erreur est très faible et de-

vient rapidement négligeable. 
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7. INTÉGRALE DE L'ÉQUATION (I6). — Supposons données, de χ = ο 
à χ — ι, les valeurs initiales 

(ï.'{) / = ?(·«), % = /(·<■·)> pour / = o. 

Poisson admet comme postulat que l'intégrale complète est une 
somme de solutions particulières de la forme (20), étendue à toutes 
les racines tx, de sorte que l'on a 

y— ^X^cos/zfA3/ + /,y sin&|Ae/). 

Si \ correspond a une valeur particulière de [x, il résulte de la rela-

tion's) que, dans l'expression j Xy dx, tousles termes de la somme V 
«/0 

correspondant à des racines p/ autres que tx disparaissent, de sorte que 
l'on a 

/ yX <ι<: = (i 4]cos/>txai ·+- ^sin/qx2/) jf X2dx. 

Kn posant t = ο dans cette équation et sa dérivée par rapport à /, 
il en résulte 

E= K ] } ^{ `[ ^~ }+*/ , f ] oe p( k=$µ%MP^E(-è f2 

et l'intégrale complète devient 

γ=Σ— jjf Xl(.c)dvcosb^t + £ X/(.e)rfxïî^j· 

Λ 

Voici comment Cauchy tranforme @] dx donc le calcul est sans 

cela fort prolixe. Considérons [x non plus comme une racine de 
F(jx) = o, mais comme une lettre indéterminée. On a encore identi-

Journ, de Math, (p série), tome VII. — Fasc. Ill, i8jr. 3» 
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quemcnt 

d'X dxç = µ'X; 
(I οιι 

d3 dxdu= 4 µ2 X+ µYàf_ç' 

Κιι multipliant par \ et substituant u*\ = on aura 

^V=\tw4 -ΤΨ1Ρ = 7ί,' ^ / X ''·'· - ''·· 

en posant 

\{ — Y 'i>X _ ίί* r/*\ _r/J\ __ tPX dX 
d.v* d\>. d.r d.c- d\x d.r'· d.r d\i d.r* d\i. 

el désignant par H
n

 Il „ les valeurs de Κ correspondant à ./■ — ι. ./· — <>. 
(Juel que soit p., on a, quand χ = ο. 

Y = o. dN= dx=0 

d'où 

N @ ] {@^ | ] {=0 
il en résulte 

II,, =.· o. 

Knsuile, quand ./· - i, la valeur ( iç>) donne 

N}]@`^0 2 £ µ £ ol g= f '#]^- + glo+rj( 
r/' \ </' \ 
d.r'· " </./2 r/;x ~ °* 

ce qui annule le second et le Iroisiènie lenne de 11; on a aussi, pour 
./· = ι. 

\ = f'(s - ; «·') -4- «'{ - r-f- ), 
Oil 

2 X- = ( 2 C -h / ) ( 2 Λ — g ) — { 2 V — / ) ( 2 .V -r- μ ) = /| ( s/ — «Τ ) · 

2i?S?· = /) + /(-2*-(-§■)= ί·1·" -if* >· 
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et cos valeurs peuvent s'écrire, d'après les formules (i8), 

\ = - '.il'Yuh ^ ''Xl*)· 

Il en résulte 

W ï *<'« = *V(V>) * I *f*' E(i»)l - «*» ν(ρ)ί\ι\<'(μ)\, 

ou, en l'aisiiιιl K( tx) = ο après les differentiations, 

I \2dx = |F'(»|J = (g'' -./V)2. 
• ") 

I/integral·? complète est ainsi 

(24) y = Z ( @ #} ] | ` [ @{ } #~ [@ M DN 4 sin dinb'bUµ 

la sointue V s'élendanl à toutes les valeurs réelles et positives de μι. 

S. CONDITIONS ΟΥΚ L'INTKGR.VLE DOIT REMPLIR. — Le postulat de 
Poisson n'est évidemment qu'une hypothèse gratuite, et il a laissé de 
rolé les trois verifications suivantes sans lesquelles la formule (2^ ) 
nVsi qu'une réunion de solutions particulières. II faut démontrer : 
Γ' que la série (af) est convergente; 2° que, pour l — o, elle satisfait 
au\ conditions ( 2')); qu'elle satisfait, quelque soit l, aux équations 
( 1 (> ) et ( 1 5 ). 

Γ ('oncoi'gcttco de la wj/yV? (2.V)· D'après les formules (18), on a 

F'(y= =fs - gs += fs+ 2g f 

el, quand μ croit à l'infini, y ou ^ converge vers l'unité, de même 

que ̂  et sin JJL, sauf le signe ; il en résulte que r --t1 F'(tji)2 a pour limite 1. 
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Ensuite la valeur (19) de X donne 

£~μΧ = (2 «τ·4 4-1 h- rr*a|4)(sin [x.r— {c** + ]#}|_"és 

-h (asc"1* ■+-1 — e~a<4)( — cosjxa* -h H- .] }` { \ [ @ # ^ 

et si l'on y néglige les ternies qui, quel que soit .r, décroissent sans 
limite quand [x augmente, on devra dans les coefficients supprimer e-3·4 

et aussi ace-'*, puisque c = — -j\ il restera 

ssc-^v·* _j_ sin pur — cosjx./· ir*', 

dont chaque terme est au plus funilé, et même le second et le troi-
sième réunis forment au plus \Ji\ puisqu'on a, au signe près. 

lime-·4 F'( ix ) = i. 

il en résulte qu'à partir d'une valeur de ix suffisamment grande, ou 
aura numériquement 

N =+°^^^#]\-r(é"à >+ = 

Il csl clair que les termes conservés dans seraient à |>eu |>rès 

les mêmes dans et qu'on en tirerait de même 

d2 X dx2 duy2 <4. 

Cela suffit pour vérifier la convergence de la série (ai), si on la 
réduit à sa seconde partie dépendant de .r; en effet, en y rempla-
çant /(r) par son maximum numérique M. sin/m2/par 1 el, quel que 

soit ./·, ρ—— par {, elle se réduit à 

ΜΣ#' 

où les valeurs de ix sont supérieures à celles d'une progression arithmé-
tique. 
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Quant à la premiere partie, il faut remarquer que la tige doit être 
supposée encastrée déjà dans les conditions initiales, de sorte que l'on 

«o 

?0) = °> ^ET=0' pour χ = o. 

Ensuite 

μ1 f\ ι(χ) iU (·*) d,: 

= d2 X dx3 q(x) _ d2X dx2 fi é} [^ {+ f d°0=dx 

Les deux premiers termes s'annulent pour x = o, d'après les con-
ditions précédentes, cl aussi pour x — t, d'après les relations (21). 
( )na donc 

f1 ¨%$*~' } @ ^ \` { ] # }~^ ~| ~]£¨+°'!:t^ 

/Y" Ο et pourvu ([lie ^-'
s
 ne devienne pas infinie dans les limites de l'inté-

grale, en remplaçant 
\ 1 d*X 

K'(;x) C F'dO pïdx* 

par 011 verra, comme ci-dessus, (jue la série a ses ternies numéri-

quement inférieurs à ceux d'une suite de la forme M' V où M' a 
[X 

une valeur finie. 
20 Conditions initiales. — Leur vérification ne peut se faire que 

par les théorèmes généraux dus à Caucliy et dont l'application de-
mande une discussion détaillée dans chaque cas particulier. Pour 11e 

pas interrompre la recherche actuelle relative à la tige, je renvoie 
celle discussion au § 3, cl, pour le moment, nous admettrons que la 

série (a'|) et sa dérivée ̂  se réduisent hien à 9 (a?), /(#) quand / = o, 

sans que z>(x) soit astreinte à aucune condition pour χ = ο ou 1. 
3° Conditions (16) et (to). — Ces relations sont satisfaites séparé-

(l) Voir, au n° SI, le complément de cette démonstration. 
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ment par chaque terme (le la série (2^); mais, pour pouvoir dire qu'il 
en est de même pour la série tout entière, il faudrait que ses dérivées 

fussent convergentes. Or en particulier 11c diffèrent dey que 

par riiitroduclion d un facteur jx4 ou dans chaque terme. On 
pourrait essayer de le faire disparaître connue ci-dessus en substituant 
dans la portion dépendant de /( r), 

µ fX = dx = f D [#ç o à = D 1 } ] #| ^{ ] |^ \ 

= d3 X dx3 f(x) _ de2 X dx2 +°d¤po'k0+£4 

-N d2 f dx 2-@ +| \ ^{ @}_ ç +f¤}_'8 fe 

Il faudniil alors, pour annuler les termes hors du signe J quand ./· — ο 

ηιι ι, supposer (pie /(·>') satisfait aux conditions (ai), ou que l'on ail 

f(x= =o df (x) duv=o pour x=po 

d2 f(x) dcxc=o d3 f(x) dx23=0 pour x=1 

et qu'en outre ~'y~ reste finie entre les limites ./· --- o et ι. S'il en est 

ainsi, il est clair que, dans la portion de la série dépendant de /(·/'). 

les termes seraient inférieurs à ceuv d'une suite de la tonne M" Vi.. 

Mais cette transformation ne suffiraiI pas pour la portion dépen-
dant de o(.c>; aussi devons-nous recourir à un autre mode de raison-< · 
iicnioul. 

Soit y
u
 la somme des η premiers termes de la valeur (2î ) de v; 

y
u
 satisfait aux équations ( ι G) et(^5), et les valeurs initiales de r„. 

~ sont des fonctions o
i
(x)

1
 f

t
(.v) différentes de ?(·'.'),/(./;), et que 

l'on obtient cil posant / = o dans les valeurs de y,
n
 ainsi, quand 

η emit à l'infini, o,(-r), /,(2 ) finissent par différer aussi peu (pic l'on 
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vaudra de 9 (y), /(·£)· Or, si les fonctions initiales étaient φ,(α·), 
/,(./;), le mouvement de la tige serait bien représenté paryw; si 9, (./·), 
/,(./;) finissent par différer infiniment peu de φ(χ), /(·*'), ce mouve-
ment sera donc bien à la limite le mouvement correspondant à 'x. 
/(./;); celui-là est donc représenté par la valeur limite dey„ ou par la 
formule (a'i). 

ÎL INTKGHALE COMPLÈTE DE L'ÉQUATION (I'I). — Cherchons niain-
leuanl fintégrale complète de l'équation 

d2dt(- + b2 d=Yd 

satisfaisant en outre aux équations (ij) où f=i, et aux conditions 
initiales (12T). 

Il suffira de déterminer y en regardant les fonctions initiales q '(x=) 
f\.r ) comme nulles, car, en ajoutant au résultat l'expression (24), on 
aura évidemment la solution demandée. Nous admettons quo l'ex-
pression Y est une fonction donnée quelconque de l et./;. Toutefois, 
pour trouver la valeur dey, qui sera ensuite vérifiée, nous pouvons 
regarder Y comme une accélération imprimée à tous 1rs points de la 
lige, puisque, clans sa signification primitive, c'était une force accélé-
ratrice. Nous pouvons, provisoirement, ne l'astreindre à aucune con-
dition spéciale correspondant à l'encastrement. 

Soit Y' ce que devient Y quand on y remplace / par L'effet, de la 
force équivaut à une série de vitesses Y'cli', imprimées à tous les 
points de la lige à des intervalles de temps cil' ; le mouvement est du 
à ces vitesses seules, les fonctions ο et f étant nulles. La valeur de y, 
due à une seule vitesse Y'dlse déduit de la formule (24) en rempla-
çant 9(.tf) par o, la vitesse initiale/(.c) par Y'dl', et t par t— t', 
temps écoulé depuis l'époque initiale. La valeur complète dey est la 
somme de celles qui correspondent aux vitesses élémentaires, 011 

<■» .•-2
N

^IÏ
XV

-
Î

$-
W

· 

l'd ri fixation. — Lu remplaçant sin b\L2(l — l') par 1, Y par son 
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X maximum numérique, et quel que soit .r, ρτ^ P
ar

4> <>
n verra, comme 

au numéro précédent, (pie la série est convergente. 
Soity,, la somme des η premiers termes. On aura 

W = Σ [FW'.( I
 XY'«*W - Odtdt. 

Ainsi y
lt
 cl —■ s'annulent avec t. Ln outre, en remarquant que 

d2X dx2 = µ4X, on aura 

d2yn dt2+b2 d2 ydcfi= 

oil 

*"2IRÈ*C "'''· 

la somme 2 s'étendant aux η premiers termes. De plus, y„ comme X 

satisfait aux conditions (15). Par conséquent, si, dans l'équation Ο 4 )» 
le second membre était ΥΛ

 au lieu de Y,y
H
 serait de la valeur exacte 

dey, satisfaisant à toutes les conditions, y compris celle de s'annuler 
pour / = ο de même que sa dérivée. 

Or, d'après ce qui a été dit au numéro précédent relativement aux 
conditions initiales, il est prouvé que toute série de la forme 

E X ['(y)=f X q (x) dce'' 

est convergente et a pour somme 9(.c). Il en résulte, en remplaçant 
?(X) PAR Y» qu'en faisant croître η à l'infini, Y„ a pour limite Y, et 
par suite la valeur exacte dey sera la limite dcye ou l'expression (20 ). 

10. Lois DU MOUVEMENT RELATIF POUR UNE SECOUSSE DE NATURE 

QUELCONQUE. — Si l'on veut passer du cas simple examiné jusqu'ici à 
celui des secousses tournantes, il est nécessaire de rappeler quelques 
principes généraux. 

i° Changement de coordonnées, — Étant donné un système S de 
points ou de corps, rapportons son mouvement à un premier système 
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A d'axes des îc, γ, z, immobile, puis à un second A' des a?', y, ζ en 
mouvement d'une manière quelconque. Prenons d'abord pour S un 
point libre M et soient/ la force qui agit sur lui; Χ, Y, Z ses projec-
tions sur les axes A; V, Y', Ζ' les mêmes pour les axes A', en suppo-
sant / rapportée à l'unité de masse. Les équations du mouvement 

dl r absolu sont ~ = X,..., et, en transformant les coordonnées, on aura 

pour celles du mouvement relatif 

d2 dt2 = X' + X", d2y" = Y' + Y", d2z' dt"= Z"+ Z" 

Les termes additionnels X", Y", Z" dépendent de x',y, z\ c', z', dx', dt; dy' dte 

dz' dt' ou de la position relative et de la vitesse relative du point et, en 

outre, du mouvement des axes. On peut les regarder comme les pro-
ject ions d'une force fictive ou apparente 9 et, de la sorte, le mouve-
ment relatif sera le même que si les axes ne bougeaient pas, niais qu'à 
la force/ on joignit la force φ. 

Il en est de même pour tout système S, car on peut toujours le con-
sidérer comme un assemblage de points libres exerçant entre eux des 
forces. Les lois du mouvement relatif s'obtiendront donc en suppo-
sant les axes A' immobiles, et corrigeant l'erreur par l'hypothèse que 
la force apparente y agit sur chaque point, outre les forces réelles. 

ί" Mouvement contraint. — Admettons que le sol ou un ensemble 
de corps formant un tout de forme invariable éprouve un déplace-
ment, et pour y rapporter celui du système S menons des axes fixes 
par l'apport au sol. Le seront les axes A dans la position primitive ou 
inimohiledu sol, les axes A' pendant son mouvement. 

Admettons maintenant, en outre, que le système S renferme un 
certain nombre de points d'appui 1\ fixés au sol d'une manière inva-
riable et dont le mouvement, par conséquent, sera contraint par celui 
du sol. \011s ne pourrons plus, en apparence, les considérer comme 
libres. 

Nous pouvons les supposer tels, pendant le mouvement de S, si le 
sol est immobile en supposant les liaisons qui les fixent remplacées 
par des forces convenables F, F',..., maintenant leur immobilité ; mais 

Jour/1. de Math, t \* série), tome VII. — Fasr. Ill, i«9t. 40 
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Ins lois du mouvement s'obtiennent aussi bien en laissant de coté ces 
forces, et exprimant d'une autre façon la condition d'immobilité; c'est 
ce qui a été fait pour la tige encastrée, en ajoutant aux autres condi-

tions celles que y et ̂  fussent nuls pour r — o. 

Pendant le déplacement du sol, 011 pourrait de même regarder les 
points d'appui comme libres, en supposant l'action des forces F, F'.... 
propres à leur donner leur mouvement contraint ; ensuite, dans les 
équations du mouvement relatif, comme on Fa vu, on doit, pour, dé-
terminer ec mouvement, supposer l'action de la force appareille τ», 
puis considérer les axes connue immobiles, et, de la sorte, les foires 
F, F', ... doivent être prises de façon à assurer rimmobililé des points 
d'appui. On retombe ainsi sur le ras précédent, el l'on peul de nou-
veau laisser de coté les forces F, F', ..., en exprimant d'une aulre ma-
nière la condition d'immobilité. 

Pour la lige entre autres, il suffira donc de supposer sur Ions ses 
points l'action de la force apparente ο et dy joindre la condition 
qu'elle est encastrée en l'exprimant comme si les axes étaient lives. 

On aura ainsi son mouvement tel qu'il apparaîtrait à un observa-
teur partageant celui du sol. 

F* Cas où / (ne insla/tfaar a une direction constante. — Le mou-
vement du système des axes A' se compose <le celui de l'origine ( )' 
dont α, β, γ seront les coordonnées par rapport aux axes lixes et, en 
outre, d'un mouvement de rotation au Lour d'un axe instantané pas-
sant par ()'. Nous laisserons de côté le cas plus compliqué où relaxe 
a une direction variable, el nous supposerons qu'il reste parallèle à 
lui-même. 

Pour la transformation, nous prendrons d'abord les nouveaux axes 
parallèles aux autres, elde même sens, de sorte que l'on aura 

./· ./·' 4- a, 

y, .. /P.c il*./■' il'2 ζ 
dt2 (112 dt- ' 

d2.rr __ iP<t 
7(7 ~ <77y 
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Les termes additionnels X", Y", Z" seront ainsi: —-7^» τί> -_dx dv', _ d2B dte 

d2 dt3; et la force apparente est l'accélération de l'origine prise en signe 

π 11 il ra ire. 
Puisqu'on doit la considérer connue agissant, il est plus simple de 

la faire rentrer dans les forces réelles/ dont les projections sontX, 
Y, Z, cl «le désigner de nouveau par z les coordonnées relatives 
nu\ nouveaux axes qu'on doit maintenant supposer immobiles. Sup-
posons, pour simplifier, que l'axe de rotation soit celui des 3; en desi-
gnanl par 0 l'angle dont les axesmobiles ont tourné, 011 aura 

./· - ./·'<·osO — y'sin0, y = .c'siu() -h y' cos h. 

La valeur de c si' déduit de eelle de^ en remplaçant 0 par 0 -+- ~ ~ et 

d" x dt"2 se déduire de même de d2y dt'. On trouve aisi 

\ — - - Ρ eosO — Ο sinO, Y — t— = Ρ sinO H- ( ) eosO, 

en posant 

P= d'2 dté2 _ 2 dy' dt _ x' _ y' d2 5 dt"' 

Q= d2 dt' + °+}#`@[|} _ y'4é"µ £ ù+ x"'d 

Knsuite 

Y' = XcosO H- Y sinO = Ρ, Y' = — X sin0 -h Y eosO = (y 

Kn substituant les valeurs de 1\Q, ces relations prennent la forme 

supposée ~ \'-f- X", .... dans lesquelles 

x=" 2 dy'" dt + dx"' (dt ) d2 + y dçà, n d' ,; 

(26) Y=_ d duyc' s+ y d'(dö dt=) =$ 

( Ζ" = », 

Ce sont les projections «l'une seconde force apparente o', naissant sur 
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tous les points du système, outre la première désignée ci-dessus par 9, 
et les forces réelles. 

11. APPLICATION DE CE QUI PHÉCÈDE A LA TIGE. — Connue on l'a vu, 
le but de cette recherche est de trouver comment le déplacement du 
sol peut être augmenté en se communiquant à un corps élevé; nous 
devons donc supposer la tige verticale, encastrée inféiieureinent. 

En outre, reflet des forces φ, est de donner des impulsions élé-
mentaires successives aux divers points de la lige, et les mouvements 
dus à ces impulsions s'ajoutent algébriquement, de sorte qu'il suffit de 
les considérer séparément. 

Il y a évidemment dans le mouvement du sol des complications à 
laisser de coté. 11 est inutile de supposer variable l'axe de rotation; ou 
n'a guère non plus à considérer des rotations aziniutales, mais d'in-
clinaison. Aussi l'axe que nous avons pris pour celui des 3 sera hori-
zontal; l'axe des χ vertical suivant la tige. 

11 est inutile également de tenir compte de la courbure du mou\li-
ment de translation ou du déplacement de l'origine mobile O; il sera 

rectilignc. La composante verticale de la force φ peut être laissée de 
côté, son effet étant détruit par la fixité du pied de la tige; il suffit de 
considérer le déplacement horizontal de Ο que nous désignerons par 
placé sur le prolongement de l'axe des y : la force cp se réduira ainsi à 

sa composante Y = C'est le cas simple que nous avons considéré 

précédemment pour un système de deux liges articulées. 
Quant à la force 9 dont les projections Y", Y", Z" oui la valeur ( 2(> ), 

il faut remarquer que il est un très petit angle et qu'on doit négliger les 
termes de degré supérieur au premier par rapport à 0 cl ses dérivées, 

et entre autres par rapport à~-^; cela devient du reste encore 

plus évident en attribuant à 0 la forme d'un cosinus. Soit, eu effet, 
0 = h(ι — cos/i7), h et k étant des constantes : 0 croit alors de ο à ih 

et diminue jusqu'à ο dans un temps il en résulte 

(dt_ det)à@}{= sin'(2 kt, d20 dyt}{¤* coskt 

et le rapport h des coefficients est imperceptible. 
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On doit regarder y' comme de Tordre de 0, puisque la tige à l'étal 

primitif était rcctilignc el, par conséquent, négliger dans les for-

milles (aG) les termes ayant y' ou en facteur. De la sorte, X"= o; 

aucune force ne tendant à donner à la tige des oscillations longitudi-

nales, ~ = o, et Ton a Z" ·= ο, Y" = — χ' ~· \ous désignerons les 

coordonnées par.c,y, au lieu de x\y' et, en outre, nous remplacerons 
0 par — 0, de sorte que cet angle tendra à éloigner la tige de l'axe 

des y. La force o' se réduira ainsi à sa composante Y = χ agissant 

sur chaque point; 0 est le déplacement absolu qu'aurait l'extrémité si 
la tige restait rcctilignc. 

Soient u', 0' ce que deviennent u et 0 quand on y remplace l par 

Kn substituant soit Y'= soit Y ==x'^ dans la formule (ao), 
nous aurons 

(a7> 

y ) E U fi d1u' sin bu2(t -t') dt', 

y'= E U fi d2O' sin bu2(t - t') dt', 

eu posant 

(28) U = X f' Xdx, U'= X f' xXdx, 

y correspondant à la secousse par translation et y' à la secousse par 
inclinaison, la lige dans les deux cas étant rectiligne et immobile 
avant la secousse. 

On a 

•a fXdx= f 07dv =-· 07' ■ 

Oette valeur est nulle pour χ = ι et, d'après la formule (19), se réduit 
pour χ — ο à — if. Ensuite 

u1 f xXdx = f x u2dx3dx = xu2dx3 - u2dx2 
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Le premier terme est nul pour χ = ι et χ = ο, le second pour χ = ι ; 
il se réduit à — 2 g' quand χ = ο. 11 en résulte 

F"@^ | \^ ]3f µ ,; f' xX"'dx = 2g'"Yù$ 

Mil outre, il nous suffit de connaître / et y pour l'extrémité de la tige, 
et pour cela il faut prendre χ = ι dans le premier facteur \ des for-
mules (28). Comme on l'a vu au 11° 7, on a dans ce cas X = — 2 Κ (p), 
d'où résultent 

U8= _4 f' µ' (*=) U' = - sn'se"é 

Pour simplifier ecs valeurs, remarquons, comme on l'a vu au n° β, 
que les racines p. de rang impair, que nous appellerons, pour abréger, 

les racines impaires ont la forme (/ÎÏ4-I)^-T-δ, ei les racines paires la 

forme ('| i-h 3) * — 0, 0 étant compris en Ire oet^; ainsi sin ± rose 

étant positif pour les impaires, négatif pour les paires. Convenons 
d'employer les signes supérieurs pour les racines impaires, les signes 
inférieurs pour les paires. On a 

/r~h A- o, «a = 1 - ea= ^ s·-^, 
·/ »' ./ 

pour la valeur et pour le signe. Il en résulte, en exprimant ton! en 
fonction de s et r, 

f=_2/3, g= fs=; F{~'=) . +3 23' !:§/f"é' 

g' = 2s + g= 2s' 'c_ç à è {]`\#^ 

~F (y) = gc _ fx = 2d s + d¤}]{^{`[-c 

et les valeurs ci-dessus se réduisent à 

U= 4s _µ(1-+ c')= U' -+ 4 y-è 
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Pour la première racine, on a l* = i,5(>(>o, U'= 1,1377. Pour les 
nul l'es, on peut prendre r = o, s = dt 1, d'où 

(29) U = +4, U' = +4, u = 3r, 3r, 7r,... 

lui même temps, en integrant, par partie, ^pj, et remarquant 

que du'■ -r- s'annulent avec les formules (27) deviendront 

Ct») 
■>- = Σπ( '{{-<·»*l>u.'(t-t')dr. 

y' = E U' ft dO'cos bu2(t-t')dt' 

12. KEMVRQUESSUH LES VALEURS PRECEDENTES. — DésigllOIIS par// 
l'excursion, c'est-à-dire le maximum de «ou de 0, ou le déplacement 
absolu qu'éprouverait l'extrémité de la tige si elle restait rectiligue 
pcmlanl la secousse; soit τ la durée de celle-ci et posons 

Au2
 = nt, j ~~ cosm(t — /') d( = V, 

t'iι remplaçant u' par 0' j)our y connue dans tout ce qui suit, de sorte 

que rn corresponde à la période ^ d'un des mouvements naturels de 
la lige. 

Nous avons vu, au n° 1, le mode de variation de V dans divers cas; 
il convient d'en distinguer Irois, ou trois espèces de valeurs de m ou 

de V : ι" ̂  est très petit par rapport à τ; 2° est très grand par rap-

port à τ; 3* ils sont, du mèine ordre de grandeur. 
i" Si V est de la première espèce (en supposant, cela va sans dire, 

que la secousse soit réellement répartie sur la durée τ et non accumu-
lée sur uu instant [dus court), la variation très rapide de cosw ( / — /' ) 

rend V très petite par rapport kj* ~r dt', ct, par conséquent, par 



it/, CELLERIEH. 

rapport à A ; si y se réduisait au terme UV, il serait presque nul; la 
tige accompagnerait la secousse lente en restant presque rcctilignc. 11 
«m serait évidemment de même pour la valeur complète do^si, déjà 

pour le premier terme, τ était très grand par rapport à ^· 

2° Si V est de la seconde espèce, on a vu au n° 1 que V croit 
d'abord à peu près jusqu'à ·+- A, puis diminue et reste insensible après 
la Un de la secousse. Si V est de la troisième espèce, le résultat est in-
termédiaire entre les deux autres cas : pendant la première partie de 
la secousse, V n'atteint pas la valeur A, et il en est de même pendant 
la seconde partie, à moins de coïncidences improbables; mais le mou-
vement, après la fin de la secousse, n'est pas insensible. 

H" S'il existe dans la valeur de / des termes V de la seconde espèce, 
ils se trouvent parmi les premiers; pour le premier seul le maximum 
est ainsi i,5G()o//; si un grand nombre de termes consécutifs sont de 
eette même espèce, les suivants sont négligeables par suite de la peti-
tesse ducoefiicient l:, et, quant aux autres, V restant positive pendant 
la secousse, ils sont de signe alternatif; le maximum de y est ainsi 
moindre que la valeur ci-dessus et se réduit environ à h\ il en est de 
même pour la valeur de y' si τ est le même. En poussant ce cas à 
l'extrême, c'est celui d'une secousse infiniment courte, où l'extrémité 
de la tige reste sensiblement immobile dans l'espace, ayant, par suite, 
-h A pour déplacement relatif maximum. 

V II reste à examiner seulement le cas où les valeurs de V de troi-
sième espèce se présentent dès le premier terme ou peu après. 

Quoique, sur une donnée aussi peu précise, on ne puisse baser de ré-
sultat absolu pour ce qui se passe pendant la secousse, il est clair qu'à 
moins de coïncidences improbables, on ne doit pas s'attendre, pourj·, 
à un maximum beaucoup plus grand que dans le cas précédent, ou 
que A; c'est surtout évident pour la valeur deyJ puisque le coefficient 
l; décroît plus rapidement que l . 

M ais, après la lin de la secousse, le mouvement persiste, et l'on se 
rendra mieux compte de ce qui se passe alors en attribuant à u ou 0 la 
forme déjà employée 

0 ou u = h ( ι — cos/»7), 
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h étant le maximum de u et A la constante —· On aura alors 

V = ~ Γ sin A/'cos w(/ — i')dl' 
' t/Q 

= τ{<r±7. + rh;) lcosw< -cos"' (' - ">l 
OU 

V = — Xsin///(/— £τ), 
eu posant 

Y = hk' k(µ£¨sin (l-148/*)= 

U λ esl l'amplitude de l'oscillation correspondant à un seul terme de/; 
pour trouver pour quel terme, ou quelle valeur de m, elle est la plus 
grande, posons 

10 r6= cx; k= 2r t-= rmY =k^p' 

où 

sin.*· 

'· = iCTTÎ-

On verra plus loin que m ou χ variant, le maximum de ν corres-

pond avec une grande exactitude à χ = ·—; on a 

r=3r k' x='ùm9 =ùrm^¤ 

5 
cela suppose donc m = g A; il en résulte 

v=18 12d:Y =18 1=¤* 

Dans le cas très particulier où il en serait ainsi pour le premier terme 
de / ou/', l'amplitude ι ,56GoX ou ι, 1377X de l'oscillation deviendrait, 
pour ce terme seul, 2,56A ou i,86A, tandis que, pour les termes sui-

Journ. de Math, (p série), tome VII. — Fuse. III. 1891. \ « 
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vfints, elle décroîtrait très rapidement. Il faut remarquer, en effet, que 
les valeurs de χ sont proportionnelles k m ou à et celles du dénomi-
nateur x,a — ira le seraient sensiblement à p4. 

Dans le cas général, le maximum de λ ne se réalisera qu'approxima-

tivement seulement, si dans le premier terme et ce sera 

pour un autre terme, de sorte qu'après la secousse, y sera beaucoup 
plus faible de même que y'. Toutefois, il peut arriver que, dans les 
mouvements pendulaires correspondant à une série de termes, bien 
que tous soient faibles, il se présente, même au bout d'un temps assez 
long, une coïncidence de leurs maxima produisant à l'extrémité de la 
lige un ébranlement soudain fort sensible. Ce phénomène est aisé à 
vérifier par expérience. 

Si l'on voulait assimiler un édifice 011 un mur élevé à une lige élas-
tique, il faudrait tenir compte de son élasticité imparfaite, qui a pour 
effet d'amortir rapidement tout mouvement pendulaire après la fin de 
la secousse. 

*)° Maximum numérique de ν = ^r » — La valeur de ./· corres-

pondant à cc maximum ne peut dépasser r; en effet, soit./; = r. -4-y* 
y étant positif et différent deo; y ne peut être un multiple de π, ce qui 
donnerait o = o; on aurait 

sin γ ν = H 1—; ; 
ity+y 

or, en donnant à χ la valeur numérique de τ: — y, 011 aurait, pour e, 
celle de 

sin r 
•iiry — v* 

qui est plus forte. i\ous devons donc faire varier χ seulement de ο à r.. 
( >n a 

dx =d@^\ bn'("é =) 

r' (Έ3 — j;*) cos /: -+- 2 csin t\ 

dx' = -*dr'}#^-)"éssin cx 
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Par conséquent^ est négatif de χ = ο à χ— 2, puis positif 

jusqu'à χ = is; v' est d'abord décroissant, puis croissant. Connue 
i·' = z* pour x = ο, e' = ο pour χ = -κ ; ν' s'annule une seule fois entre 
ces limites, ce qui correspond au maximum de v. passant du -+· 

au —. ïl en est ainsi presque rigoureusement quand x — ce qui 

donne 

v'= -11 e rç à' }# @^ + 5R_é"m00.1v546vc 

On trouve ainsi la valeur ™ employée ci-dessus. 

§ 3. - Vérification des conditions initiales. 

15. TlUNSFORMATION DE LA. RELATION A DEMONTRER. — (à)llllllC OU 

l'a vu au n° 8, nous avons à prouver que, pour / = o, la valeur (2^) 

de y se réduit à y(x); la condition analogue relative à ̂  est toute pa-

reille en remplaçant γ(χ) par/(or). En désignant par X' ce que de-
vient \ quand on substitue x' à .r, la relation à vérifier est 

( il.) "oO> = \'Ά·ι')Ίι.··, mi . 

Lu somme ̂  s'étend seulement aux racines α de la forme p. = Λ, 

où h est réelle et positive; mais, pour ce qui suivra, il convient de la 
remplacer par une autre s'étendant à toutes les racines telles que ± Λ, 
-±l h\l— 1. 

Posons, pour abréger, 

( gc-fi = F'(μ) = H, 

Χ = /*Μ-Η*ΛΝ, 

( J'J. ) { 
m=sinux=-";by('hges,r 

n= _ cpso *j$dc='"-#-)à_'|`#{ 



3ι8 CELLERIER. 

En substituant 

COS JXX* = ·! F» ^VE"· -1-1 F-fW"♦
 t 

sinµ= -1 3 #{`)"bèd" /*_ 23%µ5 

on aura 

X=µ$ ^" +/ù*$+ ^$*ù+8è'" 

<H1 

p= f' + g' 2H; 

p=' f' -1 g' 2H 

p"= g' -f' 2H; 

p" = _ f' v-1 g"' 2h 

Quand υιι change μ. en μ y — ι,/' ou 2e -h y leste le môme, g se 

change en H en — II — ι, cl les nombres ρ, ρ , />", ρ" se 
changent chacun dans le suivant, le dernier devenant le premier. 11 en 

χ 
est donc de mcine des quatre termespt*'^, ... de η· Ils résultent du 

premier en faisant plusieurs fois celle substitution, ou en remplaçant α 

|iarpV~j -fW-i» + V-
X' 

Comme il en est de même pour JJJ on voit qu'au lieu de substituer 

dans cette expression la valeur réelle et positive μ = Λ, ou peut 
écrire 

H= E ^pc-'3# 

la somme ̂  détendant aux valeurs μ — Λ, h ν— ι, — /*, — // y — ι. 

D'après ce qui précède, il est clair que restc 1° môme pour ces 

quatre substitutions, et, par conséquent, la valeur (,31) de L pourra 
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s'écrire 

(33) L= Z" Q e'( F' où Q = pX; 

la somme 2 étant la même que ci-dessus. Il reste à simplifier l'ex-

pression Q. Pour cela, d'après les valeurs de X et de ρ, on a 

g = »M + ?N, a-=£^±#l),
 ? =

 £XÇ±V). 

Comme on peut exprimer jj- sous forme entière, plutôt que η·> 

remarquons que l'on a identiquement 

Γ + '»*' - A/J = (2c -h f f -4- 4*a - = « + \fc = '»F( jx) = <>; 

d'où 

r-gi? ->°h H
y(/,

:r"-· 

qu'il vaut mieux remplacer par 

a+B = g' (g'+g) H: é^== 2g'H 

On a 

/c -4- 2 = Ο, .V
3
 = F — C

3
 =: I - -£

t
 = £). 

1 )e plus 

fg' d= fsk(g+2s)= 2f"+fes 
Π 

οιι, d'après la valeur de s2, 

g' d= 2g f+ fs= -gc +fs= -H; g' =d 

On a ainsi 

■+p=-£cr+*)=-£? - J. — ?=· 
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( >ιι on fera disparaître les dénominateurs en substituant 

f' = 1+2c = i-c2 = s2, g2 = fs, 2)-c, 

d'où 

« + ? = -(Ar + />> a - ? - nr> 

L'équation fc 4- ·>. = ο donne 

(i 4- rot*) ~ — (i -+- rf t*), 

gc = (i 4- cet1) — (i -h rr-t1) — 2(1 roi*), 

d'où résulte 

α 4- β = — 2 «ο*, α — β — — 2(1 -h cri*), 

Q = αΜ -ι- β Ν — — ,çotl( M -f- Ν ) 4- ( 1 4- et*) ( Ν — M t. 

ou, d'après les valeurs (32), 

(3-V) 
(

v
) = (14- &*)((** — coscjl./* — sin eu* ) 

— 8t*(t'~v* 4- sin μι./· — cost/../·). 

(Test la formule cherchée. 

li. PROPRIÉTÉS DES VARIABLES IMAGINAIRES. — Dans ce qui suit. 
nous nous bornons à ce qui est nécessaire pour la question à ré-
soudre. 

i° Definitions. — Une variable imaginaire a la forme 

ζ = χ -h y \J— 1, 

où Xy y sont des variables réelles. Une fonction f(z) de cette variable 
est telle qu'on ait 

/(;) = « + rV~h 
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it et ν étant des fonctions réelles de x
y
 y, satisfaisant aux conditions 

(1>) 

(dv) = - (du), 

(IH9· 
OU 

d f(z) = V - 1 df(z). 

Admettons pour simplifier que ue te soient bien déterniinées, finies 
el continues pour toutes les valeurs finies de #, y, et qu'il en soit de 
même pour les dérivées précédentes;/(s) sera ainsi bien définie pour 
toutes les valeurs de τ, et nous supposerons qu'il en est de même pour 
la fonction F(-) employée plus loin. 

La dérivée y (s) signifie 

f'(z) = df(z) = du + V-1 dv, 

et, d'après les relations (35), 011 a 

J ( 11 + V \J -1 ) _ (2? + \J - J j dr + ( — + ν' - I '-J- ) tly 

= (Ê + rr \l-i)(dv + dy
s
'-i). 

r est-a-dire 
df(z)=f(z)dz. 

·<" Théorème relatif à un contour. — Considérons .r, ν comme 
les coordonnées rectangulaires d'un point variable, et soit C un con-
lour fermé quelconque; les relations (3'|) donnent 

ff (dv + du) dxdy=0, ff(du - dv)dxdy = 0. 

les intégrales s'étendant à l'aire intérieure au contour. 
On a 

d.c j* ~ dy = dx{ u — u u — u'"). 
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u, u', w", um correspondant aux points M, M', M", Mw situes sur une 
môme ordonnée, qui se réduisent à deux si le contour est convexe, et 
sont, en tout cas, en nombre pair. C'est la portion de l'aire intérieure 

Fij». u. 

r clT^ 
ΊΚ \ 

/\ ι" 

|i 
d u X 

comprise entre deux ordonnées très voisines de distance si main-
tenant on définit sur le contour dx, dy, comme étant les expressions 

positives ou négatives ̂  ~ ds, l'are s étant compté dans le sens 

direct, ou celui de la flèche, les termes précédents seront pour la va-
leur et pour le signe — udx, — u'dx, ..., d'où résulte 

j'dxf dy = -fadx, 

l'intégrale du second membre sY* tendant au contour. En interprétant 
de môme les autres parties des intégrales, le résultat deviendra 

I cdy — judx = o, Judy -t- Çvdx — o, 

d'où 

f=(u+v'}(dx+dy -1)= 

c'est-à-dire 

(36) dz =o m:; 

Tintégrale s'étendant au contour. 
Cette relation remarquable exige seulement que f{z) soit bien défi-

nie à l'intérieur de l'aire. Par conséquent, si F(s) est une autre fonc-
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lion bien définie, on aura 

dF dy(z) = d-1 d dy {| fZ = -1 dx f,:;,d' 

et, pourvu «pic F(v)nc s'annule pas à l'intérieur de Taire, on aura 
pour le contour 

CÛ^l -
 n J K(tf») 

Le principe reste applicable à l'aire comprise entre deux contours C, 
( ]' dont l'un est intérieur à l'autre; on le verrait aisément en la parta-
geant en deux autres par les droites A, A' et ajoutant l'équation ( 3(i) 

Fig. 7. 

(Φ' V /* 

pour les aires partielles; les portions d'intégrales correspondant à 
A, A' se détruiraient; dans celle qui correspond au contour C',il serait 

parcouru en sens inverse. Ola revient à dire que l'intégraleJ'f(z) dz 
est la même pour les deux contours, si tous deux sont parcourus dans 
le sens direct. 

V Cas où la fonction devient infinie dans Γ intérieur (le l'aire. 

— La fonction dont il s'agit est {ΦΦ·>/(ζ) et F(r) étant constamment 
Γ (3) 

finies; mais nous supposons que V{z) s'annule pour une valeur 
ζ = α = a -h b\ — 1, correspondant à un point A, tandis que F'(p) 
n'est pas nulle. 

Soit AL une droite ayant 0 pour angle polaire, et sur cette droite M 
un point variable à la distance AM = ρ; en supposant pour ce point 
V(z) — u -h ey'— ' » u ot v seront des fonctions réelles de p, et Ton 
aura 

=(du dx ) dyxc++f9)'=cos O^+ dy(sinpo 

Journ. de Math, (p série), tome VU. — Fa9C. III, 1891. 4* 
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Puisque h s'annule *MI Λ, pour ρ — ο, la valeur — en A est la limite 

de celle de ~ (jnaiul ρ diminue; on a donc 

Ml
" τ = (,c I

cos0
 + ($)

si
·'"·

 lim
 7 ^ (tl I ™Η +

 (y»)
si

" 

les dérivées correspondant au point A; il «M» résulte, d'après les relu-
lions Ο >). 

lim till
 =

 |im — '
?
v ! = |

s
 - ι ) (oosO +

 v - ι sinO) 

-= F'(u.) (cosO + \ — ι sin 0), 
ou 

lim? (cosO+ sin¨$ F(z)= F1(µ) 

la limite supposant ρ infiniment petit. On voit que, pour des points 
suffisamment rapprochés de A, F(*) ne peut s'annuler. 

Soil maintenant 

m= f(z) dz F(z): 

l'intégrale s étendant à une circonférence (te centre A, de ravou p. 
( )n a 

.r = a ■+■ ρ cos<), ν - - h -f- ρ sinO, dz = p(\ — ι eosO — sin0 ) tlb. 

d'où 

l= v-1 f=plo"'cos" + sin pà f(z) 

Quand 2 est très pel il, /(; ) (litière aussi peu (pi'on voudra de /'( u. K, 

et l'autre facteur sous le signe j de ρτ^»
 (l'où 

lim = d-1 df£µ F(µ) -d ) à\ ]} ]# '(µ=) 
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Or, comme on l'a vu, l'intégrale ï reste la même si oil l'étend à un 
contour (] quclcon([iie renfermant le cercle, pourvu que F(z) ne s'an-
nule pour aucun point extérieur autre que Λ. Ou aura donc pour ce 
l'on tour 

(37) f F(" dz Fez = 2 r- I fe"s 

lii. APPLICATION DE CE QUI PRÉCÈDE A LA FORMULE (3I). — Dans 

celte formule In somme^? s'étend à toutes les valeurs réelles et posi-

tives de p; soit S sa valeur quand on l'étend seulement à celles qui 
sont inférieures à un grand nombre donné p. Nous supposerons que 
celui-ci soit un nuilliple exact de π, de façon à ne pouvoir être lui-

même une dos valeurs de p. qui sont de la forme (2/-+-1) ■-"· Si l'on y 

remplace L par sa valeur (33) composée de quatre termes correspon-

dant à dr μ, ± ijty — i, racines de même module, la soin me ̂  s'éten-

dra non plus seulement aux racines u réelles et positives, mais à toutes 
les racines de K(p) = o dont le module est inférieur à p. On aura 
ainsi 

S = Z ; µ ) F' (µ) où (µ)= d Q fx' e"'dfx 

Désignons par V(z),f{z) ce que deviennent F(p) en remplaçant ρ 
par une variable imaginaire Il est clair que de la sorte ces fonc-
tions sont finies et bien déterminées pour toutes les valeurs de Knlin 
soit 

= f'z) F dz F"'z) 

l'intégrale s'étendant à un contour C pour lequel nous prendrons une 
circonférence de rayon ρ ayant pour centre l'origine. Pour chaque 
racine p, p', p.", le module est la distance de l'origine au point 
Λ, A', A", ... qui lui correspond : pour l'ensemble de ceux qui sont 
intérieurs à C, p., p.', p.", ... sont l'ensemble des racines dont le mo-
dule est inférieur à ρ et auxquelles s'étend la somme S. 



326 CELLKRIK». 

L'aire intérieure à C peut être partagée en plusieurs autres conte-
nant chacune un seul des points A, A', A", .... Appliquons au con-
tour limitant chacune d'elles l'équation (.Ί7) et ajoutons les résultais. 
Dans le premier membre, toutes les portions d'intégrales correspon-
dant aux lignes qui séparent deux aires voisines disparaissent, 1«' sens 
où l'on compte efx', dy, dz étant contraire pour toutes deux. Il ne 

lestera que les portions correspondant au contour (1, et dont l est 
l'ensemble; on aura donc 

l= 2r-1 f(y) F'(µ) + f(£=+..d=;:$ù 

OU 

S= E f(%)= fd iç n'-1 dF(z))=d 

Κ11 désignant par 0 l'angle polaire d'un point quelconque du con-
tour, 

/· = ρ cos θ, y = ρ sin 0, 

dz — f — ρ sin 0 Η- 1 f cosO] </0 

= p(cosQ 4- y — 1 sin 0) γ — ι d0 = ; y — 1 dH. 

Substituons cette valeur de s, et, pour simplifier, remplaçons r 
par u, qui deviendra ainsi une variable imaginaire. Nous aurons 

S= 1 2 f2r % $ d(µ=)àF(ù^$ 

,:!8>

 I/(^)=E/"'?(·'·) '/·'·'· 

! p. = ρ(cos0 -f- y — 1 sin(l) = pe°v"1 ; 

F(p.) et Q sont donnés par les formules (18) et (3/|). Il rester à dé-
montrer que S converge vers 9(x)quand ρ croit à l'infini. 

11 est nécessaire, pour cela, d'avoir une limite inférieure du module 
* de F(p). 

Soient r celui de/, r celui de ac, el [A = * 4- β y' — 1, de sorte que 
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α —- ρ cosQ, β = ρ sinO. On a 

/ = <*+«?-*, 
•ir. = 2 cos μι = e^^"1 -+- = (r»P -f- e~P)cosa 

-h (ff-P — 6'P) v^— 1 sin a, 

par consequent, 

/·- = r,a* -a -f- 2 cos 2 β, /''a = i*aP -h ίΓ 2? -f- qcos 2α. 

Os expressions étant indépendantes du signe de α, β, nous les rem-
placerons par α', β' qui désigneront leurs valeurs numériques. On aura 
ainsi 

α' = ρ eosO', β' = ρ sin 0', 

0' étant compris entre « et ^ et ayant, sauf le signe, les mêmes sinus 

et cosinus que Θ. Les valeurs ci-dessus donnent 

e_ = +1 e"_8 + 2Y >; ou cos2B '& 

λ est positif si 0' est 0 ou car 2β' est alors ο ou 2p, c'est-à-dire un 

multiple de 211. Ainsi, en faisant varier 0', le minimum de 1 -h aX ou le 
maximum négatif de X ne peut correspondre qu'à une valeur de 0' sa-
tisfaisant à l'équation 

" = % = Ο·^0"0, cosijjsinO') 
_ ^-^««••'(apsinO'cosapsinO'— 2ρ cos0' si 112 ρ sin (Γ). 

On aurait, en ce cas, 

sin(2p sinO' — 0') = o, 2ρ sin θ' ou 2 β' = ir. -+· Û\ 

/ étant entier; on doit le supposer impair pour que λ soit négatif, et il 
en résulte 

- cos ft' 
çi PCOEQ' 
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Or, ./· ôliiail ulie variabli? positive!, xc r «ι pour maximum en pre-

nant. χ = 2 ρ cosO , on voit que le maximum précédent de — λ est un 

ι1'"· 
Le calcul serait tout }>arcil pour sauf <|iiV»n aurait 

Λ — /' 2Psi,,<J' eos(2p cosO' ), 

et ce cas se ramène à l'autre en remplaçant 0 par ^ — 0 . On a donc 

r=)> (_1-*/)_ç ; r'2 6 >0°7 

Le module de la somme de deux expressions étant supérieur à la 
différence de leurs modules, celui de 2ΐ<\υι) ou dépasse 
rr — et, par suite, 

px +y'" (-1 2 ^à 

Comme α -h β' ou s(eosO' -l· siu0 ) est toujours au moins égal à : 

quand 0' est compris entre ο el^» la quantité entre parenthèses de-

vient aussi voisine (pfon veut de Γ unité eu prenant ρ assez grand. Nous 
pourrons supposer constamment ρ telle (juVlle dépasse :r II en résulte 
»pie le module l'Xp.) est constamment supérieur à « et β' étant 
les valeurs numériques de α et β. 

1(>. UKIUCTION I»K I.A FOHMI'LK ( '38 ). — Il est indifférent de 
prendre — et-π pour limites d'intégration, ou d'intégrer de — !,-
à ^τ, puis de ',τ: à Jt:; si, dans cette seconde partie, ou change 0 en 
r. -h 0, les limites seront de nouveau ± et u aura simplement 
changé de signe. La formule ( 38) devient ainsi 

2%$= '" (-: + d9 _'({^`] 
i 
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en remarquant qucF( — tx) = F(tx). Posons 

(39) i+u f1 e-ux'q(x')dx', l'=uf1 eu(1-x')q(x')dx', 

«Ί soil (Y ce qut! devient Q en remplaçant ix }>ar — ix. Les l'oi-
innlcs (38) donneront 

;x/({x ) = JO, ;χ/\ - ix ) = Q> jxjT ψ(χ' ) f#* dx = V*ii\ 

(Γοίι 

(40) 2rS = frIQ - l'euQ' dO. 

Lu valeur (34) peut s'écrire 

Ο — cos[x.r — sin tx.r — e^costxf ι — χ) -+- e*lsiiijx(i — χ ) 
— Λ'^1 -f- (' I -ι— C('V· ) c^, 

(l'on 

ι î·) 
tfHY r- cf-(sinix.r — cosjx.r ) — cos |X( ι — ./· ) — sin JX(I — Χ) 

-h .ve·"" -f- (ι H- ce ' ~
X)

. 

Dans le dernier ternie de la valeur de ( ) nous substituerons 

ι -μ r.t#· — F( ix) — ( ι — fvr·1), «Γοίι ( > = e·"" F( jx ) -f- <,J'\ 

< î*) 
Q" = — cosixx* — siiiixx· —■e|1cosu.(i — x) -h Usinai ι — x) 

— .çr'^1 ~r) — <&* — . 

La valeur ( 4o ) se décomposera alors ainsi 

<w 

■2T.S = S' + S" - S", S' = f <>|"I s, 

Έ. -

S" = f2 F(u) dO, S"' = f2 l'euQ' dO. 
~1 1 
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Nous allons vérifier que, si ρ croît à l'infini, S "et S* décroissent sans 
limite1. Nous regarderons χ comme une constante comprise entre ο 
et i, et différente de; ces deux limites, sauf à examiner plus tard le cas 
où l'on a χ = ο ou χ — ι. 

Γ Evaluation de S" en excès. — L'expression est une fonction 

de ρ ne contenant explicitement ni la lettre 0 ni le signe y — · ; en y 
substituant p. = pe0^, elle prend la forme U -h U'y — ι » où I el 1 
sont des fonctions réelles de 0; le changement de 0 en — 0, revient à 
subsliluer ρ = pe~0v/~' ou à changer le signe de y" — i, de sorte qu'on 
a en réalité 

r 

iSIxfb. 
« 0 

Si, pour simplifier, nous désignons la valeur numérique dc-J-S" par 
J S", nous en aurons une valeur trop forte en remplaçant l , non par 

(l"l 
la parlie réelle de rna,s l,ar son module. Par conséquent, 

(44)= S">D modP modF (y=) 

m étant le module de I, Ρ celui de Q" pris trop loris. 
Nous poserons α = ρ cosO, β = ρ sin 0, ρ — α -ι- β y — ι, el nous 

évaluerons Ρ en ajoutant les modules de tous les ternies de (Γ pris 
plutôt trop forls. Ainsi 2r ou 2 cos ρ a deux termes de module 
que nous remplacerons par 2 eP; c et. .v seront ainsi remplacés parc!*, 

cl de même p.x* par p(i — ./:) par c^r. (filant aux expo-

nentielles, on devra y remplacer ρ par a. On trouve ainsi 

Ρ = ·±<&χ 4- 2cacP:,~-r) -f- (>*·Γ -h 4- ,lre *~x . 

Dans le numéro suivant nous déterminerons pour le module m de I 
une valeur en excès, indépendante de ρ el 0. Nous avons trouvé au 
u° 15 pour le module de P(p) pris trop faible; α' et β'nul 



SVU QtELQURS EFFETS DES TREMBLEMENTS DE TERRE. 331 

(railleurs la signification actuelle de α et β; en faisant ces substitu-
tions, la relation (.f'i) deviendra, d'après la valeur de P, 

π 

-- S" < f* IIV «H*■· -h '2C P* 4- V « ' β -h e-ax
 4- e

 4 2
 " ) c/0. 

Aous partagerons l'intégrale en deux autres, prises de ο à -r et de 
4 

à --· 
1 λ 

i»° Evaluation de la première partie. — On a, pour celle—là, 

a = p cosO > 

et, parmi les ternies entre parenthèses, tous ceux où entre α convergent 
vers ο quand ρ augmente, χ et ι — a? étant des constantes positives. 
La portion qui reste au second membre correspond à ie P* et peut 
s'écrire 

π 

a(M ·+- M'), M = fVK/O, M' = Γ ,- ϊ'ιΙΟ, 
J 0 J ι 

où ε est un petit angle. Dans M' on a constamment 

β = ρ sinO >· ρ sin ε; 

d'ailleurs M < ε; par conséquent, 

Μ + Μ'<ε+ ^'fninî, 

Après avoir choisi ε aussi polit qu'on voudra, on peut toujours 
prendre ρ assez grand pour avoir 

! <ΓΡ*8ΐηε < ε, 

d'où 
M H- M' < 2 ε. 

('cite quantité décroît donc sans limite. 
Journ. de Math. (4* série), tome VII. — Fasc. Ill, i8yi. 43 
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3° Évaluation de la seconde partie. — On a, pour celle-là, 

β = psinO > £ ; 

les termes contenant β en exposant décroissent sans limite, et il reste 
an second membre 

F2 r Yt + e'(2-+]}de 

ou, en remplaçant 0 par ^ — 0, 

f te [e-B'"_x})de0 

et l'on vérifie, comme dans le cas précédent, que cette quantité con-
verge vers o. 

4° Evaluation de S'". — En remplaçant x' par ι — χ Hans la va-
leur (3p) de Γ, elle ne dilTère de I qu'en ce que γ(χ') est remplacé par 
5(1 — et le module de Γ en excès serait m comme celui de 1 ; en-
suite on voit, par les formules (4i) et (42), qu'en remplaçant r par 
ι — rdans tous les termes de Q", ils deviennent ceux de QV1, quel-
ques-uns en signe contraire ; mais, ces signes étant tous positifs dans la 
valeur de P, celle qu'on trouverait en suivant la même marche que 
pour S" ne différerait que par l'échange de χ et ι — .r, qui sont deux 
constantes quelconques entre ο et i. Le reste du calcul ne serait que 
la répétition de celui qui a été fait pour S", et par conséquent S" con-
verge aussi vers o. 

17. MODULE DE L'EXPRESSION I. — I° Proposition préliminaire. Si 
une fonction f (y) reste continue

7
 positive et décroissante, pendant 

que y augmente de y' à y", on a numériquement 

(45) f4~~``[{~~`\[{#~\[{[#<2fd 
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tën effet, partageons l'intégrale en d'autres A, Λ', A", ... dont les 
limites successives soient, outre y', y", tous les multiples de π compris 
entre ces deux nombres. 

Chacune, sauf la première et la dernière, aura la forme 

f d]}{@ f (y) sinydtx 

et comme sin^ a un signe constant et que /{y) </(/'), elle est nu-
λ(Λ+ 1)« 

niériqucmcnt moindre que f(y) I sinydy
)
 ou que '2f(y'). 11 

"nil 
en est de mèinc évidemment pour la première et la dernière où la dif-
férence est < π. 

Il est évident que A, A',... sont de signes alternatifs et qu'à partir 
de Λ' elles sont numériquement décroissantes. Ainsi, numériquement, 
la somme A' H- A" -h Α"'-κ.. est moindre que A' ou que 2f(y') et, en 
outre, elle a le signe de A' contraire à celui de A; celle-ci étant numé-
riquement moindre que if (y), il en sera donc de même de la somme 
totale A 4- A'-h A" -h 

20 Conditions que 9(0;) doit remplir. — Soit qu'il s'agisse du 
module de l ou du théorème principal que S ait 9( c) pour limite, le-
quel doit être étendu même à une fonction discontinue, il y a forcé-
ment à exclure certains cas singuliers où la fonction présente plus ou 
moins certains caractères d'indétermination. 

Voici les conditions qu'elle doit remplir : 
A ou s admettrons que les valeurs de χ pour lesquelles %(x) est dis-

continue sont en nombre limité, de sorte qu'il y ait en tout de χ = ο 
à .1; = 1, η intervalles dans chacun desquels elle reste continue, η se 
réduisant à 1 quand il n'y a pas de discontinuité. 

Nous admettrons, en outre, que dans chacun de ces intervalles il y 
en a au plus η dans chacun desquels la fonction reste constamment 
croissante ou constamment décroissante, n' étant comme η un 
nombre fini. 

3° Module de 1. — Soit M le maximum numérique de 9(.c). Le 
module d'une somme étant inférieur à la somme des modules de ses 
termes, il en est de même si la somme devient une intégrale. Nous au-
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roiis donc en excès le module m de la valeur (39) de l en remplaçant 
les facteurs 11. et e~^ par leurs modules p, e~ou' et ^(.c')par M, ce qui 
donne 

w<p M f e~ax,dx'. 
Jo 

81 

0<-> α w<Mp f e ,p'*/.r, < 2 M. 
+ 0 

11 ne reste donc à examiner que le cas où 0 est compris entre 'j et ^'· 

l^ii substituant p. = pc0»^ = α Η- β sj — 1, on a 

I = ρ / (Γ9·*'-°'v 19(V)dx' = p(G —G\ —1), w/ — ρy(ί8—C«"-
« 0 

OÙ 

(1= f e9x>^(x')cos(^x'—(i)dx\ 
Jo 

G — ί cp (./:') sin (β.//— ())dx. 
Jo 

Ci et G' rentrent toutes deux dans la forme générale 

{î6") G" == ( p-*x'q(x') sin (β.ν' 4- λ) dx , 
Jo 

λ étant une conslanle. C'est de G" que nous allons chercher la valeur, 

dans laquelle 0 > β = ρ sinfl > -~L· Soit d'abord 

,// 

Κ f p- *·' ' ο ( χ' ) si η ( β χ' ·+■ λ ) dx', 
• a 

a et ù étant deux nombres compris entre ο et 1. Nous devons distin-
guer trois cas. 

Premier cas. — Si, dans l'intervalle de χ' = a à x = A, %(x') est 
continue, positive et décroissante, comme c'** l'est aussi, si l'on pose 
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β./·' -Η λ = /, Κ. prendra la forme 

K=pjf f(y)si»y'1)·' 

y' et y" correspondant à a et b, cl /(y) étant une fonction positive, 
continue et décroissante, toujours inférieure à M. D'après la propriété 

préliminaire, on aura donc numériquement K< jj/(V)< <2/3+ 

Deuxième cas. — Si ^(./;') reste, entre a et b, continue <;t décrois-
sante (algébriquement), mais non toujours positive, Κ est la diffé-
rence des résultats obtenus en y remplaçant y(x') par M -t- cp(./;' ) 
et M, qui toutes deux remplissent les conditions du premier cas; le 
maximum numérique de M 4- 9(4?') étant au plus aM, les deux résul-

tats sont numériquement inférieurs à et, par suite, leur diffé-
Γ é 

v , 6 M renee οιι K, a 

Τι ό isic me cas. — Si de χ' — a à A, 'p(x') est continue, croissante, 
de signe quelconque, la valeur numérique de Κ ne changera pas en 
remplaçant 9( /Ζ) par — 9 (·£'), et comme celle-ci est décroissante et 
remplit les conditions du second cas, cette valeur est encore inférieure 
. 6 M 
a c (Test donc la limite numérique de Κ si y{x') est dans l'intervalle de 
a à b, constamment croissante ou constamment décroissante, de signe 
quelconque. Or, d'après les conditions indiquées ci-dessus, pour la 
fonction 9( c), il existe entre χ = ο et 1 au plus un' intervalles dans 
chacun desquels γ(χ') est continue, constamment croissante ou dé-
croissante. Κ η partageant l'intégrale (46) en d'autres correspondant 
à tous ces intervalles, celles-ci auront toutes la forme Κ et, leur limite 

numérique étant celle de G" sera ·——- ; elle sera la même pour 

G et G' ; d'ailleurs, on a vu que β par conséquent, 011 aura 
V* 

m = ρ v'Ga -t- G'a < p* —< 12nn'M. 
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Cette valeur limite s'étend au cas où 0<7> puisqu'on avait alors 
4 

w/ < aM. Ainsi /«dépend seulement de «, /î', M ou de la nature de 
o(x) et reste le même si on la remplace par φ(ι — a?); le module de I' 
est, par conséquent, aussi < m. 

18. DÉMONSTRATION DU THÉORÈME PRINCIPAL. — Ce théorème con-
siste en ce que la limite de S, quand ρ croit à l'infini, est 9( u). Les li-
mites de S", S"' étant nulles, d'après ce qui précède, les formules ( '|3) 
(it (30) donnent 

π 

lini2TCS = limS', S' = f j p.pit!-r~ rf(). 
• π*· »i 

lia substituant α = se1' 1 = * -t- ^ ν — 1 » f»> u 

S'= f f ' f ) ,/(, ,f,· 
* _« 

— f (Γ L'y' - \)^(χ')<1χ', 
* I» 

oil 
τ: 

^ — j ρ α**-*')
 cos

| ̂  _
 χ

>
 )

 (j ι 

Ξ 
A 

π 

^ — ί ρ,Α-r-o sin| fl(.r· — χ' W 01 ί/0. 
_π ·# η 

< lomiiie α = ρ cosO, β — ρ sin0, il est clair (pie U' — o, et 

(χ — .c')U —· j"d \ t^.co.,o
 y

;
n

 | ̂
 v
 _ ,

r

/s)
 s

inQ | j 
4 Τ 

ou 
,

T
 3 si η ρ (.r — ./·') | — , 

./· — .R 



SUIL QUELQUES EFFETS DES TREMBLEMENTS DE TERRE. 337 

ut celte valeur reslc exacte si χ — #'= ο, celle de U se réduisant bien 
alors à 2p. Le théorème consiste donc en ce que 

(47) limS' = 2rq(x), 1S' = f1sinp(x-x')q(x')dx'. 

Réduit à ces termes, le théorème revient, au fond, à la démonstra-
tion de la série trigonométrique de Lagrange, qu'ont donnée tour à 
tour Cauchy, Dirichlet et Bertrand. Toutefois, il reste dans ces dé-
monstrations des points obscurs; et, en effet, le théorème n'existant 
que si la fonction ?(#) est bien déterminée et supposant pour elle des 
propriétés de croissance et de décroissance, les démonstrations ne 
peuvent avoir une entière précision si l'on ne fixe d'avance, comme nous 
l'avons fait, les conditions exactes auxquelles la fonction est assu-
jettie et qui seront les mêmes qu'au numéro précédent. 

Le théorème peut alors être démontré rigoureusement comme il 
suit : 

\ous supposons, comme précédemment, χ différent de ο et de 1: 
partageons l'intégrale (47) en deux autres, l'une de #'= ο à x' = r, 
l'autre dcx' = x à Posons dans la première χ — ,r'=y, 
o(x — y) — ψ(/)» ct dans seconde χ' — χ — γ, ç(.r 4-/)= ψ'0'L 
d'où 

1S' = Λ + Λ-, 

('■«> Λ=Γψ·Ηχ)Φ·, 

A' = f1-x sinqy y'(y)dy. 

Presque toute la démonstration se réduit au cas principal suivant : 

Cas principal. — Si deyο à y = .r, ψ (y) est continue, décrois-
sante et positive, la limite de A, quand ρ croit à l'infini, est ψ(ο). 

En effet, remplaçonsy par ~ ct posons ψ(ο)— ψ = F00 5 s°il 

aussi η un entier positif choisi à volonté ct donnons à ρ une valeur 
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telle <jiio pa? > //it; nous aurons identiquement 

Λ = Γ*--"- Ψ (f) <>y =
l!

 -
,v

 - "" -
1
- "'· 

OU 

B= fsin y (y p)dy, B'= fsin y F(y )= dy 

B" = siny d)= dy; B''= sinkmù^%µ$¤=#{[| 

Kn effet, il est clair que 
,ηΊΙ ' 

]!" —11"— / ψ·}(ο),Ι
Χ

, 
«- 0 

Λ ft 7C · / V 
|Γ - 11" - IV = f s-^ ψ {ζ) dy = Λ - II. 

I.ii fonclioii /(y) = -j; ψ(4 j cûmt, connueψ( /,)ι posilive, ciniliiuir 

et décroissante, la valeur de B, d'après la proposition préliminaire du 
nuinéro précédent, est numériquement inférieure à ιf(y') où y' — nr.. 

D'ailleurs les valeurs de ψ sont les mêmes que celles de ^(./·') et 

ont M pour maximum; le maximum numérique de Β est donc — · 

Nous aurons celui de B' en remplaçant F(y) par son maximum M' 
et siny par y dey = ο à û, par ι de y = π à ut., d'où résulte nutuéri-
< moment 

JV<M f dy + M' Γ% = M |- + 
1 0 Ίζ J 

D'ailleurs ψ étant décroissante, F(y) ou 'Ko) — ψ ( ~ ) a pour maxi-
muni, dans l'intervalle de l'intégration, 

Μ' = ψ(ο) — ψ ( ~ )· 
On a exactement 

Γ ·»££ = ·,., ,
Γ=

ί-ψ
(ι()

. 
T/O J 



SL'n QUELQUES EFFETS DES TREMBLEMENTS DE TERRE. 33
9 

Le principe à démontrer consiste en ce que, étant donné un nombre γ 
aussi petit qu'on voudra, la différence Λ — ΐπψ(ο) ou A — B'" sera 
comprise entre i^'des que ρ aura dépassé une certaine valeur : or, 
I sinydy

 convc,.^eant Vers ο quand η augmente, nous pouvons 
"ni: 

prendre n assez grand pour avoir B"< »γ; nous pouvons le prendre 

en même temps assez grand pour avoir ~ et, par suite, numé-

riffueiucnt, B< J γ. Ensuite, ψ étant continue, M ou ψ(ο) — ψ J 

décroît sans limite quand ρ augmente; ainsi, une fois η choisi, comme 
on vient de le dire, on aura, dès que ρ aura dépassé une certaine va-
leur, soit px > λ π comme 011 Ta supposé, soit M'[π H- £(/*)]< 7γ, ou 
Β'<5γ; alors Β,Β',Β" étant compris entre ± ^γ, A —^πψ(ο) le 
sera entre ± γ. c. Q. F. D. 

Fin dr la démonstration. — Nous allons vérifier que la limite de la 
valeur (^S) do A est toujours ^ τ: ψ(ο). 

iw Si de y — ο à y — χ, ψ (y) est continue, toujours décroissante, 
mais non toujours positive : M -4- ψ(/) sera positive; la limite de A est 
la différence de celles qu'on obtiendrait en remplaçant ψ(/) par 
M 4- ψ(/) et par M; toutes deux rentrent dans le cas principal; ces li-
mites sont donc ;τ:[Μ 4- ψ(ο)| et ^π\Ι, dont la différence est ψ(ο). 

Si de y = ο à .r, ψ (y) est continue et croissante, de signe quel-
conque, — ψ(/) est décroissante et rentre dans le cas précédent. La 
limiLe de — A est donc — ■ τ:ψ(ο). 

3° Soient a, h deux nombres compris entre ο et x, et supposons que 
ψ(/) reste continue, constamment croissante ou décroissante quand/ 
augmente de a à l'intégrale 

T
=jf *-ψΗχ)

ά
χ 

aura alors pour limite ο quand ρ augmente. 
En effet, considérons la fonction ψ(/) comme restant constante et 

égale à ψ (a) quand / croît de ο à a, on aura 

τ - τ - Τ", τ = τ» = £*ψ.ψ(/)4·. 
Journ. de Math. ($· série), tome VII. — Fasc. ILL, 1891. 4 4 
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Τ, Τ" rcntranl dans les cas précédents en prenant a ou b pour, r ri, 
comme pour chacune ψ(ο) a pour valeur ψ (a), il en résulte 

liinT'= limT"= £πψ(α), lin» Τ = liinT'— liinT" = o. 

V' Cas général. — Comme ψ(.ν)—9O*· —/)= 9(.r'), ψ00 sa-
tisfait aux mêmes conditions que 9 (.*?'); ainsi 011 peut partager l'inter-
valle de ο à ν en un nombre limité d'intervalles dans chacun desquels, 
comme de α à ά, ψ00 reste continue et constamment croissant»1 ou 
décroissante. Kn partageant l'intégral»; Λ en d'autres correspondant à 
tous ces intervalles, toutes, sauf la première, auront, comme 01» vient 
d«î le voir, une limite nulle quand ρ augmente, tandis que celle de la 
première est -J τ: ψ(ο); celle-ci est donc aussi la limite de A. 

Tout ce qui précède est également applicable à la valeur ( '|8 ) de A , 
dont la limite est ainsi J πψ'(ο). D'ailleurs, il est clair »jue 

·Κ«,) = Ψ'(»>=?(·*·>· 

Les formules (.{8) donnent alors 

lim;S' = ~9(.c), 

e'esl-à-dirc la relation (4~) qu'il s'agissait de démontrer. Toutefois, 
si pour la valeur de ,v la fonction 9(c) était discontinue, passant 
brusquement de 9, à 9*, il est clair qu'on trouverait 

limA = ;}T:
(
o

n
 liai A' = limS' = -(9, -+- 9.,). 

19. CAS DANS LESQUELS ON A X' = OOI / = I. — Dans les deux 
cas l'une des valeurs (48) de A, A' est nulle, ce qui donnerait seule-
ment 

l»»S = jî(o) Oil 1), 

si les deux sommes S", S'" avaient encore pour limite o; mais il n'en 
est pas ainsi. 
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ι ° Cas où x = o. — On a alors 

\ = 0, 

et, par consequent, la formule (31) domic ο pour valeur initiale 9(0). Il 
en est de même si 011 la transforme en employant la valeur (3'|) de (

v
)

t 

qui se réduit de même à o. 
2° Cas où χ — ι. Expression de S en intégrale relative à 0. — La 

valeur (19) de X. se réduit alors identiquement à — 2 P'(jjl) comme on 
J'a déjà vu au n° 7. Ainsi la valeur (3ι ) de S, qui doit avoir 9( e) pour 
limite, devient 

_ 2 E d X' (xçà) dx' F' (y) 

la somme s'étendant aux valeurs réelles et positives de α. 
Lnsuite au 110 15 nous avons trouvé 

X' F'(µ) = E pe-pe= Z (f'+g') e-y=2 F(µ) 

lu somme s'étendra aux quatre racines de même module. 
Il en résulte 

S= "P f0 e //*-dusµF' (µ=) dx"' 

oil 
Ρ — — f — g" = — 2(e^ -(- c -h s). 

Dans la formule (33), obtenue par un calcul moins simple, Ρ était 
remplacé par Q; mais la valeur ('Lf) de Q, commo on l'a vu au n° 16, 
peut s'écrire en général 

Q == — cos P.# — SINUX — <P COS(JL(I — x) 
+ eµ sin(I-x) - se(µ-x) + (I +eeµ) eçè_èµ 

et quand χ = ι se réduit à 

— c — s — — s -h ( r + cc^e1*, 
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on substituant ι 4- i^ = —(i 4- 00 i4), olio coïncide avec la valour ci-
dessus de 1*. 

La formule ( 38) devient ainsi 

2rS = f2r uf(u)dO, 

OÙ 

/(!»)= ι» /%(.«·> ^Ίχ. 

V* E rpression de S au moyeu de I, Γ et vérification. — K11 dési-
gnant par P' ce (jue devient Ρ quand on y remplace ρ par — a, la 
valeur précédente de S se transforme, comme au n° 16, en 

( '»<>) 
2rS = f2uf(u)-uf(-u) dO = f2Pl-euP'l' dO. 

-r -r 

Ρ =— 2(ί'μ4-'; 4- ν), Ρ'/'Ι* — — 2( ι 4~ reμ— .vol4). 

Ο» peut encore vérifier que la formule (Vî) coïncide avec la précé-
dente, car, en écrivant S, au lieu de S, elle a la forme 

2rS1 = f2euF(u)l+Q"l' - Q'eul' dO, 

dans laquelle, pour r~ 1, 011 a 

Q" = — zrV·- -ir—-2.s = P, 

o^O' = ·>, .sv4 4- c e 14 — Ρ'H4, -h P( JJL ) : 

d'où 

2S(S, - S) = f — '/»-·= f (<*I - l')dO, 
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ou, iKapros les valeurs (3r>), 

π 

2S(S,-S)= f' f [ι*"-'''de'M. 
£ 

Le premier terme est la valeur (43) de S' pour χ — 1, ou en y rem-
plaçant x—x' par 1—x'\ le second est la même en remplaçant 
./· — ./·' par χ' — 1. Mais, comme on Ta vu au n° 18, quel que soit χ — x\ 
011 trouve en intégrant par rapport à 0, 

S'= 2 Fsin q=) (x=x') x-x' q (x') dx' 

e| cette valeur reste la même soit qu'on y remplace χ — χ' par 1 — χ 
ou par./ — 1; les deux termes de 2 ττ( S, — S) sont donc égaux, d'où 

S, = S. 

4° Valeur limite de S. — Pour évaluer la valeur ( fp) remplaçons 
dans celle de ef-p' l'expression 1 -h ce11 par 

(µ) -(I + ce-%=)f: 
d'où 

i H*P' = — V( (α) 4- 1 H- rr"·
4

 -f- .s'H\ 

nous aurons 

2-S=2T-2rr, 

I τ = f 1 m, 

(*>) -î 

T'= F^p= (1 + ce)=-+ se¨$ + (eµ+c+s )= 5-(£)= 

*2 

(^online on l a vu au commencement de ce nuniéro, les formules (48) 
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donnent, pour χ — ι, 
lim[S' = Jitç(i), 

et nous venons de voir que les intégrales Τ et S' étaient les mêmes. On 
a donc 

limT == ~?(i) ; 

nous démontrerons au numéro suivant que limT'= o; il en résultera 
pour S, 

k
lim2i:S = 2 limT = 27:9(1), limS = 9(1)· 

Ainsi le théorème est exact quand χ — ι. Il y a une exception appa-
rente seulement quand χ = o; mais, comme on l'a vu, la lige élanl 
encastrée, on ne peut supposer 9(0) différente de 0. 

Il est vrai qu'au n° 9 nous avons appliqué le théorème à un cas où 
?(*) était remplacé par la fonction Y, qui n'est point toujours mille 
pour χ — 0; mais, en employant les notations de ce numéro, Y„ aura 
bien pour limite Y, sauf une discontinuité accidentelle de la série pour 

= o, et, par conséquent, cela n'empêchera point le mouvement repré-
senté par y d'être la limite de celui qui correspond ày

n
. 

20. LIMITE DE T\ \° Réduction de T' à un seul terme. — Lais-

sons de coté le terme scH' du numérateur sous le signe j. Quant aux 

autres, remplaçons I, Γ par leur module m, de même que les facteurs 
qui les multiplient, en les évaluant comme au n° 16. En remplaçant 0 
par — 0, ou y/— 1 par — \J — h modules ne changent pas; il suflil 
donc d'intégrer de o à JT:, en doublant le résultat. On aura ainsi 

1 

2 f0 r (OI- deB + e + 2 modp d0 

Or le module de F(p) dépasse ^ et en outre on a vu au n° 16 

que f e-*diï, I e~*d(} ont des limites nulles; il en sera donc de 
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même du l'expression précédente. On peut donc réduire le numérateur 
à .w·1]' et même ajouter le terme sc^V qui donnerait une limite 
nulle. 11 en résulte 

τ'= Γ = f' -\'do- Γ "rM.■ = f' -\'do-[ { |~ \# Γ "rd +2 d'x_ç" 

On verrait connue ci-dessus que le second terme a une limite nulle, 
en l'évaluant au moyen des modules et remarquant que celui de r, 
d'après le n" 15, est supérieur à Je?, β étant positif. 

Kn substituant μι = α -+- β yj— ι, on a, 0 étant positif. 

S sinéa -t- β \/— ι ) cos(a — — ι ) J (sin act ■+■ sin a — ι ) 
r. cos(a-h ι ) cos(a — (ty—i ) Ha 

où H2 est le module de e; soit aussi l'= ν H-eV — ι, on pourra changer 

dans ^ Γ le signe de >J— i, ajouter les résultats, et n'intégrer que de ο 

à .'z, ce qui donne 
1 -π 

rp, Ç usina χ — l «·'(^ 

~i Tt2 a)' 

Pour les mêmes raisons que précédemment, puisque R2> Je8?, et 
que e, d sont inférieurs à m, on peut supprimer au numérateur les 
termes usiniia, Ju'<r2?, les limites correspondantes étant nulles et par 
conséquent il est indifférent de les remplacer par — e'cosaa, — Je'e-2?, 
ce qui donnera 

I 
5π 

T'=- f (ecM + eo.ïfcPT) dO 

= -2 f cos (2 +B -1 cos-e='ççàù*ù^$"éçsqn"fsqf'" 

•2° Valeur de V cl Τ'. — Il est préférable, dans la valeur ( 39) de Γ, 
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de remplacer ι — χ par y, 9(a?') ou 9(1 — y) par F()')» «1<* sorte 
qu'on aura 

F(0) = q(I=; 

Alors Τ sera déterminé par les relations 

(5ι) I =e-f-r'^— 1= ( \Lc~v,yV(y)€ly, — .!T = f C r/0. ~|~{\[|##{~z" erp& 

K11 substituant p. = e°*r~T = α -t- $>[--1, on a 

Γ = ρ Ç e~*r9 »/_ 1 K(/) tly< 
·- ϋ 

et le coefficient de γ — 1 est 

F' = - f p'> ay siu(?/-~,2~^· 4(e "· cosflr). 
- Ο «■ μ 

Il en résulte 

(5ι) I =e-f-r'^— 1= ( \Lc~v,yV(y)€ly, — .!T = f 

Remplaçons/ par ̂  et posons 

(4ι) I =e-f-r'^— 1= L~,yV(y)€ly, — .!T = f C 0. ~|~{\[{z "7#~` 

nous aurons 

-iT=£\F(o) + 'tty)\-°"f- </) ■ 

Le terme contenant F(o) est la valeur que prend — JT' quand 
F(/) est constante et s'obtient plus simplement, par les formules (AO, 
qui donnent en ce cas 

l'=F(o)jf = F(o)(i — e'
μ
) = F(o)(i — '); 
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ln coefficient de ι, dans cette expression, étant c""esin(3 F(o ), la 
valeur correspondante de — £T' est 

f F(o) ο"'esinj3rf(l. 
VQ 

Remplaçons par cette expression le terme en F(o) de la valeur de 
— ^T', et partageons le reste de l'intégrale en deux autres, nous 
aurons 

I - ·Τ' = Ε + Κ'-ΗΕ", 

ï* 
1 Ε =F(o) J

 r

-pc°sO sin(p sin0) î/0, 

(5u) 

E'= d sos{[`~#\d S('ç%:!^"éç( 

E'= dcosu - eé"udnhé"_sédf 
* T/0 . 

a étant un nombre cjuelconque compris entre ο et p. 
3° Principe général. — Quoique la démonstration suivante soit en 

partie la répétition de raisonnements déjà employés aux n"817 et 18, 
il convient de la détailler, le principe étant plus général et comprenant 
les précédents. 

Soit /(y) une fonction dont les valeurs sont bien déterminées 
entre les limites A, B; admettons qu'entre ces nombres il existe / 
intervalles dans chacun desquels la fonction soit continue, constam-
ment croissante ou décroissante. 

Soit /'(y) une autre fonction qui de A à Β soit continue, positive 
et constamment décroissante; enfin soient Ν le maximum numérique 
dc/(/); a et b deux nombres compris entre A el B, et λ une con-
stante quelconque. 

On aura numériquement 

O33) f /0')/'(r)sin(y + X)rf>'<6iN/(e). 
Jq 

En effet, désignons le premier membre par II. 
Jouru. de Math. (4* série), tome Vil. — Fasc. Ill, 1891. 45 
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Premier cas. — Si de a à b, f(y) <*st continue, positive et tou-
jours décroissante, il en sera de même de f(y)f{y) et aussi de 
/{y — λ) f'(y — λ) quand js varie de a -ι- λ à h -ι- λ; en remplaçant 
y par y — λ, on a 

11 = f /(y - ~k).f '(y -- Msiiiy</}', 
Λ+>. 

et, d'après la propriété préliminaire du n° 17, 011 aura numériquement 

Il < '±J\a )/'(>/ ) 
et, par suite. 

Il <2\J\a). 

Deuxième cas. — Si f(y) est continue, décroissante, mais non 
toujours positive, on aura 

ΙΙ = ΙΓ- ΙΓ. 

Il el H s. trouvant en remplaçant /(y) par Ν H-/(y) «m V cpii, 
toutes deux, rentrent dans le premier cas; le maximum de Ν -f- /».)·> 
étant 2\, on aura numériquement 

H <\\/'{« ), ll"< 2 \ /"(/ ) ; 
d où 

ll<(> N/("). 

Τι •oisième cas. — Si /( v) est continue, toujours croissante et de 
sialic quelconque, —/(y) sera décroissante, et l'on aura 

<>N/'(rt ) 

pour limite numérique de — H et, par suite, de 11. 
4" Cas général· — 11 existera entre a et b au plus /intervalles dans 

chacun desquels /(y) sera continue, constamment croissante ou 
décroissante. En partageant l'intégrale II en d'autres qui leur corres-
pondent, et remarquant que les valeurs de /'(y) correspondant au 
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commencement dos intervalles sont au plus égales à /'(«), on aura 

6X/'(e), 

poui' la limite nuinéri(|ue d'une intégrale partielle, et bi\f'(à) pour 
cello do II. C.Q.F.D. 

5° fÀmili» de Τ'. — Dans la valeur (52) de E", si Ν est le maximum 
numérique de ψ(/), on pourra appliquer la propriété (53) au terme 

J*«ni£±&
mdyt 

"il 

en prenant /'(y) --- sa limite numérique sera ainsi celle de 

('!^·Ηχ)Ίχ "it * 

est évidemment - f e } dy < -· D'ailleurs E(~) — E(o), 
\ Γ* / 

et celle fonction a les méiucs périodes de continuité croissante ou dé-
croissante que E(/); i est donc le nombre de périodes qui convient à 
E( )' ) ou à 9( c); en outre, X = ou < a M, M étant, comme précé-
demment, le maximum numérique de F(/); celui de E" est donc 

Ά M(f>l-+- l) 
a 

Four avoir celui de E', nous remplacerons ψ(/) parson maximum 

\Γ entre / = ο et α, et c°s,y~e par une valeur trop forte; dey = ο 

à )' = ι, ce sera son maximum M" dans cet intervalle ; de / = ι à / = er, 

ce sera ^ : on aura ainsi numériquement 

I·:- < M'j ' M" dy + M'f" ̂  

OU 

Κ <\1[Μ"+2/(α)]; 
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M" est une quantité purement numérique inutile à déterminer; M' est 

le maximum de F — F(o) quand y varie de ο à a; comme F (y) 

est continue, ce maximum converge vers ο quand ; diminue. 

Ainsi, étant donné un nombre γ aussi petit qu'on voudra, on pourra 
ι ι · '<* M ( bi -+-1 ) ^ , 

prendre a assez grand pour avoir < 5γ, et ensuite, a étant 

ainsi choisi, on prendra comme on l'a supposé et de façon à 

rendre " assez petit pour avoir M'< (,n aura alors nuiiié-

ri(iuenienl 
E' > 1/2 yà ç} #\ |@ E' E'+E" > 

et, par conséquent, cette expression converge vers ο quand ρ augmente. 
Quant à la valeur ( >2) do F, en remplaçant le sinus par τ, ou a, 

numériquement, 

<F (o) f é{`^^{\`|{{# [ | \ | \ ~ '" ou E<E ()f(okl 

I - r. 

et nous avons déjà vu que / e*V/0 converge vers ο quand ρ aug-
J 0 

mente; il en sera donc de même pour Ε et, par suite, pour T. 

21. COM CLÉMENT 1)K LA DÉMONSTRATION DE LA CONVERGENCE ILK LA 

SÉRIE (2/1) ιNmQuÉ EN NOTK AI N° 8. — Il s'agit seulement de la pre-
mière partie de celte série ; en la désignant par S et posant e^F'fpV·- /,, 
on peut récrire 

T' rX ( ti(.r)Ί/.RCOS6;JLU 

s = 2-—·-—ι 

la somme 1 sélendaiil aux valeurs réelles et positives de p. La for-
mule ( ι p) donne 

\ = />μ,( siu «χ./* — eosp./· -+- <J ^ ) 4- α 11 (sin ρΛ· Η- cos p./; —- cosge" 
-f- r — ι,ν~ν) — 2sin ρ( ι — .r ) -h wr-v**

 Λν
.μ·'. 
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En remarquant que — c est positif, moindre que les termes de X, 

sauf le premier et le dernier, ont pour limite numérique 3, 2, a, 1, d'où 

X(-'= Ρ -l· Ρ = snipx* — COSIAX· -+- TR** -+- SN-V· ,~J). 

tandis que L est compris entre =t 8. 
De là résulte qu'à partir d'une certaine valeur de α on a constam-

ment et, en même temps, k8 converge vers 1. Ainsi, en 
supprimant les termes en L, on laisse de coté des séries évidemment 
très convergentes, et en désignant par S' le reste de S, 011 a 

χτ* I\) cos b ,us t 
' ' 2à T- ' 

( ) = / [ sin «A.r — cos il χ r~^r -+· .v' -r | ο( χ) dr. 
• 1 

( )r les deux derniers termes de cette expression, en remplaçant φ(χ·) 

par son maximum M, sont inférieurs chacun a—; quant aux précé-
!α 

dents, en y posant JJLX· =/, chacun, d'après la propriété (53), en y 

faisant f'(y)= 1, est inférieur à i ayantl a signification déjà in-
|Λ ' 

diquée pour On aura done Q — î, λ étant inférieur à une limite 

numérique commune à tous les termes de la série S'. Os ternies dé-
croissent donc sans limite et do plus n'ont pas, en général, le même 
signe. Cela rend probable la convergence de la série, mais 11e la dé-
montre pas rigoureusement. 

Cette démonstration semble fort difficile si 011 laisse à^fx·) la même 
généralité qu'au numéro précédent, sans employer la dérivée de la 
fonction, en la supposant discontinue, etc. 

Mais, d'autre part, les conditions auxquelles elle a été assujettie au 
ιιυ 8 ne sont pas toutes nécessaires. Il suffit d'admettre que la fonction 
cp(x) s'annule avec ./·, que de χ == ο à χ = ι elle reste continue, et que 
sa dérivée reste finie. 
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Kn effet, oil a 

/p
?
<*)«tr = £?(*)- ifv'-gU*, 

Jv — $t> ■W -·τ> — e — sin p../' — cos ι*./·: 

coin mo ^(o^ — ο, il on résulte 

aO = ;if ν·?(.ι,)tl.r =-(<■' +,·)?(ι)- ( +fà'_1-*/$µ£= 

(loin nie numériquement c<20 si Γ on remplaçait pQ ]>ar son 
premier terme seul, la série S'serait très convergente; quant au se-

cond, on verrait, comme ei-dessus,qu'il a la forme la portion corros-
if 

pondante do la série S' aurait donc ses termes de la tonne ~ et serait 

convergente. / 


