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SUR QUELQUES EFFETS DES TRENBLEMENTS DE TERRE. 271

Note sur quelques effets des tremblements de terre;

Pax M. CELLERIER.

§ 4. — Cas les plus simples.

I. Cas p’uN PENDULE COMPOSE DONT L’AXE DE SUSPENSION EPROUVE
UNE SECOUSSE HomizoNTALE. — Le plan de la figure cst mené par le
centre de gravité (x du corps, perpendiculairement & axe de suspen-

Fig.1.

L
sion qu'il coupe en O : m est la masse du corps, C son moment d’iner-
tie par rapport & 'axe, £ la distance OG, [ la longueur réduite OL
du pendule, de sorte que C= mehl, 0 cst Pangle d'écart de la verticale,
compt¢ positif & droite.

Le temps ¢ est compté & partir du commencement de la sccousse; le
mouvement relatif au systtme des appuis et des objets environnants
se calculera comme si cc sysiéme ¢tait immobile, en supposant appli-
quce en tout point du corps mobile unc accélération égale et contraire
i celle du systéme, ou de I'axe; la composante de celle-ci perpendicu-
laire au plan de la figure étant détruite, 'accélération & appliquer,
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paralléle au plan de la figure horizontale, et dirigée & droite sera

d*u
s’

w étant le déplacement horizonlal du point O dans le plan de la
ligure, compté positif & gauche; ainsi « est une fonction donnée de ¢,

du Y TS PO T
nulle de méme que - quand ¢ = o. Laccélération imprimée au corps

diu
équivaut a une force m ——

T * appliquée au point G. L’équation du mou-

vemenl est ainsi

0
- =— mghsin0) + mh d(‘ ;

en négligeant 0° ou remplacant sin par 0, substitnant = méh/, divi-
sant par mh, posant

=/ =,
I'équation devient

d? ro_ d*u

(1) 9B = y.c-l—dt

et est le déplacement du point L, pris positif & droite. L'intégrale

ost

sut
= 2 fd sinwtdt

woJ,ode

sinpt [ du

| @ cosptdl + A cosul + Bsinpl.

On suppose que, pour £ = o, le corps ¢tait cn repos; on avait

dr
£ = 0, - =0,

dt

les deux premicrs termes de x ct leurs dérivées se détruisant quand
!t = o, il en résulte que les constantes arbitraires A et B sont nulles.

PP . dlu du
“n Integrant par partie —, cl remarquant que - = o pour /=0,
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]

les termes hors du signe f se détruisent, et il reste

‘du . ‘du .
xz = cosp.tf 7 cosptdl + smp.tfo 27 SinpLd,

on plus simplement

'(l“' ’ ’
z =‘[ a7 cosp(1 — 0)dr,

« “lant ce que devient # quand on y remplace ¢ par /.

Discussion du résultat précédent. — Quel que soit le mode de
variation de #’ en fonction de ¢, on peut partager I’ensemble de la
secousse ¢n mouvements simples, ¢'est-i~dire tels que, pendant chacun
d’cux, le point O se déplace dans un méme sens, ou que «’ soit tou-

. . .. du' .

jours croissant ou décroissant, et — de signe constant. La valeur de s

est la somme des portions de l'intégrale correspondant & chaque mou-
. , . du'

vement simple; clle ne dépend d'ailleurs que de — » et ne changera

pas si, pour chacun, nous considérons le point O comme partant de sa
gl-l-l
dr

Ainst 2 est la somme des valeurs particuli¢res correspondant a
chaque mouvement simple considéré comme secousse unique, les
sceousses commencant pour des valears diverses de /.

Pour un mouvement simple d'excursion /£, on aura ¢videmment un

maximum numérique de la valeur (2) de 2 cn remplacant cosp.(f— )
. ey . du’ . ,
par Punité, puisque — a un signe constant; le résultat sera

position primitive, en conservant i —, sa valeur exacle.

du'

77 ou b

Ce maximum ne pourra étre atteint que si cosp(¢ — ¢') ne varie

pas sensiblement pendant la durée 0 du mouvement, et comme p = %,
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T étant 1a durée de 'oscillation pendulaire, il faut pour cela que % soil

trés petit. Cette condition sera d'ailleurs suffisante, car on peat tou-
jours supposer ¢ tel que w(f — ') pendant le temps § soit sensible-
ment multiple de =3 ¢ croissaut, .o variera a trés pea prés eitre == /4,
e A sera, pour le point [, 'excursion du mouvement pendulaire qui
suit la sccousse. Ce résultat était facile & prévoir. Le déplacement /
du point O étant brusque, le point L reste en arriére, ayant ainsi un
déplacement relalif 4, qui sert de position initiale pour le mouvement
pendulaire. Dans le cas ol la durée § du mouvement est plus grande,
on ne peut dire, d'unc maniére générale, que . sera notablement infé-
ricur a /&, car il pcut toujours arriver (ue cosw (¢ — ') resle presque
constant pendant une notable partiec du mouvement, ou que celui-ci
soit presque soudain.

Mais, s'il n’en est pas ainsi,  sera toujours inféricur & &, et méme,
si 0 est wees grand par rapport A T, la valeur (2) de . sera constam-
ment tres petite par rapport a h; en effet, nous supposons le monve-
ment lent sans se trouver accumulé sur une faible portion de la durée
totale, ct, pendant celle-ci, cosu (¢ — ') changera de signe un grand
nombre de fois; les portions correspondantes de l'intégrale (2) se
détruiront en partie, ctle toul sera Lrés petit par rapport i

du’
dt

ou h.
St, pour d’autres mouvements simples, 'excursion du point O est

M, b, A", ...

ce seront les maxima théoriques de .x pour chacun d’cux, ct de la sorte
pour leur ensemble le maximum théorique de « serait leur somme

h+k+h+....

Mais cela suppose une série de plus en plus improbable de coinci-
dences; pour deux mouvements cela supposerait qu'a la fois

cosp(l— 1)
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fit == 1 pendant la durée du premier et =1 pendant celle du second,

. du' . .
ot - est de signe contraire, ou que les deux secousses fussent presque

instantandées se suivant & un intervalle de temps égal & T. Il en serait
de méme quand il y a plus de deux mouvements simples.

Ces cas anormaux ont donc peu d'importance et, puisque eflet
d’un nombre quelconque de secousses se trouve en calculant celui
d'une seule, il suffit d’examiner, soit le cas d'une scule comme nous
venons de le faire, soit celui d’une secousse compléte, en désignant
ainsi le mouvement formé d'une excursion % du point O & gauche,
suivi de son retour i sa position primitive.

Cas d’une secousse compléte. — Désignons par ) sa durdée totale
$10>T ou wh > =, il est clair que le mouvement pourra présenter les
circonstances anormales déja mentionnées et que a pourra atteindre i
peu prés 2. Bornons-nous done an cas ot 0 < T, qut est le plus -

portant. 1l faut distinguer ce qui se passe pendant la secousse et dans
le mouvement «qui lui succide.

1 Taleur de « pendant la secousse. — Tout ce (u'on peut dire
de général quand 0 < T, c'est que, pendant la premiére période de la
sccousse, x peut approcher heaucoup de 4 si elle est courte, mais que,
pendant la seconde, il restera inféricur & 2/ numériquement. Le
résultat est plus simple si 0 < }T, car alors £ n’atteindra pas =, non
plus que p(¢ — '); lintégrale (2) pendant la seconde période de la
secousse est ainsi composée de deux parties de signe contraire, toules
deux numériuement inféricures & 43 en outre, dans la seconde, le
méme accroissement du’ est multiplié par un cosinus plus fort,

w(?— (') diminuant. 1 en résulte que, pendant la secousse, :x est com-
pris entre = / et qu’a la fin il est négatif.

2° Valeur de x apreés la secousse. — Soient 0, 0 — 0 les durées

des deux périodes du mouvement et H, H' les portions correspon-

dantes de Uintégrale (2) ot £ > 0. Dans la premiére, u(? — ') décroit

de w? & p(1—0")et, en remplacant tour & tour cosu.(Z — ') par sa

valeur la plus grande et la plus petite (algébriquement) dans cet inter-
Journ. de Math, (}* séric), tome VII. — Fasc. III, 18g1. 36
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valle, on aurait des limites entre lesquelles H est comprise, d'ou
vésulte

. (di .
H= coszfi(;:-, = h cosi,
¢ ¢tant compris entre w! et wf — 10'. De méme

I’ = cos/ fdt — hcost,

¢ ¢étant compris entre w(¢ — 07) et (¢ —0); de la sorte i — ¢ est

. 70 \ . .
compris entre o ct W) ou - La valeur compléte de  est ainsi

ey

. . o i1
v =H+1I'=h(cosi — cosi')=— 2/ sin — sin
On aura donc constamment, numériquement,

s 2hsin —l‘

. - ) . o
St done 0T, &< y/a, ctsi F Cst Lrds petit, bien que, pendant

la secousse, .« alteigne a peu pres la wleurlz, sera loujours trés petit

dans le mouvement qui lui suceéde, la sccondc période de la secousse
détruisant en grande partie effet de la premiére.

On pourrait avec quelque probabilité attribuer & la secousse la lot
ordinaire des oscillations, en posant

’ r g\

w=1h(1—cosw't');

de la sorte @' ol‘li,

, an . W 1y e .
quand ¢ = 7 On pourrait ainsi chercher & déduire de 'observation

seraient nulles pour ¢'=o ct le redeviendraient

’ 2 z
du mouvement les valeurs de /i et de ' et la durée o de la secousse.

Toutefois le résultat est grande complication et n¢ pourrai
Toutefois 1 Itat est d'une grande complication ct rrait
s’obtenir (u'en construisant des Tables namériques étenduces.



SUR QUELQUES EFFETS DES TREMBLEMENTS DE TERRE. 277

On ne pourrait d'ailleurs lui attribuer une grande préeision, la fonc-
tion &' pouvant contenir plusicurs termes analogues au précédent.

2. Cas pe DEUX TGES ARTICULEES. Equations du mouvement. —
Le systéme se coinpose de deux tiges OA, AB, que nous rapportons
aux axes OX, OY, dont le second est vertical. Les tiges, que nous

Fig. 2.

0 3

assimilons 4 des droites ont la méme masse m, la méme longucur /, et
ne peuvent se mouvoir que dans un plan vertical; elles sont articulées
entre clles en A, et la premicre I'est en outre, au sol, en O. Leurs
angles avee la verticale sont 0 pour OA, ¢t 0 + 0’ pour AB; 0 et 0 sont
complés positivement & droite. Le mouvement cst déterminé par une
sccousse dans laquelle le sol é¢prouve une translation horizontale; 4,
connu en fonction de ¢, est le déplacement du point O, sur 'axe des «,
considéré comme positif du cdté des z négatives. Nous admettons que,
dans ’articulation O, s’exercent des forces dont le moment par rapport
4 O est numériquement $/mb0 ct qui tendent & ramener OA dans la
position verticale. De méme, dans 'articulation A, agissent sur AB des
forces tendant & diminuer (' ou & amener AB en droite ligne avec OA;
lcur moment par rapport & A est fnell’ (.

Les axes ¢tant entrainés dans lc mouvement du point O, le mouve-
ment relatif des tiges est le méme que si les axes étaient immobiles,
en supposant tous les points des tiges animés, outre les forces réclles,

Ty . d‘.‘ u \ \ A
d’une accélération commune i parall¢le & OX et de méme sens.

Les équations du mouvement sont celles de Lagrange, ou

lﬁ(gi_’_l‘_ldTmK td (4T 1Al _
sdt\a@) " 3\@)=™ & W)“E(W)“ ’
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en remarquant que la position du systéme ne dépend que des deux
variables 0, 0, désignant par K d0 + K’'d(’ le travail des forces pour
un petit déplacement, par T la force vive Lotale, et posant

0” — (,D Olll — ’ﬁ)’

-— T

Valeur de T. — Pour un élément drr de OA, & la distance 1+ de O,
les coordonnées sonl

x=rcosl,  y=rsin,

la masse de Pélément est

mdr
l 9
et sa force vive
m dnz mop. .
. T r*dr E o T 0" 2 oly,

Pour an élément odr de AB & la distanee 7 de A, Ia masse st

m dr

e
les coordonnées

aoz=dsinf) + rsin(0+0),  y = lcosh + reos(h + 1)
el la foree vive

P | By 2 (0 07 e (07 4 07) cos ).

In intégrant ces deux forces vives de 7 = o a /, on aura en tout
ol y
T mlB 202 4 072 = 07+ 0")2 4= 070"+ 0") cos’|.
3 3 .

Nous négligerons les termes du troisi¢me degré par rapport aux
setits nombres 0, 0°, 07, 4", Nous devrons done, dans les équations du
] ) ) )

. dr e .
mouvement, supprimer ( = ) et dans les autres dérivées partielles
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de T, remplacer cos0’ par 'unité, d'ot résulte
]
T =28 (802 4 500" 4+ 0).

Valeurs de K et K'. — Puisque Kdb + K’ dl est le travail des
forces, K’ d est ce travail en supposant 0 constant, ou la tige OA
immobile; ainsi K’ est la somme des moments des forces agissant sur
AB par rapport au point A. De méme, K df) est le travail en suppo-
sant 0’ constant, ou le systtme OAB de forme invariable. Ainsi K est
la somme des moments des forces agissant sur les deux tiges, par
apport au point O. Il ne s'agit que des forces extérieures, ct celles
(ui agissent dans Particulation A n'y sont pas comprises. Tous les
moments doivent étre pris positifs s'ils tendent & augmenter 0’ ou ),
ou & faire tourner de OY vers OX.

Les moments des forces excrcées dans les articulations sont — i mlbl

.
pour K, et — tmll'y pour K'. L’accélération %, (ue nous désigne-
rons par u’, équivaut & unc force mu” agissant sur le centre de
aravité dr, c’est-i-dire le milicu de chaque tige, dans le sens OX; le
poids mg agit sur les mémes points. Leurs moments réunis sont évi-
demment mu’y +~ mgre, « ct y étant les coordonnées du point;
celles-ci pour K’ se rapportent & Iorigine A, ce ¢ui donne pour ¢
moment
ymulcos(0 + 0') + jmglsin(0 + 0').

Dans la valeur de K, l'origine cst en O, ce qui donne, pour le mo-
ment des forces appliquées au milieu de OA,

tmu’lcosh + ymglsind.
Pour le milicu de AB, on aura de méme
mu"|Lcosl + $lcos() + 0')] + mg[lsind + ;Lsin(0 + 0')|.

n négligeant le troisitme degré, nous devons remplacer les sinus
par les angles. En outre, 6 et % sont de 'ordre de u” qui doit ainsi étre
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regard¢ comme du premier degré; on doit donc remplacer aussi les
cosinus par P'unité. En substituant dans les formules de Lagrange la
valeur de T ct toutes les parties de K, K’ que nous venons de trou-
ver, on aura, avant toute réduction,

Bl oy d o
2 (165 + 5% ) = —4mib0 + jmi(u’ + £0)

+ m[w L+ )+ g(I0 + $10 + L10),
%_p( 5% + 299;) = — 3l 0 + {mu'l + ;mgl(0 + ),

ou, cn divisant par 3ml,

{ (1’(160+50’) ’ ”
LU | (b fg)0— gV — G = o,
L d'(50 o , , ”
3 -__(_idt_-i_z__) _g()+(l)——~g)0 — U = 0.
En posant
3) b—hg=a, V—g=a,

ces équations prennent la forme plus simple

2 '
f({ (]60+50) +a0 __gO/ _ {]lt”:‘-O,

3 de?
(4) | L @ (50 + a0
' 3 — g — —&I+adlV— w=o.

3. INTEGRATION DES EQUATIONS PRECEDENTES. — Ajoutons a la pre-
miére le produit de la seconde par unc indéterminée f et posons

(5) p=0b+5MN0+(5+2f)V.

Nous aurons

T (a—gh+(@f—g)=(i+/u.

[SCI L
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Choisissons f de facon que I'on ait

. a—-gf af—g
(6) 16+5f" S5+af

En designant par s la valeur commune de ces deux rapports,
I’équation deviendra alors

) d? 3 "
sgm +3p=0Gi+NHw  ou  FRrpp=304+N,
en posant
3s
(7) T =

Si w est réelle, I'équation s'intégre comme celle du n® 45 en remar-
/4
dt
immobile au commencement de la sccousse, les constantes arbitraires
A, B disparaissent, et I'on trouve

(uant que p ¢t — s'annulent pour ¢ = o, le systéme étant vertical et

(8) p= ﬁ;ﬁﬁq, q =f‘(i1-—;l,'cosp(t-—-l')dt',

' étant ce que devient  quand on y remplace ¢ par . Si @ est imagi-
naire, la valeur de p contient des exponenticlles, et le mouvement,
mcme en P'absence de Paceélération «”, est instable.

Pour que f satisfasse & I'équation (6), il faut et il suffit que, pour
un méme nombre 3, on ait a la fois

a—gf _ . af—g __ .

64+35f 9 54+af
ou

»  a—163 53+ g
(9) -/= 53 +g’ f= ad—az’

d'ou
(165 —a)(25—a)—(5z+g) =0



282 CELLERIER,

on
s’ 752 —235(a+8a' + 52) + ea’ — g*=o,
(10) (3 =0t 8"'"*'.___5"":.@,
. ' ;
'R=(a+8a+52)— 7(aa — g%).

Il faut vemarquer que

R=324"+10g(a +8d) + (a+8a)' — jaa
ou

2R =|5(a+8a')+ 32|+ 7(a — 8’ ).

Les valeurs de 5 sont donc réclles ct inégales.

Désignons par 3, 5" les deux racines, et par &', f7, p', ¢ c¢ que
deviennent w, f, p, ¢, quand on y remplace 3 par 2. Dapees la
valeur (5) de p, ona

160 + 50+ f(50+20)=p, 160+ 50+ [(504 207y = p’,
doti _
50+ 20 = E=8, 160+ 50 = =22
On en tiverait 0 et 0’5 mais nous avons surtout besoin de connaitre
le mouvement du point B pour lequel

z=1Isinf + lsin(0+10'),  y=/IcosO+ [cos()+10).

La valeur de y est & peu prés constante et égale i 2/5 celle de .y en
négligeant le troisiéme degreé, est

=120+ 10).

En ajoutant les deux relations ci-dessus, multiplices par § ¢l — &,
on aura
x_ O+/p—(6+/ )

20+0  ou 7= “U=7)
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el, en substituant la valeur (8) de p et son analogue pour p/,

70 _ G+ 16/ Vg— A+ N6+ /g
3 r=rs

On peut |'éerire

-
‘

(1) =g+ ¢ +1g—q),
ol
= BENOFS) =
=y

In y substituant, d’aprés les formules (),

1A . > !
S+ g R T
f=2278, po 218
: a -3 . a'—ns3
on aura, avant les réduetions,
T (_4.‘_»11'-:.- 2—=03)(hd +g—505)y—(d —a3)(a'—1a53)

(D5 +gia'—23') — (33’ + gy ' —3)
on
"= wWa*+10ga - g— (93a' -+ Hg)(5 4+ 5') -2z

- (da'+ug)s—3)

l.’équation (10) donne

. R . .. , na — o*
s+ 3 =c-(a+8a+5Hg), 37 = —2,
/ ‘

d’olt

= 168a'? +r08a" + 74+ 21.(aa'——g’) —2(23a + dg)a--8a'+5g)
/ (da'+ag)(s—3)

—da(da' +22)—8(23a'+ Joga’'+8g*) _ha+8(a + g
(9a' +a24)(5—3 - s -3

‘n outre, en supposant 3 > 3', les formules (10) donnent

3 — 3 =1yR;

Journ. de Math. (§* séxic), tome VII.— Fasc. 1L, 18g1. 37
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la valeur (11), en remplacant H par — H’, devient ainsi

(12) T =(H+1)g — (W -1y,

oll
H = Ma+8a)+ 32y
3R

¢, ¢ ayant la valeur (8) ct une autre homologue, (Cest I'intégrale
sous sa forme la plus simple.

f. Discussion pv risvrrat @ 1° Conditions de stabilité. — Nous
supposons stable la position verticale d’équilibre des tiges. Pour ecla,
3 et 3’ étant réelles, comme on 'a vu, il faut de plus qu'elles soient
positives et, pour cela, d'apres les formules (1o), que Fon ail

a-+ 8a' + Hg>o, aa’'— g* >o.
La seconde condition exige que @ ct @ soienl de méme signe, el
o =
g <yaa'. Ona d’aillears, quels que soient a, @',
@+ 061a?*—gad’>0  ou (@ +8a') > 25aa > 25 2%,

Ainst, numériquement, @ + 8a’> 32, cl, st @ el « élaient loules
deux négalives, la condition @ + 8a’ -+ 5 g > o ne serail pas salisfaite.
Par conséquent, pour la stabilité de I'équilibre et celle du mouvement
& & la secousse, il faut et il suffit que a et @’ soient toutes deny poxi-

tives ot que g < yaa'.
2° Relation de grandeur entre p. et p.'. — On a identiquement
3204’ = (a + 8a')* — (a — 8a’)*.
d’on
3a(aa’ — g*) <(a+8a' + Hg),
ou, en multipliant par |,

12855 < 7 (5 + 5')°
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3a(s+ 3 =320 —35)<7(s+7)?,
5(s+3)<4(5 — 3)v2,

en remarquant que 3> 3. Il en résulte

. - /o 5 2
3 v+4 37 + 4oy/a .
- > 7-7_—\—; ou > —_— > [(),
v 4ya—o /

n? ®

E > IG, l’-l > 4.
3 Cas o les tiges se rédutsent @ une scule. — Les formules

(=]

(rouvées comprennent ce cas en supposant infini le moment des forces
(ui tendent & amener la tige AB sur le prolongement de OAj; nous
devons done faive croitre a Pinfini I et, par suite, @’ d’aprés les équa-
tions (3).

Les formules (10) montrent que 5 croit a Pinfini; ct, comme

s aa' — gt ,
s+3 7 aa+8d +3g)
en désignant lim 3* par 37, on a
;= 2.
v T a6

A LY 80 . «
Ln méme temps 7 converge vers 1, et la valeur (r2) de H’ vers §;
\
u. élant infini, ¢ = o, comme on le voit en intégrant cosu(! — &) dt’

sartic dans la for ; v /33 Ba ..
par partic dans la formule (8). En posant p" = \/:;— = \/737’ dési-
gnant par ¢”. 2" les valeurs correspondantes de ¢, z, 'équation (12)
se réduit a &” =3¢". -

4 Discussion du cas général. — En posant
5(a+8a’)+32g=F,
les formules (10) donnent, comme on I'a vu,

32R=F*+7(a - 8a').



286 CELLERIER.

Puisque @ et a’ sont positives

25(a — 8a' )< 2, 2R>F2 et <14 LI

> s
4

.. . F . F I
ainsi /R est compris entre —— et =+ La valeur (12) de H’ est —; elle
3 3 R’

V32 ayR
est done comprise entre ¢ ct v8, ou entre 2,5 ct 2,832. Pour les éva-
luations ui suivront, il suffit de donner & 11’ la valeur moyenne 2,66;
erreur est au plus de 0,16, et, aprés avoir multiplié par 3 pour dé-
duire » de la formule (12), elle se réduit i 0,07. llen résulte la valeur
trés simple

(13) £ =1,37¢ ~ 0,714,

Ce résultat remarquable ne dépend plus de g, a, a’, mais seulement

' T T . . . N
des durées -, — des oscillations pendulaires dont le systéme est sus-

v

ceptible.

Le cas des deux tiges se ratlache & une question plus générale,
savoir : de quelle facon la sccousse du sol, transmise & un édifice,
saugmente-t-clle dans les portions supéricures? La question est trop
complexe pour ¢tre directement résolue ; mais les portions supéricures
de I'édifice, les objets qu'elles contiennent, éprouvent, dans leurs ap-
puis, une secousse résultant elle-méme de celle du sol; or, de la méme
fagcon, dans le cas des tiges, le mouvement du point A joue, pour la
tige AB, le role de I'ébranlement du sol. L'assimilation d'un batiment
ou d’'un mur au systéme des deux tiges n'est point parfaite et, en par-
liculier, la pesanteur, qui tend a écarter les tiges de la verlicale tend
au contraire & y ramencr un batiment, sauf dans le cas de secousses
violentes ct destructives; mais cette différence n'est quapparente :
I'influence de la pesanteur a disparu dans la formule (13) et, d'autre
part, le moment de la pesanteur ct de toutes les forces qui tendent &
amener un mur a la position verticale, quand 'angle d'¢eart est petit,
ne peut étre que proportionnel & cet angle, comme nous I'avons admis
pour les tiges sans rien spécifierrelativement & la nature de ces forces.
Ainsi, la comparaison de la déviation maxima de 'extrémité B, dans
le cas de deux tiges et d'une seule, nous donnera au moins une idée
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de leffet de la mobilité relative des parties inférieure et supérieure
d’'un ¢édifice.

Le mode de variation de ¢, ¢, ¢” suivant la nature de la secousse
a déja été indiqué au n° 4, 'intégrale (2) étant la méme que g. .

. ' . . ] n
Ici la durée de la secousse est trés petite par rapport aux durées - .

7 r . . . .
},, o les oscillations pendulaires, cosw(Z—¢') est sensiblement

Punité pendant cette durée, de sorte que P'on a

qg=u
e, de méme,
R R
g =q" =u.

La valeur 2 == } ¢ et celle de x se réduisent a
2" =lu, r = 0,86u;

le maximum de « est & au bout de la premiére période de la secousse ;
pendant la seconde « diminue, et dans le mouvement qui subsiste en-
suite, ¢, ¢, 4" sont trés inféricurs a A. On voit donc que les déplace-
ments maxima sont 3% 0,864, ou plus faibles dans le cas des deux
Liges.

in supposant la durée de la sccousse plus grande, « sera le plus
grand en dounant i ¢ ct ¢’ leurs valeurs maxima de signes contraires ;
désignant par M une moyenne entre ces valeurs, on aura

x = 2,28M,

tandis que le maximum de «” est ;M”, M” étant celui de ¢, On peut
remarquer que, i teés peu prés, 2,28 = (3)2. Par conséquent, si M” ¢
M sont peu différents, les maxima de déviation, dans le cas de deux
liges el d'une seule, sont dans le rapport de 3 & 2. Mais ce résultal
suppose (ue g et ¢ atteignent simultanément leurs valeurs maxima de
signe contraire, ce qui est unc coincidence improbable. On en peut
conclure (u'en général la déviation ne sera pas beaucoup plus grande
pour deux tiges que pour une seule.

in supposant quc @ soit le méme pour x et x”, voici ce qu'on peut
connaitre des grandeurs relatives de p, ', 1",
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Ona

o 5+5 53 33’ , ad' — g* aa'
> 2 5<%z ou ‘<a-+-8a’+5§<'8_a"

Ainsi
’ a ”
s>a, s <§, ==

Par conséquent, & et " peuvent étre du méme ordre de grandeur,
mais @ est beaucoup plus grand (ue chacun d'eux, puisque u >4,
v >l

§ 2. — Application 4 une tige élastique.

5. EQUATIONS DU MOUVEMENT, ABSTRACTION FAITE DE LA SECOUSSE.
— Quoique cetle équation soit connuc, il n'est pas inutile d'en pro-
senter ici la démonstration, qui, telle qu'on la fait d'ordinaire, ven-
ferme une lacune.

(herchons d’abord la position d’équilibre. On suppose que la tige
est homogéne prismatique; en 'absence de toute foree, le plan de
la figure la parlage en deux portions symétriques; il en sera encore
de méme apres sa déformation, cn supposant que toutes les forces
agissent dans ce plan ou sont symétriques par rapport i lui. Ainsi
deux sections droites, d’aire w, primitivement situées i une petite dis-

Fig. 3.

/'
1

tance A resteront perpendiculaires au plan de la figure qui les coupe
suivant LL, 1/1/; A et A’ sont les centres de gravité des deux aires,
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AA' un petit arcdu filet moyen, licu des centres de gravité; BB’ est la
projection d’un autre filet qui, dans I'état naturel de la tige, était pa-
ralléle & AA’, et joint deux éléments égaux de des aires, projetés en
B, B’; soient AB=A'B’' = «, Al = A’ = ¢, rayon de courbure du
filet moyen.
La longucur primitive de AA’, BB’ était ); soient ¢, &' leurs allon-
gements relatifs, On a
-I:‘Al;; = !l:-—:) ou ;((::z’; = u:—?» ou 3':3—{-—?

PR L o ’ L
en négligeant le produit des petits nombres ¢, 3

I."allongement ¢’ produit sur I'élément dw une force ou traction nor-
male A¢'dw, k étant le cocfficient d’extension rapporté aux unités
d’extension et de surface. Elle se change en pression si ¢’ est négatif
ou correspond & une contraction.

Il doit se produire aussi, cn général, un léger glissement altérant
d'un petit angle €, Vangle droit (ue les ares AA’, BB ont été supposés
faire avee LL, cl accompagné d'une force K edw, pavallele a L1 ot
agissantsur dw, A" ¢tant le cocfficient de résistance au glissement pour
Funité de surface. Cet angle ¢ altérerait la figure et la valeur de ¢'.
Mais la résistance A" est ¢énorme et cette altération peut étre négligée.
La flexion et méme l'allongement ont des valeurs sensibles, et non
Pangle ¢, bien que, pour les équations d’éuilibre, on doive le suppo-
ser exister.

De la résulte 'ensemble des forces agissant sur unc section LL, et
exercées par la partie I de la tige située & gauche, sur autre P’ que

Fig. §.

nous supposons libre. Pour les autres forces extéricures agissant sur P,
soient S, S’ les sommes de leurs projections sur les axes AX, AY dont
le premier est perpendiculaire & LL, et M la somme de leurs moments
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par rapport au point A. Les sommes analogues provenant de ['action

de P seront, suivant AX,

—k 2 ddn  ou

u

—,‘2 (3 + E)dw,

qui se réduit &
- kz édo ou  — kdw,

en remarquant que 2 u dw = o. Pour la méme raison, la somme des

nioments par rapport a A, ou — kzu ¢’ dw se réduit &
—-—EZu’d;o ou  —clw
P e

¢ étant de l'ordre des dimensions transversales de la tige. Parallcle-
ment 4 LL la somme des projections des forces cst — A’ ¢w, d'ott ré-
sultent, pour les conditions d’¢quilibre de P,

’ 2 w=

hod =S, Koe=¥,

.y o oy 1 v
Lies deux premiéres donnent ¢, €, ct la troisiéme - ou la courbe du filet
s
moyen.
L.e moment, par rapport & A, des forces dont S est la somme, est

¢videmment trés faible & moins d'une flexion considérable; en dési-
gnant par § le bras de levier moyen des forces paralléles a AY, on

w
W

aura donc, a trés peu pres,

il
>
g
-

M=538, a:A__SE, :

Si S et 8’ sont du méme ordre de grandeur, comme ; ost, en géné-
1 ‘ . . c .
ral, trés grand, ¢ scra trés pelit par rapport -, et, par suite, aux

u . .

valeurs moyennes de - c’est-a-dire que ¢ est beaucoup plus grand
v

que 8. Dans tousles cas ot il y a flexion, & sera donc faible, sans quoi ¢



SUR QUELQUES EFFETS DES TREMBLEMENTS DE TERRE. 291

dépasseraitla limite de rupture. Dureste, ¢ étant toujours un allonge-
ment teés pelit, on peut n’en pas Lenir comple en cherchant la forme
de fa courbe dont 5 est le rayon de courbure. Ce sera surtout fort
exacl siy comme dans ce qui va suivre, toutes les forces sont i peu prés
perpendiculaires & la lige, ce qui rend S insensible.

Supposons maintenant la tige encastrée en () qui sera 'origine, sur

Fig. 5.

0 X

]

le filet moven, OX étant tangente i ce filet; soient .y ) les coordon-
nées d'un queleonque L de ses points. On devra avoir

dy

‘=0 ot -
J d.r

=0, pour r =0,
ot la courbe achevera d'étre détlerminée par une équation différenticlle
. . ) sy
du second ordre qui sera l’cquanonT =M appliquée & lous ses
points.
Admettons quil agisse sur tous une force accélératrice Y fonction
de o Siomeest la masse de Tunité de longueur, la force, pour la

wranche correspondant a are ds de la courbe, sera m Y ds, ct, pour le
point L, on aura

ketow Lo ds ,
0= / m(x'— )Y = dr',
Je dr

?

{ étant la valeur de & & Pextrémité D, et Y’ ce que devient Y quand
on y remplace  par «’. En négligeant les erreurs relatives de 'ordre de

dy\? , 1 dy . .
((Ti) » on pourra remplacer ds par du/, ct;par 75 qui a bien le
signe +, en supposant, comme on I'a fait, le centre de courbure au-

Journ. de Math. (4° série), tome VII. — Fasc. 111, 1891, 38
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dessous de Ia tige et M positif. 1l en vésulte

2 ! ]
h? Ly :f (' —x)Y'dr', ol b= ket

drt m

Si on lui substitue sa dérivee, ou

dsy of .
2 . — ’r .
0 T Mj,. Y,

I'¢quation primitive n'en résulte qu'avee Faddition d'une constante ar-

bitraire. Cette indétermination disparait en y joignant la condition

. . dty « e .

ovidente =—= = o pour . = [ En répétant la méme opération, on aura
dr?

ocnecore

oy

di = pour == l.

el T'équation
[FJUNgEY

drt

Pour passer a Péguation du mouvement on devia remplacer chaque
composanle Y dm de la foree exercée sur Pélément de wasse o

ay . . .
par Y dm — dmn 5 Ce (i donne pour équation du mouvement de
la tige
Ay g,y
(17 YTl =y,

det dr

avee les équations aux limites

= b =
L \ Vy=o0 el 5 =0y pour = o,
1 :
" ' Er b P our o=/
T ' dr =0 B

[ étant la longuear de la lige.

. . . NE , ) 4
Si, au licu dex, on prend pour vaviable 7 T el quion pose o o l.
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d’o , .
le terme H? }T:l deviendra

Ainsi, en supprimant Uaceent, il est indifférent de prendee £ =1, e, si
plus tard on veut adapter le résultat an cas [ queleonque, il suffira de

£ ,l

remplacer . et b par R
0. INTEGRALES SINPLES DE L'EQUATION SANS SECOND MEMBRE. —
Nous w'aurons plus a employer les lettres des caleuls du numéro pre-
cédent, saufeelles qui entrent dans les formules (11) et (15): les autres
pourront servir avee une nouvelle signification. I’¢quation & intégrer

|

(16)

o b est une constante. Laméthode suivante se trouve dans la Méea-
nique de Poisson; mais, comme elle présente quelques lacunces, il est
préférable de la reproduire.
On aura une solution particuliére de I'équation précédente en pre-
nant
v = pcoshprt = p'sinbpt,

u ¢tant une constante réelle ou imaginaire et p, p* des fonctions de

R . b .
seul; p devra satisfaire a Péquation ZEB* = p*p, dont lintégrale conm-

plote est
p==Asingr + \'cospr + B(e* — e¥) 4 B (b5 4 o),

A, B, A’, B’ étant des constantes; mais, en outre, p doit satisfaire aux
¢quations (15), c’est-a-dire,

) — dp __ our =g dp ﬂ—() our &xr =1
pP=o, de =9 P S de’ dw =0 P R
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Pour abréger, posons

cosy = ¢, s = &,
(1 - ) ot o B -'_‘f, o o
20+ f= [, oy 4 o= o',

On aura, pour ces condilions,

aPB=— A. ol =~ A\,
—As—=\Ne+Bf+Bg=o, —Ar+ N+ B+ By =0,

d'on
.-f\g’-'—A'./"zo, '_“\,f"'l"i\/('_).s' -‘:.r) —o.

De la premiére on tive
N=/"E. i DY
I ¢tant une constante arbitraire, et l'autre devient
[P ey — gy=o,

¢quation a laquelle g doit satisfaire; en la divisant par 4, nous Fexpri-

< d F(w v s
merons par F(w) =o. et - Sera désignée par I7(w). On aura
ainsi
R = e+ [+ (48 =g [Pt g
don

(18) F(w)= fe+2=(c*+¢ F)cosu + 2, Fiuy=rg  sf.
lon posant
(19)  No== fr(sin@r — JobF 4 Lomb0) o o' (— Cosr 4 P L)

il en résulte
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On trouverait de méme p', qui ne pourrait différer de p que par
I
la valeur de la constante E; en la remplacant par 7= on aura pour
solution particuliére
K. ‘
psinbutl),
12 \

(20) y = \(lu coshu?l + by

v

et X satisfait anx conditions

~ \ = 0, :‘:"} =0, pour.s =ao
(21) L ’
| &N X .
e == 0, prye) == 0, |)0||| Jo=1.

On peut remarquery en désignant par X7 ce que devient N, en
remplacant w var une autre racine w/, quon a

TRANES e,y U.'\\':'-'- -7 ('J-“—- u.‘\p.\\": \"1.—-\— : \"I‘\‘
‘ da v e -4 ! d.r? ot

ety en multipliant par o et intégrant, & une constanle pres,

- v v v BN dX d2X' dEN AN PN
Tyt ’ "dr = _(.___ e —— — —_— e — ':
(& &+ ), \\d \ da? dao du? + dri de drt \
en vertn des relations (20), le seecond membre sanmule powr o = o
el ez,

H en résulte quey st w! et w sont diffévents, ona

ol
(22) / \\'dx=o.
o

Propriétés des racines de Uéquation ¥ () =o. — Avanl de de-
tailler celles quiindicque Poisson, il faut démontrer deux points qu'il
aomis.

19 I’équation ne peut avoir aucune racine de la forme A (1 + y— 1),
I étant réelle. En effet, la valeur (18) peut s’éerirve

F(w) = 2cospcospy — 1 + 2,
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ou

F{w) = ('nS.u'(l + V/:-') + C”“'{J’(' o \.._. )+ 2
ety en supposant @ == I+ \/u“'“i ),
I‘Q({J-l - cOS’.!/l\/“‘ 1+ cos2h + 2,

dont le premier terme, on Je*h 4= Lem?A est posilif; ainsi F(w) ne peut
étee nul,

2¢ Pour aucune racine @, on ne peut avoir \ = o quel que soit r:
en effet, on aurail aussi
Wt X
—_— =)
u? da?

et, d’apres la valeur (19), en soustrayant X = o, il en vésulterait
Jsinpr — g’ cospr = o2
en posant . == o dans cette relation et sa dérivée, il en vésulterait
’ ’ .
[ =0, =0 on 2¢+ [ = o, 28 g0

-
<

substituant f = 2¢ dans F'(®) == fe + 3 == 0, on aurail

d’on
§ =0, g0
ou
Ty N e Wl =g, ou N T U

les modules de ¥, 2% ! seraient done Punilé, et en posant
e et &’ étant réelles, il faudrait quion et et =1, ¢ == 1, d'on
h=o, I = o,

¢l i = o; or la valeur g = o n’est pas racine de F(uw) =o.
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Nous pouvons maintenant démontrer que I'équation F(p) = o ne
peut avoir aucune racine de la forme =54+ Ay —1, b ct &' étant
réelles et toutes deux différentes de o5 en effet, w' = A — I’y — 1 serait

une autre racine et 1! — w'* ou 8L (A*— l'*)y=— 1 ne serait pas nulle,
sans (uoi on aurait o'* = h?, ' ==£ h, ct @, w' auraient pour valeur
h(1==y- 1), ce qu'on a vu étre impossible. En désignant par X, X/
les valeurs correspondantes de X, clles satisferaient done a la rela-

tion (22) et, lear forme étant IY %= Gy-—-1 |, il en résulterait

o
(2 + G*)de =o.

Comme 1" et G sont réelles, il fandrait que Fon edt, pour toutes les va-
leurs de oy I =0, (G =0 et, par suite, X = o, ot Fon vient de voir
(que c'est impossible,

Toutes les racines ont done la forme 2= A, = Ay — 1, h élant réelle
et positive. Dailleurs, en prenant pour & ces uatre valears, () ne
change pas. Les racines se distribuent done en groupes de quatre va-
leurs de eette forme, pour lesquelles w! est le méme, et il suffit, pour
les connaitre, de chercher celles qui sont réelles et positives.

'y a pas de racines égales, on satisfaisant & la foisa Fw) = o,
() = oy cary, dlapres les équations (18), on aurait

Jo=—2;
ainsi ni e, ni fne peavent étre nuls. De plus,
e ::/s, ot = / 2 _ /"‘ 3 = /"2 e~ = "“ ou o 2st—=0:

s on g sceraient nulles @ puisque ge — fs = o et que ni f, ni ¢ ne sont
Illl“l‘\, il faut que T'on ait s==0 et g =03 soit que w ait la forme = 4

ou = hy—=1, il en résulte

=1, J =z 0 ou

®
il

ce (qui est impossible. | On a alors I () = 4. |
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. . - LI =
Supposons maintenant que Fon fasse eroltee w de nsi(n+1)55 n

é¢tant un entier positif ou nul. L'expression

0 i
(e Py cos?

est toujours négative dans cet intervalle, en laissant de coté les valeurs
extrémes nz, (n+ l)g; elle est la dérivée de %t—;:_%———umgy, qui,
par suite, est Loujours décroissante et ne peut sannuler (u’une fois dans
Fintervalle; son produit par (¢* + #)cosw, cest-i=dire 17 (), ne
pourra donc, non plus, s'annuler plus d'une fois, et F(w) aura dans
intervalle au plus une période de croissance et une de déeroissanee,
ct ne pourra s'annuler plus de deux fois.

Dailleurs, I°(w) ou fe + 2 ne peut s'annuler que si cosw dans I'in-

T« N » . . 3 .
teevalle de - (0 + 1) est négatif, ou si # a la forme {741 ou

{7+ 2, 7 élant un entier. Mais, quand il en est ainsiy les valeurs ex-
wémes de F(w) sont 2 et 2 — f, ou de signe contraire; n'ayanl pu
changer de signe plus d'une fois, il ne s'est annulé (qu'une seale.
Par conséquent, les valeurs réelles et positives de w, rangées par
i ’ hat) »
ordre de grandeur eroissante, sont

”
A

[\ )
|
[\

"~
*

\ v w
+6 = -6, - +
2 2

R]

N N, Ny . 1y . \ . N,

dans lesquelles 6, ¢, 27, ... sonl comprises enlre o ¢l 75 sing, sing’,
e N, 2

sing”, ... sont les valeurs de — cosw. ou de ———

' (oS T

» trés rapidement

décroissantes, Pour la plus petite racine = + ¢, Poisson a donné

w= 0, Jopdi==1,87)11,

valeur aisée & vérifier, Quant aux autres, il suffit de connaitee leurs

R L X T , « poe
valeurs approchées N R dont 'erreur est tees faible et de-

iweable.

vient rapidement néglig
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7. InTéGraLE DE L'éQuatioN (16). — Supposons données, de z =o
a.r =1, les valeurs initiales

. d p
(23) y =%(x), 3%' = f(x), pour { =o,

Poisson admet comme postulat que l'intégrale compléte est une

somme de solutions particuli¢res de la forme (20), élendue i toutes
les racines w, de sorte que I'on a

y= ZX(Ecosby.’t + ,ﬁ; sin bp.’t).

Si X correspond a une valeur particuliére de w, il résulte de la rela-
[}

M o ) 9 " Y, H ¢ J ~

tion(22) que, dansl’expression /; Xy dz,tousles termes de lasomme D

correspondant & des racines @’ autres que w disparaissent, de sorte que
Pon a

Al ; o . \ [}
/ yXdr = (I‘Icosby."t + EI—;‘—,smhp.’ t)[ X?dr.
L% /y

‘n posant ¢ = o dans cette équation ct sa dérivée par rapport & ¢,
il en résulte

et Pintégrale compléte devient

X 1 ! inbu?
¥ :Z__I._.___[fo X?(;c)(l.ccosng“l-i-f Xf(w)du”il‘nj,‘!ﬁ"f]'
jxw.c ’

[

1
Voici comment Cauchy transforme f X?dr dont le caleul est sans
0

cela fort prolixe. Considérons g non plus comme une racine de
I'(&) = 0, mais comme unc lettre indéterminée. On a encore identi-
Journ, de Math. (}* séric), tome VII. — Fasc. IlI, 18yr. 39
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(juement
("x 7
@ =YX
Qo
s\ - NN
dvdn dn — U N+ u * (/u.

En mullipliant par X et substituant g\ = :j—‘\‘, onaura

\ a@*\ dX &'\ R o
W\ = Tl 2
\?= (/.ndu. de dov = dr’ (0 ‘ N2 =2 R

[ “ln
g
en posant

R=\ ' X dX d*X 2\ (l’\' ll‘\ d\

ST Ndrvde T dr detdn + e drdu — ded dy”
el désignant par R, R, les valeurs de R corvespondantiv.er=1. .r=o.
Quel que soit &, on a. quand . = o,

\ =« @\ = 0.
dr
don
d\ *\
dn =0 dr =0
il en résulte
R, = o.

Ensuite, quand . = 1, la valeur (1) donue

I" ' . o
v,.((]( /‘(—\*‘ l&")+‘;"(\(""’”;'/)::—~—./(il_ﬁ)—»“0( /)
A\ *N\
drt 0 II.I'IZI(IZ).. =0

ce qui annule le second et le troisteme terme de Ry onacaussic pour
A =1,
| N=S( =) g e+,
ou
2\ = (2¢+ [)(25 — g)—(2c- 2y = g)y=4(sf — ge).

d*\ , . .
2= (2= g (—as+gr=— [T— (fs* - g



SUR QUELQUES EFFETS DES TREMBLEMENTS DE TERRE, 301

et cos valears peuvent s’éerire, d'aprés les formules (18),

N=—al(p), TN =—awF(w).

I en resulte

. - N
ful [ N#de = 2b(u) |2 B(w)] — 202 F(w) 7 [2F ()],

ou, en faisant F ) = o apres les différentiations,

[ Xt de=|F (W)= (ge— fo).

9

I intégrale compléte est ainsi
. - 1 »l . H
o ':\‘n——;\_—_ f oy ) T "amlzu.t.
e = N el | N\ 5(r)decosbu’t + 0 X/(x)du T
f somme 2 s‘étendant iutoutes les valears réelles et positives de w.

8. CoNDITIONS QUE L'INTEGRALE DOIT REMPLIR. — [ postulat de
Poisson n'est évidemment qu'une hypothése gratuite, ct il a laissé de
eolé les trois vévilications suivantes sans lesquelles la formule (24)
nest quiune réunion de solutions particulieres. 11 faut démontrer :

1 que lasérie (21) est convergente; 2° que, pour ! = o, clle satisfait
0

aux conditions (273); 3° qu'elle satisfait, quelque soit ¢, anx équations
(o) et (1),

1 Coneergence de la série (24). Daprés les formules (18), on a

9o

- I)I( y.) :./‘S‘—— gC ='/:S' -+ ;%9

et — et

el, quand u croit & I'infini, -}ou i o= converge vers I'unite, de méme

/

AP anf le o - . \ » -2 [ 2 N M
que 7 etsing, sanf le signe; il en résulte que e =*# I()* a pour limiter.
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Cnsuite la valeur (19) de X donne

e ¥X = (2cet+ 14 ) (sinpir — Je? + Lo )
+ (28¢7* 4+ 1 — ) (— cosux + jet + Je ),

ctsi I'on y néglige les termes qui, quel que soit &, décroissent sans
limite quand w augmentc, on devra dans les cocfficients supprimer e=2*

o s 2
ctaussi 2ee™¥, puisque ¢ = — =; il restera

S

seT#E o sinpr — cosps + ¢

dont chacque terme est au plus lunité, et méme le second et le troi-
sitme réunis forment au plus y2; puisqu’on a, au signe pris,

lime 1 (u) =1,

il en résulte qua partic d'unc valeur de w suffisamment grande, on

aura numér |quemcnt
N e X\ < ,
F(m) e rF () S0

I est clair que les termes conserves dans =X scraient i peu pres

d*X
les némes dans ———, et ‘on en tiverait de méme

%—

(I.z"

)-‘—

w

<I~

[}
\

Cela suftit pour vérifier la convergence de la série (21), si on la
réduit & sa seconde pm‘tic (lépcn(lant de o5 en eflfet, en vy vempla-
cant f(u ) par son maximum numérique M, sindu2 £ par 1 et, quel gque

S par {, elle se réduit a

M 2-/':*

ol les valeurs de w sonlsupéricures & celles d’une progression arithme-
tique.

soit ., l"

(
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Quant & la premiére partie, il faut remarquer que la tige doit étre
supposée encastrée déji dans les conditions initiales, de sorte que I'on
a(h)

9(x)=0, d—:,—(ti) =0, pour x = o.

Ensuite

. . d*X.
p.‘fk ?(.L‘)(I.l,‘:f;—{;g ?(J})(l.lf

_a@X .\ d'Xdy(x) aX d’:p(.z‘)d i
=75 ¥ = g~ + | e e

Les denx premicrs termes s'annulent pour « = o, d'aprés les con-
ditions préecédentes, el aussi pour x =1, d'apres les relations (21).
On a done

¥ 1 »
R 1 d!X d*y(x
No(e)de = C2(0) g,
JooT TENA

prder  dat
¢ . . . . . P
et pourve que ;h—g ne devienne pas infinic dans les limites de l'inté-
grale, en remplacant
\ ol 1 d:X
F' (1) F'(p) ptde?

par 4, on verra, comme ci-dessus, (ue la série a ses termes numéri-
. . e R N . I 1 \

quement inférieurs & ceux d'une suite de la forme M’ 2 ol M a
une valeur finie.

2® Conditions initiales. — Leur vérilication ne peut se faire que
pav les théorémes généraux dus 4 Cauchy et dont Papplication de-
mande une discussion détaillée dans chaque cas particulier. Pour ne
pas interrompre la recherche actuelle relative & la tige, je renvoic
cette discussion au § 3, cl, pour le moment, nous admettrons (ue la
. v eooody vy .
nin (ol weiven &Y cn e N o~ " , _
série (2) etsadérivée — se réduisent bien & (&), f(«) quand ¢ = o,
suns (que 5 (o) soit astreinte i aucune condilion pour x = o ou 1.

30 Conditions (16) et (15). — Ces relations sont satisfaites séparé-

(') Voir, au n° 24, le complément de cette démonstration,
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ment par chaque terme de la série (24); mais, pour pouvoir dire qu'il
en est de méme pour la séric tout enticre, il faudrait que ses dérivées
dty diy
e dr
par introduction d'un facteur @' on H*g' dans chaque terme, On
pourrait essayer de le faire disparaitre comme ci-dessus en substituant
dans la portion dépendant de f(.x),

fussent convergentes. Or en particulier ne différent de y que

!J.' ’ \'/‘(\,I,' el = / f{—ll‘—‘\j ./(l) dr
N\ l/’,_\" dfic) d\ )
=G SO = gim a T E T
SB[ B ICIrS

I faudraitalors, pourannuler les termes hors du siguc] quand =0

ou . supposer que f(e) satisfait aux conditions (21), ou ue Fon ait

s Al — ’l'/< .") — . v "o - .

Jir) =0, T =0 pour.r=zo:
AC I A N

- ,/4,..' = 0. e T 3] l)(ill[ J= 1

. b [ .. ..
¢l quen oulre '—I%—'—) reste finte entre les lmites 2 == o ot 1. Sl en est

ainsiy il est elae que, dans la portion de la sévie dépendant de /).
. C g . . . . R
los termes serent mférienrs & ceux d'une suite de la forme M Z —-
9=
Mais cette transformation ne suffirait pas pour la portion dépen-
dant de 2 r)g ausst devons-nous recourie @ un autve mode de raison-
nememt.
Soit y, la somme des # premiers tevmes de Ta valeur (27) de y:
¥, satisfait aux équations (16) et (15), et les valeurs initiales de y-

%’— sont des fonctions g, (.r), f,() différentes de 3 (.0), f(x), el que

"

) . dv, . .
'on obtient en posanl { = o dans les valeurs de y,, =*; ainsi, quand
dt

nevoit a Finfini, 9, (), f,(«) finissent par différer aussi peu que lon
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voudra de 3(x), f(:c). Or, si les fonctions initiales ctaient p, (),
S1(x), le mouvement de la tige serait bien représenté par y,; si g, (x),
[ () finissent par différer infiniment peu de ¢(c), f(x), cc mouve-
ment scra done bien & la limite le mouvement correspondant & 4 (ir),
Sf(x); ccluili est donc représenté par la valeur limite de y, ou par la
formule (21).

9. Ixticrae conpLite DE L'EQuation (14). — Cherchons main-
tenant lintégrale compléte de I'équation

dary

. ydvr :
’;ﬁ; +1’ ‘Q

- =
salisfaisanl en oulre aux ¢quations (13) o =1, ct aux conditions
initiades (23).

I suffiva de déterminer y en regardant les fonctions initiales 3 (.0 ),
Sy comme nulles, cary en ajoutant an résultat 'expression (24), on
aura évidemment la solution demandée. Nous admettons que Fex-
pression Y est une fonction donnée quelconque de ¢ et .. Toutefois,
pour trouver la valeur de v, qui sera ensuite vérifice, nous pouvouns
regarder Y comme une accélération imprimée a tous les points de la
tige, puisque, dans sa signification primitive, ¢’était une foree aceélé-
ratrice. Nous pouvons, provisoivement, ne Fastreindre & aucune con-
dition spéetale correspondant a 'encastrement.

Soit Y ee que devient Y quand on y remplace ¢ par £, Leflet de la
forer éguivaut @ une séeie de vitesses Ydd', imprimées a Llous les
points de la tige & des intervalles de temps d¢'; le mouvement est di
a coes vilesses scules, les fonctions ¢ et f ¢tant nulles. La valeur de y,
due & une seule vitesse Y'dt', se déduit de la formule (24) en rempla-
cant 5(&) par o, la vitesse initiale f(x) par Y'dr', ct ¢ par £ — ¢,
temps écoulé depuis Iépocue initiale. La valeur compléte de y est la
somme de celles qui correspondent anx vitesses élémentaires, ou

. ) 5N X "t v sinbpt(e - 1) ,
( .’.f)) ’\ = ZW ,( ,,/0 .\.\ —-[7{*—:*-- d.l'dl .

Vérification. — En vemplacant sindp? (4 - ') par 1, Y par son
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. - . X
maximum numecrigue, ct qucl ([uc soit x, Fip) par 4, on verra, comme

au numcro précédent, que la série est convergente.
Soit y, la somme des 7 premiers termes. On aura

R

. dy -
Ainsi y, el =72 sannulent avec {. En outre, en remarquant que
d*X s
TR = X, on aura

a? d?* 1,,
d{’u + 0 12 - Ym
ol

Y, = 2“,,( f\Y(h,

la somme 2 s'¢tendant aux » premiers termes, De plus, y, comme X

satisfait aux conditions (15). Par conséquent, si, dans équation (14),
le second membre ¢tait Y, au licu de Y, 7, serait de la valeur exacte
de y, salisfaisant & toutes les conditions, y conmpris celle de s’annuler
pour = o de méme que sa dérivée.

Or, d'apres ce qui a ¢été dit au numéro précédent relativement aux
conditions initiales, il est prouvé (ue toute séric de la forme

2[7%5]“’[ Xe(w)de

est convergente et a pour somme (). Il en résulte, en remplacant
7(x) par Y, qu’en faisant croitre » & I'infini, Y, a pour limite Y, et
par suite la valeur exacte de y sera lalimite de y, ou L'expression (23).

10. Lois pu MOUVEMENT RELATIF POUR UNE SECOUSSE DE NATURE
QUELCONQUE. — Si I'on veut passer du cas simple examiné jusqu’ici &
celui des secousses tournantes, il est nécessaire de rappeler quelques
principes généraux.

1° Changement de coordonnées. — Ltant donné un systéme S de
points ou de corps, rapportons son mouvement & un premicr systéme
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A d’axcs des «, y, 5, immobile, puis & un sccond A’ des a’, ', 5’ en
mouvement d'une wmaniére quelconque. Prenons d'abord pour S un
point libre M ct soient £ la force qui agit sur lui; X, Y, Z scs projec-
tions sur les axes A \', Y', Z’ les mémes pour les axes A’, en suppo-
sant f rapporté ¢ & l'unité de masse. Les équations du mouvement

absolu sont & T" = X, ..., et, en transformant les coordonnées, on aura

pour celles du mouvement relatif

II’.I" — \ ” (’ J’ ’ i n d’:' -7 ”
7;12—»\4“, dt:T“Y Yv W~Z+Z’

o . - " ’ ’ ’ d
Les teemes additionnels X7, Y?, Z” dépendent de .2/, y, 37, dz (‘,’;

s’ - . . I
=+ v de la position relative et de la vitesse relative du point ct, en

outre, du mouvement des axes. On peut les regarder comme les pro-
jections d'une force fictive ou apparente 5 ct, de la sorte, le mouve-
ment velatif sera le méme que si les axes ne bougeaient pas, mais qu'a
la foree £ on joignit la force 5.

Il en est de méme pour toul systéme 3, car on peut toujours le con-
sidérer comme un assemblage de points libres exergant entre cux des
forces. Les lois du mouvement relatif s’obtiendront done en suppo-
sant les axes A’ immobiles, et corrigeant 'erreur par I'hypothése que
la force apparente 2 agit sur clmquc point, outre les forces réelles.

2 Moucement contraint. — Admettons que le sol ou un ensemble
de corps formant un tout de forme invariable éprouve un déplace-
ment, et pour y rapporter celui du systéme S menons des axes fixes
par rapport aa sol. Ce seront les axes A dans la position primitive ou
immobile du sol, les axes A’ pendant son mouvement.

Admetlons maintenant, en outre, que le systtme S renferme un
certain nombre de points d’appui P, fixés au sol d’'une maniére inva-
riable et dont le mouvement, par conséquent, sera contraint par celui
du sol. Nous ne pourrons plus, en apparence, les considérer comme
libres. .

Nous pouvons les supposcr tels, pendant le mouvement de S, sile
sol est immobile en supposant les liaisons cjui les fixent remplacées
par des forces convenables I, 1, ..., maintenant leur immobilité ; mais

Jowrn. de Math, (' sérvic), tome V1L -~ Fase. 11, 1891, [IO
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les lois du mouvement s’obtiennent aussi bien en laissant de ¢dté ces
forces, et exprimant d’une autre facon la condition d'immobilité; ¢’est
ce qui a ¢té fait pour la tige encastrée, en ajoutant anx autrees condi-

. dv
lions celles que y et == fussent nuls pour r = o.

Pendant le déplacement du sol, on pourrait de méme regarder les
points d’appui comme libres, ensupposant action des forees I, 17, ..
propres a leur donner leur mouvement contraint; ensuite, dans les
équations du mouvenient relatif, comme on Fa vu, on doit, pour dé-
lerminer ce mouvement, supposer Paction de la foree apparente %
puis considérer les axes comme immobiles, et, de ki sorte, les forees
I, 17, ... doivent étre prises de facon a assurer Fimmobilité des points
d’appui. On retombe ainsi sur le cas précédent, et Pon peut de nou-
veau laisser de coté les forees 19 17, .. ) en exprimant d'une autre ma-
nitre la condition d'immobihité,

Pour la tige entre autres, il suffiva done de supposer sur tous ses
points Laction de la force apparente 3 et 'y joindre la condition
qu'clle est encastrée en Fexprimant comme si les axes élaient fises,

On aura ainsi son mouvement tel qu'il apparaiteait & un ohserva-
leur partageant celui du sol.

3 Cas oit I'ace instantané a une direction constante. — 1. mou-
vement du systtme des axes A’ se compose de celui de Torigine (¢
dont 2, 8,4 seront les coordonnées par rapport aux axes fixes ety en
outre, d'un mouvement de rotation aulour 'un axe instantané pas-
sant par 0. Nous laisserons de edté le cas plus compliqué o cet axe
a une direction variable, et nous supposerons qu'il reste paralléle i
lui-méme.

Pour la transformation, nous prendrons d'ahord les nouveauy axes
paralléles aux autres, et de méme sens, de sorte que Fonaura

oo’ <+ o,
. ot e da
\=\=Tg="7r +5
20’ , d*a

.................
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dix dag

det’ drt’
ot

W*(’ ot la foree apparente 3 est Paceclération de Porigine prise en signe

Les termes additionnels X, Y”, Z7 seront ainsi

conlraire.

Puisquon doit la considérer comme agissant, il est plus simple de
la faive rentrer dans les forees véelles / dont les projections sonl X,
Y, 7, et de désigner de nouveau par .z, y, 5 les coordonnées relatives
aus nouveaux axes uon doit maintenant supposer immobiles. Sup-
posons, pour simplifier, que Faxe de votation soit celui des 55 en dési-
gnant par 0 Fangle dont les axes mobiles ont tourné, on aura

roesalcosh — ysinl), = sin) + y cosh,

La valeur de o se déduit do ('vllv dey enve mplag anthparl+izet

'L,—,— se déduiea de méme (l(' 7 . On trouvera ainsi
\ = '/' == PP eosh — Qsind, Y = = Psinl) + Q cosh,
de? ‘ //I’

on |msanl
P e’ dydh o (AN B
az — @ a "t \a) Y a

il

0 ﬂ’ de' db do\: A
=G 2 gra—Y\a) +* a
Ensuite

\'= \cosh + Ysinh =P, Y'=—Xsinl + Y coslh = Q.

on ~ul)~l|lu(ml les valeurs de P, QQ, ces relations prennent la forme

SUpposée — @ ',_ = N+ \’, ..., dans lesquelles

o ( 2
\//:_-d}’ ({)+L({—!—?)+ (lﬂ

de dt dt f/l" !
(2(") . E f/_f) ,((_[E). 2— , du,
Y= 2 dt it +Y dt o

| L =,

Ce sont les projections d'une seconde foree apparente 3/, agissant sur
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tous les points du systénie, outre la premiére désignée ci-dessus par ¢,
et les forces réelles.

11. ArprLicATION DE CE QUI PRECEDE A LA TIGE. — Commie on l'a vu,
le but de cette recherche est de trouver comment le déplacement du
sol peut étre augmenté en se communiquant & un corps élevés nous
devons donc supposer la tige verticale, encastrée infévicurement.

En outre, Pcffet des forces 9, 9’ est de donner des impulsions ¢lé-
mentaires successives aux divers points de la tige, et les mouvements
dus & ces impulsions s’ajoutent algcébriquement, de sorte quil suflit de
les considérer séparément.

Il'y a évidemment dans le mouvement du sol des complications &
laisser de coté. 11 est inutile de supposer variable Paxe de rotation; on
n’a guére non plus i considérer des rotations azimulales, mais d'in-
clinaison. Aussi I'axe que nous avons pris pour celui des 3 sera hori-
zontal; I'axe des z vertical suivant la tige.

1l est inutile également de tenir compte de la courbure du mouve-
ment de translation ou du déplacement de Porigine mobile Oz il sera
rectiligne. La composante verticale de la foree 3 peut ¢tre laissée de
cote, son cffet étant détruit par la fixité du pied de la tige; il suffit de
considérer le déplacement horizontal de O que nous désignerons par u,
placé sur le prolongement de 'axe des v : la foree 5 se réduira ainsi a
sa composante Y = %’—' Clest le cas simple que nous avons considéré
précédemment pour un systéme de deux tiges articulées.

Quant a laforce ¢ dontles projections X7, Y7, Z” out la valeur ( 26),
il faut remarquer que  est un teés petit angle et qu’on doit négliger les
termes de degré supéricur au premicer par rapport i et ses dérivies,

do\? . d20 .
cl entre autres | — ) par rapport & --3; cela devient du reste encore

. dt art
plus ¢vident en attribuant & 0 la forme d'un cosinus. Soit, cu effet,
0= h(1— coskt), h et k étant des constantes : 0 croitalors de o i 24

. . \ 27T . '
et diminue jusqu'a o dans un temps ——; il en résulte
L]

A\ 9y a a4, 1.
(217) = klesinh, T = khoosht,

et le rapport 4 des cocfficients est imperceptible.
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On doit regarder y' comme de 'ordre de 9, puisque la tige a P'état

primitif ¢tait rectiligne et, par conséquent, négliger dans les for-
. oo dy .

mules (26) les termes ayant y” ou - en facteur. De la sorte, X" = o:
aucune force ne tendant & donner a la tige des oscillations longitudi-
de’ ’ , dio
nales, = =0, et Pon a 2”=0, Y'= — &’ 3. Nous désignerons les
coordonnées par .z, y, au lieu de ., y’ et, en oulre, nous remplacerons
0 par — 0, de sorte que cet angle tendra & éloigner la tige de 'axce

des y. La force o' se réduira ainsi & sa composante Y = @8 agissanl
.)’. pH (.(,‘ll S¢ reduira aims| S P‘( -——-Ldt,)ca.bd

sur chaque point; 0 est le déplacement absolu (qu’aurait P'extrémité si
la tige restait rectiligne.
Soient ', " ce que deviennent « et 0 quand on y remplace ¢ par ¢

diu' s d
—dt i OtY £ ”,’

| =20 [ G

o o A6 sinbp2(t—1t')
') - 2 U »( et b3 dr,

En substituant soit Y’ = dans la formule (25).

nous anprons

¢n posant
t

[ Xdr X f zXdr
('.!8) U= to, , U= *‘:’"'F‘“ 10
LF (m)) [F'(w)]

y correspondant & la secousse par translation et y' a la secousse par
inclinaison, la lige dans les deux cas étant rectiligne et immobile

avanl la sccousse.
arX a?X
o [ Xde = [ de= S5

On a
Cette valeur est nulle pour & = 1 et, d’aprés la formule (19), se réduit
pour « = o0 i — 2f'. Ensuite

X X d*X
y-f.:;’uh—-jx a7 de = x Tde T W
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Le premier terme est nul pour i =1 et & = 0, le second pour x =1;
il se réduit & — 24" quand « = o. 1l en résulte

o R ']f’ of . " o'
/ \dJ) = =, / ‘1;_,\ (l.l,' == '—'-‘} .
l-o l"' lo !"

“n outre, il nous suffit de connailre y et y' pour I'extrémité de la tige,

el pour cela il faut prendre 2 =1 dans le premier facteur X des for-
mules (28). Comme on I'a vu au n° 7, on a dans ce cas X\ = — 2 l¥(w),
d'ol résultent

Ve A U=
ST aF (Y S

Pour simplifier ces valeurs, remarquons, comme on F'a vu au n* 6,

(que les racines p de rang impair, (que nous appellerons, pour ahréger,
. . . o N N . .

lex vacines impaires ont la forme (474-1) = +¢, et les racines paires Iy

. . s . . e .
forme (4i+3) = —¢, ¢ lant compris entre o el § = ; ainsi sinw = = coss

clant positif pour les impaires, négatif pour les paires. Convenons
d'employer les signes supérieurs pour les racines impaires, les signes
mférieurs pour les paires. On a

Y et D & :
Je +a =0, ST=1—el= 7= s-—;:‘l—/.,

pour la valeur et pour le signe. Il en résulte, en exprimant tout en
fonction de s et ¢,

28 2

f::—'(-i'_, g:i/’s::,:—c—; ,/”:24_?—4—'/:———(-_-.-,
g =5+ g= _i(‘_(_'t'l == 1.<'_L+_2
F(my=gc— fs=x25+ )T\ = ")'S('c’_‘-:‘—'),
et les valeurs ci-dessus se réduisent a
1 4s . =4

ME) :
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Pour la premiére racine, on a U = 1,5660, U'=1,1377. Pour les
aulres, on peut prendre e =o0, s ==%1, d'ot

—_

H

, -
s x4 _ 3z 5= 7=
- U= T =

(209) U=

»
w0
o~
o

e’ A2
VAU det
4/"

LI , .
(que =+ = sTannulent avee £, les formules (27) deviendront

En méme temps, en intégrant, par partic » et remarquant

12 '

| o !
\ y= 2 u Z‘t‘T cosbut(t —t)dr,
(o) ' o

, ~ . Y 2 , ,
'_, _—_ZU'[ Gpcosbui(t—o)dr.

12. REMARQUES SUR LES VALEURs PRECEDENTES. — Désignons par A
excursion, c'est-d-dire le maximum de « ou de 0, ou le déplacement
absolu qu’éprouverait extrémité de la tige si elle restait rectiligne
pendant la secousse: soit = la durée de celle-ci et posons

hu*=m Y dw cosm(t —)ydt' =V
wr =, ,dr = -

en remplacant o par 0 pour y* comme dans tout ce qui suit, de sorte
que mcorvesponde a la p(srindc;l d’un des mouvements naturels de
la Lige, :

Nous avons vu, aun® 1, le mode de variation de V dans divers cas:
il convient den distinguer trois, ou trois espéces de valeurs de m ou
de Ve ; esL Lrds petil par rapport & 73 2° - est trés grand par rap-

(3 m

port a =5 3% ils sont du méme ovdre de grandeur.

i* Si 'V estde la premicre espéce (en supposant, cela va sans dive,
que la secousse soit réellement répartie sur la durée = et non accumu-
lée sur un instant plus courl), la variation trés rapide de cosm (1 — (')

. . [ did ,
rend V tres petite par rapport a f 7 dl’, ct, par conscquent, par
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apport & 5 si y se réduisait au terme UV, il serait presque nulj la
tige accompagnerait la secousse lente en restant presque rectiligne. 1
en serait évidemment de méme pour la valeur compléte de y si, déja

ier Mait tros o " ax
pour le premicr terme, < était tris grand par rapport i —.

2* Si V est de la seconde espéce, on a vu au n* 1 que V croit
d’abord & peu prés jusqu’a + £, puis diminue ct reste insensible aprés
la fin de la secousse. Si 'V est de la troisiéme espécee, le résultat est in-
termédiaire entre les deux autres cas : pendant la premiére partie de
la secousse, V n'atleint pas la valeur Z, ct il en est de méme pendant
la seconde partie, 4 moins de coincidences improbables; mais le mou-
vement, aprés la fin de la sccousse, n'est pas insensible.

3» S'il existe dans la valeurde y des termes V de la seconde espéce,
ils sc trouvent parmi les premiers; pour le premier seul le maximum
st ainsi 1,5060 25 si un grand nombre de termes conséeutifs sont de
cette méme espéee, los suivants sont négligeables par suile de la peti-
tesse du coeflicient U, et, quant aux autres, V restant positive pendant
la secousse, ils sont de signe alternatif; le maximum de y est ainsi
moindre que la valeur ci-dessus ct se réduit environ a A; il en est de
méme pour la valeur de p7si < est le méme. En poussant ce cas a
Fextréme, ¢'est celui d'une secousse infiniment courle, ou 'extrémité
de Ia tige reste sensiblement immobile dans I'espace, ayant, par suite,
+ A pour déplacement relatif maximum.

1* Il veste & examiner sculement le cas ol les valeurs de 'V de troi-
sicme espeee se présentent deés le premier terme ou peu apres.

Quoique, sur une donnée aussi peuprécise, on ne puisse baser de ré-
sultat absolu pour ce (qui se passe pendant la secousse, il est elair qu'a
moins de coincidences improbables, on ne doit pas s'attendre, pour ),
a un maximum beaucoup plus grand que dans le cas préeédent, ou
que A; c'est surtout évident pour la valeur de )7 puisque le coefficient
" déeroit plus rapidement que U

Mais, aprés la fin de la secousse, le mouvement persiste, et I'on se
rendra micux comple de ce ui se passe alors en attribuant i  ou 0 la
forme déja employée

0 ouu=;h(y—cosht),



SUR QUELQUES EFFETS DES TREMBLEMENTS DE TERRE. 35

. an
A étant le maximum de u ct & la constante —- On aura alors

hk . NIy
= — | sinklcosm(t—)dl
2 o
. = %E(l;-lm -+ /-'-:-m) [cosmt — cosm (1 — 7))

ol
. ‘.
V = — Xsinm ({ — %),
en posant .
hh* . m=
= ———8§
A g 0

L'k est 'amplitude de oscillation correspondant & un scul terme de )5
pout trouver pour quel terme, ou quelle valeur de m, elle est la plus
grande, posons

% =X, h = 2—132‘%'-', A = hz3e,
ol
¢ sin.z
I T

On verra plus loin que 7 ou x variant, le maximum de ¢ corres-

. ) 5%
pond avee une grande exactitude 4 x = —; on a

5 L4 L4
cela suppose done m = g &5 il en résulte

18 184
= — = ———

1imd 1

Dans le cas trés particulier ol il en serait ainsi pour le premicr terme

de y ouy’, Pamplitude 1,56G0 ou 1,1377X de I'oscillation deviendrait,

pour ce terme seul, 2,564 ou 1,864, tandis que, pour les termes sui-
Journ. de Math. (4* série), tome VII. — Fasc. IlI. 18gs. ) M
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7ants, clle décroltrait trés rapidement. 11 faut remarquer, en effet, (ue
les valeurs de z sont proportionnelles & » ou & p? et celles du dénomi-
nateur z* — «? le seraient sensiblement & w?.

Dans le cas général, le maximum de A ne se réalisera qu’approxima-

. . . Sk
tivement sculement, si dans le premier terme m > ==, el ce ser:
.

pour un autre terme, de sorte qu’aprés la secousse, y sera beaucoup
plus faible de méme (que y'. Toutefois, il peut arriver que, dans les
mouvements pendulaires correspondant 4 une série de termes, bien
(ue tous soient faibles, il se présente, méme an hout d'un temps assez
long, une coincidence de leurs maxima produisant & Vextrémité de la
tige un ¢hranlement soudain fort sensible. Ce phénomene est aisé a
vérifier par expérience.

Si 'on voulait assimiler un édifice on un mur éleve i une tige élas-
tique, il faudrait tenir compte de son clasticité imparfaite, qui a pour
effet d’amortir rapidement tout mouvement pendulaire apros la fin de
la sccousse. )

5 Mawimune numerique de o = ;;%f’— — La valeur de . corres-
pondant & cc maximum ne peut dépasser =; en cffet, soit . = = + v,
» ¢tant positif et différent de o ¥ me peut étre un multiple de =, ce qui
donnerait ¢ = o3 on aurait

sin y
¢ = —_—
amy +)*
or, ent donnant & ¢ la valeur numeéricque de = — y, on aurait, pour ¢,
cclle de

siny
any — 3?2

qui est plus forte. Nous devons done faire varier .x seulement de o 3 =.

Ona
/li' . "’
de = (m= 2y

= (® — &) cosr + 2500,

— (®*— a*— 2)sinw.
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Par conséqucnt% est négalif de z =o & «cyn? — 2, puis positif
jusqua 2 ==; ¢ cst d’abord déeroissant, puis croissant. Comme
v = =3 pour z = o, ¢ = o pour & = =; ¢’ s'annule une scule fois entre
ces limites, ce qui correspond au maximum de ¢, ¢ passant du +
au —. Tl en est ainsi presque rigourcusement quand .« = %, ce (ui
donne

V== 3 -+ -%’5 = 0,0003.

. . JIT " .
On trouve ainsi la valeur - employée ci-dessus,

§ 3. - Vérification des conditions initiales.

15. TRINSFORMATION DE LA RELATION A DEMONTRER. — Comme on

['a yo au n” 8, nons avons a prouver que, pour{ = o, la valeur (24)
[} . \) b . . ‘I 4

de e se réduit & 3(); la condition analoguc relative & ;il‘ esl toute pa-

reille en remplagant ¢ (z) par f(). En désignant par X' ce que de-
vient \ quand on substitne " a ., la relation & vérifier est

A |

. ° g ’ B ’ ‘ /\'
(31 )= Z,/‘, Le(e)dey  ob L [F (]

b

La somme Z s'étend seulement aux racines w de la forme w =4,

ot b est réelle et positive; mais, pour ce qui suivra, il convient de la
remplacer par unc autre s’étendant i toutes les racines telles que = 4,
= /L\/:-l .

Posons, pour abréger,

ge— fs=1"(w) = H,

» X=fM~+g'\N,

(32) - .
’ M =singe + jembe — Lowr

| N = — cospr -+ jet + 1gm W,
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En substituant

— —
COSWL =z o WVl g L pmir/ot

2

st = i}!‘_'yw\/:? _v=1 V=T
: 2

on aura

% = pe= 4 pf L et + ,;"’,'IH\/:",
ol
I o
p=L55
p = f,v,_:—:l_ll_—g,'
/)" == f{n—,q
pr= =/ \:-;l—' —-&

Quand on change & en wy — 1, f” ou 2¢ + f reste le méme, g se
change en g'v—1, Hen — Hy=1, cl les nombres DPs PP se
changent chacun dans le suivant, le dernier devenant le premier. Hen
est done de méme des quatre termes pe ™, ... de i—i [ls résultent du
premicr en faisant plusicurs fois cetle substitution, ou en remplacant w.
par gy — 1, — by — Wy —1, + b

~ - x . Al . .
Comme il en est de méme pour 375> on voit qu'au lieu de substituer

dans cette expression la valeur réelle et positive w =4, on peut

t"(‘-l‘il‘(_‘
X’ S us
i — 21)(. |l..t’

la somme z s'étendant aux valeurs p= A, hy—1, — by — hy —1.

%, $) 1 \ ‘s] .l N l" L‘\t 1 A » > W
l) «Iplcs ce (1l]l [)I‘(,Cl( c, il est clair que F'([l.) reste e meme l)()l]l CeS

(uatre substitutions, et, par conséquent, la valeur (31) de I pourra
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s'éerire
. . Qe—ps’ , _
(33) 4 —-2 W’ ou (\).-px,
la somme 2 ¢tant la méme (ue ci-dessus. Il reste & simplifier I'ex-
pression (). Pour cela, d’aprés les valeursde X et de p, on a
LU +g) q_ & +g)
Y | A b= all
!

Q=aM+ IB\’
D 4 \ é’( . ..I % Y »
Comine on peut exprimer [ sous forme enti¢re, plutdt que i’

remardquons que I'on a identiquement

./“‘—{— 182 - ‘_4”3 = (2(3+‘f)2+ /{Sn— ga =8+ "f(:: /'l“(!j,) =,

XU+ g s

don

’ i
vy R R+ g —s) p
[=g(g--2), a= 210 b= ATl

(ju’il vaut micux remplacer par
4 [ !
R 2+ p 245
[« 4 == —_ —_ — ==
+ 9 o %8 0
On a
PR S
S

fe+2=no,

De plus
. 2
(g rasy=2L 4
ted

! — L2
.;r

%%

ou, d'aprés la valeur de s?,

/s o 28
A = e [ = - e § = —
g o f '/ =] +'f H, ” S
On a ainsi
! ot
[8 & , o — p —

a+f==S(f+8)=

,
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On en fera disparaitre les dénominaleurs en substituant

/' ac¢ 4 o 2
==l ==l = oo =fy = -
S / ! Js ‘/ ! S ) '
d'on
x+f$=-—(g+f)s, &--—‘31‘_—"_{‘1‘.
L’¢quation fe + » = o donne
(1 +ect) = — (1 + co7¥),
ge = (14 ect) — (14 cemt) = 2 (1 + cok),
d’oh vésnlte
— gt —_ 0 — o ol
%+ 8= — aget, o — = —a(1+ eet),

Q=aM +3N=—s¥(M+ N)+ (1 +e*)(N - M),
_ ou, d'aprés les valeurs (32),

Q = (1 4+ cet) (™ — cospr — sinr)

(34)

— st (e 4 sinpe — coswar).
(Vest la formule cherchée.

14. PropriETés pes varmaBLES 1MaciNames. — Dans co qui suit,
nous nous bornons & ce qui est nécessaire pour la question & ré-
soudre.

1° Définitions. — Une variable imaginaire a la forme

s=x+yVv—r,
ou z, y sont des variables réclles. Une fonction f(3) de cette variable

est telle qu’on ait
f(B)=u+oy—1,
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2 et v ¢tant des fonctions réelles de x, y, satisfaisant aux conditions

Pofde\ du)
(#)--3)
dv)___ du

(&)= ()

(35) '
ou
(l_f(:)_ /:-; (l/'(z).
ody T dr

Admettons pour simplifier que « et v soient bien déterminées, finies
el continues pour toutes les valeurs finies de «, y, et qu'il en soit de
mcme pour les dérivées préeédentes; f(3) sera ainsi bien définie pour
toutes les valeurs de 5, et nous supposerons (u'il en est de méme pour
la fonction F(5) employée plus loin.

La dérivée f7(3) signifie

‘/,(:) — df(s) _ du + \/_ " r_li

dr T dr
ety dlapros les relations (33), on a

A0+ oy=0)= (T + TVt )de+ (T +V=T55) dy

«

=

d dy —— —
((7-'; +(n\/—l)(dﬂ+d)’\/"[)'

df(s)=f(3)ds.

20 Theéoréme relatif a un contour. — Considérons ., v comme
les coordonnées rectangulaires d'un point variable, et soit € un con-
tour ferié queleoncue;; les relations (34) donnent

jf(g +%>(l.c({y=<), fj(:__; *%)(I.:-(I)':(),

les intégrales s’¢tendant & I'aire intéricure au contour.
Ona

e'est-d-dire

d.:;f E—;—'s dy =de(u — v + ' — u"),
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uy u'y u’, u" correspondant aux points M, M’, M, M” situés sur une
méme ordonnée, qui se réduisent & deux si le contour est convexe, el
sont, en tout cas, cn nombre pair. C'est la portion de I'aire intéricure

Fig. 6.

comprise entre deux ordonnéces Lrés voisines de distance dir; si main-
tenant on définit sur le contour dx, dy, comme ¢tant les expressions

oo . dr d . .
positives ou négatives —- ds, 71;’: ds, 'arc s ¢lant compté dans le sens

divect, ou cclui de la fléche, les termes précédents scront pour la va-
leur et pour le signe — wdz, — «'dx, ..., d'oli résulte

jdnf% dy = —-fud.v,

Fintégrale du second membre s'¢tendant au contour. En interprétant
de méme les autres parties des intégrales, le résultat deviendra

f“dy "‘fud.c = o, f” dy +f"d"'" -

d’otl
/'(l( -+ ¢ \/:) ((l-l: -+ ll)’ \;:_;),

c'est-a-dire
(36) j:f{:) ds =,

I'intégrale s’é¢tendant au contour.,
Cette relation remarquable exige sculement que /() soit bicn défi-
nie & l'intéricur de 'aire. Par conséquent, si F(z) est une autre fonc-
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tion bien définie, on aura
dy du

dF(s) _ —dF(s) d[/f(2) _\/:—,d_ L(3)
= ! dy LF(s)] ™ dz | F(3)])’

ety pourva que F(3) ne s'annule pas a intérieur de I'aire, on aura
pour le contour
*f(s)ds _

Tz — ™

Le principe reste applicable & aire comprise entre deux contours C,
(2 dont I'un est intéricur & I'autre; on le verrait aisément en la parta-
geant en deux autres par-les droites A, A’ et ajoutant Péquation (36)

pour les aires partielles; les portions d'intégrales correspondant i
A, A se détruiraient; dans celle quicorrespond au contour Cy il serait
parcourn en sens inverse. Cela revient & dire que l’inlégmlcff(:)d:
est la méme pour les deux contours, si tous deux sont parcourus dans
le sens direct.

3* Cas oic la fonction devient infinie dans Uintérieur de Uaire.
— La fonction dont il s'agit est {L('%,f(;) et I'(3) étant constamment
finies; mais nous supposons (que I°(3) s’annule pour une valeur
s=uw=a+ hy—1, correspondant & un point A, tandis que F'(w)
nest pas nulle.

Soit AL une droite ayant § pour angle polaire, et sur cette droite M
un poinl variable & la distance AM =¢; en supposant pour ce point
F(3)=u~+vy—1, uetoscront des fonctions réelles de ¢, ct I'on

aura
du du> de du\dy _ (du cosh du\ . 0
& = \dx) @ + dy)ds =\« + (ch sm 9.

/

Journ. de Math. (}° série), tome VII. — Fasc. LII, 18gi. /}2
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. . du .
Puisque « s"annule en A, pour 2 = o, la valeur 7 e A estla limite

" o .
de celle de = quand ¢ diminue; on a done

. du - ‘du G . AN
lim ';' = (';i—'li ) cosl + (2;) sinfl,  lim '9 == ((11", ) cosh + ( ::;) sinf),

les dérivies correspondant an point \; il en résulte, daprés les rela-
tions (35),

. PF(s . ey =1
lim LECA im &Y 7L = (
]

du de =\ it
\(—,.; —+- dr (Sl | ) \(0.\0 4-y--1 hl"J)
= 1"(u) (cosh 4+ — 1 sind),
ou
P pcosh+y —isind)
B F(3) T Fwy

la limite supposant  infiniment petit. On voil que, pour des points
suftisamment rapprochés de \, I(z) ne peut sannuler.
Soil maintenant

o ftHrds
"—, K3

Fintégrale s'étendant a une circonférence de centre A, de rayon z.
On a
r=a+pcosh,  vizbasind,  dz=3(y — 1eosh — sind) e,
d'on

- T s = -:—‘
=y syl S,

Quand ¢ est tréspetit, f(3) differe aussi peu qu'on voudra de f(uw),
\ . . * ] 0
et Fautre facteur sous le signe [ de = > d'oii

(:

e 2T e —
liml =y —1 ’ 'lc,L(%dO::zm\w—l M)

[*




SUR QUELQUES EFFETS DES TREMBLEMENTS DE TERRE. 325

Or, comme on I'a vu, l'intégrale T reste la méme si on I'étend & un
contour (; quelconque renfermant le cercle, pourvu que F(z) ne s'an-
nule pour aucun point extérieur autre que A. On aura donc pour ce
contour

tS(s) ds e ()

—_ 2 — ————
I'(3) \

(37) Fiwm)

45, APPLICATION DE CE QUI PRECEDE A Lo vorMtLE (31). — Dans
. al ’ . " .
celte formule Ia sommcz s'¢tend a toutes los valeurs reéelles et posi-

tives de w; soit S sa valeur quand on Pétend seulement i celles qui
sont inféricures i un grand nombre donné o. Nous supposerons que
celui-ci soit un mulliple exact de =, de fagon & ne pouvoir éirve lui-

méme une des valeurs de u qui sont de la forme (24 -+1) ! Silon y
remplace L par sa valeur (33) composée de quatre termes correspon-
damt a == w, &= wy — 1, racines de méme module, la sommvz s élen-

dra non plus seulement aux racines w réelles et positives, mais i toutes
les racines de 1 (w) == o dont I module est inféricur & 3. On aura
ainsi

< wfly—)_ . _ ol N l
b——ZF’(p)’ ol f(_y.)—-Q'l o(&') e~ d,

Désignons par F(3), f(3) ce que deviennent F(w) en remplacant
par une variable imaginaire . 1 est claiv que de la sorte ces fone-
tions sont finies et bien déterminées pour toutes les valeurs de 5. Enlin
s0il

| == [ L(3)ds

—JFG)

I'intégrale s'é¢tendant i un contour G pour lequel nous prendrons une
circonférence de rayon p ayanl pour centre origine. Pour chaque
acine &, 'y &'y +.., le module est la distance de l'origine au point
A, A’y A7, ... qui lui correspond : pour I'ensemble de ceux qui sont
intéricurs & G, g, ', ", ... sont I'ensemble des racines dont le mo-
dule estinféricur & p etauxquelles s'étend la somme S.



326 CELLERIER.

L'aire intérieurc & C peut étre partagée en plusicurs.autres conte-
nant chacune un seul des points A, A’y A", .... Appliquons au con-
tour limitant chacune d’clles I'équation (37) et ajoutons les) résultats.
Dans le premier membre, toules les portions d'intégrales correspon-
dant aux lignes qui séparent deux aires voisines disparaissent, le sens
ol I'on compte de, dy, ds étant contraire pour toutes denx. Il ne
restera ue les portions correspondant au contour G, et dont | ext
I'ensemble; on aura done

Il WA A C)) )
| = 2%y — I |FT(—!I5 -+ F(a) +...-
ol
\ [(n) 1 " f(3)dz
S = st = — - e
2 F(r) "~ aznya F(s)

o désignant par 0 Uangle polaire d’an point queleonque du con-
tour,
x=gcosh, y =gsind,

ds = [—gsind +y—1gcosh|db
= ‘.,(('030 V= sind)y—1dl=zy—- 1,

Substituons cette valeur de 3, et, pour simplifier, remplacons =
par &, qui deviendra ainsi une variable imaginaire. Nous aurons

I = ' o f(n)dY
b::)—;[ l(.(!‘)“"!

(18) ¢ f(f’-) — (\)f ?(.L-‘)e'l”‘ o,
0

W= p(('us‘) + y— Esinh) =gl

3
-

F () et Q sont donnés par les formules (18) et (34). 1 reste i dé-
montrer que S converge vers 7(x) quand g eroit & linfini.
I est nécessaire, pour cela, d’avoir une limite inféricure du module
" de F(g).

Soicent r celui de £, #* celui de 2¢, et =2 + 3V —1, de sorte que
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« = pcosh, B = psind. On a

f=ct+e¥,
a¢ = acosi = V=l 4 ¢ BV = (B 4 e B) cosa
+ (P —eB)y—Tsina,
par conséquent,

;= e B pacosaB, 1P =e® 4 e acosaa

Ces expressions ¢tant indépendantes du signe de a, 3, nous les rem-
placerons par o, 8 qui désigneront leurs valeurs numdériques. Onaura
ainsi

2’ = gz cosly, g =psinll,

0" étant compris entre o ct = ct ayant, sauf le signe, les mémes sinus

et cosinus que 8. Les valeurs ci-dessus donnent

cos '
eizl b

,.‘-’() 92':l _'_'.-31’_'_ 2‘A>I+Q‘A, Ol.l 0,\:—:
A est positif si 0 est 0 ou -, car 2§ est alors o ou 2p, 'est-a-dire un

multiple de 2. Ainsi, en faisant varier (', le minimum de 1 + 22X oule
maximum négatif de A ne peut correspondre qu’a une valeur de ' sa-
tisfaisant & P'équation

0. P M 4
o = ;_é., = (%—, (e cos2psinl)’)

= 2% (25 sinl) cosag sind — 25 cosl sinagsinh’).
On aurait, en ce cas,

sin(2gsinl’ — 0') = o, apsin®’ ou 2ff =iz 40,
{ ¢tant enticr; on doit le supposer impair pour que A soit négatif, et il
cn résulte

cos b’
espcoser‘

=

>I
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. . - . o
Or, o élant une vaviable positive, «e T4 pour maxunum ;; en pre-
nant . = 25 cos0’y on voit que le maximum précédent de — A est an

}
plus —-.

nse
v

Le caleul serait toul pareil pour 772, sauf qu'on aurail
h= 2 0o (25 cosl)),

el ce cas se ramene i autee en remplacant par:—; - 0. On a donc

“ .,,!l 1 A ) .,!‘5! / [} ’
I">l" (l——' ’ I">l"‘ kl———-t' ‘v
e ) pe
Le module de la somme de deux expressions étant supéricur i la
différence de leurs modules, celui de 21(w) ou 2fe + 4, dépasse
P — 4. oty par suite,

’ 1 ’
’ /%
PR I________‘ .
T
kX4 L4 ¥

Comme 2+ 3" ou z(cosh + sin07) ext toujours au moins égal &z
quimd 07 est compris entre o (‘l:;', la quantité entre parventhéses de-

vientaussi voisine quon veul de Fanité en prenant ¢ assez grand. Nous
pourrons supposer constamment g lelle quielle dépasse 501 en résulie
que le module F(w) est constamment supérieur i e*+¥ o2 et 3 ¢tanl
les valeurs numériques de « el 8.

16. Reépveriox pe 1a rormrLe (38). — H oest indillérent de
prendre — '= et 3w pour limites dintégration, on d'intégrer de — 1=
alwm, puis de = diwe s, dans cette seconde partie, on change 0 en
= + 0, les imites seront de nonvean £ %=, et w anra simplement
changé de signe. La formule (38) devient ainsi
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en remarquant que I(— w) = F(w). Posons
O'

.
By I+ w / l"l“"?(,l:’)(l.l,", I = P./ P 'l‘-(l—-x’,?(.'l.") d.r’,
. o "o

et soit () ee que devient Q en remplacant @ par — w. Les for-
mules (38) donneront

1
wf(w) =10, wfi—w)=0 p.f g (&) et dy = Vet ),
[

d’ol
3
. ”— I et )’
(i) [Tty y,
...
La valeur (34) peut s'éerire
Q== — cospr — singr — e*cosu(1 — o) + etsinw(t — )
— SR (1 et ) ek,
Jou
(i) H) = et (sinpr — cospr) —cos(1t — ) — sinw (1 — i)

+ se* 4+ (14 cr et =,
Dans le dernier terme de la valeur de () nous substituerons

|+ et = 17( W) — (1 — eetH), d’oli () = l“(y. )+ Q7.

| Q"= — cospr — singa —cteosu(1 — &) + et sinu (1 — )
(i2)
\

— et =T e ppli g

La valeur (o) se décomposera alors ainsi

-
~

o2
‘ 228 =Y +85" -8, N = / iad RUUR
T
» )
(13) : r z
’ 2
. i 0 . I'ert)’
8 = d() > ”'::f ).
l«( J _Fle) “

wia

"
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Nous allons vérifier que, sip eroit a l'infini, 8” et 87 déeroissent sans
limite. Nous regarderons 2 comme une conslante comprise entre o
el 1, et différente de ces deux limites, sauf & examiner plus tard le cas
ot oma.r=oo0ur-—ri.

1° Evaluation de S" en exeis. — 1) expression Fl((%;) est une fonetion
de g ne contenant explicitement ni la lettre 0 ni le signe v—iseny
substiluant g = o1 elle prend la forme U+ Uy =1, on U et [
sont des fonctions réelles de 05 le changement de O en — 0, vevient &
substituer w = ge="="ou & changer le signe de y — 1, de sorte qu'on
aen réalité

U b

@l
U:
it

Si, pour simplifier, nous désignons la valeur numérique de
'S, nous en .uu‘ons lll](‘ valeur trop forte en lmnpl.u_nnl L, non par

£ par

la partie réelle (](- —- <, mais par son module. Par conscéquent,

( )

-
N
.-l—

mPdo
3 < f

mod F () F( u.)

m ¢tant le module de 1y P eclui de Q7 pris trop forts.

Nous poserons a = g cosl), ,ﬁ_—_,sm‘) w=a -+ Fy— 1, el nous
évaluerons IP en ajoul.ml les modules de tous les tevmes de ()7 pris
plutor trop forts. Ainsi 2¢ on 2 cosp. a deax termes de module =¥
que nous remplacerons par 20685 ¢ et s seront ainsi remplacés par of,

R T _sin e B sin N e B—t . e e
etde méme | cuwpar o8y u (1 — ) par e Quant auy expo-

nentielles, on devea y remplacer w par 2. On trouve ainsi
P = 24,;1: + 20 ,,, 4-r) + ¢ ,,(5,,« t—r ,,{3,,-« 1—r
Dans le numéro suivant nous déterminerons pour le module me de |

une valeur en excés, indépendante de g et 0. Nous avons trouvé au
w A3 {8 pour le module de 1'(w) pris trop faible; 2’ et 3" ont
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d'ailleurs la signification actuelle de « ct 35 en faisant ces substitu-
tions, la relation (44) deviendra, d'aprés la valeur de P,

=

. W2
D T Ny P L)
<o

2 m

. .y . « T
Nous partagerons l'intégrale en deux autres, prises de o & 7 ¢! e
R

12

2 FEvaluation de la premiére partie. — On a, pour celle-la,

. ¢
°‘=r‘30“0>.’3‘

el, |mrmi les termes catre pnrcnlh&scs, Lous ceux o entre a convergenl
vers o quand § augmente, & ct 1 — z étant des constantes posilives.
La portion qui reste au second membre correspond & 207 8% ot peut
s eerire

oM+ ), M= f Cetedn, W= [ LB ),

oft g est un petit angle. Dans M’ on a constamment
B =g¢sinl > psine;
d"ailleurs M < &3 par conséquent,

M+-M<e+ ; o prsing
-+

Apres avoir choist ¢ aussi petit qu'on voudra, on peut toujours
prendre g assez grand pour avoir
T p-pxsine
[. < E,
d'on "
M+ M < 2.
Cette quantité décroit donc sans limite.
Journ. de Math. (4 séric), tome VII. — Fase. I, 18y, 43
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3° Evaluation de la seconde partie. — On a, pour celle-li,
- e.
B=psin0>*5;

les termes contenant § en exposant décroissent sans limite, et il reste
au second membre

i3

1
f [8% + e 22-D] dY),
T
I

on, en remplacant 0 parg -0,

T

13
f [8% 4 o-B2-a| 4,
[

el I'on vérifie, comme dans le cas précédent, que cette quantité con-
verge vers o.

4* Evaluation de 3", — En remplagant &' par 1 — .’ dans la va-
leur (39) de ', elle ne differe de I qu’en ce que g(x") est remplace par
2(1 — '), et le module de I ¢n excés serait me comme celui de 1; en-
suite on voit, par les formules (41) et (42), quen remplagant .« par
1 — x dans tous les termes de (7, ils deviennent ceux de Q' e*, quel-
([ues-uns en signe contraire ; mais, ces signes ¢tant tous positifs dans la
valeur de P, celle qu'on trouverait en suivant lIa méme marche que
pour S” ne différerait que par P'échange de @ et 1 — xz, qui sont denx
constantes quelconquces entre o et 1. Le reste du caleul ne serait que
la répétition de celui «qui a ¢té fait pour S”, et par conséquent 8" con-
verge aussi vers o.

17. Movvie pE L'ExerEession I. — 1° Proposition préliminaire. Si

une fonction f(y) reste continue, positice et décroissante, pendant
que y augmente de y' ay”, on a numériquement

(45) | " J()siny dy < of (7).
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En cffet, partageons l'intégrale cn d’autres A, A’; A", ... dont les
limites successives soient, outre y*, y*, tous les multiples de = compris
entre ces deux nombres.

Chacune, sauf la premiére ct la dernitre, aura la forme

[ rosiny dy,

ct comme siny a un signe constant ct que f(y) < f(y’), clle est nu-

(A+1)®

mériquement moindre que siny dy, ou que 2/(y’). 1l
1 | y ay | Y

L3
en est de méme ¢videmment pour la premiére ct la derniére oti la dif-
férence est < =,

Il est évident que A, A, ... sont de signes alternatifs et qu’a partir
de .\’ elles sont numériquement décroissantes. Ainsi, numériquement,
la somme A'+ A"+ A”+... est moindre que A’ ou que 2/(y’) et, en
oulre, elle ale signe de A’ contraire & celui de Aj; celle-ci étant numé-
riquement moindre que 2/(y"), il en scra donc de méme de la somme
totale A + A+ A"+ ...,

2 Conditions que 3(x) doit remplir. — Soit qu’il s’agisse du
module de I ou du théoréme principal que S ait z(.c) pour limite, le-
quel doit étre étendu méme & une foncetion discontinue, il y a force-
ment i exclure certains cas singuliers o la fonction présente plus ou
moins certains caractéres d’indétermination.

Voici les conditions qu’elle doit remplir :

Nous admettrons que les valewrs de x pour lesquelles () est dis-
continue sont cn nombre limité, de sorte qu'il y ait en tout de & = o
a. =1, n intervalles dans chacun desquels elle reste continue, # se
réduisant & 1 quand il n’y a pas de discontinuité.

Nous admettrons, en outre, que dans chacun de ces intervalles i/ y
en a au plus v’ dans chacun desquels la fonction reste constamment
croissante ou constamment décroissante, n' étant comme 2 un
nombre fini.

3° Module de 1. — Soit M le maximum numérique de g(x). Le
module d’une somme étant inféricur a la somme des modules de ses
termes, il en est de méme si la somme devient une intégrale. Nous au-
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rons done en exces le module »2 de la valeur (3g)de 1 en remplagant
les facteurs w ct e=* par leurs modules 2, e=* et (") par M, ce (qui
donne

1
m <z M [ e du'
L}

4 I \ g
0<§’ x>, m<Mg | e dr, < aM.
o
Il ne reste done & examiner que le cas oit § est compris entre - el .
-4
In substituant . = ge"==a + By —1, 0na

\

Wl —

-—l
l=p [ oo epen?
)
0

(@)de'=p(G—=G'y—1),  m=3zyG*~G"

’

-

G= [ e g(w')eos (B’ — 0)du,

1
G = f (Y sin(Ba— 0)de.
[}
G ct G rentrent toutes deux dans la forme génédrale
. o ' . -
(16) (-”::/ e g (x')sin(fa’ + M) dua
L]
A ¢tant une constante. C'est de G” que nous allons chercher L valeur,
dans laquelle 0 > ;; » B =gsinh > ;% Soit d'abord
b

K= ’ e o (&) sin(Ba’ + M) du',

. «
a ct b étant deux nombres compris cutre o ct 1. Nous devons distin-

~ guer trois cas.

Premier cas. — Si, dans lintervalle de o' =a & &' = b, 5(&') est
continue, positive ct décroissante, comme e¢=* I'est aussi, si 'on pose



SUR QUELQUES EFFETS DES TREMBLEMENTS DE TERRE, 335

B+ A=y, Kprendrala forme

¢ ! ."' ‘. .
K= 3[ S(y)sinydy,

Yy’ et y” corvespondant & a et b, et f(y) étant une fonetion positive,
continue ¢t décroissante, Loujours inféricure & M. D'aprés la propriéte

(e e " 2 aM
préliminaive, on aura done numériquement K < 7;.f<.V’) <

[} b

Dewriéme eas. — Si (') reste, entre a@ et b, continue et déerois-
santle (algéhriquement), mais non toujours positive, K est la diffé-
rence des résultats obtenus en y remplacant 3 («') par M + ¢(')
et M, qui toutes deux remplissent les conditions du premier cas; le
maximum numérique de M + 5 (") étant au plus 2M, les deux résul-

V. . pe e . AM oM .
tats sont numériquement inféricurs a L -5 Ct, par suite, leur dific-
&

6M s
rence ou K )T

[/
i

Troisiéme cas. — Si de .’ = a i b, (") est continue, croissante,
de signe queleonque, la valeur numérique de K ne changera pas en
remplacant (') par — ('), et comme celle-ci est déeroissante ot
vemplit les conditions du second cas, eette valeur est eneove inféricure
NG

3

(Cest done la limite numérique de K si (2’) est dans intervalle de
« by constamment croissante ou constamment décroissante, de signe
(quelconque. Or, d'aprés les conditions indiquées ci-dessus, pour la
fonction g (), il existe entre . = o et 1 au plus nn’ intervalles dans
chacun desquels 4(.2") est continue, constamment croissante ou dé-
croissante. En partageant l'intégrale (46) en d'autres correspondant
a Lous ces intervalles, celles-ci auront toutes la forme K et, lear limite
numérique étant 2;—[, celle de G ser: b—"-gld; clle sera la méme pour

G et G'; d’ailleurs, on a vu que B > \/—P:; par conséquent, on aura
2

.

~ 79 ,l
m=gJG+ G2 9—'-‘%—‘—[ <wann'M.
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~ o e ' T . .
Cette valeur limite s’étend au cas ol 0 < v puisqu’on avait alors

m < aM. Ainsi m dépend sculement de n, 2, M ou de la nature de

2(.r) et reste le méme si on la remplace par ¢(1 — x); le module de I
est, par conséquent, aussi < m.

I18. DEMoNsTRATION DU THEOREME PRINCIPAL. — Ce théoreéme con-
siste en ce que la limite de S, quand p croit a l'infini, est (). Les li-

mites de 8%, S” étant nulles, d’aprés ce qui précede, les formules (43)
et (39) donnent

T
T
lima2wS =1limy, N= [ I et (Y de ).

T
3

N . R T
i Slll)slllllillll y- = '3(,'" | = %+ {‘\' — 4, 0N

A
[

[ {‘ea(x—.r') “[{1(1 a0 = ? (.L") ([{) ,[“.'

wid

U
D

I

A

wl

= [ U T,

.

ot

U= f " aer e sin| B — )+ 0] do.

Comme 2 = zcosl, 8 = g sind, il est clair que U= o, et

19

(¢ —2HU= *d jepamatieod gy [¢(e — & Ysinh]i
ki

o1l
U = asing(.r —a')

’
L — .lJ
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et cette valeur reste exacte si ¢ — 2’ = o, celle de U sec réduisant hien
alors & 2p. Le théoréme consiste done en ce que

[ !
(47)  lim§ = 279(x), ;S':[ smfo(f_:r'r)?("”')dw'-

x

Réduit & ces termes, le théoréme revient, au fond, & la démonstra-
tion de la séric trigonométrique de Lagrange, (u'ont donnée tour 4
tour Cauchy, Dirichlet ct Bertrand. Toutefois, il reste dans ces dé-
monstrations des points obscurs; ct, cn effet, le théoreme n’cxistant
qque si la fonction () est bien déterminée ct supposant pour elle des
proprié¢tés de croissance et de décroissance, les démonstrations ne
peuvent avoir une entiére précision si I'on ne fixe d’avance, comme nous
I'avons fait, les conditions exactes auxquelles la fonction est assu-
jettic et qui seront les mémes qu’au numéro précédent.

Le théortme peut alors ¢étre démontré rigourcusement comme il
suil

Nous supposons, comme précédemment, 2 différent de o et de s:
partageons Fintégrale (47) en deux autres, I'une de 2’ =0 & &'=r,
lautre de '=r« 4 &' =1. Posons dans la premiére z —x'=y,
(x—y)=Y(y), ctdansla seconde &' — x =y, 9(x + y)= V() ).
do

/ {,S: A+ A,

(18) \ A:[ 2%;r¢(y),,),,
‘A'=£ =Ny

Presque toule la démonstration se réduit au cas principal suivant :

Cas principal. — Si de y = o & y = r, {(¥) cst continue, décrois-
sante ct positive, la limite de A, quand p croit & l'infini, est & (o).

En cffet, remplagons y par £ et posons $(0)— ¥ () = F(y); soit
p Jparocelp o Y

aussi # un enticr positif choisi & volonté ct donnons & p unc valeur
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telle que 22 > nw; nous aurons identiquement

Y A LV W TR VR T 1
A= : (P),/)_n B~ B+ B,

0 v

ou

B = { S aoydy, W= i‘.:{r.‘b(o),/y.

In effet, il est clair que

AT
BT == [ ELy(0)dy,

b}

B— B~ = [ *—':‘—‘ ( Nely = A —B.

Lafonction f(y) = = ,};( ) ¢lant, comme y(y), posilive, conlinue
et décroissante, la valeur de B, d’aprés la proposition préliminaire du
numeéro précédent, estnumériquement inféricure & 2/(y") ot v/ = n=z.

D’ailleurs les valeurs de (-f—) sont les mémes que celles de () et
[

. . - 2M
ont M pour maximum; le maximum numérique de B est done —

-
w

Nous aurons celui de B’ en remplacant 19( y) par son maximum M
etsiny par ydey =oa=, par 1 dey == & nw, d'olt vésalte numéri-
quement

B [ dy [ U=+ ()]

Jo
. ] ] . n AN "\ *
Dailleurs 4 élant décroissante, F(y) ou (o) — (~) a pour maxi-
\

mum, dans U'intervalle de I'intégration,

M =4(0)—1% \1: )

¢

On a exactement

T 'd' "
j sm‘)’ Y iz, B"=i=(0).
o J
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Le principe & démontrer consiste cn ce (que, ¢tant donné un nombre y
aussi pelit qu'on voudra, la différence A — ;7 {(0) ou A — B” sera
comprise entre = v dés que p aura dépassé une certaine valeur : or,
/'" sinydy
e ¥

prendre 22 assez grand pour avoir B”< }y; nous pouvons le prendre

convergeant vers o quand n augmente, nous pouvons

R . aM . ,
en méme temps assez grand pour avoir = < ;v et, par suite, nume-

riquement, B< § y. Ensuite, ¢ ({) ¢lant continue, Mou (o) - ("7")
décroit sans limite quand p augmente; ainsi, une fois » choisi, comme
on vient de le dire, on aura, dés que p aura dépassé une certaine va-
leur, soit g. > aw comme on I'a supposé, soit M'[z + [(n)]< 3y, ou
B << )y: alors B, B, B” étant compris entre = 3y, A — jnd(0) le
scra entre % v. C. Q. F. D,

Fin de la démonstration. — Nous allons vérifier que la limite de la
valeur (48) de A cst toujours = (o).

1 Si de y =0 & y =, $(y) est continue, toujours décroissante,
mais non toujours positive : M+ ¢ () sera positive; la limite de A est
la différence de celles u'on obtiendrait en remplacant $(y) par
M + 4(y) et par M; toutes deux rentrent dans le cas principal; cesli-
mites sont done ;=[M + $(o)] et ; =M, dont la différence est $w (o).

2 Side y =0 i, $(y) st continue et croissante, de signe quel-
conque, — () est décroissante et rentre dans le cas précédent. La
limite de — A est done — ;= (0).

3° Soient a, b deux nombres compris entre o ¢t ., et supposons que
4(y) reste continue, conslamment croissante ou décroissante quand y
augmente de @ & b, l'intégrale

b .
_ sinpy , .
T= [y

aura alors pour limite o quand § augmente.
En cffet, considérons la fonction §(y) comme restant constante ct
égale i Y(a) quand y croit de o 4 a, on aura

To-T-T, T=/[ i, o [oiney,
: SO0y, Tr= | =4Oy

Journ. de Math. (}* série), tume VII. — Fasc. Il 181, /|4
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T',°T” rentrant dans les cas précédents en prenant @ ou b pour .« el
comme pour chacune (o) a pour valeur §(a), il en résulte

imT =1limT" = {=d(e), lmT=IlimT—limT = o.

1 Cas général. — Comme $(y)=13(r—y)=5(c), $(y) sa-
tisfait aux mémes conditions que 4 (.'); ainsi on peut partager Uinter-
valle de 0 & .« en un nombre limité d'intervalles dans chacun desquels,
comme de a a b, Y(y) reste continue et constamment croissante ou
décroissante. En partageant U'intégrale A en d'autres correspondant i
tous ces intervalles, toutes, sauf la premiére, auront, comme on vient
de le voir, une limite nulle quand 3 augmente, tandis que celle de la
premiere est 3 =Y (0); celle-ci est done aussi la limite de A.

Tout ce qui précéde est également applicable a lavaleur (18) de A,
dont la limite est ainsi } m¢/(0). Dailleurs, il est clair que

Y(o)y="Y (0r=12(x).
Les formules (48) donnent alors
limgS =75 (),

¢'est-a-dire la relation (47) qu'il sTagissait de démontrer. Toutelois,
si_ pour la valeur de . la fonction () était discontinue, passant
brusquement de 4, & 3,, il est clair qu’on trouverait
limA = j=g,, limA’= =g, hmS = =(3, + 3,).
19. Cas pass LESQUELS oN A w=o0 ot « =1. — Dans les deux
cas I'une des valeurs (48) de A, A’ est nulle, ce qui donnerait seule-
ment

limS =

WA

SR |

2(0) ou

9(1),

st les deux sommes B, 3" avaient encore pour limite o mais il n'en
est pas ainsi.
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1° Casoit ¢t = 0. — On aalors
X-_-: 0,

el, par coneéqucnt la formule (31) donne o pour valeur initiale 3 (o). 1l
en est de ménie si on la transforme en employant la valeur (34) de Q,
(ui s¢ réduit de méme 4 o,

2° Cas olvw = 1. Expressionde S en intégrale relative ¢ 0. — La
valeur (19) de X se réduit alors ulonuquemcm a—2( u.) comme on
I"a déja v au n° 7. Ainsi la valeur (31) de S qui doit avoir 9(:c) pour

lnmtc, devient
e
N [Nz () da!
=3[

v

la somme s'¢tendant aux valeurs réelles et positives de w.
Ensuite au n® 43 nous avons trouve

)‘J-_ (/+",)(’ P‘L
t’(f*)ezln ’ 2 BELC

la somme s’étendra aux quatre racines de méme module.

I en résulte
P e prg e Wo(z)dd!
= 2 f l"(u.) ’

= f— g =—a(*+c+ ).

ou

Dans la formule (33), obtenue par un caleul moins simple, 1> était
remplacé par Q; mais la valeur (34) de Q, comme on I'a vu an n° 16,
peut s'éerire en général

Q = — cospxr — singa — e* cosp(1 — x)
+ etsinu (1 — ) — se®™F - (1 4 cct) et

et quand & =1 se réduit a

—c—s—ct— s+ (14 cet)et,
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en substituant 14 eet = — (1 + ee #), elle coincide avee la valeur ci-
dessus de P.

La formule (38) devient ainsi

27‘\' s /. 7:""/( [")d')’

()
ott
"
f(y.): P / (1) L7

A

3> Erpressionde S aw moyen de 1,V et vérification. — Ln dési-
gnant par I ce que devient I quand on y remplace w par — g, la
valeur précédente de S se transforme, comme au n® 16, en

=

\)1‘\ f 'l.f u.)——u.f(-— u,) ,0_ 2 l—!:i‘;[),_— ”
(ho) ¢ ¥ Jao P

wln

’ l) = — 2((’“-‘}— “© <+ .s'), l)'(’p‘:: — 2([ ~+ ¥ — '\-,:E‘)‘

Ou peut encore vérifier que la formule (43) coincide avee la préeé-
dente, car, en éerivant S, au licu de S, elle a la forme

. __f e“~l< w) L+ Q7 l'—-Hv“l l(
Fu)

dans laquelle, pour » =1, on a

O'=—2¢t —ar—ay= |,

A =set et — ot = Peb 4 IF(u):

dou

u.l:l

L‘:(S - S):/. l'p'l ("':‘I(":)I (M)l /l() e / ((’pl . l)({O
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ou, d'apres les valeurs (39),
n
Tl
27(8, —3)= [ / [erit=r) — o0 =) g (1) die’ ).
* TYo

Le premier terme estla valeur (43) de §' pour £ =1, oucen y rem-
placant ® — ' par 1 —x'; le second est la méme en remplagant
+— 27 par £’ — 1. Mais, comme on I'a vu au n® 18, (quel que soit . — a2,
on lrouve en intégrant par rapport a 0,

1. f
Ly sins(.e —.r , ,
ﬁ':‘.’.f ——‘;(—__—JT—)?(.’IJ)([.U,
]

el celte valeur reste la méme soit qu'on y remplace & — &' par 1 — &'
ou par o — 13 les deux termes de 27(S, — S) sont done égaux, d'oil

S, = 8.

1 Valeur limite de S. — Pour évaluer la valeur (§9) remplagons
dans celle de e’ Pexpression 1 + ee* par

() = (14 ce®):
d'on
O = — F() + 14 et 4 seb,

nous aurons

278 = aT — 2T,

:“_!_
T={ Id,
(50) ¢ -3
T
T — : (|+ce—!l+se!*? V(e + ¢ + $)I .
Jon F(p)

K]

M * . u
Comme on I'a vu au commencement de ¢e numéro, les formules (48)
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donnent, pOlll" xr=T,
M Q! 1
llmiS —_— gﬂ?(l),

¢l nous venons de voir que lesintégrales T ct 8’ ¢taient les mémes. On

a donc .
imT = =y(1);

nous démontrerons au numéro suivant que limT’ = o5 il en résultera
pour S,

lim2xS =2limT =2%3(1), limS=29¢(1).

Ainsi le théoréme est exact quand 2 = 1. Il y a une exception appa-
rente seulement quand & = o3 mais, comme on I'a vu, la tige ¢tant
encastrée, on ne peut supposer (o) différente deo.

Il est vrai qu’au n® 9 nous avons appliqué le théoréme & un cas od
%(z) ¢tait remplacé par la fonction Y, qui nest point toujours nulle
pour . = o; mais, en employant les notations de ce numéro, Y, aura
bien pour limite Y, sauf une discontinuité accidentelle de la série pour
x = 0, et, par cons¢quent, cela n’empéchera point le mouvement repré-
senté par y d’étre la limite de celui qui correspond a y,,.

20. Limite e T'. 1° Réduction deT’ a un seul lerme. — Lais-
sons de coté le terme se*I” du numcrateur sous le signe j . Quant aux

autres, remplagons I, I’ par leur module m, de méme que les facteurs
qui les multiplient, en les évaluant comme au n® 16. En remplacant 0
par — 0, ou y—1 par — ' — 1, les modules ne changent pas; il suffit
donc d'intégrer de o & }=, en doublant lc résultal. On aura ainsi

iz

]
(1+efe2r et +2ef)m
2‘/; mod F () db.

Or le module de F(u) dépasse § e*+® ct en outre on a vu au n° 16

[ !

x4
2 2
(ue f e db, f e*d0 ont des limites nulles; il en sera done de
[] 0
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méme de Pexpression précédente. On peut done réduire le numérateur
i se*1’ et méme ajouter le terme se *I' qui donnerait une limite
nulle. 11 en résulte

T /’”vﬂ—g _ / I db — f asl do

c(_/'c+3)

On verrait comme ci- dessus que le second terme a une limite nulle,
cn I'évaluant au moyen des modules et remarquant que celui de ¢,
d’apres le n® 15, est supéricur & 3e8, 8 ¢tant positif.

En substituant u = « 4+ 8y/— 1, on a, 0 étant positif.

S __ sin(a- By—1)cos(z—BY=1) _ 1(sinaa+ sina3y=1)
€ cos(a+3Y—1)cos(z—By—1) R? ’

oti k2 estle module de ¢; soit aussi I'= ¢ + 'y — 1, on pourra changer
S, . e, ‘ .
dans ~ T le signe de /—1, ajouter les résultats, et n’intégrer que de o

a %, ce qui donne

1
=%

v oy sinaz — 1¢'(e2f— e-28)
= / Ri d.

Yo

Pour les mémes raisons que précédemment, puisque R2> 1 e%, ol
que ¢, ¢ sont inféricurs & m, on peut supprimer au numérateur les
lermes ¢sinza, 3¢ ¢-28, les limites correspondantes étant nullcs el par
consé¢quent il est indifférent de les remplacer par — ¢'cos2a, — §v' =26,
ce qui donnera

T = — e '(cosaa + cosaBy—1)
f., 2 d

1 1

e [ e WD = V) = [ v,

0 R Jo

2" Valeur de ¢ et T'. — Tl est préférable, dans la valeur ( 3g) de I,
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de remplacer 1 — a7 par y, 3(x') ou (1 — y) par F(y), de sorte
(qu'on aura
F(o)=3(1).
Alors T" sera déterminé par les relations
| S— .l
(5) V=v+e¢y—1= / we ¥ (y)dy, — T == ( o ol
]

« . 3 -
En substituant w= AVl =g+ (N— I, on &

O

1
]'-__-: [ E}", (ﬁ) e l‘ﬂ())([)/

“0

ot le coefficient de y — 1 est

o= — f se ®sin(By —0)1F(y)dy == / P ) (v ®eosBv).

v .,’

Il en résulte

—-'1‘,’:_ 'COSP""’L’P’ :
: r Y Vi dy.

vo
Remplacons y- par —;— ct posons

K (.f) —F(o)={(»):

NOUs aurons
COs Yy — ¢~
7= [T IF(0)+ ()] 225 4y
Le terme contenant F(o) est la valeur que prend — 1" quand

I(y) est constante et s'obtient plus simplement parles formules (51),
(uidonnent en ce cas

I'=F(o) [ werdy=F(o)(1—e *)=1(0) (1 = *H7);
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le coefficient de y— 1, dans cette expression, étant e~®sinB F (o), la
valeur correspondante de — 3T" est

ot

f (o) @ ®sinf dl.

Remplagons par cette expression le terme en F(o) de la valeur de
— LT, ct partageons le reste de lintégrale en deux autres, nous
aurons

r R I N
—T=L+FE+ I,

E = (o) [ v sin(psind) d,

(H2) ' a -
B = [0 dy,

v

? cosy — e~Y
= [P (0 dy,y
« ¢tanl un nombre quelconque compris entre o et p.

3° Principe général. — Quoique la démonstration suivante soit en
partic la répétition de raisonnements déja employés aux n* 47 ct 18,
il convient de la détailler, le principe étant plus général et comprenant
les précédents.

Soit f(y) unc fonction dont les valcurs sont bien déterminées
entee les limites A, B; admettons qu’entre ces nombres il existe /
intervalles dans chacun desquels la fonction soit continue, constam-
ment croissante ou décroissante.

Soit f’()’) unc autre fonction qui de A & B soit continue, positive
¢t constamment décroissante; enfin soient N le maximum numérigue

de f£(y); a et b deux nombres compris entre A ¢t B, et A une con-
stante quelconque.

On aura numériquement

3 [ 70N Gsin(y + Ny dy <6iN/ ()

En effet, désignons le premier membre par H.

Journ. de Math. (}* série), tome VIL — Fase. 11, 8. 45
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Premier cas. — Side a a b, f( y) est continue, positive et lou-
jours décroissante, il en sera dc méme de f(y)/ (y)et aussi de
Sy =N f'(y —N) quand y varie de @ + A & b -+ k5 en remplacant
y pary —- A, on a

@

f S —=n0)f(y—Msinydy,
ct, d'aprés la propriété préliminaive du n® 17, on aura numeériquement

. H<Zaf(a)/ ()
et, par suite,

H< 2N/ (a).

Dewricme cas. — Si f(v) est continue, déeroissante, mais non
Loujours posilive, on aura

H=1r-1.

H et 1" se trouvant en vemplacant f(y) par N+ f(y) ou \, qui,
toutes deux, rentrent dans le premier cas: le maximum de N -+ f()*)
étant 2N, on aura numériquement

W<AN [y, W< aNf(ay:
d o

H<ON S ().

Troisiéme cas. — Si f(v) est conlinue, toujours croissante et de
signe queleconque, — (1) sera déeroissante, et Fon aura

6N/ (a)

pour limite numérique de — H et, par suite, de H.

4" Cas général. - 1l existera entre « et b au plus 7intervalles dans
‘chacun desquels f(y) sera conlinue, constamment croissante ou
décroissante. En partageant l'intégrale H en d'autres qui leur corres-
pondent, et remarquant que les valeurs de /“(y) correspondant au
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commencement des intervalles sont au plus égales & f'( @), on aura
6N/ (a),

pour la limite numérique d'une intégrale particlle, et biN f'(a) pour
celle de 11 c. Q. F. D,

5¢ Limite de T’ — Dans la valear (52) de E7, si N est le maximum
numérique de J( y), on pourra appliquer la propriété (53) au terme

[T gy ) dy,

a“

.. ) .. ) e . «6(N
en prenant £ ¥) = —; sa limite numérique sera ainsi —; celle de
. o )' a
1 ey
2
— dy
f.. = 1N

est évidennent ; f«c tdy < ; D’ailleurs §()-)=F (\l) — (o),

« ¢
et cette fonction a les mémes périodes de conlinuité croissante ou dé-
croissante que F()y); ¢ est donc le nombre de périodes qui convient i
IF(y)ou a 9(&); en outre, N == ou < 2M, M étant, comme précé-
demment, le maximum numérique de F(y); celui de E” est donc

aM(6i+1)
a

Pour avoir celui de E, nous remplacerons § () par son maximum

cosy —eY
M entrey =octa, ct —-“—7—)——- par unc valeur trop forte; de y = o

& y =1, ce sera son maximum M” dans cet intervalle; de y =14 y =a,
9

ce sera - : on aura ainsi numériquement

W [ M’ dy + M [ 1‘,1!
ou

K< MM + 20(a)]
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M” est une quantit¢ purcment numérique inutile & déterminer; M’ est
.

le maximum de F (;’) — F(o) quand y varie de 0 & @; comme F(y)

est conlinue, ee maximum converge vers o quand g diminue.

Ainsi, étant donné un nombre y aussi petit qu’on voudra, on pourra

o aM(bi 4+ . ,
prendre a assez grand pour avoir ———(—a————) < 1Y, et ensuite, ¢ ¢tant

ainsi choisi, on prendra g > a comme on I'a supposé et de facon a

a . Y i .
rendre - assez petit pour avorr M <L ‘TV—+%_(7); on aura alors nume-

riqquement

<y, <l BBy,

et, par conséquent, cette expression converge vers o quand g augmente.
Quant & la valeur (52) de E, en remplacant le sinus par 1, on a,
nwmmériquement,

‘n I
3 i
K < I“(()) [ o=teost () ou v <L F(()) / %),

1
P

et nous avons déja vu quc/ = dl converge vers o quand ¢ ang-
o

mente; il en sera done de méme pour E et, par suite, pour T

21. CoMPLEMENT DE LA DEMONSTRATION DE LA CONVERGENCE DE 1A
sErik (29) 1xmQuE BN otk At N° 8. — [l s'agit seulement de la pre-
miére partie de cette série; en la désignant par S et posant e *F'(w) ==k,
on peut Péerire

2 1
e ¥X e"BNg (L) drcosbutt

S = 2 e T : ’

la somme ¥ s'étendant aun valeurs réelles et positives de w. La for-

male (19) donne

\ = eb(sinur — coswr + ") + B (sinue + cospr — o)
et Gl Ll B 28I (1 — )+ s gob,
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hl ‘e . 2 ’
‘u remarquant que — ¢ est positif, moindre que = les termes de X,
el

sauf le premicr ct le dernier, ont pour limite numérique 3, 2, 2, 1, d'ou
e #X = P+ Le¥, P =smpx — cosyr + e7® 4 gomtt=n),

tandlis (que L est compris entre =+ 8.

De la vésulte qu'a partir d’une certaine valeur de w ona constam-
ment «~*X < 4, ct, en méme temps, k* converge vers 1. Ainsi, cn
supprimant les termes en L, on laisse de cot¢ des séries évidemment
(rés convergentes, et en désignant par 8 le reste de S, on a

" PQ cosbp?t
N B =

[}
)= f [singie — cospgr + 78 g™ =0 () dr,
i |

Or les deux dernicrs termes de cetie expression, en remplagant 2(:v)

. ‘ « or .M .

par son maximum M, sont inférieurs chacun a —; quant aux préeé-
D)

dents, en y posant gx =y, chacun, d’aprés la propriété (53), en vy

- , T L 6iM . < e ves s
faisant f*(y) =1, est inféricur & —, Cayantl a signification déji in-

- 2 . < o e . .
diquée pour (). Onaura donc Q = - A étant inférieur & une limite

namérigque commune a tous les termes de la série 8. Ces termes dé-
croissent donc sans limite et de plus n'ont pas, en général, le méme
signe. Cela rend probable la convergence de la série, mais ne la dé-
moilre pas rigourcusement.

Cette démonstration semble fort difficile si on laisse 4 %) la méme
géndralité qu'au numéro précédent, sans employer la derivée de la
fonction, en la supposant discontinue, ele.

Mais, d’autre part, les conditions auxquelles elle a été assujettic au
n® 8 ne sont pas toutes néeessaires. [l suffit d’admettre que la fonetion
v () s'annule avee .o, que de.r = o0 i . =1 elle veste continue, et que
sa dérivée reste finie.
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En effet, on a
~ P (s ds()
’,. A [ — ”» r)-- - » -t ’
{ Po(e)de = P 2(ir) pjl I dx,
P = se BO-0 — ¢ B _ singar — cosprs

comme 3(0)= o, il en résulte
1 1 o (a
nl) =u [ Po(erdr=—(rt+e)z(1)— / P (—{# dr.

Comme numériquement ¢ < ae ¥ si 'on remplagait wt) par son
premier terme seul, la série 87 serait trds convergente; quant an se-

. . . ) .
cond, on verrait, comme ci-dessus,qu'il a la forme o la portion corres-

@ . . n? .
pondante de la série 8" aurait done ses termes de la forme 5 et serait

convergente. e



