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Mémoire sur la théorie générale des surfaces courbes (');

/_ NS

(- - Paz M. Avsertr RIBAUCOUR,

\ B ! Ingénieur des Ponts et Chaussies.

CHAPITRE X.

DERNIERES PROPRIETES DES FAISCEAUX DE DROITES. CORRESPONDANCE
DES LIGNES ISOTROPES SUR DEUX SURFACES.

92. Faisceau de droites lices aux plans tangents de la surface
(0) et normales a des surfaces quelle que soit la forme de (O). —
Nousavons vu (ue, si des droites rayonnent des différents points de (O)
ou sont couchées dans ses plans tangents, les faisccaux qu’elles engen-
drent ne peuvent étre normaux a des surfaces sans garder cette pro-
pricté, quelle que soit la forme de (O). Cherchons s'il existe d’autres
faisccaux formés de droites lices individuellement a chaque plan tan-
gent de (O), qui jouissent aussi de la méme propriété.

Chaque droite D rencontre le plan tangent en un point M; prenons
pour ligne OX la droite OM et considérons un réseau orthogonal
(a, ¢) satisfaisant & cette condition. Sil'on porte sur D, & partir de M,
une longucur variable R, I'extrémité¢ du segment doit décrire une sur-
face normale & D. Désignons par a, b, ¢ les cosinus que D fait avec les
trois axes instantancs et par ! la distance OM; les coordonnées du
point appartenant  la surface trajectoire sont

t=l+aR, %=0R, C=cR, a&+b0+c*=1;

(1) Voir méme Tome, p. 5.
Journ. de Math. (4 série), lome VII. — Fasc, III, 1891 29
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on doit avoir, manifestcment,
aldX + hAY +cAZL =0

quels (que soient du et dv; les formules (F) donnent

11/'
(/+ dlt) d“ Il P I' CII.) = o0,

(t:—%+§:~} + by +blﬁ-i-—i—rl' D=o;

telles sont les équations qui régissent le probléme. On voit qu'elfes
sont indépendantes de la forme de (O) dans les deux cas oit / est nul
[c’est Thypothése des rayons issus des différents points de (0)], et
dans celui ou ¢ est nul [ c’est hypothése des droites couchées dans les
plans tangents de (O)].

Dans ces deux cas on obtient 'intégrale des surfaces trajectoires en
résolvant les équations

dR i
w=—oh T

4ﬂ=—a(;f+5li)+bl?“'—ff

du
_ypour ¢ == o3

=— by pour { == o,

div dil dy s

mais celles-ci sont elles-mémes indépendantes de la forme (O). de
telle sorte que, non sculement le faisceau des droites est normal & des
surfaces, mais encore que lintégrale de ces surfaces ne dépend pas de
la forme de (O).

11 peut se faire pourtant que la premicre propriété persisie sans la
seconde, et c'est ce eas particulier que nous visons.

Dans cette hypothese, il faut éliminer R des équations oivil figure,
on oblient immédiatement

P d =(eh+g 1)—~(Cl)+rl[d~ *-d (g 1))J
ll 'd’ (f‘*‘d”)] d(f([ Zl"‘b( +%)J=(h
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que 'on peut transformer, en vertu des équations (¢), ainsi

P L)+ Qel Y~ gD [el 3 e~ (o]

> du du

Ao )] oo e ) =

mais puisque nous voulons que ceci ait lien quelle que soit la forme
de (0), il faut que

=1, Y _ d _ U

& av =0 gdu U~
La surface (O) est applicable sur une sur-face de récolution dont
les lignes () sont les méridiennes.
Le faisceau est déterminé par les trois équations

a+bl+ct=1, =1,
wleO+ 2 =g3|a %+ 0w+,

que Fon raménc i une relation différenticlle en /et p en posant

aiy _ dz
1+ de) — du’

dl oy d
@4+ b(U+1U)= B?-'

95. Formule donnant les images principales d’un faisceau de
droites quelcongue. — 11 peut étre utile dans certains cas de con-
naitee les formules qui déterminent les images principales du faisceau
de droites le plus général; la condition pour que ces images soient
conjuguées présente une véritable simplicité, c'est pourquoi nous
allons les déterminer, en supposant la plus grande généralité possible.

Soit R une dvoite dont les équations sont

X—E_Y—"'A Z
=1,

a b

acl b n’ayant plus la méme signification que dans l'article précédent;
% el y sont les coordonnées instantanées du point o la droite perce le
plan tangent en O.
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Exprimons que si I'on suit le chemin {du dv), les droites se rencon-
trent consécutivement. On aura, comme au n° 81,

slz[ du(f-i—ji < ARG & +n 28] l

(13 da da)
’ *"“("ﬁp*" d,)"“"( 721&*"”“37»\
Z |
l —dvl o dr d ’ d" t_d'[_
,‘Z[ d‘( du‘*“fda)*d’ du +'"dv>J |
db dl
‘ —-d"(afd Q+ >+da( 43 - du)\

[
= 7{du(PE ~ D)+ do(Qy — g DE)|
+du(aP — bf D)+ do(hQ — agD);

posons

g —— df r__ d’f 14 I/f
M=— (f+d +n”d(,) _\1_~-d——l‘l+ Fd

- dﬁ dy o o +F dy
N N Faw N=-— (,, +n T f(lu)
_ df df (1/,

/;z~_—-(b’d‘+l’+d) m-_n D —
dg da dg db
It~—’)m+‘.',’D—-d—‘" n = ((1774-‘ (1),
R:=PE— fDy, r="Pa— fDb,
S =Qn— gDk .s‘:(\)b—;(l)a;
—1 9

w=b =5 gdv + d"_u’

.\ df  db

“=a l,"_lis-’ —an

w_ 7 48 da

lw[)m — (—i;’,

v—a i’é’_ -+ ‘.i_b
T fdu T dy
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[.’équation des images principales devient

M(m!'—br)
—MN(m—ar)

du? I + R(bm — am’)i

| N (Il’——ll&) Q /
+ dv? [__ N'(n —as) S(bn—an )I

g M(n'—bs) —M'( n -~ as)
+ duds [+N(m’—br)—N’(m—ar)

+ R(bn — an’) + S(bm — am’) t =o.
La condition qui exprime que les images principales sont conjuguées
est, ordonnée suivant les paramétres définissant la forme de (O),

— Pl SNV +NV)+gb5(PQ~/gD*)] +Q[g (Mp'+ M) +fan(PQ— /g D?)]
+ JeDI(NW + Ny = (Mv -+ Mv) — (ak — bn)(PQ — f5 D)
+(PQ - f2D*)[—ab(gM + fN)+ (1 +a*) gM' — g5 (bp + aw)
—(+0) N+ fn(by+av)|=o.

Nous aurons I'occasion d’appliquer ces formules dans I'étude du
mouvement d’un corps assujetti & quatre conditions.

9%. Dewr surfaces se correspondent avec parallélisme des plans
tangents. Dans quel cas les lignes isotropes se correspondent-ellies?
Deur systémes. — Nous avons annoncé, au n° 47, que nous exposc-
rions une généralisation de la correspondance qui existe entre la sphérve
et les surfaces it étendue minima; nous sommes a présent en mesure de
I'établir. Le probléme doit étre ainsi posé : On fait correspondre
deur surfaces avec parallélisme des plans tangents, dans quelles
conditions les lignes isotropes se correspondent-elles?

Soient (O) ct (N) les deux surfaces, &, v, { étant les coordonnées
du point N; on a d’abord, cn prenant pour (#, ¢) le réscau des lignes
de courbure,

g di _dai .
= m’ n= W,)
on peut poscr

AX = Adu+Bde, AY = B'du+ A’ds,



224 ALBERT RIBAUCOUR.

olt A, B, B’, A’ onl les valeurs

— o af ) — dt dy
A—~.f+;{-l-;+ém?]+lz, B~—E,~m'q,

=% A S B 2 SV
B'= du = gde™ =&+ fdu + Q.

Le ofS? de (N ) a pour expression
St = (A + B du* +(B? + A?) dv?* + 2(AB + A'B) du dv,
ety st les lignes isotropes se correspondent sur (N) el (), ona

AB -+ \'B = O,
L

— e g

- f{"” =

systéme que Fon peut éerire sous la forme

[ 2) i3 DU i )=
G D= DG -2) - 5=

~

N\ o

el si Fon se restreint aux teansformations véelles, il fant que Fon ait
Uun des systémes de conditions que voici

A A B B’

_,._ .: - , ;’: —_— -—f =0
o ’ '

\ A B B

VY = o 7:"’

& moins que les quatre premiers membres ne soient nuls & la fois 3 mais
ce cas particulier ne peat étee considéré paree quil conduit & prendre
pour (N) un poiut fixe.

5. Examen du premier systeme : les lignes de courbure se cor-
respondent sur les deur nappes. Relation entre les rayons de cour-
bure principaur; autre théoréme sur la question. — Examinons
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d’abord le systéme de corvespondance dans lequel

A Al B B
—_ "t — =0, — — — =)
f g‘ F”’

Si Fon remplace § et # par leurs valeurs en §, on trouve

d (g diy  dfdy e, T, ( AV
W(F (75) + (7‘*,(“:) (’,‘.> +fg [z-—i—-: 7 + ;;)]__“'

(i - -)(J’— L ISP |
P Q) \dude  dulde  de Qdu, i )
Le cas particalier de la sphére se met de lui-méme en évidence.

Dans Phypothése ot (O) est une sphére, la premiére équation w'est
autre chose que I'équation différentielle des surfaces & étendue mi-
nima. Dans le cas géndéral, on voit que les lignes de courbure de (N) et
(0O) se correspondent : c'est ce qui est exprimé par la seconde condi-
tion. La premicre équation a un sens géométrique trés remarvquable:
puisque les lignes de courbure se correspondent, A die et A’ ds sont les
cléments de ces lignes correspondant vespectivement a fdu et g dv.
Désignons par R, ct R, les rayons de courbure principaux de (O) et
par R, et R, cenx de (V)3 la premi¢re condition équivaut & la rela-
lion S

ﬁ—: -+ l—i = 0.

Ainsi 2 lorsquee dewr surfaces (O) et (N) se correspondent aver
parallélisme des plans tangents et par leurs lignes isotropes :
1 elles ont méme image sphérique; 2* la somme algébrique des
quotients obtenus en divisant les rayons de courbure principaus de
l'une par les rayons de courbure principaus de Uautre est nulle.

On peut donner unc autre interprétation géométricque & ce qui pre-
cide. Joignons les points N et O par une droite, celle-ci engendrera
un faisccau; soient IF, ct I, les foyers. Il est clair que les lignes de
courbure sont les traces principales de ce faisceau sur (O) et sur (N).

mais on a
2 i ]

ON =~ OF, T OF, .
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Ainsi, les foyers du faisccau sont harmoniques conjugués des denx
points O ct N.

96. Deuxieme systéme. Les sur faces dérivées sont homothétiques.
— Avant d’aller plus loin, il convient de se débarrasser du sccond cas,
correspondant an systéme

A B B’
—A-—--—::o, — <+ —= =03

g s f
la sceonde équation donne

(f A’)(d’C dy dP dQ)

v Y Q) \Guds ~ @ Ve T de (la

donc les lignes de courbure se correspondent encore; mais la premiére
¢quation conduirail i
()l“, = OF._,,

de telle sorte que les foyers du faisceau ON coincident, ce qui ne
peat avoir licu qu'autant que (O) et (N) sont homothétiques. Il n'y a
done que le premier svstéme qui puisse conduire & un résultat non
evident.

97. E'qualt'ou du probleme & laide de Uimage sphérique.
Puisqu’il y a deux équations différenticlles qui régissent la question, il
est visible que T'on ne peut pas prendre arbitrairement méme 'une
des surfaces. Donnons-nous I'image sphérique du couple (0) (N) et
cherchons i le déterminer. Soient £ et £ les distances du centre de la
sphére de rayon unité. En général, on a pour les éléments deslignes de
courbure

7

- 1y d [ di dPr  di-
— ) £ (4 @ dey
AN = du I_l L+ du (l’du) + Qdv (\)er = Adu.

.A Y =dv lQZ + c% ((3{(7;‘) + I:l(?" l’dtful = A'd\.
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Les équations du probléme sont donce

, d 114 ) dp  d; , d ol ) d) oy
S (Pda, +0d Odr N QR+ (Q‘JT " Vda Pdu _
b () T G L (B =
Ytai\va) Y rae VU ta (Q'dvn + da Dda
‘ / >
|)Q+d((l\))+(l dl):o;

du \Pda) ™ dv \Qdv

dv plus, § et 3 sont des solutions de I'équation (16).

98. Réduction des équations du probléme a des formes connues.
- Nous n'avons pu résoudre le probléme complétement, il semble
oflvir une véritable résistance; mais, avant d’abandonner le sujet, il
convient de faire remarquer que Pon peut toujours prendre pour (\)
un point fixe, de telle sorte que le 3 d'un point satisfait aux équations
dun” 93. On peut profiter de ecette remarque pour réduive un peu le
probléme. Si, en eflet, au licw de 3 nous prenons pour variable la dis-
tance p d'un point fixe aux plans tangents de (N), il viendra

B:p _ dp dP + dp dQ
3 ‘ dude — du Pdv ™ dv Qdu’

(] ’

d (o d d /[ d P (&)

’_,_ ?_’—,—,. +__(j_p +fg‘p _-{-—L =(),

du \P du dv \Q dv . f g
el Fon voit que le terme indépendant a disparu. Mais cette derniére
duation, ainsi réduite, n'est autre chose que 'équation déterminant
les couples de surfaces applicables 'une sur Pautee, ainsi ue nous le
verrons plus loin. Nous aurons done & faire, & propos de cette théorie,
des rapprochements avee la question que nous venons de traiter,

CHAPITRE XI.
THEORIE DES SYSTEMES CYCLIQUES.
99. Difinition des systémes cycliques résultant du théoréme v

Dupin et des intégrales trousées précédemment. — 11 résulie du

Journ. de Math. (4 série), tome VIL — Fase. ILI, 18gs. 30
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théoréme de Ch. Dupin sur les faisccaux de droites symétriques par
rapport aux plans tangents de la surface de référence que toutes les
fois que les traces principales d'un faisccau (R), licu des normales i
une surface, découpent (0) suivant un réscan conjugué, les lignes de
courbure se correspondent sur les deux nappes d’unc enveloppe de
sphéres dont une des nappes cst trajectoire orthogonale des droites R.
Il est naturel de prendre le rayon de la sphére enveloppe pour variable
¢t de chercher I'équation différenticlle du second ordre & laquelle sa-
tisfait cette fonclion, mais cette équation n'est guére maniable, et il y
a intérét & opérer comme nous 'avons fait au n® 80 pour trouver des
faisccaux jouissant de la proprieté indiquée.

Considérons donc les deux nappes d'une enveloppe de sphéres tan-
gentes 4 (O), dont les centres sont sur (8); soit (R) la seconde nappe;
'supposons enfin que les lignes de courbure se correspondent sur (0)
et (R). Si C représente Finverse du segment OS, on a (n° 80)

dc _ dc Q
dn = fdu ( j) d (gdt'(("-*_ C,,)
Si M et N sont les points ou le plan tangent & (8) en S rencontre les
tangentes OX, OY aux lignes de courbure de (O) prises pour axes.

B L I
OM = = fede’ ON T~ gede’

Enfin, la quantité 3 clle-méme vérifie I'équation

e _do df | do d
dudv ~ du jdv dv gdu

(jui régit tout le probléme.

On voit que, lorsqu’on connaitra unc valeurde ¢ satisfaisant a cette
condition, on obtiendra C par des quadratures; il y a donc tout un
systéme de valeurs de C correspondant & cette valeur de 5. Par consé-
(quent, on connaitra une famille de surfaces telles que (R), sur les-
«quelles les lignes de courbure correspondront & celles de (O). Mais le
plan tangent & (R) contient MN qui ne dépend que de ; il en résulte
que le lieu des points R, pour toutes les valeurs de C, est le cerele
normal en O 4 (O) dont le centre est sur MN.
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On voit facilement que toutes les surfaces (R) normales & ce cercle
font partie d'un systéme triplement orthogonal. Nous appellerons sy:s-
téme cyclique un systéme triplement orthogonal dans lequel les tra-
jectoires des surfaces d'unc famille sont des cercles.

100. Si des cercles sont normaux a trois surfaces, ils le sont a
une infinité et engendrent un systéme cycligue. — Avant de tirer
parti de ce qui préctde, il convient d'établir que la facon dont nous
avons été amené & considérer les systémes cycliques donne ceux-ci
avec unc généralité compléte.

Considérons des cercles normaux 4 (O) en chacun de ses points; on
peut les définir comme Pintersection de sphéres ayant leurs centres en
deux points M et N des tangentes OX et OY aux lignes de courbure,

¢l dont les rayons sont ,'K ct é Soit (R) une surface normale & la

famille des cercles; si 'on méne la normale & (R), elle rencontrera OZ
en un point S; égalons OS a é 11 est clair que la surface (R) existera

si le plan tangent au licu des points S passe par MN; on devra donc poscr

E-vs(e ) $ove(ord)

Mais ces équations nc sont possibles qu'autant que les dérivées
.

d:C C 1 . . T,
g7 qu'on déduit de chacune soient égales, c’est-a~dire si

([0 5 -G e-ar g (7)-meia(3)

(32) ¢
P d(Af) Qd(Byg) P Q Co =
) I f ou g du (f g)Af g = 0-

Cette équation signifie qu'étant donnée unce famille de cercles nor-
maux & (0) et daillcurs complétement arbitraires, il existe toujours
une scconde surface (R) normale aux faisceaux de cercles, mais seule-
ment dans une étenduc infiniment petite. Le lieu des points des cercles
par lesquels on peut mener cct élément normal n’est pas en effet, géné-
ralement, une trajectoire des cercles.
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Mais (32) met en évidence un résultat capital, & savoir que, «'il v a
deux valeurs de € répondant & la question, il y en a une infinité, car
celane peutavoir liew que si

ol . d . .
;2:;(1\/)-‘ (’ll‘l‘(lg‘g)z(),

d ] POV [dAN .
-+ (.7. - Z:) [ ();.'—‘ - \'/-( ‘.’9’] = .

d /0
Mg 7 Be g (%)

On retrouve ainsi les équations du n® 80, et partant le systéme
canonique du n® 99.

On résumera ce qui préeede et Pon en fera saisiv Fimportance géo-
métrique en disant :

St des cercles sont normeaur a trois surfaces, ils le sont a toule
une famille de surfaces qui font partie d’un systeme (riplement
orthogonal (systéeme cyelique).

101, Equation des systémes eveliques en partant d'une des sur-
[faces trajectoires. Les cercles osculateurs des trajectoires, dans wi
svstéme triple orthogonal, le long d’une de leurs surfaces normales,
engendrent un systéme cyclique. —- On obtiendra tous les systémes
eveliques contenant une surface (O) en intégrant sur celle-ci équa-
fon

dp  dyp df dy dy
dade — du fdv " dvgdu’

fqui est celle des systémes triplement orthogonaux, des surfaces ayant
méme image sphérique, ete., ete. Les trajectoires des cercles s'oblien-
deont par des quadratures, pourvu, bien entendu, que Fon connaisse
fes lignes de courbure de (). I paraitra sans doute digne de re-
marque que d'un systéme triple orthogonal quelconque on puisse de-
river un sysiéme cyclique, mais ceci tient i une propri¢té géométrique
que nous allons mettre en lumiére,
Reportons-nous aux formules du n° 28 ct soit

St = I ({‘«2 -+ H:([,G': -+ Hi (lpj
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le d3* d'un systtme triplement orthogonal, dans lequel Hdp est
I'élément OO’ qui sépare deux surfaces infiniment voisines, dont fait
partic (O). Le plan normal & la trajectoire O0’, au point (', d"aprix
les formules (@), a pour équation

it
'l’ dp,

dil

1M, dp,

L =14—1Ud:—X ds—Y dp = o.

SiPon désigne par M et N les points ot il rencontre les droites ON
et OY, on a

A vodin i v dH
OM — T I, ON — L iids,’
ou, en prenant les notations habituelles sur (0), ‘
o v dy 1 1 dll
oM~ Fllde’ ONT gHdv

On remarquera que la droite MN n’est autre chose que la polaire dv
la trajectoire OO, c’est-i~dire que si I'on décrit des sphéres ayant
leurs centres en M et N et passant par O, clles se couperont suivant
le cerele osculateur de la trajectoire des surfaces de méme famille que
(0), issue de O,

Enfin, si 'on rapproche celade ce qui a été dit plus haut, on obtient
ce Lthéoréme :

Etant donné un systeme triplement orthogonal de surfaces, si
I'on considére les cercles osculateurs des trajectoires d’une famille,
tout le long d’une surface normale a ces courbes, tous les cercles
donnent naissance a un sysiéme cyclique, c’est-a-dire qu’ils sont
cwr-mémes normaur & une infinité de surfaces.

On aurait pu d’aillcurs prévoir ce résultat, en remarquant que les
cercles osculateurs aux trajectoires peuvent étre considérés (& la limite )
comme normaux a deux surfaces infiniment voisines sur lesquelles les
lignes de courbure se correspondent.
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102. A4 tout systéme cyclique correspond une infinité d’autres
systémes normaur a la sphére. — Si nous reprenons les équations du
n® 99, nous pouvons les écrire sous la forme

d N_d P d L dy
wC=z7 #CN=7

RINQO

et, si 'on considére Cg comme une nouvelle variable, que l'on éli-
mine g, il vient

@ o\ d . d o\ d
dear (C2) = 7 (C9) 5 + 7 (C9) g

par conséquent, la connaissance de dew.r trajectoires d’un systéme
eyclique équivaut a celle d’un systéme cyclique normal a la sphére.
Ceci demande explication. Soient (O) et (R) deux surfaces trajec-
toires d'un systtme cyclique, soient o ct p les images de O ct de R sur
la sphére de rayon unité; on peut faire passer un cercle normal & la
sphere en w et p. Il résulte de ce qui préctde que tous les cercles ainsi
construits engendrent un systéme cyclique.

103. L’intégrale des surfaces trajectoires est connue si ['une
d’entre elles est plane ou sphérique. — Lorsque la surface (O) est
unc sphére ou un plan, il n’cst pas besoin de se donner les lignes rem-
placant les lignes de courbure pour trouver les surfaces trajectoives;
on a, dans ce cas (pour la sphére, par exemple),

C?:K?+ K,,

ol K et K, désignent des constantes; K est 'inverse du rayon de la
sphere.

104. Systémes cycliques déricés les uns des autres. Correspon-
dance des trajectoires. — Si I'on remplace 9 par 3 + K, ou K est
constant, I'équation c¢n ¢ ne varic pas, mais on obtient un nouveau
systeme cyclique. Les trajectoires des deux systémes sont liées entre
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clles par une relation fort simple. On a manifestement
Co=C(9+K),

en désignant par € ce que devient C lorsque 4 s'accroit de K.

On vérific trés facilement qu’aux points correspondants des trajec-
toires qui en dérivent les normales sont paralltles; par conséquent :
les trajectoires du second systéme ont méme image sphérique que
celles du premier systéme. La droite qui joint les points correspon-
dants passe toujours par le point 0.

105. lntégrale des surfaces trajectoires quand on connail trois
Wentre elles. Dicerses formes de Uintégrale. — Nous avons dit
(u'il était nécessaire de connaitre les lignes de courbure d’une surface
trajectoire pour ramener aux quadratures I'intégration des autres sur-
faces trajectoires d'un systéme cyclique; mais, si I'on connait trois tra-
jectoires, on peut construire toutes les autres, méme sans effectuer de
(quadratures; c’est ce que j'ai établi en détail dans une Note insérée
aux Comples rendus, le 24 février 1873 ; sans établir les démonstra-
tions, il convient de rappeler les résultats :

Les normales a trois surfaces trajectoires rencontrent la normale
@ une quatricme trajectoire, en trois poinls qui forment avec le
pied de celle-ci un groupe dont le rapport anharmonique est con-
stant.

Appelons corde toute droite joignant & chaque instant les points
correspondants de deux trajectoires, ct appelons ces points points
limites.

Que Uon prolonge la normale a une trajecloire jusqu’a la ren-
contre d’une corde, et que du point d’intersection Uon méne une
seconde tangente au cercle, le licu des points de contact est une
surface trajectoire.

Sur une corde donnée, deur points, intersections des normales a
deux couples de surfaces trajectoires associées, forment avec les
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points limites un groupe dont le rapport anharmonique est con-
stant.

La droite qui joint deusr points, intersections des normales a deur
courbes de surfaces trajectoires assocides, st une corde.

106. Sur les dene manicres dont on peut engendrer les systémes
eyeligues normaur @ un plan. — Les systémes eycliques les plus
simples sont ceux qui dérivent de la sphére ou du plan @ que Fon con-
steaise des cercles normiaux & une surfice arbitraire et i une sphére, et
Fon constituera un systéime eyelique; en effet, un cercle ne peut ére
normal & une sphére sans L couper normalement une seconde fois,
Done chacun des cereles sera normal & trois trajectoives et, en vertu
de ce qui a été dit plus haut, il sera aussi normal & une infinité de sur-
faces,

Pour tronver un systéme cyelique novmal & un plan, on peut aussi
partic d'une surface arbitraire que l'on considérera comme le licu de
Fintersection de la normale au plan et d'une normale iune trajectoire
associ¢e queleonque. Les distanees au plan des points corvespondants
de toutes les surfaces qu’on obtient en faisant varier la trajectoire asso-
cice sont proportionuelles entre elles. Les lignes qui correspondent
sur ees surfaces aux lignes de courbure des surfaces trajectoires fop-
ment des péscaux conjugucs assujeltis a la condition dv se projeter
orthogonalement sur le plan.

107. Recherche du réseau conjugud tracé sur wne surfuace u
dewricme ordre et qui se projette sur un plan suicant un réscau
orthogonal. — L probléme de la recherche sur une surface donnée
du réseau conjugudé qui se projette sur un plan suivant un réseaun ortho-
gomal présente de Tintérét par lui-méme, et, pour montrer comment
on peut tirer, méme des formules générales, des résultats qqui semblent
ne dépendre que de la Géométrie cartésienne, nous résoundrons la
question pour les surfaces du second degré.

Mais d’abord remarquons que, si (@,¢) veprésente sur le plan le
résean orthogonal cherehé, or a pour le Z de la surface (n° 23)

&L dL df | dl dg

dudi = da fdv ¥ av gdn
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La forme méme de cette équation fait ressortir (u'on ne changera
pas le réseau si 'on ajoute au Z de la surface le Z d’unc autre surface
répondant 4 la question, ct cette observation n'est pas oiscuse, car le
plan constitue toujours une solution : on pourra donc retrancher ou
ajouter le Z d’un plan & celui de la surface donnée; on sait que dans
tous les cas la projection du réseau cherehé ne varie pas.

Mettons ceci @ profit pour les surfaces du second ordre. Leur équa-
Llion peut s’Cerire

ar » "o\
(5 +% —q) ~(Az+By —Cz) =o,
en mettant en évidence le cylindre circonserit dont I'éqquation est

! 1
pe +%-——l=0

¢l le plan de contact
Ar+By—Cs=o.

On voit que I'on peut écrire

7 4
(2:=Ax+Byi\/§; +5 =1

mais puisqu’on est en droit de retrancher I'ordonnée d’un plan, le
réseau ne sera pas altéré (en projection) si 'on résout I'équation dans

le cas ot
n xr oyl
as = \/(-Z—’ -+ 5 I,

c’est-d-dire en supposant que le plan est un des plans principaux de
Pellipsoide. Rien n'est plus simple que d’achever par I'analyse, mais
notre théorie se suffit & elle-méme; en effet, nous sommes encore libre
de donner i C telle valeur que nous voulons; supposons-la infiniment
petite; P'extrémité des segments décrit alors une surface infiniment
voisine du plan, ct sur laquelle on est en droit de regarder le réscan
conjugué qui se projette suivant (u, ¢) comme le réseau des lignes de
courbure. Si I'on passe a la limite, le réseau cherché coincide avec les
Journ. de Math. (}* série), tome VII. — Fasc. III, 18¢:. 31
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lignes de courbure de la surface du second degre infiniment aplatie

Ko y?
0= (-l—’+7lT—l,

c’esl-a-dire avec les coniques homofocales a la trace du cylindre cir-
conscrit.
On peut donc ¢noncer le théoréme suivant :

Si de tous les points d’une surface du second degre comme con-
tres, on décrit des sphéres tangeates @ un plan, les lignes de cour-
bure de la seconde nappe de Uenceloppe de ves sphéres ont pour
correspondantes sur le plan les coniques homofocales aw contour
apparent de la surface du second degré.

108. Faisceaur dont les traces principales sont conjuguées sur
une surface du second ordre. Théorcmes sur les surfaces du
second ordre homofocales. — Dans ce qqui précéde nous avons dé-
terming des faisceaux (R) dout les traces principales sont conjugudes,
en introduisant leurs surfaces trajectoires, mais il est qquelquefois plus
avantageux de les considérer isolément @ c'est ee que nous avons fait
dans une étude consacrée aux surfaces du second degré (Comples
rendus, L. LXXIV, p. 1489 et 1570) et qu'on peut résumer ainsi :

Les traces principales d’un faisceau (R) sur une swrface du
second degré ne peusent élre conjuguces a la@ premicre renconlre
sans Uétre également a la seconde.

Les traces principales ne pewsent élre conjuguces sur dewr sur-
Sfaces homofocales sans Iétre sur toutes les autres surfaces homo-
Sfocales; dans ce cas, les droites sont normales a des surfaces.

Réciproquement, si les normales d’une surface donnent licu, sur
une surface du second ordre, a des traces principales conjugudes,
il en est de méme sur toutes les surfaces homofocales.

Dans cc cas, les développables suivant lesquelles on peut ranger
les droites du faisceau sont toutes individuellement circonserites d
des surfaces du second degré homaofocales aux précédentes.
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Ces résultats trds généraux trouventune application intéressante aux
surfaces anallagmatiques du quatriéme ordre.

Nous aurons l'occasion de les étendre encore dans un travail (que
nous produirons ultéricurement.

- — y pl—

CIIAPITRE XILI.

] 1
"ARI! N DE JRBURES 77— ET +-—
VARIATION DES COURBU R R, “‘

D UNE SURFACE A UNE SURFACE INFINIMEXT VOISINE.

]
~+ = QUAND ON PASSE

109. Mise en équation du probléme. — Quand on veut étudier
me famille de smfaces définies pav certaines conditions géométriques
~ou analytiques, on commence toujours par chercher a4 déduire d'une
surfuce de la famille la sorface infiniment voisine; c'est ainsi que
nous avons proeédé pour élabli la théorie des systémes triplement
orthogonaux. I est nécessaire, bien souvent, d'exprimer que certaines
conditions relatives & la courbure persistent sur les surfaces de la
famille; ¢’est pourquoi nous allons élablir la variation des courbures
dans le svstéme de transformation le plus général.

Soit tracé sur la surface de référence un réseau orthogonal (u, v)
quelconques faisons corrvespondre aux points de (O) les points d’une
surface (N), les coordennces du point S étant

E=ad;, n=fdp, U=vds,
ot dz désigne Faceroissement du paramétre individuel de (0) lovs-
quon passe & (S).

Les ¢équations de la normale & (S) sont (aux infiniment petits du
second ordre prés)

X —zd> _ Y —fBdp
“dvy - d
—g(g-Pa+sp8)  —s(5-Qi+4ps)
Z—d:

4 7 .(_I'e il'.i Y o 'di d-/' [/ l )
o | (G e+ @) s (e g )|
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Posons

A

A(—~—Pa+fD®_ug /(% ~ QB+ gDa) =

f(dp /d”a-l- ‘C>+O<ZZ df,’i-i-PC)_—_

o dy

de telle sorte que les équations de la normale s’éeriront

X—zdp__Y-—de —7%+ ydy
rdy ~  wdy T fy+kdp

1l s’agit de former 'équation des rayons de courbure principauy au
point S. Afin d’avoir des caleuls bien ordonnés, nous emploicrons une
meéthode particulicre susceptible d'applications fréquentes, daillenrs,

10. Artifice propre a la résolution de questions similaires, —
Considérons une surface parallele & (S) et distante de celle-ci de {;
Paire de cette surface, correspondant a une aire infiniment petite de
(S) ou de (0), est infiniment petite du troisieme ovdve, st 1 est égal
a lun des rayons de courbure principauc de (S); mais aive de T
surface paralléle est proportionnelle & sa projection sur le plan des
XOY : on calculeradone cette projection et on exprimera qu'elle est
nulle; Péquation résultante sera du second degré en I, ¢'est-a-dive
qu'elle donnera les rayons de courbure principaux de (8).

Nous suivrons, par exemple, deux directions arhitraives olu, dv,
du'y dv’ sur (O); Paire résullante sur la surface paralléle sera propor-
tionnelle & la quantité

(AY AN’ — AN AYY),

que I'on peut former immédiatement. Ajoutons que rien n’enipéche
de prendre les (w) et (¢) pour les chemins & suivre, ce qui s‘impliﬁ(-
considérablement les caleuls. Par cet artifice, on est dispensé d'éerive
(que, suivant certaines directions du, dv, les normales serencontrent et,
par conséquent, on n’a pas a éliminer du et de pour former I'équation
des rayons de courbure principaux. H est clair que la remarque qui
précéde s'applique & tous les problemes de Géométrie autour des sur-
faces ou il s'agit de trouver les foyers dun faisceau de droites.
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111. Calcul des équations. — Les coordonnées instantanées d'un
point de la surface paralléle & (S) sont

L __ _ I=md>
=l
I='ds
n=id -
C=ydp+ |,

car les longucurs comptées suivant la normale ne diflérent que par des
quantités du second ordre de leurs projections sur I'axe des Z. 11 suftit
d’appliquer nos formules (') pour trouver

,“ (/ + 2hdp)

= [5(f+ L)+ d )2k (f 4+ Ply+ fgM — 1| o2 = U] o],

lu fg du & dt

2 g+ akdy)

. d 2 d(fy d

_—:--_/-gl)lﬁ-(l‘o;—— 2kf DI+ fa N — ld:: - « (dfu ) ,,,Z J}
({‘ (/;’.‘*"Qlll,v)

T st -
(l! (f""" ’,l(la)

= fu(g +()[)+dps2l.( +Ql)+f0‘“' ‘dr ; ——(7?;:2 - ;fl';l 'l‘

00 NOUS avons posé

ar A’ dle B
Ll—- +3"‘(l(‘+P” l\l d"—*- /7;;_,'__(\)”
d3 - ., da
N Lao by, N=F -5 8—yDy.

M+ M=k
‘crivant que

AY AX' — AXAY' =0,
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nous aurons immdédiatement I'équation des rayons de courbure cher-
chés. Sil'on néglige, comme on Fa fait jusqu'a présent, toutes les puis-
sances de dz supéricures i la premicre, il vient

2 fg +5kdp) fx
+ }[fw(f(n- gP)+ds
X GR(SQ +£P)+ f5(PM 4+ QM)+ fgD(fN'+ )

m,ﬁ_iwg e _
dv fg dv 7‘7‘_‘ "

I
—_—
(Y
ll
°~
\
N

’ N du _/'g (!u s ll‘ )
+fe(PQ— fgD*)—dp

U 21O — Fol)2 y 4= _ = dlfo dy
Xl 'I'(l(\) .fal) )+l _dt'“/:-'_-’ dy +,/'(/”“

ol = d(fe) dy —'f
A

[ = = d(/2) (l/

+Q du" [y du o adv "
, [’ -r d{fe) ar _li
+¢D du — fg ;Iu xde "y

Le dernier terme de cette expression peut étre simplilié au moyen
des équations de Codazzis on vérific en effet que

y[d=" = d(fs) | dg _] d=  =d(fy) de _,
I ‘—(IT T fx dv + Sdu” +/D de ~ Jz Tde T Jdu”
Ot 2 s [ 2oy

_du fy  du ode "

du ~ fe du gdv

peut s'éerire
Q= "D'r.'> + 4 p= fD-r
du s dv /L )

. . L . ’ .
Il convient naturcllement de considérer les deux quantités T
192

i . . .
,—' + 75 mais si on les remplace par celles-ci
1 2

SR ds b ) ()
R, T @GR, R, AR 1{,) TR TR 4
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(ui mettent en évidence la variation de la courbure de Gauss et de la
courbure moyenne, il vient, en tenant compte de ce qui précede el
passant i la limite,

A v\ __ & d (Qr+gDr d [P+ fD=
‘fgﬁs(&.lu)—u.m"'?lﬁ( I >+BT( I3 )

li.—l ! ._.~_l_ _l_ LY ‘4 o N

(33) ¢ —/8 d;(l{. + sz) =4 (Rl + I{,\)+ PM'+ QM+ D(fN'+gN)
1 /(11':, ‘R' d(/:,?‘) (I;’r -

B Z(W T Js dv T fdu )

. _L(f§~j_d(.f5’)+_{i_.f;-,)

\ S \du v du gdv"

Ces deux formules ont une grande importance, car leur généralité
permet de les appliquer dans toutes les questions ot interviennent di-
reclement soit la courbure de Gauss, soit la courbure moyenne.

La dernicre formule peut encore ¢tre mise sous la forme

A/ 1
|- e 7 (% + )

| =h( ) = P QM DN+ gN)— o (7)— (),

~

(34)
On voit que la fonction X est mise en évidence d'une facon toute
spectale.

112. Ce que signific la fonction k. — On trouve facilement la
signilication géométrique de celle quantite. Sur (S), ona

AN =(f+Mdz)du, AY =Ndzdu,
AN'=N'dz dy, AY =(g+ M d3) dv;

d’on résulte, au troisi¢éme ordre pres,
AXAY' — AY AX' =dude[ fg + (W + gM) d3|.

Si donc nous désignons par d(0) et d(S) les éléments correspon-
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dants de (O) et de (S), ona

d(8)—d(0) _ (/M +gM) _ &
dO)yd:  —  fy T JE

Ainsi, lorsque la fonction k est nulle, les aires correspondantes
des deuwr surfaces sont égales,
On peut éerire la valeur de A sous la forme

= (%,{,(;:a) + ;;é(/(ﬂ) +yPg+Qf),

et de ceci nous allons déduive une propri¢té des surfaces dont nous
nous sommes occupé au n°® 9.

Supposons que la surface (O) soit rapportée & ses lignes de cour-
bure et que (8) soit une surface telle qu’en S le plan tangent soit
tonjours paralléle au plan tangent en (3 4 (O), alors

y = dy _dy

— , lfj L
Pde Qdv’
il vient pour A

b=z (5 ) + % (5 3) +1Lg+ Q).

Dans ce cas, nos formules se réduisent considérablement elles don-
nent

—fea ()= A
Yo d; \RR;) — KRR,

AU N g Y pld () o
- /3 @(Bl+l{g)—]‘(ﬁ:+ﬁ:)+l l’(_& (Q(lv) +fdu Pdu +Q

d ([ dy df dy -
+Q| 7 (7o) + o g~ |

115. Conséquence au sujet des surfaces étudices au Chapitre X.
-— Si I'on suppose que & soit nul et que y vérifie 'équation (16), on
retombe sur les surfaces du n® 95. Ainsi, lorsque dewr surfaces se
rorrespondent avee parallélisme de leurs plans tangents et corres-
pondance des lignes isotropes, elles font chacune partie d’une
SJamille de surfaces ayant méme image sphérique de leurs lignes
de courbure et dont les aires correspondantes sont é gales.
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Les surfaces de ces familles ne sont pas identiques entre elles, car la

ariation > (L +~ 1) o’ iné : face
variation o, (B, + “’) est pas nulle, en général. A chaque surfact

de T'une des familles correspond une surface de I'autre famille, mais
sans correspondance des lignes isotropes.
Dans le cas qui nous est connu, celui de la sphére et des surfaces &

¢tendue minima, la surface infiniment voisine de la sphére est aussi
une sphére.

114. Surfaces infiniment voisines de la surface de référence ¢l
applicables sur elle. Remarque sur une conséquence analytique
du théoréme de Gauss. — Le dS? de la surface (S), si 'on se borne
aux termes du troisime ordre, peut s'éerire

IS8 = frdut+ g dv? + 2o dg| fM du? + g N dv? + (fN' + g N)du dv|.

Ainsi donc on obtiendra une surface infiniment voisine de (O) ct appli-
cable sur eclle-ci en posant
M=WM=o,
[N +gN=o.
On trouve alors

A 1\ _d (Qx+gD=" d (Pr'+ fD=
e (wm) = & (FF )+ 5 ()

& &

ety dapees le théoréme de Gaass, ceci doit ¢tre nul identiquement.
Nous aurons I'occasion de faire cette vérification dans I'étude des cou-
ples de surfaces applicables et méme d’en déduire la réduction du pro-
bleme & sa forme canonique. Pour le moment, remarquons sculement
(que dans Phypothése ou (8) est applicable sur (O)

O da\R; " R/ T du j) de \ g,
En égalant & zéro cctte variation, on sera conduit i chercher des

surfaces que 'on peut déformer sans que pourtant les rayons de cour-

hure principaux varient (ce probléme a été complétement résolu par
M. O. Bonnet).

Journ. de Math. (4 série), tome VII. — Fasc. 1II, 18g:. 32
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118, Recherche des surfaces ayant méme aire et méme aire spheé-
rigue qu’une surface donnée. — I résulte du théoréme de Gauss que,
si 'on déforme une surface, I'aire sphérique d'une portion de cette
surface reste constante. Mais on peut trouver des surfaces dérivées
d’une surface donnée (O) ct telles que leurs aires soient égales a celle
de (0) en méme temps que leurs aires sphériques restent égales a celle
de (0). Pourtant ces surfaces ne sont pas applicables 'une sur Fautre.
La formule (33) va nous permettre de résoudre le probléme dans un
certain nombre de cas.

On peut évidemment ranger les surfaces en question & ¢oté les unes
des autres de fagon qu’clles forment unc famille continue. Soient (0))

L (8) deux surfaces successives. La quantité A(H i ) doit étre nulle
en méme temps que b3 on a done

! d .
(7(&(5’1)—*"('7‘_(./‘{5)-*_\‘»(1);‘,+(‘)'/):~"

d [Qz+ gD P+ fD=
i (C ) () =

Suppasons qu on ait pris pour (¢, ¢) le réscan des lignes de courbure,

avee

on pourra [)(l\(‘l‘

d: s
Q‘: :’/"(7:» I’T:'—’:—‘—*,/:;' (T”’
ot résulte
dy S ds n__ 4y & d;
*= Pdu liQ av’ " O dv + 7O du’

¢l tout le probléme dépend de I'équation obtenue e¢n substituant ces
valeurs dans la premicre des conditions, a savoir

(;lll (l’ diu) + de (£ Zf’)
+y(Pg+ ) - () E+ i () =0

Alinsi, g pourra ¢tre prise arbitrairement et le probleme dépendra
d'une seule équation lindaire du second ordre en y. Remarquons
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méme que, si I'on connait une solution, I'équation sera ramenée a la
forme (31).

Il est une série de valeurs de 3 pour lesquelles cette réduction s'ef-
fectue d’elle-méme. Posons en cffet

d g) dy d J& ) ds
du \PQ ) du — PQ) dv’

e probléme veste alors régi simplement par Péquation (31). Mais la

condition préeédente signifie que % est fonction de {,'E), c¢'est-d-dire du
produit des rayons de courbure principaux au point O. La surface (S)
est dans ce cas fort intéressante, car si on lui méne des plans tangents
parallélcs a ccux de (0), on obtient une correspondance cntre S et ()
«(ui conduit i des aires égales pour (S) et (O). Ainsi, sur ces deux sur-
faces, on peut faire correspondre les points d’unc infinit¢ de maniéres,
en conservant des aires égales, cn méme temps que les aires sphéricues
ont méme valour.

116. Cette étude decra étre développée ultérieurement. — Nous
n‘avons fait qu'cffleurer les questions que soulévent les formules (33)
et (34), paree que notre hut est principalement de faire envisager tout
le parti qu’on peut tirer de la Géométric autour des surfaces, telle que
nous la pratiquons. Il conviendra sans doute, ultéricurecment, de
donner beaucoup de développement au Chapitre actuel ct de former
les familles de surfaces dont nous avons sculement démontré [’existence,
mais loutes ces conséquences ne peuvent étre poursuivies dans un
apercu aussi rapide que celui-ci ().

(") En particulier, si ['on cherche a construire une surface infiniment voisine

d’une surface donnée et applicable sur celle-ci (supposée rapportée a ses lignes
N’ N N

de courbure), on trouve, en posant — =— 7 = Z, I'équation (31) dans laquelle

o
p est remplacé par Z.

Mais, si I'on admet que la surface (O) est a la limite de déformation possible,
comme on a, d'aprés les calculs du n° 114,

A/ 1 d (= d (=
s ) =al(3) + & ()
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CHAPITRE XII.

RECHERCHE DES TRAJECTOIRES ORTHOGONALES PLANES DES SURFACES.

117. Misc en équation du probléme. Variation du plan tangent
@ une surface élémentaire. — Nous avons ¢tabli au n® 78 que, si des
droites situées dans les plans tangents de la surface de référence étaient
normales a des surfaces, elles restaient normales & d’autres surfaces,
quelle que it la forme de (0). Cette propriété nous amene a chercher
une généralisation qui fait 'objet de ce Chapitre.

Considérons unc courbhe (C) tracée dans le plan tangent en O & la
surface de référence; que 'on en construise autant dans tous les plans
langents, suivant une loi continue, on constitucra un faisccaun de
courbes planes. Nous allons chercher dans (uel cas ce faisccau admel
unc famille de surfaces trajectoires.

Soit

P=J(zuv)

Féquation de la courbe située dansle plan NXOY ; p désigne la distance
du point O & une tangente, ¢ Pangle que la perpendiculaire & cette tan-
gente fait avee T'axe des «, u et ¢ sont les paramétres définissant le
point O sur (0). Les coordonnées du point de contact M de la tangente
sont

o eeam P e o P
—pCOS.‘a-— (—I;Slll.(. I] —pSll]f -+ (,—?-C()bf.

V¢

Que Pon donne aux parametres les aceroissements de, dv, on oblicn-

la fonction Z définissant une surface infiniment voisine de (Q) et applicable «ur
elle doit satisfaire a I'équation

d [=> + d (-.-.’ -0

de\ f ) dv\g)
Or, celle-ci développée devient I'équation (16). Donc, lorsqu’une surface est a
sa limite de forme, elle appartient & la classe de celles étudiées aux n° 9% et 93

et, par conséquent, ses lignes de courbure sont isothermes.
(Paris, 23 mars 13g0).
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dra une seconde courbe (C'); soit M’ le point de celle-ci situé dans le
plan normal & M, ct m sa projection sur le plan tangent en O, on a,
comme au n°® 73,

’m AZ
Ahcoscp +4Ysing’

tang) =

ot ) désigne 'angle du plan mené par M’ ct la tangente en M, avee le
plan XOY. On trouve

(—Pdu-+Dgdy) (p coso — (d-{i; simp) + (fDdu— Qdy) (p sing + :—%—;cus?)

langl) =
&y sing — % 98 dp\ .
(fcm? -+ —- dg wds )du + [ gsing — d? fdu - ds
IN)S()“S
\ = peosy — 2L sing B = psing + % coss
A = peosy — Zosing, _psmf-i-Tcosf,
. dp df  dp dp dg  dp
G = Jcosyp + 2oz T H = gsinp — & Fdi A

il ¢n résulte

(— Pdu+Dgde)A+ (fDdu—Qdv) B
Gdu—+Hdy

(35) tangl =

On observera que A, B, G, II sont des fonctions indépendantes de la
forme de la surface (O).

118. Du pinceaw des tangentes aux courbes issues du plan nor-
mal de Pune d’elles. Equation différenticlle des surfaces trajee-
tires. — Elablissons, parallélement, 'équation de la variation du plan
tangent ¢n un point de la tangente cn M considérée comme faisant
partic du pinceau des tangentes infiniment voisines aux courhes (C')
et dont les points de contact sont tous situé¢s dans le plan normal cn
M (C).

Les équations de la tangente en M sont
Xcosp+Ysing—p=o0, Z=o;

on trouvera, comme d’habitude, & l'aide des équations (1), les équa-
tions de la tangente en M'; éliminant Z, on obticnt, pour I'équation de
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la projection sur le plan des XY,

[-/du+X+Y( & du-r-fh d‘)

+[—-gdv+Y+X(-/7— dy + (/(,lt)]\ill?

— p+(—Xsing + Ycosy)dy -- Ap =0,

(()NJ

dans laquelle d5 est encore indéterminée; on exprimera sa valeur en
fonction de du et dv en écrivant que le point M’ est dans le plan nor-
mal en M a (C), c’est-d-dire que

— A\sing -+ AY cosy =0,
Substituant AN et AY, il vient
- fdusing + g do cosy
“dg ks _ & Epy o,
- I)(.,N_ dv — e du) il du + (1. :I‘ (\p + 7 Jz - o

Remarquons dailleurs que

L dG o rdr
( d‘ — /'\lll -+ ({?_ o ,/‘- + (/«(/Il'
. dl_! _— o (NS 7 ([2/) i’:‘ i —l/':,’
]l — d? — ﬁl‘ COS f - —(T'f? .",[74 - l['-l—T" ’

par conséquent, on peat écrire, pour définir 5.
du[(r —(p+ (; ) (:ZJ
—de [H + (p L@ );’d"] + (p + ((—I;?-’;j)d? = o.
Mais, si R désigne le rayon de courbure en M de la courbe (C)
R=p+- @ ‘0
on en déduit définitivement

d=da( g ~ %) = (o~ ® )



THEORIE GENERALE DES SURFACES COURBES. 249

et, par conséquent, pour 'équation de la tangente projetéc

\ cosg + Ysing — p
""' - /d”'*'Y( ocg,du+}?—dv)]cos? - z";%du—— "Pd

[—~ o dy +\(\—— —-—d o+ ,/ du)]sin?

Jdu
L sin e . qar dy G'du +Wde
"F(--— \Nllf‘{"Y(‘Ob -T')[(m‘du~mdt)~ T | =

R

Prenons un point I sur la tangente en M et menons par ce point un
plan normal i la tangente; il coupe la seconde tangente ct sa projection
aux points P’ et p. 1 est clair que I'angle du plan tangent en P* a la
surface dlémentaire du pinceau, avee XOY), est défini par la relation

P'p
langl = Py’

P p ne differe pas du AX du point P; quant & Pp, c’est la distance du
point I> a la projection de la tangente en M’; c’est aussi la valeur que
prend le second membre de Péquation de cette projection, quand on ¥
substitue aux coordonnées courantes les coordonnées X et Y du point P:
celles-ci ne sont d'ailleurs assujetties qu'a vérifier I'équation

Xcosy + Ysing — p=o;
il vient
— Pp =fcosgdu + gsingdy
G'du + H'de . ' dp
+ g (-— Xsing + Y cosp — Zl})

dp( df dg dp dp
+dd(ad(,d 7 dv) P du+ 2 dy,

ce qui conduit a I'équation du pinceau
(—Pdu+Dgde)X + (Dfdu— Qdv)Y

tangl = T - R

‘ du( 0s% + da gdv + da)

. dp dg  dp\ G'du+ H'dv
+dv<,, sm?-—z;ﬁl—l—i-a; R

. ——

( Xsing+Ycosy ~ (-IL)
dz
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mais, puisquc I’ est sur la tangente en M, on peut toujours poser
X=A — [sing, Y = B + [cosg,

oit A ct B ont les valeurs données plus haut, et /désigne la distance PM.
Tenant compte des valeurs de Grct H, on a

(—=Pdu~+Dgde)(A—Ising) +(fDdu~Qde)(B + lcoss)

T T
Gdu + Hdp + (i—cff-:\;li‘_li[

tangh =

119. Equation des foyers, des directions principales. Condition
d'orthogonalité. Elle est indépendante de la forme de la surface de
référence. — Aux foyers du pinceau, les plans tangents des surfaces
¢lémentaires sont invariables, quels que soient du et «fi'5 on a done

—P(A—Isinz)+ fD(B+1lcosz)  Dg(A—Ising) — QB+ /lcoss)
tangl = & = T =
G + w l 4+ " {

d’ott l'on tire, en introduisant les rayons de courbure principaun de
(0),

tangd __ B+ lcosy q_ A —sing

- 24 - o} 1 - N7 " 7 .
._f.‘-"__ Gl)g+Pl[+(_]_).:’.9____t_P!i_2[ GQ +fl)l'|+((, Q'*‘.“)H)[
R, R, R S TR

Si I'on remarque enfin que

A cosg + Bsing = p,

A’=— Rsing, B'= Recosy,

on trouve, pour I'équation des plans principaux,

tang?0 (HG' — GH’)
-+ tang0[Q(BG'— GB')+ fD(BH' —~ HB")

— P(AH'—HA'— gD(AG' — GA")| — Bt =,
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Le produit des deux valeurs de tang0 est indépendant de la forme
de (O). En particulier, si 'on veut que les plans principaux soient rec-
tangulaires, on écrira

. ., ap_ PRfZ,
(30) LG - GH'= B,

mais il résulte d’'un théoréme de M. Bertrand que si les plans princi-
paux du pinceau sont rectangulaires, la surface trajectoire des courbes
(C) passant par M existe. Si donc P'équation précédente a licu pour
tous les points de (C), c’est que les courhes telles que (C) sont les
trajectoires d’une famille de surfaces.

La géncéralisation ue nous avions soupconnée sc trouve ainsi réa-
lisée : i des courbes (C) tracées dans les plans tangents d’une sur-
Jace (0) sont les trajectoires d’une famille de surfaces, on peut
déformer (O) comme on veut, chaque plan tangent entratnan! la
courbe qu’il contient, et le faisceau des courbes (C) jouit toujours
de la méme propriéité,

120. Etablissement direct de la condition d'orthogonalité. — ||
nous est facile d'¢tablir cette importante proposition sans faire aucun
emprunt géométrique. Supposons, en effet, qu'il passe en M une sur-
face trajectoire des courbes (C), son équation différenticlle n'est autre:
que la condition trouvée plus haut

dy =du<—%f- - ?r)“ dp(}% 'l_i)

qui définit la différenticlle totale de 93 cette quantité existera donc si

d(dr G\, didg  Wy_
dv\gde R du m—*-ﬁ =0

développant, en tenant compte des équations de Codazzi,

L Jep df . dy .
0= j"“-{’ I, + (—{;Sln? -+ 2u Cosg

G'dR IWdR _ dG'd; dl'dy  dp df | &p dy

R dv R du dy dv + dyv du ~ dedv gdy + dodu fdu'
Journ. de Math. (y* série), tome VII. — Fasc, IIT, 18g1. 33
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mais on a les relations

di_dg W dy 4 G

de — " fda T R’ du T gdv T W’
dG' __ L dp df dip
dy T fcosf + ded gdv 7 d=tdu’
av’ . d@p dg ap
& T T EMY T T vae T Ta

dR _dp | dp dp = dp dg IV
@ *(* ﬂim—ﬂ’

de — dv dgrdv -(7:; ds*

di _ dp d*p dp  dp df G'
du = da T Pdu +<7r + ’d—)( g F)’

F{Tectuant toutes les substitutions et les réductions, il vient (36).

A24. Troiseeme méthode pour établir. — Nous avons déja hien
insisté sur cette équation d’orthogonalité, mais nous ne pouvons ne pas
signaler comment on y parvient (peut-étre de la facon la plus simple)
en partant d’un théoréme de Joachimsthal.

Deux courbes (C) et (€’) successives forment une bande de surface,
si I'on exprime que les tangentes en M et M’ se rencontrent; comme
M'M est normale & (C), cela veut dire que, sur cetle bande infiniment
étroite, MM est la direction d’une ligne de courbure : par conséquent
(C2) est tangente a I'autre ligne de courbure. Donc, si 'on méne deux
plans tangents conséeulifs le long de (C) & la bande en question, ils
devront se couper suivant MM'5 mais comme cet élément est dans un
plan normal & (C), cela n'aura lien qu'autant que Fangle 0 ne variera
pas le long de (C). Au fond, cette observation coincide avee celle faite
par Joachimsthal, d'ottil a déduit que le plan d'une ligne de courbure
plane coupe la surface suivant un angle constant.

Ainsi, exprimons que, le long de (C), tang0 ne varie pas, ct nous
aurons I'équation en du et dv des plans principaux du pinceau consi-
déré au § 118. On trouve ainsi

(=P du+Dgde)A’+(fDdu— Qdv)B'](Gdu + Hdr)
—(G'du+ Hde)[(— Pdu+Dgde)A +(fDdu —Qdo)B|= o.
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A ¢ 3 d(' . . 'y
Substituant 4+ sa valeur en fonction de tang, on retrouverait I'équa-
tion ¢tablie plus haut.

122. Equation des images principales relatives a une trajec-
toire. — L’équation qui détermine les images principales du pinceau
des tangentes aux courbes (C) est développée :

dut[— P(AG' — GA’)+ fD(BG' — GB'))
+ dude]— P(AH’ — HA') + gD(AG — GA')
+ fD(BH’ — HB') — Q(BG' — GB)]
+ dv?|— Q(BH' — HB')+ gD (A — HA") = o.

Si 'on exprime que ces deux directions sont conjuguces, on trouve
f(BII = 1IB) + 2 (AG' — GA ) =o.
qui est indépendante de la forme de la surface.

125. Recherche des faisceaur de courbes identiques entre elles,
normales @ des surfaces. La surface enceloppe des plans est appli-
cable sur la sphére. Equation différentielle des courbes. — Comme
premicre application, cherchons s'il est possible de trouver des courbes
identiques (ui soient normales & des surfaces.

Soit (C) I'une de ces courbes et I> un point de son plan qui lui svit
invariablement li¢; on peut toujours supposer que le réscau (u, ¢) a
¢té choisi parallele & deux droites lides invariablement & C; soient A
chaque instant @ ct b les coordonnées du point P, 11 est elair que, sil'on
exprime p cn fonction de la distance p, de I’ aux tangentes de (C), on
aura sépar¢, d'une part, les quantilés fonctions de (#, ), et, d'autre
part, cclles qui ne tiennent qu'a la courbe elle-méme. On a

p=acosy +bsing + p,,

ou p, est une fonclion de ¢ sculement. Substituant dans I'équation de
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condition, il vient

((_’e 2= «_ﬂ; df
dv m "dv)
dg da
- (of + a/dll (It’) </+ ’ ”d" d”)]
Itr da (l'f ([l)' l, ,,)
+ | (/ + dll) fdu + a4 dy gd‘-]( b n? + — COQ{

db dg dp, d*p
+ [( dv)"dv -+ d——ltm]( COS‘;-I- 1 lllf)

R(p ~+ @coss -+ bsinp) /

Telle est I'équation différenticlle de la courbe cherchée. Elle doit mani-
festement, d'apres hypothése, étre indépendante de # et ¢, ce qui ne
peut avoir licu que si chacun des termes fonction de 1, ¢ divisé par
R, Rk,

N

Mais il résulte de ceci, tout d’abord, que a ct b sont constants.
I.’¢quation sc réduit immédiatement et devient

est constant.

— R,R, + R, R,f ;u(l—iﬂsmqa—i-(iﬂcos'—-a)
af dp, &p
+ R, l{,f ( i s sm?—-b)

= R(p, + acosp+ bsm?).

On voit aussi que le produit des rayons de courbure principaux
de (O) doit ¢ire constant. La surface (O) est donc applicable sur la
sphere ou sur la surface de rév oluuan qui admet pour méridienne la
tractrice.

dg
On remarquera que les quantités 4 doivenl étre aussi

Feda' Tgdo

constantes, mais cc sont les courbures géodésiques des (&) et (v).
D’aprés un théoréme di 4 M. Liouville, toute ligne faisunt un angle
constant avec (%) ou (¢) aura aussi sa courbure géodésique constante;
on pourra donc prendre tels axes que I'on voudra autour de (O), et
I’équation conscrvera toujours la forme ci-dessus; mais il est un sys-
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ttmce d’axes qui s'imposc naturellement : je veux parler de celui pour
lequel les lignes (¢) scront géodésiques. On obtient ainsi le réscau des
méridiens et des paralléles de la surface de révolution sur laquelle (O)
est applicable.

On doit avoir, d’aprés ce qui précede,

— g _ 1
f=v zm=rx

ct, d’aprés une des formules de Codazzi,

1 1d
R, R, + g du?

= 03

on en déduit sans difficulté

1 I
KR, ¥ & = %

mais notre ¢quation devient

do

dp, . &
K*— (.& L ¢ _)
K sing + o c0sy —a

@'p,) ine):
= (p, + E{q—‘) (ps+acosp + bsing);
il convient de poser

Il =0y a—=-— K,

ce (ui conduit & I'équation définitive
Rp, +K (t—l’-ﬁ sing — p, cos ) =0
P ds SINY T PiCOSY .

L’originc est maintenant le centre de courbure géodésique du pa-
ralléle; c’est, si 'on veut, le point situ¢ sur I'axe de révolution, lorsque
la surface est sous la forme de révolution. Sil'on considére deux axes
rectangulaires, dirigés, I'un suivant OX, I'autre perpendiculairement
et & partir de la nouvelle origine, 'équation différentielle de la courbe
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peul s'éerire

PR =Ku.
Nous résumerons tout ce qui précéde comme il suit :

On peut déplacer une courbe plane dans Uespace de telle fagon
que le faisceau de toules ses positions constitue le faisceau des tra-
jectoires d’une famillé de surfaces. Si Uon fait abstraction du cas
des droites, la surface enceloppe du plan des courbes est applicable
sur la sphére (réelle ou imaginaire). La courbe est telle que le pro-
duit de son rayon de courbure par la distance d’une certaine ori-
gine a la tangente est proportionnel ¢ Uabscisse.

124. Sur deu: cas particuliers auzxquels ne sappliquent pas les
calculs précédents. — 11 y a deux cas particuliers qui ne rentrent pas
dans la régle que nous venons d'énoncer, ce sont ceux ui infirment les
caleuls exéeutés. On remarquera en cffet gue, dansle courant des opé-
rations qui ont servi i établir la formule générale ou celle dont nous
venons de faire 'examen, on a multipli¢ par R et par R, R,, admettant
implicitement qu'aucune de ces quantités n’élait nulle ni infinie. |l
conviendra de les examiner & part.

125. Systeme cyclique oit tous les cercles sont identiques. —
Revenons & D'étude particulicre des trajectoires planes identiques.
Bien que I'équation des courbes en question soit extrémement simple
en apparence, nous n‘avons pu cn trouver lintégrale générale; il est
sculement une solution particuliére mise en évidence cui corres-
pond i

R = K, P = ..

Les courles sont alors des cercles ayant leurs centres aux points de
contact des plans tangents et dont le rayon est ¢gal & la racine carrée
du produit des rayons de courbure principaux changé de signe.

On peut construire un systéme cyclique dans lequel tous les cercles
trajectoires sont identiques; la surface enveloppe de leurs plans coin-
cide avec le licu de leurs centres, elle est applicable sur la surface de
révolution qui a pour méridienne la tractrice.
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Lorsque les courbes ont toute leur généralité, leurs surfaces trajec-
toires ne font pas partie d'un systéme triplement orthogonal, car
I’équation en du, do des images principales contient encore p et R.
Pour le systtme cyclique, au contraire, le systéme existe.

126. Recherche générale des systémes cycliques. — Appliquons
encore les formules trouvées plus haut au cas déja élucidé différem-
ment ot les courhes (C) sont des cercles; on sait d’avance (ue la solu-
tion a une grande généralité.

Soicent @ ct b les coordonnées du centre du cercle (), R le rayon

de celui-¢i on a
p=acosy + bsing + R,

ol «, b et R sont simplement fonctions de « et ¢.

A=a+Rcos3, B=0>+ Rsing,

. di df | da\  Gno(o Y _
(l -l—+cosf(f+bcrdp+ )—blnf(a—’_a;#;ru,),

o f e df (1{)_
(3 == \mf(f-c—l) vdv T da ) cosy am—;,,,)

He=D 4t sing(g+a . . ﬂ)) — coss (b 4
T dr 7 fdu " dv " "'( fdu — do )’

dg db de da
= cosy ( 5+ aj(lu + dv) + ““" ( fde é{'«:,)'

En les éerivant sous la forme

. dh . |
Gi == - + Meosy — N sing, = — Msing -- N cos,

R [ 7/ ’ ’ iy
= %T + M'sing -~ N'cosy, H':=M’'coso + N'sinz,

Iéquation d’orthogonalité devient

NN — MM R

. , [)ng - ([l{ ((/
smq([—-+‘l - li‘——}:)—i-cos (N + M = Rli,)

ct il faul que cette relation ait licu quel que soit I'angle .
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On pourrait transformer cettc ¢quation en mettant en ¢vidence
tang g; on obtiendrait unc ¢quation du sccond degré par rapport i celte

uantité, d’ott I'on déduirait Ie théoréme du n® 100, & savoir que, si
des cercles sont normaux & trois surfaces, ils le sont & une infinité.
Mais on voit immédiatement que I'équation trouvée plus haut ne
peut ¢tre indépendante de 4 que si Pon a i la fois

NN — MM’ — M5 .

R Ry
. dR JdR bRy

. o
N :1;_‘3 + M'% + %{fl{i: = o.
127. Réduction du probléme & un systéme canonique. — 11 s'agit
maintenant de ramener ces ¢quations & un systéme canonique, ¢ esl-
a-dire d’arriver & ne faire tout dépendre que d'une seule équation aux
différenticlles particlles, les deux aulres équations ¢tant ou résolues ou
‘amenées aux (quadratures.
Multiplions la seconde des équations (37) par N ct la troisicme
par M, puis retranchons en tenant compte de la premicre, il vient

dR
;{T(—-a

R M+ ON =o;

on lrouve de méme
RE +aN —bM'=o,

el il suffira de prendre 'une des trois premicres ¢quations pour avoir
un systeme complet, déja réduit.

Nos deux derniéres ¢quations conduisent immédiatemenl & une
conséquence bien remarquable; elles peuvent s'écrire, en effet,

dR da
R~ %%

dR da db
R"(;;' —'a(—{; —b—(iT:bg'.

db
-—-[)2; =af,
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Posons
R?— (a*+ 0?) = 27

les équations préeédentes donnent

_
a= fdu’ = gdv’
) dlL 4L ),.
2 =2z + (_fdu) + (gdv

It est facile de donner une signification géométrique a tout ceci.
Décrivons de tous les points ‘de (O) comme centres, des sphéres
telles que le carvé de leur rayon soit égal & — 2Z, leur ¢quation sera

£+ yr+ 3t = — 2,
les équations de leur corde de contact sont

.,
b= Jdu’ Yy =7 rae

(roirn® 38). Enfin la puissance du pied de leur corde de contact sur
le plan tangent, puissance prise par rapport a la sphére enveloppée,

ost
+ a7 + _f_”L 2+ ;ﬂ‘_ )
- Sdu gde)’

¢est=d~dire précisément le carré du rayon du cercle (C).

198. Interprétation des résultats précédents a 'aide de la Géo-
métrie imaginaire de M. Laguerre. — 1l résulte de ceci que P'enve-
loppe de sphéres auxiliaire 4 laquelle nous sommes conduit par le
calcul sera imaginaire quand les cercles (C) seront réels, ct inverse-
ment. En adoptant les idées de M. Laguerre, sur les transformations
imaginaires, on obtient ici un exemple intéressant, conduisant tou-
jours & une propric¢t¢ réelle associée 4 unc propriété corrélative s'ap-
pliquant & des quantités imaginaires; lorsquc celles-ci deviennent
réclles, le premier théoréme, tout en subsistant, s'applique 4 son tour
& des quantités imaginaires.

Journ. de Math. () série), tome V1. — Fasc. III, 1891, %[l
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Nous dirons avee M. Laguerre qu'un cerele est 'image d'un point,
en considérant le cercle comme la ligne double réelle du cone isotrope
(spheére de rayon nul), passant par le point supposé imaginaire. In-
versement, étant donné un cercle imaginaire, il sera représenté par
deux points réels qui sont les sommets des cones isotropes passant par
ce cercle. :

Dans notre espece, les cercles () etles points ot les sphéves auni-
ltaires touchent leurs enveloppes constituent un systéme dlimages
véciprocques. En effet, les coordonnées d'un point de Tenveloppe
sont

43¢

dl. 7, v C T, dl N\ d\?
=g "Sra =\ [-"*(ﬁfu) () |
et la sphére de rayon nul
(r=3+(y—n’+(z-0r=0

est coupée par le plan des \Y suivant le cerele

(r =8+ (== 2l () L )]

/7171 ‘_.'.."tl\.'
cest=i=dive précisément le cerele ().

129. La connaissance d’un sysiéme evelique équivaut a colle
dune enceloppe de spheres telle que les points focaws des cordes e
rontact soient conjugucs harmontques par rapport awsr points de
contacl, el inversement. — Ainsi les trois quantités «, b, R sont expri-
mees en fonetion d'une seule quantite Z, et wous venons de montrer
comment elles lui sont lides géométriquement. Nous avons maintenant
a chercher Féquation différentielle & Laquelle satisfait Z. ¢ on voil
quiil fant encore teniv compte de

. R2fo

W M= 2

THI
mais il se lrouve que nous avons déja ceffectud les caleuls, et méne
(qu’en rencontrant iei I'éuation précédente nous pouvons innnddiate-
ment Finterpréter géométriquement. Reportons-nous, en effel. an
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n° 63, et cherchons quel est le produit des distances focales relatives
au faisceau des droites normales aux plans des cereles (C) et passan!
par leurs centres, ou, si 'on veut, du faisceau des cordes de contact de
notre enveloppe de sphéres auxiliaire. On a

/41 /42/'., ’Ia (I/ 3 ‘ i’_’f (1"
1R, +(f+ 7wl) 8+ Tt e

db _ df N\(da  dg,\_
- ((7&7 - ;—_ds-a\) (dv Sfdu b) =0

niais la premicee des ¢quations (37) donne

Rfy da df db dg
I, +(f+ de T zdo b)(r’»’* v *“m\

db df da dg .
~ e — za ‘) (er = 7da ") = o

de telle sorte que cette dernicére équation équivaut a la relation géomé-
frigue

R:=—-17,2,.

Mais si 3 deésigne la distance d’un point de Penveloppe de sphéres au
plan XOY, ona vu que

=10
on a done définitivement

C—Zl,=0("),

130. Equation différenticlle du probléme et définitive. Intégia-
tion dans le caso0it (O) est déceloppable. — 1l faut aussi former Péqua-
tion différenticlle des systémes cyeliques. Prenons les coordonndes
sy métriues imaginaires, nous aurons immédiatement (d’aprés les for-
mules du n® 66),

iy d*logd . N2 da db
(38) R le(m-zc) 4% dy] o.

P =—(2Z+ 4\ ad);

(') Le Mémoire original donnait dans cette derniére équation le signe + au
lieu du signe —.
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a, b, ¢ ont les significations habituelles :

(l'.' '4
e drdy

On ne peut songer a intégrer (38) d'une facon générale, ke probléme
élant du méme ordre que celui de la recherche de toutes les surfaces
applicables sur une surface donnée. Montrons seulement connment on
intégre lorsque la surface (0) est développable. Dans ce eas, Féquation

se réduit
du db

('+2"")2_,‘?7.7-/7?"

» (e

on peul toujours supposer que le d est égal & Funité puisque a surface
est applicable sur le plan; par conséquent, il vient simplement

( . )z , 7 a2,
1+ —~ 153 7o = o

[} .,
“drdy da? dy?
Posons
. 2y
7+==x,

el I'équation se raméne a la forme bien connue

=0,

( drt )* dre des

drdv) ~ drt dy?

dont l'intégrale s'obtiendrait en ¢liminant le parametre 2 entree les
cquations

st

=aur+f(2)y--F(2),
o= u~+f(a)y —F(a).

(') Liintégration de cetle équation a été faite par M. Tresca. ingénieur des
Ponts et Chaussées. auquel nous avions communiqué Véquation générale des svs-
temes cyeligues.
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131. Interprétation géométrique de Uiniégrale précédente. —
Il est fort facile maintenant d'interpréter ces résultats. Remarquons
(que T'on a, en passant aux coordonnées rectangulaires « et ¢ pour les-
quelles
L+iy=u L£—1ly=r,

c=ula— if (a)]+ |2+ if (2)]— I (a),

o= u|t —if(2)]+ e[t + if (O] = F(a),
enlin

v . "t 0?
17 =2 — s 3

u et v sont les coordonnées rectangulaives du point O, centre de la
sphére de rayon y — 2Z. Calculons les coordonnées d’un des points de
Fenveloppe des sphéves; dapees la théorie qui préecde, elles sont, rela-
tivement a la nouvelle origine,

[/ N/
.,—(I+(7;2’ n= -(—[';’
v T TdINT (AN
=y = e+ () (@) )

mais équation en 2 peal s'¢eripe
t=ud+ ey (B)—P(B),
o=u +¢g(B)—9(B);
on en déduil sans peine
§ = 3’ n= ?(@)7
(30) T+ B+ 3(3)=20(B).

Ainsi les coordonnées de I'enveloppe sont des fonctions d'un méme
parametre; done chacune des nappes de cette enceloppe se réduit a
une courbe gauche, si Pon suppose (O) aplanie.

132. Définition directe et sans imaginaires des systemes cycligues
dont les plans enceloppent une développable. — Mais ceci ne suffit
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pas, car & chaque point de la courbe gauche correspond un cerele, ¢l
pourtant il y a unc infinité¢ de points, tels que O, qu'il faut considérer
comme associés au méme cercle. Quel est le lien qui existe entre lex
points et I'un des cercles ? (Cest ce qu'il s’agit d’établir, Géométrigue-
ment on voit bien que tous les points O correspondant & un point M
de la courbe gauche (M) doivent étre rangés sur la trace du plan nor-
mal & (M), et analytiquement on voit que 'équation du liea de ces
points O est

u~+vg'(3) -0 (F)=o0;

mais lorsque la courbe gauche est imaginaire (ce qui est le cas intéres-
sant, puisqu'alors seulement les cereles sont réels), comment la droite
liew des points O est-clle lide aux cereles? R? est égal au carrd du 7 du
point M changé de signe; done, en vertu de équation (3), celle du
cerele image du point M est

W+ — Ul —2c5(3)=—20(3).
et si Pon cherche la corde de contact, lorsque 3 varie, il vient
n+vg' (B)—0'(3)=o.

ce qui est précisément la droite lieu des points O associés an cercle
image du point M.

lin résumé, pour obtenir le systéme cvelique le plus général, ad-
mettant comme enceloppe une surface développable, il faut tracer
dans un plan une enceloppe de cercles arbitraire, mener toules les
cordes de contact, puis enrouler le plan comme on veut et faire cor-
respondre a chaque poinl d’une corde de contact le ecrele qui lui a
donné naissance.

135. L'équation différentielle des surfaces trajecioires des
courbes planes est indépendante de la forme de (0). Propriétés com-
plémentaires du systéme cyclique a cercles identiques. — Wl n’a cer-
tainement pas ¢chappé que Péquation donnée au n° 420, des surfaces
trajectoires d’une famille de courbes planes, est indépendante de la
forme de la surface (0), de telle sorte que, sil'on aintégré les trajec-
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toires pour une forme de (O), cette intégrale convient i toutes los
formes. Dans le cas particulier que nous venons de traiter, les surfaces
trajectoires des cercles se réduisent, & la limite, aux courbes trajec-
loires orthogonales des cerclas tracés dans le plan.

Il convient aussi de signaler que, lorsqu’un systéme eyclique est
formé de cercles identiques, les surfaces trajecloires sont toutes appli-
cables sur une surface de vévolution. Dans ce cas, on a, en eflct,

A = Kcosg, B = Ksiny.

G = cosy, H = gsng,
e 4 1 v
'=—sing, H'=gcosy,
f= dy 1
S gdu T K

L équation qui donne les du et dv des lignes principales doit ¢wee la
méne pour tous les points du cercle, puisque tout systéme eychique est
triplement orthogonal; au demeurant, en substituant les valenrs qui
precedent dans Péquation du n® 122, il vient

dirD) + dude(Pg + Q)+ derg*) =0,

qui w'est antre chose que 'équation des lignes de courbure de (O):
mais Fon sait que, dans un systtme cyclique, le licu des foyers des
faisceanx formés par les normales aux surfaces trajectoires se compose
de denx diamétres conjugués, tangents aux directions qu'il faut suivee
pour que les cercles soient lignes de courbure sur les surfaces élémen-
taives correspondantes, Dans le cas présent, comme Pangle de ees
diametres estdroil, puisqu'ils sont dirigés suivant les tangentes prinei-
pales @ (0), il est clair que le produit des rayons de courbure prinei-
paun sur chacune des surfaces trajectoires est égal an carrc du rayon
constant des cereles, changé de signe. Ce qui précede compléte ee que
nous avions a exposer au sujet de ce systéme eyclique si bizarve. Pour
ésumer ses propri¢iés, nous divons : Le systéme cyclique dériveé de
cercles identiques admet pour trajectoires des surfaces applicables
sur la surface enceloppe du plan des cereles et sur la surface de
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révolution ayant pour méridienne la tractrice. Sur loules ces sur-
Saces, les lignes de courbure se correspondent.

15&. Tniégration des systemes cycliques lorsque la surface en-
veloppe des plans est un point. Dans o cas ils sont toujours ortho-
gonaur ¢ une sphére five. — L'¢quation des svstémes eveliques
s'intégre aussi dans un cas autre que celui des surfaces développables,
cest lorsque la surface enveloppe (O) se réduit & un point. Dans ce
cas la formule (38) disparait; mais il est facile de la préparer, de telle
sorte qquelle donne encore la solution du probléme.

Supposons d'abord que () soit une sphire, on a, si K désigne e
rayon,

-g dtlog) o

2 __
drdy + A=,

ol |'('-«|ua|l.ion des systémes eycligques est

I dl vy dilogd | .
—_ > T3 :
0= ~l( 2/ +§ Vi (/)’ ~2,) dedy dy A

s (142555 )2 A .".L‘).’l.'_‘”;'
1 + WWdrdy) l(l.l'().:d.l'v (l)'()\"'d}') )

Considérons la sphére de rayon unité et exprimons toul en fonetion
de ses ¢léments, unages semblables & ceux de la sphire considérée, el
aussi en fonction du rayon de cette sphéve. I suffit manifestement de
remplacer A par AK (ot A est relatif & la sphére image ).

1’ ¢quation du probleme peut done s'éerive

— 4 (.’Zl\ +4 d7. d7. l)(l-lo;;')\ L

Ve dy dedy
&L N\, ddl\d( dL
[(l\ +-) *dae dy ) "'(71—(/‘([.1) ()'tl))] =0
avee
d!l()h “2__ ...
d.z‘dy + M=o

si 'on passe a la limite, K devient nulj il reste

dz,zz+7\,_ dZ) d dZ)d dZ)’__
a5 dy dedy) ~ dr\Ndr ;l;()\’dy_l—o’
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mais on ignore ce qu’est au juste la fonction Z. 11 convient de remon-
ter & Porigine de la question. Supposons que (O) soit une sphére dont
le rayon K tende vers zéro, ct prolongeons a chague instant les nor-
males it (O) jusqu'a la rencontre de la sphére de rayon unilé qui lui
est concentrique. Prenons également sur cette sphére des axes instan- -
tanés paralléles i ceux (ui pivotent autour de (0). Soicent a, b, R les
(uantités (qui dcéfinissent le systéme eyclique; il est clair que aet b
sont i la fois les coordonnées du centre da cercle par rapport aux deux
systémes d'axes. 11 faut remplacer £ ct g par Kf, Kg et R, R, par K2
Dans ces conditions, les équations du n® 127 deviennent

l{’—’l-—‘-—- lla_‘bd’)_a'\—'/’

e %0 " %un T
dR da db .
R —ap—~b o =0Kg,

el celle du n® 429 donne

W+ (K/+ G+ Jh) (Re+ G + 7e)

ady
- (@~ 7) (7 - 7b) =°-
Ni l'on passe i la limite, il vient 4
(fo) R2=a*+ 0*— (22,

ou C désigne une quantité constante (ct cetie équation remplace les
deux premiéres du systéme primitif), puis

\Befe+ o (a e+ b
¢ du du
<

, i
() '
( df a"—‘—' ,)(l_i)) dadb dbda _
gdv\" dv dv dade “dade =™

L’équation (4o) exprime que tous ces cercles sont normaux a la
sphére de rayon C qui a pour centre celui de la sphére de rayon -
unité. Ce résultat découle aussi & premiére voe de V'intégrale géomé-

Journ. de Math. (4 sétie), tome VIL. — Fasc. II1, 1891, 35
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trique, car ici les sphéres auxilinires ayant méme centre doivent coin-
cider toutes; on doit donc avoir

a2+b3+t2=ci,

ct puisque généralement
?=—1R?
’
on trouve 'équation (4o).
Ainsi : Lorsgu’un systéme cyclique est tel que les plans de tous ses
cereles passent par un point fice, chacun des cercles est orthogonal
& une sphére fice ayant ce point fice pour centre.

135. Sur Uintégration analytique du probiéme. — 11 faut encore
intégrer I'équation (41) pour obtenir le systéme cyclique le plus géné-
al; mais, géométriquement, on sait qque le probléme est résolu, attendu
qu'il suffit de se donner unc des surfaces trajectoires du systéme, et
qu'on peut la prendre arbitrairement, ainsi qu'il a ét¢ démontré au
n* 106.

On peut désirer arriver par I'équation (41) elle-méme au résultat
(que nous venons d'énoncer.

Soient en-géncral § et v les coordonnées d'un point M situé dans e
plan tangent de la surface de référence et tel que le plan tangent &
(M) soit perpendiculaire & celui des XY, et fasse, par exemple, angle
g avee I'axe des X, on doit avoir manifestement et quels que soient e
ot dy,

— AXsing + AY cos3 = o,

ct, d'apres nos formules (), ceci revient

._sin'?(f+(_l% K/ )-—{-coq?(ﬁlf‘___ Yy )___"’

gdet wde?
s~ dy df 4 a7 d"‘ i ;> =
—-\Illf<m—l- — mq)’{"(‘o&f("'*’ -+ fd" 0.

|.'¢quation d’un cerele de rayon R et normal & chaque instant & (M)
est
' X2+ Y2+ 52+ 9? — aR(8 cosg + v sing)
—2X(5 —Rcosp) — 2Y (5 — Rsing)=o.
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La puissance du point O, par rapport & ce cercle, est donc, en gé-
néral,

— 2l =8 4 q2~ 2R(Ecosp + nsing),
el les eoordonndes du centre sont
a=1%— Recoss, b=1n— Rsins.

Conséguemment, dans le cas ot (O) se réduit & un point, nous savons
d'avance que l'intégrale du probléme est représentée par le systéme
snivant d’équations simultances

a=5—~ Reosy, b=1n— Rsing,
(?=E8+4 49— 2R(5cosp + 7singp),

ing (& 4+ Y1) 4oosg (&~ & x) =
— sl f(;z-‘ -+ ;;“J;,n +COS1’<JE - gdv v) =0,

. . {r
— sy (dl — ﬁj—‘-’) -+ C0oSy (% +%,—l;5> = 0.

du  gde”
Lt vérification analylique se fait sans difficulté.

156. Nous devrions encore ramener le probléme & ne dépendre que
d'une seule équation aux différentielles partielles du second ordre,
dont l'intégrale serait, par cela méme, implicitement trouvée : celle du
n° 134 y répond; on pourrait ainsi faire des rapprochements intéres-
sants, mais nous avons d¢ja trop insisté sur ces questions de détail.

Le Chapitre que nous terminons devrait étre bien plus développé;
il pourrait comprendre, par exemple, la recherche des courbes algé-
briques trajectoires orthogonales de surfaces; mais, ainsi étendu, il
devrait faire l'objet d’un travail spécial.

CONCLUSIONS.

137. Notre but, dans le Mémoire que nous venons de rédiger, a
ét¢ de montrer avec quelle facilité la Géométrie autour des surfaces
permet d’aborder des questions, méme trés complexes; nous souhai-
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Lons que les applications choisies paraissent dignes d'intérét ct d’études
spéciales, mais nous aurons surtout atteint notre but, si I'on reconnait
qu'en cffectuant autour des surfaces des constructions tout intégrées
on peut créer une véritable Géométrie analytique ui marque un cer-
tain progres dans Ia marche continuelle des opérations mathématiques.
Nous aurions voulu ajouter & ce qui précéde des Chapitres sur la re-
cherche des couples de surfaces applicables, sur le mouvement d'un
corps assujelli & quatre conditions, mais lc temps nous fait absolument
défaut; nous comptons les adresser prochainement & PInstitut, si nos
recherches mathématiques actuelles y trouvent un accueil favorable.

Draguignan, 3o mai 1870,

NOTE.
Le Mémoire qui précéde a été présenté & I'Académie des Sciences pour le prix
Dalmont; il a fait I'objet d'un Rapport de M. de la Gournerie (Comptes rendus

de I Académie des Sciences, t. LXXXIV, p. 8.

Paris, 23 mars tRyo.



