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THÉORIE GÉNÉRALE DES SURFACES COURBES. 2!Q 

Mémoire sur la théorie générale des surfaces courbes ( '); 

PAR M. ALBERT RIBAUCOUR, 

} Ingénieur des Ponts et Chaussées. 

CHAPITRE X. 

DERNIÈRES PROPRIÉTÉS DES FAISCEAUX DE DROITES. CORRESPONDANCE 

DES LIGNES ISOTROPES SUR DEUX SURFACES. 

92. Faisceau de droites liées aux plans tangents de la surface 
(O) et normales à des surfaces quelle que soit la forme de (Ο). — 
Xous avons vu que, si des droites rayonnent des différents points de (O) 
on sont couchées dans ses plans tangents, les faisceaux qu'elles engen-
drent ne peuvent être normaux à des surfaces sans garder cette pro-
priété, quelle que soit la forme de (O). Cherchons s'il existe d'autres 
faisceaux formés de droites liées individuellement à chaque plan tan-
gent de (O), qui jouissent aussi de la même propriété. 

Chaque droite D rencontre le plan tangent en un point M; prenons 
pour ligne OX la droite OM et considérons un réseau orthogonal 
('//·, r) satisfaisant à cette condition. Si l'on porte sur D, à partir de M, 
une longueur variable H, l'extrémité du segment doit décrire une sur-
face normale à D. Désignons par a, b, c les cosinus que D fait avec les 
trois axes instantanés et par l la distance OM; les coordonnées du 
point appartenant à la surface trajectoire sont 

; = / 4- all, r, = &R, ζ == cR, a%
 H- b* H- ca = ι ; 

(*) Voir même Tome, p. 5. 
Journ. de Math. (4* série), tome VII. — Fasc. III, 1891. 29 
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on doit avoir, manifestement, 

αΔ\ -+- hΛ Y ■+· eiZ ~ ο 

quels que soient du et dv\ les formules (F) donnent 

a\f+ 35 ) + 37, ~ 1,1 ~ c/l = 

" 37 + 37 + ** + W Jdû + n = υ: 

telles sont les équations qui régissent le problème. On voit qu'elles 
sont indépendantes de la forme de (0) dans les deux cas où / est nul 
|c'est l'hypothèse des rayons issus des différents points de(0)|, cl 
dans celui où c est nul [c'est l'hypothèse des droites couchées dans les 
plans tangents de (O)]. 

Dans ces deux cas on obtient l'intégrale des surfaces trajectoires en 
résolvant les équations 

ώ,=-"/' 57 = ~ = 

Ts = -ay+ii) + wtk·] 

;τ = -β3Γ·-η# + /73;)ΐ 

niais celles-ci sont elles-mêmes indépendantes de la forme (O). de 
telle sorte que, non seulement le faisceau des droites est normal à «les 
surfaces, mais encore que l'intégrale de ces surfaces ne dépend pas de 
la forme de (O). 

Il peut se faire pourtant que la première propriété persiste sans la 
seconde, et c'est ce cas particulier que nous visons. 

Dans cette hypothèse, il faut éliminer 11 des équations où il figure, 
on obtient immédiatement 

P d dv (d cl) + gD d du c'lojnn + cleh[dp debv + de(è]@ 

+ ,"7 \bljL - 0 (/+ 35 )] + Tu [β 57 + h (*' + 777,)] = °< 
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<|ue l'on peu! transformer, en vertu des équations (ç), ainsi 

P d dv (cl) + Q e ldt gdi}]à' dj' no ls ld n(_ d vb]}@{ 

+ d v}@'njdm¨£S}d àf dç ij'$^dl' 

mais puisque nous voulons que ceci ait lieu quelle que soit la forme 
de (O), il faut que 

et _d} ] ' 6+d d} d) d,;'£DF 

La surface (O) est applicable sur une surface de révolution dont 
les lignes ( r) sont les méridiennes. 

Le faisceau est déterminé par les trois équations 

à1 -t- b%-+- c9 = 1, ci-= U, 

?Αα{,+£>)] ==
^L

O
^

+

^
U+

'
U

'
)

]' 

que l'on ramène à une relation différentielle en / et φ en posant 

a (1+de du) = dq du, s an{}]@f+UD '=)d 

î>3. F 'ormule donnant les images principales d'un faisceau de 
droites quelconque. — Il peut être utile dans certains cas de con-
naître les formules qui déterminent les images principales du faisceau 
de droites le plus général; la condition pour que ces images soient 
conjuguées présente une véritable simplicité, c'est pourquoi nous 
allons les déterminer, en supposant la plus grande généralité possible. 

Soit II une droite dont les équations sont 

X _ e dé= Y _ din,e_ve=Z 

a el b n'ayant plus la même signification que dans l'article précédent; 
ξ et η sont les coordonnées instantanées du point où la droite perce le 
plan tangent en 0. 
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Exprimons que si l'on suit le chemin \dudv), les droites se rencon-
trent consécutivement. On aura, comme au n° 81, 

`(1Z d_ du (d +f den+ndk) + dev -d-d (_dm+dmg)} 

_du ( d_çàd})d + ¨pd,k})djj'+ dev (bdl-çdn'=)d=$£ 
a 

1 _àd _çndiub =}d)çd+ du mib}]^{"é| 

_î ~d,\ajr
u

+^ + ir^+du{af&<+fb~'£M 

= ϋΛ(Ρξ-/Όη)+Λ(ήη-^ϋξ)| 

H- t/cc(aP — />/D)-f- dv(fpQ — n^l)); 

posons 

M = -(/+œ + i®· m' = -£ + S$' 

N= _ dinsl+ b°0}]^[{} N'(à=ds(d g+h dhb('}) 

m = -l· Ρ -h ΐΛ» /w' = π -t- /Ί) — , 

« =ft 7» + - ar·· " = - (a 7φ, + '■!+ Λ"·)' 

Κ = Ρξ-/ϋη, / = Pa-/DA, 
S = QÏ)-#D5; ,V= ()b- «Όα-, 

µ= b dg gdr+ du sn 

%=µ a df hbi_ guhb 

v= b dg_ dfb_èu] 

v'= a dg _dji+ db dbe 
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L'équation des images principales devient 

rf"'| -îî'iï-ïï + -«"»')] + dv' [_ΐ.("'_2+ do,n9°4IDJ4°9#]{@ed 

+λΗ
+
Κι££«·<(«-5+R(ft

" -
 an

'

)+S(bm
I
=

"· 

La condition qui exprime que les images principales sont conjuguées 
est, ordonnée suivant les paramètres définissant la forme de (O), 

~ I /(N V'H- Yv)+( PQ—/^ D2)] 4-Q[# ( M p.' 4- M'p) -*-/β η ( PQ —/g IP) | 

fgD|(Νja'H- N'p.) —(Mv'-l· M'v) —(αξ — bf})(PQ — /#Da)| 

+ (l'Q - fp\y)\—ab(«M +/Ν')Η-(ι H-αβ)#Μ'-#ξ (δ[Α4- au!) 

— (ι -+- b*) /N +/η (6ν -h «ν')]= ο. 

Nous aurons l'occasion d'appliquer ces formules dans l'étude du 
mouvement d'un corps assujetti à quatre conditions. 

?H. Deux surfaces se correspondent avec parallélisme, des plans 
tangents. Dans quel cas les lignes isotropes se correspondent-ellesΫ 
Deux systèmes. — Nous avons annoncé, au n° 47, que nous expose-
rions une généralisation de la correspondance qui existe entre la sphère 
et les surfaces à étendue minima; nous sommes à présent en mesure de 
l'établir. Le problème doit être ainsi posé : On fait correspondre 
deux surfaces avec parallélisme des plans tangents, dans quelles 
conditions les lignes isotropes se correspondent-elles? 

Soient (O) et (N) les deux surfaces, ξ, yj, ζ étant les coordonnées 
du point N; on a d'abord, en prenant pour (M, Ç) le réseau des lignes 
do courbure, 

e@]^{ 
* Hrfii 1 Ode' 

on peut poser 

ΔΧ = A du ■+■ Β dv, ΔΥ = B' du -h A' dv, 
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où Λ, Η, Β', A' onl les valeurs 

Λ "/* ί * γ,Κ'' *■ '"· « "'â-ji. '·· 

*-$-&■ *·-»·>·3 <·£«-«· 

Lr dS2 de ( Ν) a pour expression 

,/&* = (Λ9 4- Β'2)du2-h(I3a 4- A'2)dv2 4- a(ΑΒ 4- Α' Β ) ώ·, 

el, si les lignes isotropes se correspondent sur (\) cl (Ο), οι» a 

AB 4 A' 13' = o. 

2A]@[{)= = RB2d 

s\slèiue que Pou peut écrire sous la forme 

[<4ΪΗ(ΐ-7ΐ(7-ΪΜ!4)]" 

Ι0«·&-'β-ϊ)Μ9-«ΜΜΝ-
e| si l'on se reslreinl aux transformations réelles, il faut que l'on ail 
l'un des systèmes de conditions que voici 

}]@+ ~= *)dk B_d)_*-d¨= 
ou 

Λ A' Β IV 
7 ~ 7 = 7 + 7 = 

à moins que les quatre premiers membres ne soient nuls à la lois; mais 
ce cas particulier ne peul cire considéré parce qu'il conduit à prendre 
pour (\) un point fixe. 

Examen du premier système : les lignes de courbure se cor-
respondent sur les deux nappes. Relation entre les rayons de cour-
bure principaux; autre théorème sur la question. — Kxaminons 
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d'abord le système de correspondance dans lequel 

A{ [} ]^ B0O9D04 

Si Ton remplace ξ el η par leurs valeurs en ζ, on trouve 

d DU din] `@ }) ç d }]_ç è d ^}]_ç 

{¨P° @ ]^ \` \ +098 7 DJ 4 O}\|[#^\ 

Le cas particulier de la sphère se met de lui-même en évidence. 
Dans l'hypothèse où (O)esl une sphère, la première équation n'est 

autre chose que l'équation différentielle des surfaces à étendue mi-
nima. Dans le cas général, on voit (pie les lignes de courbure de (\) et 
(<)) se correspondent : c'est ce qui est exprimé par la seconde condi-
tion. La première équation a un sens géométrique très remarquable: 
puisque les lignes de courbure se correspondent, A du et A'de sont les 
éléments de ces lignes correspondant respectivement à f du et gds\ 
Désignons par 11, et lt, les rayons de courbure principaux de (O) et 
par It, et lt!, ceux de (\); la première condition équivaut à la rela-
tion 

R" _ç]@^\ = 0. 

Ainsi : lorsque (taux surfaces (O) al (\) sa correspondant avec 
parallélisme des plans lançants cl par leurs lignes isotropes : 
iu allas ont même image sphérique; in la somme algébrique des 
quotients obtenus en divisant, les rayons de courbure principaux de 
Γ une par les rayons de courbure principaux de Vautre est nulle. 

On peut donner une autre interprétation géométrique à ce qui pré-
cède. Joignons les points Ν et O par une droite, celle-ci engendrera 
un faisceau; soient F, cl F

2
 les foyers. Il est clair que les lignes de 

courbure sont les traces principales de ce faisceau sur (O) et sur (N ). 
mais on a 

?. ι ι 
ON ÔFi Wf 
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Ainsi, les foyers du faisceau sont harmoniques conjugués des deux 
points Ο et N. 

9(>. Deuxième système. Les surfaces dérivées sont homothétiques. 
— Avant d'aller plus loin, il convient de se débarrasser du second cas, 
correspondant au système 

A - A' = 0, B + B' = 0; 

la seconde équation donne 

(f + g) (dudv - du Pdv - dv Qdu) = 0. 

donc les lignes de courbure se correspondent encore; mais la première 
équation conduirait à 

(W
t
 = OF2, 

de lelle sorte que les foyers du faisceau ON coïncident, ce qui rie 
peut avoir lieu qu'autant que (O) et (\) sont homothétiques. Il n\ a 
done que le premier système qui puisse conduire à un résultat non 
évident. 

U7. Equation du problème à Γ aide de Γ image sphériqae. 
Puisqu'il y a deux équations différentielles qui régissent la question, il 
est visible que l'on 11e peut pas prendre arbitrairement même l'une 
des surfaces. Donnons-nous l'image sphérique du couple (Ο) (Y) H 
cherchons à le déterminer. Soient ζ et ζ' les dislances du centre de la 
sphère de rayon unité. E11 général, on a pour les éléments des lignes de 
courbure 

Λ \ = du [ PZ -t- ί ( j^) -+- ̂  ~ ] = ,W". 

Λ V = rf, [QZ + £ (g.) +■ &] = A'dv. 
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Les équations du problème sont donc 

P } ç}]@^\_dM¨%ODK+ +08#dp7 3 q9 NF 2KJD9J4 

¨£ )ç= µLD' H JN DU B74 9}] {| ^@ { |[ [{^# {{ ]} z 

1 Q + dît (raj + 7h- {qïh·)-"'· 

• le plus, ζ cl ζ' sont des solutions de l'équation (i(>). 

98· Réduction des équations du problème à des formes connues. 
Nous n'avons pu résoudre le problème complètement, il semble 

oll'rir une véritable résistance; mais, avant d'abandonner le sujet, il 
convient de faire remarquer que Ton peut toujours prendre pour (N) 
un point live, de telle sorte que le ζ d'un point satisfait aux équations 
du η" 95. On peut profiter de celte remarque pour réduire un peu le 
problème. Si, en cllèl, au lieu de ζ nous prenons pour variable la dis-
lance ρ d'un point live aux plans tangents de (X), il viendra 

d2 du dunb= vJ=d^p + d^)=éè{]\`|sd"' 

'(31 d { [- [-è# ]\|^@{\ ]^`h E O J4 3U 7E I dp + dQ 'jhdfè_ 

d l'un voit que le term»; indépendant a disparu. Mais celle dernière 
équation, ainsi réduite, n'est autre chose que l'équation déterminant 
les couples de surfaces applicables l'une sur l'autre, ainsi que nous le 
verrons plus loin. Nous aurons donc à faire, à propos de celle théorie, 
des rapprochements avec la question que nous venons de traiter. 

CHAPITRE M. 

THÉORIE DES SYSTÈMES CYCLIQUES. 

99. Définition des systèmes cycliques résultant du théorème de 
I)tipin et des intégrales trouvées précédemment. — Il résulte du 

Journ. de Math. (4* série), tome VII. — Fasc. Ill, 1891. 3o 
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théorème de Ch. Dupin sur les faisceaux de droites symétriques par 
rapport aux plans tangents de la surface de référence que toutes les 
fois que les traces principales d'un faisceau (R), lieu des normales à 
une surface, découpent (O) suivant un réseau conjugué, les lignes de 
courbure se correspondent sur les deux nappes d'une enveloppe de 
sphères dont une des nappes est trajectoire orthogonale des droites R. 
Il est naturel de prendre le rayon de la sphère enveloppe pour variable 
et de chercher l'équation différentielle du second ordre à laquelle sa-
tisfait celte fonction, mais celle équation n'est guère maniable, et il y 
a intérêt à opérer comme nous l'avons fait au n° 80 pour trouver des 
faisceaux jouissant de la propriété indiquée. 

Considérons donc les deux nappes d'une enveloppe de sphères tan-
gentes à (O), dont les centres sont sur (S); soit (H) la seconde nappe; 
supposons enfin que les lignes de courbure se correspondent sur (O) 
et (R). Si C représente l'inverse du segment OS, on a (nu 80) 

dC di= d-_d d'C ^£]à_d, dC = duvb - 5DN?hu 

Si M et Ν sont les points ou le plan tangent à (S) en S rencontre les 
tangentes O.Y, O Y aux lignes de courbure de (O) prises pour axes. 

I I d<9 
CM fydu' ON gfdv 

Rnfin, la quantité y elle-même vérifie l'équation 

d*y (if tfa ci g 
du di' du fdv di' g du 

qui régit tout le problème. 
On voit que, lorsqu'on connaîtra une valeur de φ satisfaisant à celle 

condition, on obtiendra C par des quadratures; il y a donc tout un 
système de valeurs de C correspondant à cette valeur de 4 Par consé-
quent, on connaîtra une famille de surfaces telles que (11), sur les-
quelles les lignes de courbure correspondront à celles de (O). Mais le 
plan tangent à (R) contient MN qui ne dépend que de φ; il en résulte 
que le lieu des points R, pour toutes les valeurs de C, est le cercle 
normal en O à (O) dont le centre est sur MN. 
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On voit facilement que toutes les surfaces (R) normales à ce cercle 
font partie d'un système triplement orthogonal. Nous appellerons sys-
tème cyclique un système triplement orthogonal dans lequel les tra-
jectoires des surfaces d'une famille sont des cercles. 

100. Si des cercles sont normaux à trois surfaces, ils le sont à 
une infinité et engendrent un système cyclique. — Avant de tirer 
parti de ce qui précède, il convient d'établir que la façon dont nous 
avons été amené à considérer les systèmes cycliques donne ceux-ci 
avec une généralité complète. 

Considérons des cercles normaux à (O) en chacun de ses points; on 
peut les définir comme l'intersection de sphères ayant leurs centres en 
deux points M et Ν des tangentes OX cl OY aux lignes de courbure, 

cl dont les rayons sont ^ et g· Soit (R) une surface normale à la 

famille des cercles; si Γ011 mène la normale à (R), elle rencontrera OZ 

en un point S; égalons OS à Il est clair que la surface (R) existera 

si le plan tangent au lieu des points S passe par MN ; on devra donc poser 

£-v( ch-J). £=b,(C
+

£> 

Mais ces équations ne sont possibles qu'autant que les dérivées 

dudv qu'on déduit de chacune soient égales, c'est-à-dire si 

«'·*»> 

[d(Af) - d(Bg)] C + A f dv(P) - B g du (g) 

+ P d(Af) - Q d (Bg) - (P - Q) Af Cg = 0. 

Cette équation signifie qu'étant donnée une famille de cercles nor-
maux à (O) et d'ailleurs complètement arbitraires, il existe toujours 
une seconde surface (R) normale aux faisceaux de cercles, mais seule-
ment dans une étendue infiniment petite. Le lieu des points des cercles 
par lesquels on peut mener cet élément normal n'est pas en effet, géné-
ralement, une trajectoire des cercles. 
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Mais (32) mol on évidence 1111 résultai capital, à savoir que, s'il y a 
iloux valours do Ο répondant à la question, il y on a uno infinité, car 
cela ne peut avoir lieu que si 

d dbvjv k} à è) àç {] @@ }=0 

~~#]}^`@)dj j s o pl lm u_$} 

On retrouve ainsi les équations du n° 80, et partant le système 
canonique du n° 99. 

On résumera ce qui précède cl l'on en fera saisir l'importance géo-
métrique en disant : 

Si des cercles sont normaux à trois surfaces, ifs le sont à tonte 
η ne famille de surfaces qui font partie d'un système triplement 
orthogonal (système cyclique). 

101. Equation des systèmes cycliques en partant d'une des sur-
faces trajectoires. Les cercles osculateurs des trajectoires, dans un 
système triple orthogonal, le long d'une de leurs surfaces normales, 
engendrent un système cyclique. — On obtiendra tous les systèmes 
cycliques contenant une surface (O) en intégrant sur celle-ci l'équa-
tion 

ft1 Ψ ft:ρ (if ^ (h (tir 
(Ut (te du f (te de μ du 

qui est celle des systèmes triplement orthogonaux, des surfaces ayant 
même image sphérique, etc., etc. Les trajectoires des cercles s'obtien-
dront par des quadratures, pourvu, bien entendu, que l'on connaisse 
les lignes de eourbure de (O). H paraîtra sans doute digne de re-
marque que d'un système triple orthogonal quelconque 011 puisse dé-
river un système cyclique, mais ceci tient à une propriété géométrique 
que nous allons mettre en lumière. 

Heportons-nous aux formules du n° 28 et soit 

//s* = i£· </pa H- iiï</?Ï -H H; rfp; 
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le dS* d'un système triplement orthogonal, dans lequel H dp est 
l'élément 00' qui sépare deux surfaces infiniment voisines, dont fait 
partie (O). Le plan normal à la trajectoire OO', au point O', d'après 
les formules (Φ"), a pour équation 

Z = L - Κ dp - Κ —- dp — Y dp =... 

Si l'on désigne par M cl \ les points où il rencontre les droites 0\ 
et OY, on a 

ι ι (/II . ι ι //H 
<3λΐ ~" Π7 iû/pi ' ON ~ ~ ïfj ïnç,' 

ou, en prenant les notations habituelles sur (O), 

ι ι ft\\ ι ι Uli 
OM ~ / H du' ON- g\\dv 

On remarquera que la droite M Ν n'est autre chose que la polaire de 
la trajectoire OO', c'est-à-dire que si l'on décrit des sphères ayant 
leurs centres en M et Ν et passant par O, elles se couperont suivant 
le cercle oscillateur de la trajectoire des surfaces de même famille que 
((3), issue de O. 

Knfin, si l'on rapproche cela de ce qui a été dît plus haut, on obtient 
ce théorème : 

Etant donné u/ι système triplement orthogonal de surfaces, si 
Γ on considère les cercles oscillateurs des trajectoires d'une famille, 
tout le long d une surface normale à ces courbes, tous les cercles 
donnent naissance à un système cyclique, c'est-à-dire qu'ils sont 
eu.v-mèmes normaur à une infinité de surfaces. 

On aurait pu d'ailleurs prévoir cc résultat, en remarquant que les 
cercles osculateurs aux trajectoires peuvent être considérés (à la limite ) 
comme normaux à deux surfaces infiniment voisines sur lesquelles les 
lignes de courbure se correspondent. 
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102. A tout système cyclique correspond une infinité d'autres 
systèmes normaux à la sphère. — Si nous reprenons les équations du 
n° 99, nous pouvons les écrire sous la forme 

du ^ t) ~ du 7' dv (^1) — dv g 

cl, si Ton considère C9 comme une nouvelle variable, que Ton éli-
mine 9, il vient 

d)à}@`\^@ h n b}]  \£ M L KD? 9 ~ # { 

par conséquent, la connaissance de deux trajectoires d'un système 
cyclique équivaut à celle d'un système cyclique normal à la sphère. 
Ceci demande explication. Soient (O) et (11) deux surfaces trajec-
toires d'un système cyclique, soient ω et ρ les images de Ο et de R sur 
la sphère de rayon unité; on peut faire passer un cercle normal à la 
sphère en ω et p. 11 résulte de ce qui précède que tous les cercles ainsi 
construits engendrent un système cyclique. 

103. L'intégrale des surfaces trajectoires est connue si rune 
d'entre elles est plane ou sphérique. — Lorsque la surface (O) est 
une sphère ou un plan, il n'est pas besoin de se donner les lignes rem-
plaçant les lignes de courbure pour trouver les surfaces trajectoires; 
on a, dans ce cas (pour la sphère, par exemple), 

C9 = K9 + K,, 

où IvctK, désignent des constantes; K. est l'inverse du rayon de la 
sphère. 

101. Systèmes cycliques dérivés les uns des autres. Correspon-
dance des trajectoires. — Si l'on remplace 9 par φ -1- K, où K. est 
constant, l'équation en 9 ne varie pas, mais on obtient un nouveau 
système cyclique. Les trajectoires des deux systèmes sont liées entre 
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elles par une relation fort simple. On a manifestement 

C? = C'(9-+-K), 

en désignant par C ce que devient C lorsque 9 s'accroît de K. 
On vérifie très facilement qu'aux points correspondants des trajec-

toires qui en dérivent les normales sont parallèles; par conséquent : 
les trajectoires du second système ont même image sphérique que 
celles du premier système. La droite qui joint les points correspon-
dants passe toujours par le point O. 

105. Intégrale des surfaces trajectoires quand on connaît trois 
d'entre elles. Diverses formes de l'intégrale. — Nous avons dit 
qu'il était nécessaire de connaître les lignes de courbure d'une surface 
trajectoire pour ramener aux quadratures l'intégration des autres sur-
faces trajectoires d'un système cyclique; mais, si l'on connaît trois tra-
jectoires, on peut construire toutes les autres, môme sans effectuer de 
quadratures; c'est ce que j'ai établi en détail dans une Note insérée 
aux Comptes rendus, le 24 février 1873; sans établir les démonstra-
tions, il convient de rappeler les résultats : 

Les normales à trois surfaces trajectoires rencontrent la normale 
à une quatrième trajectoire, en trois points qui forment avec le 
pied de celle-ci un groupe dont le rapport anharmonique est con-
stant. 

Appelons corde toute droite joignant à chaque instant les points 
correspondants de deux trajectoires, et appelons ces points points 
limites. 

Que Von prolonge la normale à une trajectoire jusqu'à la ren-
contre d'une corde, et que du point d'intersection l'on mène une 
seconde tangente au cercle, le lieu des points de contact est une 
s urface ti'ajectoirc. 

Sur une corde donnéey deux points
} intersections des normales à 

deux couples de surfaces trajectoires associées, forment avec les 
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points limites un groupe dont le rapport anharmouique est con-
stant. 

La droite qui joint deux points, intersections des normales à deux 
courbes de surfaces trajectoires associées, est une corde. 

106. Sur les deux manières dont on peut engendrer les systèmes 
eycliques normaux à un plan. — Les systèmes eycli<|iies les plus 
simples sont ceux «pli dérivent de lu sphère 011 du plan : <jue l'on con-
struise des cercles normaux à une surface arbitraire et à une sphère, et 
l'on constituera un système cyclique; eu effet, un cercle ne peut cire 
normal à une sphère sans la couper normalement une seconde fois. 
Donc chacun des cercles sera normal à trois trajectoires et, en vertu 
de ce <pii a été dit plus liant, il sera aussi normal à une infinité de sur-
faces. 

Pour trouver 1111 système cyclique normal à un plan, on peut aussi 
partir d'une surface arbitraire que Γοιι considérera comme le lieu de 
l'intersection de la normale au plan et d'une normale à une trajectoire 
associée quelconque. Les distances au plan des points correspondants 
<le toutes les surfaces qu'on obtient en faisant varier la trajectoire asso-
ciée sont proportionnelles entre elles. Les lignes qui correspondent 
sur ces surfaces aux lignes de courbure des surfaces trajectoires for-
ment des réseaux conjugués assujettis à la condition de se projeter 
ortliogonaleineiit sur le plan. 

107. Recherche du réseau conjugué tracé sur une sur fare du 
deuxième ordre et qui se projette sur un plan suivant un réseau 
orthogonal. — Le problème de la recherche sur une surface donnée 
du réseau conjugué qui se projette sur un plan suivant un réseau ortho-
gonal présente de l'intérêt par lui-même, et, pour montrer comment 
on peut tirer, même des formules générales, des résultats qui semblent 
ne dépendre que de la (iéomélrie cartésienne, nous résoudrons la 
question pour les surfaces du second degré. 

Mais d'abord remarquons (pic, si (u,c) représente sur le plan le 
réseau orthogonal cherché, on a pour le Ζ de la surface (n° 23) 

dff __ <a d/_ XL dμ 
du de du f dv de g du 
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La forme même de cette équation fait ressortir qu'on ne changera 
pas le réseau si l'on ajoute au Ζ de la surface le Ζ d'une autre surface 
répondant à la question, et cette observation n'est pas oiseuse, car le 
plan constitue toujours une solution : on pourra donc retrancher ou 
ajouter le Ζ d'un plan à celui de la surface donnée; on sait que dans 
tous les cas la projection du réseau cherché ne varie pas. 

Mettons ceci à profit pour les surfaces du second ordre. Leur équa-
tion peut s'écrire 

(i? + ρ~')~ (Λχ+By—<:*)J=°< 

en mettant en évidence le cylindre circonscrit dont l'équation est 

x2 a_]^|hk=0 

et le plan de contact 
A.r -h 1\>' — Cs = o. 

On voit que l'on peut écrire 

C: = Aa7+-i; 

mais puisqu'on est en droit de retrancher l'ordonnée d'un plan, le 
réseau ne sera pas altéré (en projection) si l'on résout l'équation dans 
le cas où 

C = b]\|[^`¨+0 K i y n-1 

c'est-à-dire en supposant que le plan est un des plans principaux de 
l'ellipsoïde. Rien n'est plus simple que d'achever par l'analyse, mais 
notre théorie se suffit à elle-même; en effet, nous sommes encore libre 
de donner à G telle valeur que nous voulons; supposons-la infiniment 
petite; l'extrémité des segments décrit alors une surface infiniment 
voisine du plan, et sur laquelle on est en droit de regarder le réseau 
conjugué qui se projette suivant (H, C) comme le réseau des lignes de 
courbure. Si l'on passe à la limite, le réseau cherché coïncide avec les 

Journ. de Math, (p série), tome VII. — Fasc. III, iflyi. 3i 
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lignes de courbure de la surface du second degré infiniment aplatie 

o= B9]^|[{\^èhjj 

c'csl-à-dire avec les coniques homofocales à la trace du cylindre cir-
conscrit. 

On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Si de tous les points d'une surface du second degré comme cen-
tres , on décrit des sphères tangentes à un plan, les lignes de cour-
hure de la seconde nappe de l'enveloppe de ces sphères ont pour 
correspondantes sur le plan les coniques homo focales au contour 
apparent de la suif ace du second degré. 

108. Faisceaux dont les traces principales sont conjuguées sur 
une surface du second ordre. Théorèmes sur les surfaces du 
second ordre homofocales. — Dans ce qui précède nous avons dé-
terminé des faisceaux (11) dont les traces principales sont conjuguées, 
en introduisant leurs surfaces trajectoires, mais il est quelquefois plus 
avantageux de les considérer isolément : c'est ce que nous avons fait, 
dans une étude consacrée aux surfaces du second degré (Comptes 
rendus, t. LW.1V, p. i.'iHq et ι >70) et qu'on peut résumer ainsi : 

Les traces principales d'un faisceau (11) sur une surface du 
second degré ne peuvent être conjuguées à la première rencontre 
sans l'être également à la seconde. 

Les traces principales ne peuvent être conjuguées sur deux sur-
faces homofocales sans l'être sur toutes les autres surfaces homo-
f ocalcs; dans ce cas, les droites sont normales à des surfaces. 

Réciproquement, si les normales d'une surface donnent lieu, sur 
une surface du second ordre, à des traces principales conjuguées, 
il en est de même sur toutes les surfaces homofocales. 

Dans ce cas, les développables suivant lesquelles on peut ranger 
les droites du faisceau sont toutes individuellement circonscrites à 
des surfaces du second degré homofocales aux précédentes. 
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Os résultats très généraux trouvent une application intéressante aux 
surfaces anallagmatiques du quatrième ordre. 

Nous aurons l'occasion de les étendre encore dans un travail que 
nous produirons ultérieurement. 

CHAPITRE XII. 

1 1 r 
NAM VTION DES COURBURES P—J- ET YP 4" Μ- QUAND ON TASSE 

D'UNE SURFACE A UNE SURFACE INFINIMENT VOISINE. 

109. M ise en équation du problème. — Quand on veut étudier 
une famille de surfaces définies par certaines conditions géométriques 
ou analytiques, on commence toujours par chercher à déduire d'une 
surface de la famille la surface infiniment voisine; c'est ainsi que 
nous avons procédé pour établir la théorie des systèmes triplement 
orthogonaux. Il est nécessaire, bien souvent, d'exprimer que certaines 
conditions relatives à la courbure persistent sur les surfaces de la 
famille; c'est pourquoi nous allons établir la variation des courbures 
dans le système de transformation le plus général. 

Soil tracé sur la surface de référence un réseau orthogonal (u, c) 
quelconque; faisons correspondre aux points de ((3) les points d'une 
surface (S), les coordonnées du pointS étant 

ξ = α dp, η = M?, ζ = γ</ρ, 

nil dp désigne l'accroissement du paramètre individuel de (0) lors-
qu'on passe à (S). 

Les équations de la normale à (S) sont (aux infiniment petits du 
second ordre près) 

X — α dp Y — β rfp 

-*(&-P,+/Dp) ~ I^°7) 
Z_èjtg 

fs+
f/($

 +7T" + ik·Ρζ)] 
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Posons 

* ® - Ρα+Α»β)=*» /® ~ QP+»'Da)=r'· 

g(dy du}\@|{ + }\|{ , din'nà_-d= ] 

He telle sorte que les equations de la normale s'écriront 

Χ — y. dp Y — β dp — Z+ yrf? 
t. dp rJ dp J'p; -+- A dp 

Il s'agit de former l'équation des rayons de courbure principaux au 
point S. Afin d'avoir des calculs bien ordonnés, nous emploierons une 
méthode particulière susceptible d'applications fréquentes, d'ailleurs. 

110. Artifice propre à la résolution de questions similaires. — 
Considérons une surface parallèle à (S) et distante de celle-ci de /; 
l'aire de celle surface, correspondant à une aire infiniment petite de 
(S) ou de (O), est infiniment petite du troisième ordre, si l est égal 
à l'un des rayons de courbure principau.v de (S) ; mais l'aire de la 
surface parallèle est proportionnelle à sa projection sur le plan des 
XOY : 011 calculera donc cette projection et l'on exprimera qu'elle est 
nulle; l'équation résultante sera du second degré en /, c'est-à-dire 
qu'elle donnera les rayons de courbure principaux de (S). 

Nous suivrons, par exemple, deux directions arbitraires du, de, 
du', de' sur (O); l'aire résultante sur la surface parallèle sera propor-
tionnelle à la quantité 

(ΛΥΔΧ-ΛΧΑΥ), 

que l'on peut former immédiatement. Ajoutons que rien 11'enipèehe 
de prendre les(it) et (P) pour les chemins à suivre, ce qui simplifie 
considérablement les calculs. Par cet artifice, on est dispensé d'écrire 
(jue, suivant certaines directions du, de, les normales se rencontrent et, 
par conséquent, on n'a pas à éliminer du et de pour former l'équation 
des rayons de courbure principaux. 11 est clair que la remarque qui 
précède s'applique à tous les problèmes de Géométrie autour des sur-
faces où il s'agit de trouver les foyers d'un faisceau de droites. 
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111. Calcul des équations. — Les coordonnées instantanées <l'un 
point de la surface parallèle à (S) sont 

3} ]\ [^ h -_ d h è-% µ ¤}^@`[_è"z @\ski 

ear les longueurs comptées suivant la normale ne diffèrent que par cliis 
quantités du second ordre de leurs projections sur l'axe des Ζ. Il siiftif 
d'appliquer nos formules (F) pour trouver 

^7 (fx + 2kd?) 

=/*(/+1 »0+rf
?
j
a
*(/+1Ό+ΛΝ(· 

1) k l d¤ ] @^ k+ 

= - fgIM + <h\- tkflH+fgΝ -/[g- jj '-ψ - £ r-\ (. 

(fg + 2kdp) 

= -g2 D]@^`^]}jsdà_'}@@#{\#]@àd=sjfà 

^ (,/^f ■+■ 2/1 i/p) 

=/?(£ + Q0+4>|
2A

'(*'
 + +" jt„*|!· 

où nous avons posé 

M = È + ? jL· + P"' M' ~'È + a/5ii+ <·)'ι ' 

N= dBd ànj,-_d ne]@ \| [ @ NH}@ç_èd,'mpd 

/M' + gM = k. 
Kcrivant que 

ΔΥΔΧ'-ΔΧΔΥ' = ο, 
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nous aurons immédiatement l'équation dos rayons de eourl)urc cher-
chés. Si l'on néglige, comme on l'a fait jusqu'à présent, toutes les puis-
sances de dp supérieures à la première, il vient 

YÀfg+">kdf)fg 

+ A' 

X î 4*(/Q +A'l>)+/;'(1'M'+ q^)+/<fï)(/\'+ g\ ) 

_à ç} ]@ \| s f+ DO?GIN 

-g [^\@\|#{[|`\^=} 

+/a'C'Q-/Î?Ds)-'/? 

χ | - μ·ΟΌ-/*ι>')-Μ' |/£ ^ +$*] 

+fD #{[|`\^@]@^\`[|\^^\\[`{) 

¤ ]~ # { # { [ | ` \ `||\^@ 

+gH {[ |# \| `| {^\ `@ ^^] }] `\ \| 

Ko dernier terme de celte expression peut être simplifié au moyen 
des équations de (iodazzi; on vérifie en olîet que 

P¨+£L [^\`|{@`@\|^[@`{[|`\^@]+fsddddvfdé"'ezfSQkjqvfsf 

+ Q d }@\|[#{@`fnju }€\#|à) 

peut s'écrire 

Λ[ί(^>ί(^)Ι· 

Il convient naturellement de considérer les deux quantités A- et 

Y -h γ-, mais si on les remplace par celles-ci 

Κ,Η, + dp (it,K2) («Γ, + H,) dp ( It, + H, ) @ \\{# 
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(jui mettent en evidence la variation de la courbure de Gauss et de la 
courbure moyenne, il vient, en tenant compte de ce qui précède el 
passant à la limite, 

-fg A ^ {]ç è' + [=à_ç( ds coè =sàç"=)à}ç_è dgh sq"d 

m
, J -'4U + κ) = Hi + ,τ> + !>(/*' + 

- 1 d g@ç ]^' è] '_ fg dàç_dsq%bv^ken' 

- 1 f ( Drfr- * /dq}€^-ào(éà^pfiqkez 

Ces deux formules ont une grande importance, car leur généralité 
permet de les appliquer dans toutes les questions où interviennent di-
rectement soit la courbure de Gauss, soit la courbure moyenne. 

La dernière formule peut encore être mise sous la forme 

àç_ fg d4 kdsjààç}@ç 

! = *(£ +10 + + »(/*+ sHÎ)· 

On voit que la fonction k est mise en évidence d'une façon toute 
spéciale. 

112. Ce que .signifie la fonction k. — On trouve facilement la 
signification géométrique de celle quantité. Sur (S), on a 

AX = (/ -+- M dp) du, AY = Ν dp du, 

A\' = N' dp de, AY' = (g -+■ M'dp) de ; 

d'où résulte, au troisième ordre près, 

AX AY' — AY ΑΧ' = du de [fg + (/M' + #M) dp j. 

Si donc nous désignons par d( Ο) et d(S) les éléments correspon-
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dants do (<)) cl do (S), on a 

</(S)-</(0) _ (/M'-t-gM) _ ±
 t 

</(0)«/? ,/Λ' 

Ainsi, lorsque ία fonction h est nulle, les aires correspondantes 
des deux surfaces sont égales. 

< )n peut écrire la valour de k sous la forme 

* = i (a*) + i (/?) + 7 (IV-+ Q/), 

cl do ceci nous allons déduire une propriété des surfaces don! nous 
nous sommes occupé au n° 9o. 

Supposons que la surface (0) soit rapportée à ses ligues de cour-
bure et que (S) soit une surface telle qu'en S le plan tangent soil 
toujours parallèle au plan tangent en Ο à (<)), alors 

a=A., β __ίίΐ. 

il vient pour k 

k= d (]\`|[:;e_à) }@\|dàçç¤)çd 

Dans ce cas, nos formules se réduisent considérablement; elles don-
nent 

- f K N }^ ` |^ [ = K}@\`-è 

~ fsκ;+ π;)=(κ;+ ii)+ r[é· (<$r) + jrfc, ïvt, + ̂ v] 

+(ϊ[τ« (ra) + + 1>V
J 

115. Conséquence au sujet des sur faces étudiées au Chapitre X. 
— Si Ton suppose que k soit nul et que γ vérifie l'équation (!^)> 
retombe sur les surfaces du n° 95. Ainsi, lorsque deux surfaces se 
correspondent avec parallélisme de leurs plans tangents et corres-
pondance des lignes isotropes, elles font chacune partie d'une 
famille de surf aces ayant même image sphérique de leurs lignes 
de courbure et dont les aires correspondantes sont égales. 
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Les surfaces de ces familles ne sont pas identiques entre elles, car la 

variation ̂  Π")
 n cst

 P
as nu

^
c

»
 cn general. A chaque surface 

de Tune des familles correspond une surface de l'autre famille, mais 
sans correspondance des lignes isotropes. 

Dans le cas qui nous est connu, celui de la sphère cl des surfaces H 

étendue minima, la surface infiniment voisine de la sphère est aussi 
une sphère. 

114. Surfaces infiniment voisines de la surface de référence ei 
applicables sur elle. Remarque .sur une conséquence analytique 
du théorème de Gauss. — Le dS* de la surface (S), si Ton se borne 
aux termes du troisième ordre, peut s'écrire 

dé)2 = f- du2 4- g2 dv'1 h- ίdp | /M du2 4- g M'dv2 4- (/N ' 4- g Ν ) du de |. 

Ainsi donc on obtiendra une surface infiniment voisine de (()) et appli-
cable sur celle-ci en posant 

M = M = <>, 

/\V-h£\\ = o. 
( bi trouve alors 

¨d`[@]}[\ ,nUCO43 "' 
Jr é? VMV du V fg / de \ fg )' 

et, d'après le théorème de Gauss, ceci doit être nul identiquement. 
Nous aurons l'occiision de faire cette vérification dans l'étude des cou-
ples de surfaces applicables et même d'en déduire la réduction du pro-
blème à sa forme canonique. Pour le moment, remarquons seulement 
que dans fliypolbèse où (S) est applicable sur (0) 

+
FS

 RF?
 (R, +

 K|
) -

 DA
 (Y) +

 D
, Q' 

En égalant à zéro cette variation, on sera conduit à chercher des 
surfaces que l'on peut déformer sans que pourtant les rayons de cour-
bure principaux varient (ce problème a été complètement résolu par 
M. O. Bonnet). 

Journ. de Math. (4* série), tome VII. — Fasc. III, 1891. 32 
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115. Recherche des surfaces ayant même aire et même aire sphé-
t ique qu'une surface donnée. — Il résulte du théorème de(iaussquc, 
si l'on déforme une surface, Taire sphérique d'une portion de celle 
surface reste constante. Mais on peut trouver des surfaces dérivées 
d'une surface donnée (O) et telles que leurs aires soient égales à celle 
de (O) en même temps que leurs aires sphériques restent égales à celle 
de (O). Pourtant ces surfaces ne sont pas applicables Tune sur Taulre. 
La formule (33) va nous permettre de résoudre le problème dans un 
certain nombre de cas. 

On peut évidemment ranger les surfaces en question à coté les unes 
des autres de façon qu'elles forment une famille continue. Soient (O) 

et (S) deux surfaces successives. Lu quantité doit être nulle 
en même temps que k ; on a donc 

JT, + <1+ Κ 'V + >;= ° 
avec 

d } ^- @]^\ Dsnf"a_szzfgsd#{ [ |` à 

Supposons qu'on ail pris pour (a, v) le réseau des lignes de courbure, 
on pourra poser 

Q r}^_è f*d ¨¨]=\|[ 

d où résulte 

x $+à #{[|`\^@]#{cvçgéu" 

et tout le problème dépend de l'équation obtenue en substituant ces 
valeurs dans la première des conditions, à savoir 

(']^`dsùmm')sfdsq = 
du \P du) dv dv) 

d }@\| POIKD$dlÖ 
1 V r v/ / du du φ \ W)J

 (U
. 

Ainsi, φ pourra être prise arbitrairement et le problème dépendra 
d'une seule équation linéaire du second ordre en γ. Remarquons 
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même que, si Ton connaît une solution, l'équation sera ramenée à la 
forme (3i). 

Il est une série de valeurs de 9 pour lesquelles cette réduction s'ef-
fectue d'elle-même. Posons en effet 

d du ( D PQ ) dq dyu)= dduvns'sd 

le problème reste alors régi simplement par l'équation (3i). Mais la 

condition précédente signifie que 9 est fonction de c'est-à-dire du 

produit des rayons de courbure principaux au point O. La surface (S) 
est dans ce cas fort intéressante, car si on lui mène des plans tangents 
parallèles à ceux de (O), on obtient une correspondance entre S et Ο 
qui conduit à des aires égales pour (S) et (O). Ainsi, sur ces deux sur-
faces, 011 peut faire correspondre les points d'une infinité de manières, 
en conservant des aires égales, en même temps que les aires sphériqties 
ont même valeur. 

116. C cil·' étude devra être développée ultérieure me ut. — Mous 
n'avons fait qu'effleurer les questions que soulèvent les formules (33) 
et (3{), parce (pie noire but est principalement de faire envisager tout 
le parti qu'on peut tirer de la Géométrie autour des surfaces, telle que 
nous la pratiquons. 11 conviendra sans doute, ultérieurement, de 
donner beaucoup de développement au Chapitre actuel et de former 
les familles de surfaces dont nous avons seulement démontré l'existence, 
mais toutes ces conséquences ne peuvent être poursuivies dans un 
aperçu aussi rapide que eclui-ci ('). 

^1) En particulier, si l'on cherche à construire une surface infiniment voisine 
d'une surface donnée et applicable sur celle-ci (supposée rapportée à ses lignes 

Ν' IV 
de courbure), on trouve, en posant — = j;=Z, l'équation (3i) dans laquelle 

of 
j) est remplacé par Z. 

Mais, si l'on admet que la surface (O) est à la limite de déformation possible, 
comme on a, d'après les calculs du n® 114·, 

fg A 'ndj(1 Re1+ 14 dn'= dK?SJH= 
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CHAPITRE XIII. 

IIECIIERCHE DES TRAJECTOIRES ORTHOGONALES PLANES DES SURFACES. 

117. Mise en équation du problème. Variation du plan tangent 
à une surface élémentaire. — Nous avons établi au n° 78 quo, si clos 
droites situées dans les plans tangents de la surface de référence étaient 
normales à dos surfaces, elles restaient normales à d'autres surfaces, 
quelle que fût la forme de (O). Cette propriété nous amène à chercher 
une généralisation qui fait l'objet de ce Chapitre. 

Considérons une courbe (C) tracée dans le plan tangent en Ο à la 
surface de référence; que l'on en construise autant dans tous les plans 
tangents, suivant une loi continue, on constituera 1111 faisceau do 
courbes planes. Nous «allons chercher dans quel cas cc faisceau admet 
une famille de surfaces trajectoires. 

Soit 
/>=/(*· "1 Ό 

l'équation de la courbe située clans le plan \OY ; ρ désigne la distance 
du point Ο à une tangente, φ l'angle que la perpendiculaire à celte tan-
gente fait avec l'axe des x, u et e sont les paramètres définissant le 
point Ο sur (O). Les coordonnées du point de contact M de (a tangente 
sont 

ς = ρ coso — φ sin^f, rt = ρ sin^ -h φ coscp. 

Que l'on donne aux paramètres les accroissements du, de, 011 obtien-

la l'onction Ζ définissant une surface infiniment voisine de (O) et applicable sur 
elle doit satisfaire à l'équation 

du ( + r f + d vyucblo=0 

Or, celle-ci développée devient l'équation (16). Donc, lorsqu'une surface est a 
sa limite de forme, elle appartient à la classe de celles étudiées aux nos 9V et 95 
et, par conséquent, ses lignes de courbure sont isothermes. 

(Paris, aî mars itojo). 
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«Ira une seconde courbe (C); soit M'le point de celle-ci situé dans le 
plan normal à M, et m sa projection sur le plan tangent en O, on a, 
comme au na 75, 

tangO = M'm = AXcosq+AYsinq 

où I) désigne l'angle du plan mené par M' et la tangente en M, avec le 
plan XOY. On trouve 

(-Pdu+Dgdv)(pcosq-dpsinq) + (fDdu-Qdv)(psinq+dpcosq) 

tangO= (fcoq + dp gdv+du)du+(gsinq-dqfdu+dv)dv 

posons 

Λ = pensj — ^siny, Β = ρ sin? + jrcos?, 

G = fcosq + dq gdv + du, H = gsinq - dqfdu + dv, 

il en résulte 

(35) tangO = (-Pdu+Dgdv)A+(fDdu-Qdv)B. 

On observera que A, 11, G, II sont des fonctions indépendantes de la 
forme de la surface (O). 

118. Du pinceau des tangentes aux courbes issues du plan nor-
mal de l'une d'elles. Equation différentielle des surfaces trajec-
toires. — Klablissons, parallèlement, l'équation de la variation du plan 
langent en un point de la tangente en M considérée comme faisant 
partie du pinceau des tangentes infiniment voisines aux courbes (C ) 
et dont les points de contact sont tous situés dans le plan normal en 
M à (C). 

Les équations de la tangente en M sont 

Xcosç -+- Y sin φ — ρ = ο, Ζ = ο; 

on trouvera, comme d'habitude, à l'aide des équations (F'), les équa-
tions de la tangente en M'; éliminant Z, on obtient, pour l'équation de 
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la projection sur le plan des XY, 

[-/Λ
 +

 Χ
 +

 Υ(-$Α,-η$Α)|Ο*,
? 

+ [-^A + Y + x(-^ A + A«)] si,,
 ? 

— ρ 4-(— Xsin? 4- Y cos?) r/? — Δ/> = ο, 

dans laquelle /? est encore indéterminée; on exprimera sa valeur en 
fonction de du et dv en écrivant que le point M' est dans le plan nor-
mal en M à (<1), c'est-à-dire que 

— ΔΥ sins -f- Δ Y cos s = o. é t 

Sul)stiluanl ΔΧ et ΔΥ, il vienl 

f du sin? -h g dv cos? 

* «di' - jk
(t
") * 4^''"

+ 'w'k+[P+^K?'°· 

Kenumpions d'ailleurs (jue 

, dG j. . dlp df (V-n 
do ·' 4 do- μ f/r dodu 

il/ Λ1 dlp (/μ d-p 
~ rtζ "" r cr,s? ffo* frtu H~ 7ΐ>ΓΤ^ 

par conséquent, on peut écrire, pour définir d?. 

du[r'-{p+7$)$k] 

- A [il + (/J 4- j + {p + ) <h = <>· 

Mais, si Κ désigne le ravon de courbure en M de la courbe ((1; 

11 + 

on en déduit définitivement 

dq= du (df _ Gé R'çn) dbv '4?Ss|`\^ 
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ri, par conséquent, pour l'équation de la tangente projetée 

\ eos^ 4- Y sin9 — p 

-1-/Λ + Υ (- 0 dm + ̂  A>)]cos
?
 -d£du-% dv 

#Α·+\(_0- dv Λ- 0 rf«)] sin ç 

( ~ w'r + *«■·* ~ à ) {j^du
 ~ /&*>) κ I = "· 

Prenons un point Ρ sur la tangente en M et menons par ce poinl un 
plan normal à la tangente; il coupe la seconde tangente et sa projection 
au\ points P' et /?. Il est clair que l'angle du plan tangent en Ρ à la 
surface élémentaire du pinceau, avccXOY, est défini par la relation 

i«'>Krû = Y>y 

Ρ ρ ne dillcrc pas du ΔΧ du point P; quant à Ρ ρ, c'est la distance du 
point P à la projection de la tangente en M'; c'est aussi la valeur que 
prend le second membre de l'équation de cette projection, quand on y 
substitue aux coordonnées courantes les coordonnées X et Y du point P: 
celles-ci ne sont d'ailleurs assujetties qu'à vérifier l'équation 

\c0s9 -h Ysin^ — p = o; 
il vient 

— Pyy = /cos^ du -+- g sin^ dv 

+ R (-XSu.
?
+\cos

?
-^ 

+ dp den(d rn_f d o h'{[ |` \^@(sin]çè + §Y cos _ dp deinb 

ce qui conduit à l'équation du pinceau 

(_P du + D gdv ) X di[|`\^@ 

du 'cos q + dp + dp r[|`\^@+P 

+ dv 'gsin q _ fpd^^ dp + deP )çè|`\@]¤¨$ ds sin d +cos d_unb"' 
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niais, puisque Ρ est sur la tangente en M, on peut toujours poser 

X = A— /sin^, Y = B-H/COSÇ, 

où A et Β ont les valeurs données plus haut, et / désigne la distance PM. 
Tenant compte des valeurs de G et H, on a 

tan 0 = (-P + fD dj'on{[+ dF¨04(-,vçàn('vcdf;k 8 9F K ¨0 Nà çcv Gfdu 

119. Équation des foyers, des directions principales. Condition 
d'orlhogonalitë. Elle est indépendante de la forme de la surface de 
référence. — Au* foyers du pinceau, les plans tangents des surfaces 
élémentaires sont invariables, quels que soient du cl d\ \ on a donc 

tang 0 = _ P(A disin + din' {[ | @] ¤+)} G2 di'n + H' di'nsbDR £$^p o i k d s f g r (e' 

d'où Γοη tire, en introduisant les rayons de courbure principaux de 
(O), 

lanjrO B4-/cos«p A —/sins 

jÙL· GI>;' 4- PII -+·
 Pii )

 l GQ ■+■ /DH 4- '> / 

Si l'on remarque enfin que 

A cos^p -(- Β sin 9 = ρ, 

Λ' = — Κ sincp, Β' = Η coscp, 

on trouve, pour l'équation des plans principaux, 

langa0 (HG' — GH' ) 

H- tangO[Q(BG'- GB')+-/D(BH' — HB ) 
- P(AH'— HA'—G-D(AG'— GA')] - Ί^' = O. 
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Le produit des deux valeurs de tangO est indépendant de la forme 
de (O). lin particulier, si Ton veut que les plans principaux soient rec-
tangulaires, on écrira 

(30) 1K;'-GH'=£M; 

niais il résulte d'un théorème de M. Bertrand que si les plans princi-
paux du pinceau sont rectangulaires, la surface trajectoire des courbes 
(C) passant par M existe. Si donc l'équation précédente a lieu pour 
tous les points de (C), c'est que les courbes telles que (C) sont les 
trajectoires d'une famille de surfaces. 

La généralisation que nous avions soupçonnée se trouve ainsi réa-
lisée : si des courbes (C) tracées dans les plans tangents d'une sur-
face (O) sont les trajectoires d'une famille de surfaces, on peut 
déformer (O) comme on veut, chaque plan tangent entraînant la 
courbe qu'il contient, et le faisceau des courbes (C) jouit toujours 
de la même propriété. 

1*20. Etablissement direct de la condition d'orthogonalité. — Il 
nous est facile d'établir celte importante proposition sans faire aucun 
emprunt géométrique. Supposons, en eflet, qu'il passe en M une sur-
face trajectoire des courbes (G), son équation différentielle n'est autre 
que la condition trouvée plus haut 

dq = du (df agtdi_ G' d 

qui définit la différentielle totale de φ; cette quantité existera donc si 

d dv (dif di_ G' R) + d du' (hRJN^p= 

développant, en tenant compte des équations de Codazzi, 

"=-iiî, + ismi + âcos? 
g; rfR _ ljr <ffl _ dG' (te dlYd£_ d'p d/_ cPp dp 
Κ de Κ du d'·ρ de do du do* de g de d^dtt jdu 

Journ. de Math, (ί' série), tome VII. — Fasc. III, 1891. 33 
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inais on a les relations 

(h dg II' dz df G 
dv f du H' du gdv It' 

7/7 ~~~/cos? -f" 7ÎZ* Jfc. ■+■ d^d77 

ih=-ssmri-i4/k + itdk.' 

ί!? ~ ύ. + dip -l. (ύί _i_ ( _ I!JL _ ίίΓ\ 
dv dv do*dv r/i1 / \ J'du Η/' 
dR dp d2p + d' p d i0[|`\^@ 
du du dzfdu \d'ï d'f1 ) \ gdv H / 

Kilecluant toutes les substitutions et les réductions, il vient (3(5). 

121. Troisième méthode pour l'établir* — Nous avons déjà bien 
insisté sur celte équation d'orlhogoiuilité, mais nous ne pouvons ne pas 
signaler comment on y parvient (peut-être de la façon la plus simple) 
en parlant d'un théorème de Joachimsthal. 

Deux courbes (G) et (C) successives forment une bande de surface, 
si Ton exprime que les tangentes en M et M' se rencontrent; comme 
M'M est normale à (C), cela veut dire que, sur celte bande infinimenl 
étroite, MM' est la direction d'une ligne de courbure : par conséquent 
((b) est tangente à l'autre ligne de courbure. Donc, si l'on mène deux 
plans tangents consécutifs le long de (C) à la bande en question, ils 
devront se couper suivant MM'; mais comme cet élément est dans un 
plan normal à (C), cela n'aura lieu qu'autant que l'angle 0 ne variera 
pas le long de (C). Au fond, cette observation coïncide avec celle faite 
par Joachimsthal, d'où il a déduit que le plan d'une ligne de courbure 
plane coupe la surface suivant un angle constant. 

Ainsi, exprimons que, le long de (C), tangO ne varie pas, et nous 
aurons l'équation en du et dv des plans principaux du pinceau consi-
déré au § 118. On trouve ainsi 

|(— V du -h D g dv)A' -l· (fD du — Qdv)l¥~\(Grdu 4- Hrfe) 
— (G'du 4- H'<A})[(— Vdu-hDgdv)\ +(fDdu — Qcfc)B| = o. 
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Substituant à~ sa valeur en fonction de tangO, on retrouverait l'équa-

tion établie plus haut. 

122. Equation des images principales relatives à une trajec-
toire. — L'équation qui détermine les images principales du pinceau 
des tangentes aux courbes (C) est développée : 

du*|- P(AG' - GA')-f-/D(BG' — GB')) 
-hdudi<\-P(AH-.IIA#)+£'D(A(î'-

 GA ) 

+/D(BH'~ IIB ) - Q(B(î'- GB')J 
Q(BH'~ IIB')-4-#D(AH'- HA') o. 

Si l'on exprime que ces deux directions sont conjuguées, on trouve 

/( Bir - IIB ) -h g (AG' - GA' ) = o. 

«|iii est indépendante de la forme de la surface. 

123. Recherche des faisceaux de courbes identiques entre elles, 
normales à des surfaces. La surface enveloppe des plans est appli-
cable sur la sphère. Equation différentielle des courbes. — Comme 
première application, cherchons s'il est possible de trouver des courbes 
identiques qui soient normales à des surfaces. 

Soit (C) l'une de ces courbes et Ρ un point de son plan qui lui soit 
invariablement lié; on peut toujours supposer que le réseau (M, e) a 
été choisi parallèle à deux droites lices invariablement à C; soient à 
chaque instant a et b les coordonnées du point P. 11 est clair que, si l'on 
exprime ρ en fonction de la distance p

{
 de Ρ aux tangentes de (C),on 

aura séparé, d'une part, les quantités fonctions de (w, r), et, d'autre 
part, celles qui ne tiennent qu'à la courbe elle-même. On a 

ρ = acosç -h ^sin^ />,, 

où p, est une fonction de 9 seulement. Substituant dans l'équation de 
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condition, il vient 

[(»-'&)(£-«&) 
_ ( g+ é din(# { }¤ # { [ | `\^d s d 

+ [ + da du ) + do g un'{ [ | `\ ^ @ ] }}}]@ùjj 

+ [ (g +dn dbv ) dj giuen+ db du (}[{[|`( £¤pd_j'(cos 

R(/>i ·+■ η cos ο 4- h sin s) fg 
R1R2 

Telle est l'équation différentielle de la courbe cherchée. Elle doit mani-
festement, d'après l'hypothèse, être indépendante de u et e, ce qui ne 
peut avoir lieu que si chacun des termes fonction de M, V divisé par 
KiK« , , , 

Mais il résulte de ceci, tout d'abord, que a cl b sont constants. 
L'équation se réduit immédiatement et devient 

- R-R»
+R

·
R

* tjIS ($
sin

?
+
 ΐ

cos
? -

a) 

+R<u» (- ΐcos?+'ιξ:sin? - ή 
= R(/?, 4- a coss-μ b sino). 

On voit aussi que le produit des rayons de courbure principaux 
de (O) doit être constant. La surface (0) est donc applicable sur la 
sphère ou sur la surface de révolution qui admet pour méridienne la 
traclrice. 

On remarquera que les quantités y—f^dv ^°^
vcnl

 ^
lre aussl 

constantes, mais ce sont les courbures géodesiques des (u) et (e). 
D'après un théorème dû à M. Liouvillc, toute ligne faisant un angle 

constant avec (u) ou (c) aura aussi sa courbure géodésique constante; 
on pourra donc prendre tels axes que l'on voudra autour de ( Ο ), et 
l'équation conservera toujours la forme ci-dessus; mais il est un sys-
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lèmc d'axes qui s'impose naturellement : je veux parler de celui pour 
lequel les lignes (e) seront géodesiques. On obtient ainsi le réseau des 
méridiens et des parallèles de la surface de révolution sur laquelle (O) 
est applicable. 

On doit avoir, d'après ce qui précède, 

`f= I à) fg gdrt=1ÖPOK. 

et, d'après une des formules de Godazzi, 

I R1R2 + 1 g d2 du' 

on en déduit sans difficulté 

1 R1R2 + 1 H2 =0 

niais notre équation devient 

K'_ K (srsin? + Ίς cosî - a) 

= (ρI + (ρ, + a cosç + ésin?); 

il convient de poser 
b = o1 a — — K, 

ce qui conduit à l'équation définitive 

IIp
{
 K sin φ — p

t
 cosîpj = o. 

L'origine est maintenant le centre de courbure géodésique du pa-
rallèle; c'est, si l'on veut, le point situé sur l'axe de révolution, lorsque 
la surface est sous la forme de révolution. Si l'on considère deux axes 
rectangulaires, dirigés, l'un suivant OX, l'autre perpendiculairement 
et à partir de la nouvelle origine, l'équation différentielle de la courbe 
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peut s'écrire 
pR = Kx. 

Nous résumerons tout ce qui précède comme il suit : 

On peut déplacer une courbe plane dans l'espace de telle façon 
que le faisceau de toutes ses positions constitue le faisceau des tra-
jectoires d'une famille de surfaces. Si l'on fait abstraction du cas 
des droites, la surface enveloppe du plan des courbes est applicable 
sur la sphère (réelle ou imaginaire). La courbe est telle que le pro-
duit de son rayon de courbure par la distance d'une certaine ori-
gine à la tangente est proportionnel à l'abscisse. 

124. Sur deux cas particuliers auxquels ne s'appliquent pas les 
calculs précédents. — Il y a deux cas particuliers qui ne rentrent pas 
dans la règle que nous venons d'énoncer, ce sont ceux qui infirment les 
calculs exécutés. On remarquera en effet que, dans le courant des opé-
rations (jui ont servi à établir la formule générale ou celle dont nous 
venons de faire l'cxamon, on a multiplié par R et par R, R

2
, admettant 

implicitement qu'aucune de ces quantités n'était nulle ni infinie. Il 
conviendra de les examiner à part. 

125. Système cyclique où tous les cercles sont identiques. — 
Revenons à l'étude particulière des trajectoires planes identiques. 
Rien que l'équation des courbes en question soit extrêmement simple 
en apparence, nous n'avons pu en trouver l'intégrale générale; il est 
seulement une solution particulière mise en évidence qui corres-
pond à 

R = Κ, p~ x. 

Les courbes sont alors des cercles ayant leurs centres aux points de 
contact des plans tangents et dont le rayon est égal à la racine carrée 
du produit des rayons de courbure principaux changé de signe. 

On peut construire un système cyclique dans lequel tous les cercles 
trajectoires sont identiques ; la surface enveloppe de leurs plans coïn-
cide avec le lieu de leurs centres, elle est applicable sur la surface de 
révolution qui a pour méridienne la tractrice. 
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Lorsque les courbes ont toute leur généralité, leurs surfaces trajec-
toires ne font pas partie d'un système triplement orthogonal, car 
l'équation en du, dv des images principales contient encore ρ et H. 
Pour le système cyclique, au contraire, le système existe. 

126. Recherche générale des systèmes cycliques. — Appliquons 
encore les formules trouvées plus haut au cas déjà élucidé différem-
ment où les courbes (G) sont des cercles; on sait d'avance que la solu-
tion a une grande généralité. 

Soient a et h les coordonnées du centre du cercle (G), Il le rayon 
de celui-ci ; on a 

ρ = a cos^ -f- h S1119 -h U, 

où a, b et II sont simplement fonctions de u et c. 

A — a ·+■ Rcos^, Β = h 4- 11 S1119, 

U=7t7, + W [f+l'7777-+ 777,)~ ~ 777t,)' 

(,
 =

 - s,n
?
(/+ b ̂  +

 Tu
) - cos? (a — - ), 

H - ̂  + su. ? ̂  + «
 T

:
fu

 +
 Tf

) - «m 9 [b ), 

11 = cos
?
 (g + a

 Wu
 + ̂ j + sm

?
 ^ - rf-;). 

Kn les écrivant sous la forme 

(i — ~ Mcos^ — Ν sin9» G'-— — M sin9 — Ν coso, 

H — ~ 4- M'sin9 - Ν'cos 9, H'— M'cos9 -h IN'sin9, 

l'équation d'orlhogonalité devient 

NN4 _ MM' R2 fg R1R2 

=sm? ( M ̂  + N 5ÏÏ 4 Tï,t) + cos? ( « 35 + M 7177 + F^û)' 

et il faut que cette relation ait lieu quel que soit Tangle 9. 
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On pourrait transformer cette equation en mettant en évidence 
tang on obtiendrait une équation du second degré par rapport à celle 

quantité, d'où l'on déduirait le théorème du n° 100, à savoir que, si 
des cercles sont normaux à trois surfaces, ils le sont à une infinité. 
Mais on voit immédiatement que l'équation trouvée plus haut ne 
peut être indépendante de 9 que si l'on a à la fois 

NN' - MM' - R1fg = 0, 

(37) MdR + N'dR + bRfg = 0, 

NdR + M'du + afgR = 0. 

127. Réduction du problème à un système canonique. — Il s'agit 
maintenant de ramener ces équations à un système canonique, eYsl-
à-dire d'arriver à ne faire tout dépendre que d'une seule équation aux 
différentielles partielles, les deux autres équations étant ou résolues ou 
ramenées aux quadratures. 

Multiplions la seconde des équations (3 7) par Ν et la troisième 
par M, puis retranchons en tenant compte de la première, il vient 

RS -βΜ-f-AN =o; du 
011 trouve de mémo 

R^ + aiV —AM'=o, 

et il suffira de prendre l'une des trois premières équations pour avoir 
un système complet, déjà réduit. 

Nos deux dernières équations conduisent immédiatement à une 
conséquence bien remarquable; elles peuvent s'écrire, en effet, 

R dR - ada - bdb = af, 

RdR - ada - bdb = bg. 
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Posons 
H *-Oa-h/,a) = 2Z; 

les équations précédentes donnent 

a = fdu, b=gdv 

R2 = 2Z + (fdu)2 + (gdv)2. 

Il est facile de donner une signification géométrique à tout ceci. 
Décrivons de tous les points de (0) comme centres, des sphères 

idles (pie le carré de leur rayon soit égal à — 2Z, leur équation sera 

x* 4- y* 4- z* = — 2Z, 

les équations de leur corde de contact sont 

dL dL 
L / du ' y μ de 

(voir 11" 55). Enfin la puissance du pied de leur corde de contact sur 
le plan tangent, puissance prise par rapport à la sphère enveloppée, 
est 

+2Z + (fdu)2 + (gdv)2, 

c'est-à-dire précisément le carré du rayon du cercle (C). 

128. Interprétation des résultats précédents à l'aide de la Géo-
métrie imaginaire de M. Laguerre. — Il résulte de ceci que Γ enve-
loppe de sphères auxiliaire à laquelle nous sommes conduit par le 
calcul sera imaginaire quand les cercles (C) seront réels, et inverse-
ment. En adoptant les idées de M. Laguerre, sur les transformations 
imaginaires, on obtient ici un exemple intéressant, conduisant tou-
jours à une propriété réelle associée à une propriété corrélative Rap-
pliquant à des quantités imaginaires; lorsque celles-ci deviennent 
réelles, le premier théorème, tout en subsistant, s'applique à son tour 
à des quantités imaginaires. 

Journ. de Math, (p série), tome \ΊΙ. — Fasc. III, 1891. ^4 
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Nous dirons avec M. Lagucrre qu'un cercle est l'image d'un |>oinl. 
<»ιι considérant le cercle comme la ligne double réelle du cone isotrope 
(sphère de rayon nul), passant par le point supposé imaginaire. In-
versement, étant donné un cercle imaginaire, il sera représenté par 
deux points réels qui sont les sommets des cones isotropes passant par 
ee cercle. 

Dans notre espèce, les cercles (C) et les points où les sphères auxi-
liaires touchent leurs enveloppes constituent un système d'images 
réciproques. Kn effet, les coordonnées d'un point de l'enveloppe 
sont 

; - /,ÏV r'~J7TV \/ ~ + {7,h! ) + (^7/.·) · 

et la sphère de rayon nul 

(x-S [| ` \^ @_ç)à`\^@=0 

est coupée par le plan des ΝΛ suivant le cercle 

<>· - ïy+o- - ο»=|2ζ+(
:
^ν+(;^)'|. 

c'est-à-dire précisément le cercle (('.). 

1211. La connaissance d'an système cyclique équivaut à celle 
d'une enveloppe de sphères (elle que les points foeau.c fies cordes de 
contact soient conjugues harmoniques par rapport au.r points de 
contact, et inversement. — Ainsi les trois quantités a, h. Il sont expri-
mées en fonction d'une seule quantité /, et nous venons de montrer 
comment elles lui sont liées géométriquement. Nous avons maintenait) 
à chercher l'équation différentielle à laquelle satisfait Z. car (»11 \<>il 
qu'il faut encore tenir compte de 

NN'_ MM' è_ R"2 DFSq 

mais il se trouve que nous avons déjà effectué les calculs, et même 
qu'on rencontrant ici l'équation précédente nous pouvons immédiate-
ment l'interpréter géométriquement. Ileporlons-nons. en ell'el. an 
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11» «5, et cherchons quel est le produit des distances focales relatives 
au faisceau des droites normales aux plans des cercles (C) et passant 
par leurs centres, ou, si Ton veut, du faisceau des cordes de contact de 
notre enveloppe de sphères auxiliaire. On a 

_\re" 3 d [| `\ ^ @] })à_ , a c{ [ | ` ^ [ | ` \ 

_ ( { `^ @ ç_}]@^\d s nf" ç j h) $ |`\^@]=0 

mais la première ties équations (.'I7) donne 

R2 fe # {[ |` \^ @ ] ( ¤)ç_j u j G devf$*3 Q é" 
II, H

s
 ^ V' du fidv ) dv fdu ' 

~~ (dû ~~ xdï'") \dr ~ Jïïû V ~-

de telle sorte que cette dernière équation équivaut à la relation géomé-
I ri< 111e 

R2= _ZRc2 

Mais si ζ désigne la distance d'un point de l'enveloppe de sphères au 
plan \OY, on a vu que 

ll2 = — ζ-; 

on a donc définitivement 
ζ- — = ο (' ), 

130. Équation différentielle du problème el definitive. Intégra-
tion dans le cas oil (Ο) est développable. — Il faut aussi former l'équa-
tion différentielle des systèmes cycliques. Prenons les coordonnées 
symétriques imaginaires, nous aurons immédiatement (d'après les for-
mules du n° 60), 

(38) 4 dlog \\ dix+Y 2 |`^]#@]]^jda dy bu=0 

ζ2 = —(2Z H- !\\%ab)', 

(') Le Mémoire original donnait dans cette dernière équation le signe + au 
lieu du signe —. 
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ΛΤ, e ont les significations habituelles : 

d'L , d'A 
a~ l*ity )*dy ' 

d-'A 
λ2 dvdj 

Oil ne peut songer à intégrer (!58) d'une laçou générale, le problème 
étant du moine ordre que celui de la recherche de toutes les surfaces 
applicables sur une surface donnée. Mollirons seulement eonimonl on 
intègre lorsque la surface (O)esl développable. Dans ce cas, l'équation 
se réduit à 

/ \3 / d" (H> t ν 
- 1 <77 ,7»· = " ( 

on peut toujours supposer que le λ est égal à l'unité puisque la surïae·' 
est applicable sur le plan ; par conséquent, il vient simplement 

(/ + 2 ,777/7·) ~ 1 77- 77? ^ °-

Posons 

Z +xy 3 )=1 

et l'équation se ramené à la forme bien connue 

'(d 2 Dc Du yu)2 _ d"nd {[|`\^@@^\ 

dont l'intégrale s'obtiendrait en éliminant le paramètre a entre les 
équations 

3, = a.r-l·/ (α)/ - - Κ (a), 
o= .r+/'(<*)/—F'( a). 

?) L'intégration tie cette équation a été faite par M. Tresca. ingénieur des 
Ponts et Chaussées, auquel nous avions communiqué l'équation générale des sys-
tèmes cvrliques. 
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131. interprétation géométrique de Γ intégrale précédente. — 
Il est fort facile maintenant d'interpréter ces résultats. Remarquons 
que l'on a, en passant aux coordonnées rectangulaires u el ρ pour les-
quelles 

x -h iy z=u, χ — iy — r, 

l- = IlI α — if (e)| 4- c|* -+- if 0)|- F (β), 
u /f 11 - if'(i)\-h r| τ + ί'/(α)|— Ι'"(α), 

rutin 

Z= s- u2 + v2 ^£ 

u el c sont les coordonnées rectangulaires «lu point O, centre de la 
sphère de rayon y/— 2Z. Calculons les coordonnées d'un des points de 
l'enveloppe des sphères;d'après la théorie qui précède, elles sont. rela-
li\eineul à la nouvelle origine. 

„ (tr d'L 

#^@s= _ 2| + Z 'dZ di + dZ dvb) 

niais l'équation en c peut s'écrire 

|[`\^s= uB +vq [(]-d 

<> = // ■+■ ,·φ'(^)_ Φ'(β); 

on en déduit sans peine 

? = ?> Ά = ?(P), 
('il)) ζ'+^+

Ϋ
(?)»=2Φ(«1). 

Ainsi les coordonnées de l'enveloppe sont des fonctions d'un même 
paramètre; donc chacune des nappes de cette enveloppe se réduit à 
une courbe gauche, si l'on suppose (O) aplanie. 

152. Définit ion directe cl sans imaginaires des systèmes cycliques 
dont les plans enveloppent une développahle. — Mais ceci ne suffit 
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pas. car à chaque point de la courbe gauche correspond un cercle, cl 
pourtant il y a une infinité de points, tels que O, qu'il faut considérer 
connue associés au même cercle. Quel est le lien qui existe entre les 
points et l'un des cercles? (l'est ce qu'il s'agit d'établir. Cîéomélriquc-
iiu'iit on voit bien que tous les points Ο correspondant à un point M 
de la courbe gauche (M) doivent être rangés sur la trace du plan nor-
mal à (M), et analytiqueinciil on voit que l'équation du lien de ces 
points () est 

// -h c f(rf) - Φ'(β) — ο; 

mais lorsque la courbe gauche est imaginaire (ce qui est le cas intéres-
sant, puisqifalors seulement les cercles sont réels h comment la droite 
lieu des points Ο est-elle liée aux cercles? Ka est égal au carré du ζ du 
point M changé de signe; donc, en vertu de l'équation (*h)), celle du 
cercle image du point M est 

C
3

— '>Ji\\ — 2»'^(Β) = — 2Φ(Β), 

cl si l'on cherche la corde de contact, lorsque β varie, il vient 

" ·+- · ?'(?) — <!»'(?) = <>· 

ce qui est précisément la droite lieu des points () associés an cercle 
image du point M. 

Mn résumé, pour obtenir le système eyclique le plus général, ad-
mettant comme enveloppe une surface développable, il faut tracer 
dans un plan une enveloppe de cercles arbitraire, mener toutes les 
cordes de contact, puis enrouler le plan comme on veut et faire cor-
respondre à chaque point d'une corde de contact le cercle qui lui a 
donné naissance. 

lâô. L'équation différentielle des surfaces trajectoires des 
courbes planes est indépendante de la forme de (O). Propriétés com-
plémentaires du système cyclique à cercles identiques. —- 11 n'a cer-
tainement pas échappé que l'équation donnée au ηυ 120, des surfaces 
trajectoires d'une famille de courbes planes, est indépendante de la 
forme de la surface (O), de telle sorte que, si l'on a intégré les trajee-
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loirus pour uno forme de (O), cette intégrale convient à toutes 1rs 
formes. Dans le cas particulier que nous venons de traiter, les surfaces 
trajectoires des cercles se réduisent, à la limite, aux courbes trajec-
toires orthogonales des cercles tracés dans le plan. 

Il convient aussi de signaler que, lorsqu'un système cyclique est 
l'orme de cercles identiques, les surfaces trajectoires sont toutes appli-
cables sur nue surface de révolution. Dans ce cas, on a, on effet, 

Λ = krosf. Il = Κ sin φ. 

<i = eos?, 11 = # sin 9, 

(ί' = — sin 9, H' = #cos5, 

/· — j!e. — λ 

I/équation qui donne les du cl de des lignes principales doit être la 
même pourlous les points du cercle, puisque tout système cyclique esl 
triplement orthogonal; au demeurant, en substituant les valeurs qui 
précèdent dans l'équation du n° 122, il vient 

tlu*l) r/tfi/cCPg -f- (J)-h di'2<^-l) = o, 

ijiii n'est autre chose que l'équation des lignes de courbure de (O): 
mais l'on sait que, dans un système cyclique, le lieu des foyers des 
faisceaux formés par les normales aux surfaces trajectoires se compose 
de deux diamètres conjugués, tangents aux directions qu'il faut suivre 
pour que les cercles soient lignes do courbure sur les surfaces élémen-
taires correspondantes. Dans le cas présent, comme l'angle de ces 
diamètres esl droit, puisqu'ils sont dirigés suivant les tangentes princi-
pales à (O), il est clair que le produit des rayons de courbure princi-
paux sur chacune des surfaces trajectoires est égal au carré du raxon 
constant- des cercles, changé de signe. Ce qui précède complète ce que 
nous axions à exposer au sujet de ce système cyclique si bizarre. Pour 
résumer ses propriétés, nous dirons : Le système cyclique device de 
révélés identiques admet pour l rajecioircs des surf aces applicables 
sur lu surface enveloppe du plan des cercles et sur la surface de 
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révolution ayant pour méridienne la Iraclrice. Sur toutes ces sur-
faces?, les lignes de courbure se correspondent. 

151. Intégration des systèmes cycliques lorsque la surface en-
veloppe des plans est un point. Dans ce cas ils sont toujours ortho-
gonaux à une sphère fixe. — L'équation clos systèmes cycliques 
s'intègre aussi dans un cas autre que celui des surfaces dévoloppables, 
c'est lorsque la surface enveloppe (O) se réduit à un point. Dans ce 
cas la formule (38) disparaît; mais il est facile de la préparer, de lellc 
sorte* qu'elle donne encore la solution du problème. 

Supposons d'abord que (O) soit une sphère, ou a, si Κ désigne le 
rayon, 

4 K 2 d2 dien^'"= 

cl l'équation des systèmes cycliques est 

)=p -4 '(+ 4 DZD+d@\`@]kd)d + 

X [(1+2 d sà ç` {] }^ [` #^ {\ @-4 d dy dei,vdZ 

Considérons la sphère de rayon unité et exprimons (oui on fonction 
de ses éléments, images semblables à ceux de la sphère considérée, el 
aussi en fonction du rayon de celte sphère. Il suflit manifestement de 
remplacer λ par λΚ (où λ est relatif à la sphère image), 

l/équation du problème peut donc s'écrire 

-4 (2KZ 2 + 4 dZ dx dz dy +1 2vk;) d2 log fc dube+Y2 

X |(k--h a λ,
 (iv (/)

.) ι dl.
 (fj

.)
 ((y ()>(/r)j — ° 

avec 

d2 log Y dxidnr=o 

si l'on passe à la limite, Κ devient nul; il reste 

^dZ dx + \^') )^¨$e:d decx dde = se0se e 
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mais on ignore ce qu'est au juste la fonction Ζ. 11 convient de remon-
ter à l'origine de la question. Supposons que (O) soit une sphère donl 
In rayon Κ tende vers zéro, et prolongeons à chaque instant les nor-
males à (O) jusqu'à la rencontre de la sphère de rayon unité qui lui 
est concentrique. Prenons également sur cette sphère des axes instan-
tanés parallèles à ceux qui pivotent autour de (O). Soient a, b, Il les 
quantités qui définissent le système cyclique; il est clair que a et h 
sont à la fois les coordonnées du centre du cercle par rapport aux deux 
systèmes d'axes. 11 faut remplacer/ et g par Κ./, K.£ et II, ll8 par ΚΛ 
Dans ces conditions, les équations du n° 127 deviennent 

RdR do + Re= -# {[ | `\=0% 

K7iv - " ΤΛ - Λ ,/Γ· = -

cl colle du n° 129 donne 

"v>+(*/+1 + S
1

') (
K

*
 +
 t

 +
 jL·") 

_ d('dibg du _ d ç^'oà -(à _ç'",s'àçfv=%f 

Si Ton passe à la limite, il vient 

U<>) Ua = eaH-^- Ca. 

où G désigne une quantité constante (et cette équation remplace les 
deux premières du système primitif), puis 

R2f dg + dg ( dga,+ b d'(ns=)@]}' 

( \1 ) < 
+ drf gdv-à dj('|]}[|`t_)_tu"'à)uv+ dfi'(jç"'=o 

L'équation (4o) exprime que tous ces cercles sont normaux à la 
sphère de rayon C qui a pour centre celui de la sphère de rayon 
unité. Ce résultat découle aussi à première vue de l'intégrale géomé-

Journ. de Math. (4* série), tome VII. — Fasc. III, 1891. 35 
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trique, car ici les spheres auxiliaires ayant même centre doivent coïn-
cider toutes; on doit donc avoir 

a2 + b2 é"\^@=C 

et puisque généralement 
ζ" «-He, 

on trouve 1 equation (4())· 
Ainsi : Lorsqu'un système cyclique est tel que les plans de tous ses 

cercles passent par un point fixe, chacun des cercles est orthogonal 
à une sphère fi.ee ayant ce point fi.ee pour centre. 

155. Sur l'intégration analytique du problème. — 11 faut encore 
intégrer l'équation (4i) pour obtenir le système cyclique le plus géné-
ral; mais, géométriquement, on sait que le problème est résolu, attendu 
qu'il suffit de se donner une des surfaces trajectoires du système, et 
qu'on peut la prendre arbitrairement, ainsi qu'il a été démontré au 
il» 106. 

On peut désirer arriver par l'équation (41) clle-niènie au résultat 
que nous venons d'énoncer. 

Soient en général ξ et η les coordonnées d'un point M situé dans le 
plan tangent de la surface de référence et tel que le plan tangent à 
(M) soit perpendiculaire à celui des XY, et fasse, par exemple, l'angle 
ç avec l'axe des X, on doit avoir manifestement et quels que soient du 
et de, 

— ΛΧ sin9 -h A Y coss = o, 

et, d après nos formules (F), ceci revient à 

~sm? (/+■ έ, + ύ·τή + cosî U - 75Γ· = "· 

-sm ? U ~ ν
+COS? +

S.·
+

w> ν
=

"· 

L'équation d'un cercle de rayon 11 et normal à chaque instant à (M) 
est 

Xa 4- Y2 + ξ2-h η2 — aR(? cos<p -+- η sin^) 
— 2Χ(ξ — Rcoso) — 2 Y (η — Rsin9)= ο. 
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Lu puissance du point 0, par rapport à ce cercle, est donc, en gé-
néral, 

— 2Z = ξ*-ί-η2 — 2U($cos9 4-ηβίηφ), 

el les coordonnées du centre sont 

a — \ — Rcosç, & = η — Rsincp. 

Conséquemment, clans le cas où (O) se réduit à un point, nous savons 
d'avance que l'intégrale du problème est représentée par le système 
suivant d'équations simultanées 

β = ξ—Itcos^, Ζ» = YJ — Il sin φ, 

(? = ξ*Η-η2— 2li(?cos9 -f^sin?), 

- fi" ? (as + ïM + cosî (J - jh· ξ) = °· 

- si"î (al
 cos? © +

 jfat) = 

La vérilication analytique se fait sans difficulté. 

I .">(>. Nous devrions encore ramener le problème à ne dépendre que 
d'une seule écpiation aux différentielles partielles du second ordre, 
dont l'intégrale serait, par cela même, implicitement trouvée: celle du 
n° 131 y répond ; on pourrait ainsi faire des rapprochements intéres-
sants, mais nous avons déjà trop insisté sur ces questions de détail. 

Le Chapitre que nous terminons devrait être bien plus développé ; 
il pourrait comprendre, par exemple, la recherche des courbes algé-
briques trajectoires orthogonales de surfaces; mais, ainsi étendu, il 
devrait faire l'objet d'un travail spécial. 

CONCLUSIONS. 

137. Notre but, dans le Mémoire que nous venons de rédiger, a 
été de montrer avec quelle facilité la Géométrie autour des surfaces 
permet d'aborder des questions, même très complexes; nous souhai-
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Ions que les applications choisies paraissent dignes d'intérêt et d'études 
spéciales, mais nous aurons surtout atteint notre but, si Ton reconnaît 
qu'en effectuant autour des surfaces des constructions tout intégrées 
on peut créer une véritable (îéométrie analytique qui marque un cer-
tain progrès dans la marche continuelle des opérations mathématiques. 
Nous aurions voulu ajouter à ce qui précède des Chapitres sur la re-
cherche des couples de surfaces applicables, sur le mouvement cl"un 
corps assujetti à quatre conditions, niais le temps nous fait absolu nient 
défaut; nous comptons les adresser prochainement à l'Institut, si nos 
recherches mathématiques actuelles y trouvent un accueil favorable. 

OraKuigaan, 3o mai tS^ii. 

\OTK. 

Le Mémoire qui précède a été présenté à l'Académie des Sciences pour le prix. 
Dalmont; il a fait l'objet d'un Happort de M. de la Gournerie (Comptes rendus 
de l'Académie des Sciences, t. IAXXIV, p. 81 iL 
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