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SUR LES FONCTIONS PÉRIODIQUES DE DEUX VARIABLES. i.)7 

Sur les fonctions périodiques de deux variables', 

PAR M. P. APPELL. 

INTRODUCTION. 

Les fondions doublement périodiques d'une variable qui se com-
portent, à distance finie, comme une fraction rationnelle, peuvent 
tontes, ainsi qu'il est bien connu, s'exprimer par des combinaisons 
rationnel les de fonctions Θ d'une variable. Apres la découverte des 
fonctions Θ de plusieurs variables faite par Gôpel et Rosenhain, on a 
dû se demander immédiatement si toute fonction de η variables avec 
•2 η groupes de périodes, se comportant à distance finie comme une 
fraction rationnelle, pourrait être exprimée à l'aide des fonctions Θ 
de η variables. Au premier abord il semble que non, car les périodes 
d'une fonction Θ de η variables ne peuvent pas être choisies arbitrai-

rement : elles sont liées par n ^ n ~ '^ relations bien connues.Cependant, 

dans une conversation qu'il eut avec M. Hcrmite en i860, Rie m an η 
avait affirmé que ces relations doivent nécessairement exister entre 
les 2 ti groupes de périodes d'une fonction de η variables, tout au 
inoins après une transformation d'un degré convenable effectuée sur 
ces périodes ; mais il n'a donné aucune indication sur la méthode qui 
l'avait conduit à ce théorème d'une importance capitale. M. Weierstrass 
a, depuis, annoncé à quelques-uns de ses élèves qu'il possède une dé-
monstration de ce théorème ; mais il n'a ni publié ni indiqué la méthode 
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158 1». APPELL. 

dont il fait usage ('). Dans une Note présentée à l'Académie des 
Sciences le 8 décembre 1883, MM. Poincaré et Picard, s'appuyanl sur 
ce théorème de M. Wcicrstrass (#) que (« + i) fondions dn η va-
riables à 2ii groupes de périodes sont liées par une relation algé-
brique ont donné une démonstration du théorème de Riemann fondée 
sur la considération d'intégrales de différentielles totales et sur la 
théorie des intégrales abéliennes. 

En me bornant au cas le plus simple de deux variables indépen-
dantes, je me propose, dans ce Mémoire, de traiter directement la 
question. Partant de l'expression d'une fonction de deux variables, 
sans singularités essentielles à distance finie, sous forme du quotient 
de deux fonctions entières, telle qu'elle résulte d'un théorème de 
M. Poincaré (3), je montre que, si cette fonction admet quatre paires 
de périodes, on peut toujours les amener à vérifier la relation de 
lliemann et exprimer la fonction par le quotient de deux fonctions 
entières composées avec des fonctions Θ de deux variables. Je n'ai 
donc pas à m'appuyer sur l'existence d'une relation algébrique entre 
trois fonctions de deux variables à quatre paires de périodes : la mé-
thode suivie permet, au contraire, de démontrer l'existence de celle re-
lation. 

Pour appliquer d'abord la méthode à un exemple simple, je com-
mence par traiter le cas des fonctions d'une variable à deux périodes, 
en m'appuyant sur des résultats relatifs aux fonctions entières, dus à 
M. Guichard (4); puis, je traite, par une méthode toute semblable, le 
cas des fonctions de deux variables à quatre paires de périodes. Le 
Mémoire se termine par quelques remarques sur les fonctions de deux 
variables avec deux paires de périodes. J'ai laissé de coté l'étude 
des fonctions à trois paires de périodes qui peut être faite de la même 
façon. 

Les principaux résultats contenus dans ce Mémoire ont été indiqués 

(') Voir une Lettre de M. Weierslrass à M. Borcliardt, Journal de Crelie. 
t. 89. 

(8) Monalsberichle ; 18(h. 
(3) Acta mathematica, t. II. 
(*) Annales de VEcole Normale: 1887. 
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clans deux Notes que j'ai eu l'honneur de présenter à l'Académie des 
Sciences dans les séances des 6 et 27 janvier 1890. 

Le premier Chapitre est entièrement consacré à la démonstration 
du théorème préliminaire suivant : 

Étant données deux fonctions entières H (a?, y) et Κ (.χ·,/) de 
deux variables indépendantes, vérifiant l'identité 

HO,/ ■+■ 1) - H(.r,/) = Κ(.<· + ι,/) - Κ(.τ,/), 

il existe une troisième fonction entière Cr(x,y) vérifiant les deux 
équations 

(x(.r-+-1,7)- U(*,7) = H(.r,y), 

G(;e.y -h t) — G(x,y) = Κ(χ,χ). 

CHAPITRE I. 

THÉORÈMES PRÉLIMINAIRES. 

I. Dans un Mémoire intitulé Sur la résolution de Véquation aux 
différences finies G(a: -+-1) — G(xr) = H(j?) (Annales de l'Ecole 
Normale, novembre 1887), M. Guichard a démontré le théorème sui-
vant : 

Étant donnée une fonction entière quelconque H(c ), il existe une 
autre fonction entière G (s) vérifiant l'équation aux différences 
finies 

(0 G(; + i) - G(;) = H(;). 

Comme le fait remarquer M. Guichard, on sait trouver la fonction 
G(v) quand H(s) est un polynôme 

H ( s ) = a9 a, ζ -+-... -f- a
H
zn\ 
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il suffit pour cela de se servir des polynômes de Bernoulli ^
n
(s) qui, 

pour s entier positif, expriment la somme des puissances des 
(r — i) premiers nombres entiers 

Q0 (z) = z-1, q1 (z) = z(z-1) 2, q2 (2) = z(z-1)(2z-1) 6,... 

polynômes qui vérifient l'identité 

qn (z+1) - qn(z) =z" 

en vertu de cette identité, on aura une fonction satisfaisant à Γ équa-
tion (i) en prenant 

Γ.(γ) = ct,o
n

( z) -h -h ... -h α,,ο,Α.ζ): 

la fonction entière la plus générale vérifiant l'équation (i) sera évi-
demment égale à(»(j) augmentée d'une fonction entière admettant 
la période ι. 

Lorsque H (s) est une série entière convergente pour toutes les va-
leurs de ζ (fonction entière ) 

ll(- ) — ^ h—... —i— ci
n
z"-1- .... 

la série 
q0q0(z) + a1q1 (z) +..+ an qn (z) +.. 

n'est pas toujours convergente; on ne peut donc pas étendre aux fonc-
tions entières la méthode élémentaire suivie pour les cas où ll^;) <»st 
un polynôme. M. Guichard arrive à former dans tons les cas la fonc-
tion G(s) cn construisant, à l'aide d'une intégrale définie renfermant 
un paramètre variable z, une fonction qui a des lignes de discontinuité 
ou coupures du genre de celles qui ont été envisagées pour la pre-
mière fois par M. J [ermite ( Journal de Crelle et Cours pro fesse à ta 
Faculté des Sciences)', il fait ensuite disparaître ces discontinuités et 
obtient la fonction cherchée. 

Nous modifierons de la façon suivante la méthode de .M. Guichard. 
Nous formerons, à l'aide d'une intégrale définie aliénée de coupures. 
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des fonctions entières ψ«(5) vérifiant les identités 

ψ«(- + ΐ) -ψ//-)= C 2> ···»*) 

et se comportant, quand η est très grand, de telle façon que, si 

H(z) = a1+ a +z+ a2z2 + ... an z" +.. 

est une série convergente quel que soit z, il en soit de même de 

(»(c) == α^ψ0(-) -+- α,ψ,(5) -4- α2ψ2(~) H-... -+- α„ψ«(-) H- .. · : 

celle dernière série définira alors une fonction entière G (s) répon-
dant à la question. Il est évident que les fonctions ψ

Λ
(-) ne diffèrent 

des polynômes de Bernoulli 9„(-) que par une fonction entière admet-
tant la période ι : c'est ce que nous vérifierons, en nous servant des 
expressions des polynômes de Bernoulli par des intégrales définies 
données par M. llennite. 

2. Soil η un nombre entier positif; considérons, en suivant la mé-
thode de M. (luichard, l'intégrale définie 

Hn (z) = F +C oke)=i'nvsùsd,njfzàç'",ncuedsz 

l'intégration étant étendue aux valeurs réelles de /, i désignant l'unité 
imaginaire positive et ζ une quantité imaginaire χ ·+-yi. Cette inté-
grale a un sens bien déterminé quand la partie réelle de - n'est pas 
un nombre entier, positif, négatif ou nul. Si ζ est de la forme m -h /0. 
m étant un entier cl 0 une quantité réelle, il y a dans l'intégrale ιιιι 
élément infini correspondant à / = 0. 

L'intégrale 1I«(-) définit donc une fonction de ζ admettant pour 
coupures les parallèles à l'axe des quantités imaginaires ayant pour 
équations 

./· = ο, χ = zt ι , χ = ± 2, .... 
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D'après les propriétés des intégrales affectées de coupures, données 
par M. Hermite (voir le Cours professé à la Faculté des Sciences), 
l'intégrale Π

Λ
(ί) tend vers une limite quand ζ tend vers un point de 

l'une des coupures; mais cette limite est différente suivant que ζ tend 
vers la coupure en venant d'un côte ou de l'autre. La fonction 1I„(5) 
possède évidemment la période 1, puisque le changement de ζ en ζ ■+■ τ 

y\ 

)L "*"v 

Ti T7 ô ... ~71 +3 ΊΕ> 

n'altère pas les éléments de l'intégrale. Considérons la bande indéfinie 
comprise entre les deux droites parallèles oc = o, a? = 1 (cette bande 
esl couverte de hachures dans la figure); la fonction Π„(5) esl uni-
forme dans l'intérieur de celte bande; nous conviendrons d'appeler 
valeur de Π

Λ
(ζ) en un point de l'un des bords de la bande la valeur 

limite vers laquelle tend Π„(3) quand - tend vers ce point en venant 
de Vintérieur de la bande. Ces valeurs de ITrt(j) dans la bande 

ο < ./· < ι 

étant supposées connues, les valeurs de ΙΙ„(3) en tous les autres points 
du plan s'en déduiront par la formule 

1LÙ "+"1 ) — Hn (Z). 

Si λ et ρ sont deux points infiniment voisins situés en face l'un de 
l'autre sur les deux bords de la coupure Ογ(χ = ο), ρ à droite, λ à 
gauche, on a, d'après les théorèmes généraux de M. Hermite, 

Π
η
(λ1-Π„(ρ) = ρ«. 
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Le point p, = λ H- ι est dans la bande ombrée infiniment près de la 
coupure χ = ι ; comme on a 

Π„((Α) = Π
Λ
(λ 4-1) = Π

Λ
(λ), 

on voit que 

(2) H
a
([x) — II„(p)= p". 

( loin posé, considérons une fonction ψ„(-3) définie par les deux con-
ditions suivantes : i° pour tous les points ζ situés dans la bande om-
brée (comprise entre les droites χ = ο, χ = ι) et sur les droites limi-
tant cotte bande, on a 

ψ.<5) = 11.00; 

pour tout autre point du plan, la valeur de ψ„(^) est définie par la 
relation 

Ο ) ·{/„ (--hi) — ψ„(τ ) — Ζ 

Celte fonction ψ.(ϊ) n'a plus de coupures : prenons, par exemple, 
le point 

V = ρ -+- I 

situé en face de p. sur l'autre bord de la coupure χ = ι : on a, par dé-
fmilion, 

Ψ»(ν) = ψ«(ρ + 0 = Ψ«(ρ) + 

d'autre part, d'après (2), 

Ψ.<(*) = Π,((Λ) = ΙΙ,(Ρ) + Ρ"; 

comme ψ„(ρ) = 1I
W(ρ), on voit que 

ψ.(ν) = ψ«(μ): 

la fonction ψ„ est donc continue quand on traverse la coupure χ = ι. 
La relation (3) montre alors qu'elle est continue sur toutes les autres 
coupures. 
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( >lle fonction ψ«(τ) est donc une fonction de ζ holomorphe dans 
tout le pl.in, c'est-à-dire une fonction entière. Nous ne nous arrêterons 
pas à démontrer que cette fonction admet une dérivée : cela résultera 
d'une vérification que nous ferons plus loin (n° 5), en montrant que 
ψ„(-) est égale au polynôme de Bernoulli 9

n
(z) augmenté d'un poly-

nôme entier en e2™1 et e~21t". 

5. Valeurs de la fonction ψ„(-) quand η est très grand. — Sup-
posons d'abord la partie réelle de ζ comprise entre ο et 1 ; alors ψ„( s) 
est donnée par l'intégrale 1I«(-), 

Qn (z) = F -d +d esdnei("m_é"^vjv=ds,j+ds+sd-gjhq_"'nds 

où le module de _
irl

 _
 si

 reste, pour toutes les valeurs de /, infé-

rieur à une limite fixe positive A. 
Considérons cette intégrale comme la somme de deux intégrales, 

fune allant de —χ à o, l'autre de ο à +», et, dans la première, chan-
geons t en — t, puis intervertissons l'ordre des limites, nous aurons 

Qn_ (z) = quneoç'jdm',f=d,"çgmsdnhgds)à"',shsm(_bv,hsznfdpùrfd:r 

Dans cette intégrale le module de la somme entre crochets est 
inoindre que 2A, puisque le module de chacun des termes de cette 
somme est moindre que A; le module de 

r 
eonè'àvnd_"!s+ 

esl moindre que t*On a donc, en désignant, comme M. Wcier-
slrass, par ! Ζ | le module de Z, 

| ψ,Ο) !<| <·"«* + I aA f f """/"(II. 
t Λ 

En faisant 

2n erudlçdj,s)kdshds'lfdk edss_"kdsnspsi'j 
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011 voit que 

Ju (a«*)*+l Jf (a/iit)"-1-1 (ί/ίπ)"·1·1 drnsls dj'ks=k'ns oe rs i' n ds l m e_' 

quantité évidemment moindre que · Soit, d'autre part, ρ celui 
des modules des deux quantités 

e21 ri dby' dlàç",; 

qui est le plus grand, de sorte que 

|
 c

tmn 0-MKzi I < 2p" ; 

nous aurons enfin 

<4) ΙΨ.ί-)Ι<τ(«)"' 
Pour établir cette formule nous avons supposé la partie réelle de ζ 

comprise entre ο et ι î voyons ce qui se passe quand cette partie réelle 
est nulle. 

Le raisonnement précédent n'est plus applicable, car le module de 

eçv_cz m c;x )j _ di'ùw" 

devient infini lorsque t varie de —χ à -f- x. Supposons donc s infini-
ment voisin de la valeur «0, 0 étant réel, et désignons par ε une quan-
tité positive. L'intégrale définie qui donne ψ

η
(~) est de la forme 

U n(z) = f + e +po F (z' t) dt; 

nous l'écrirons 

>p
n
(z)= f F(z,l)dl-hf F(s

9
t)dt-b f F(z,t)dl. 

•'(i-t-î 

Dans les deux premières intégrales, le module de 

e_ "'np s ù 'o pn"sm' 
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reste inférieur à une limite positive a. Le module de la somme de res 
deux intégrales est donc moindre que l'intégrale 

a ) '( el n o d+ ',ù' sùç dvà j)àd g dl m= | dt )"n ssm' 

puisque les «déments de cette dernière intégrale sont réels et positifs, 
plus grands que les modules des éléments correspondants des deux 
premières intégrales, et que le champ d'intégration est plus étendu. < )r 
cette dernière intégrale est égale à 

2a| e m'n =sn'"ç$lns= kjsç';nhy$s_n'sv' 

qui, d'après ce qui précède (formule 4)» est moindre que 

a| _ p, s d =ç ()= d ), j ù$ 

ρ désignant le plus grand module des deux quantités e21f:i et c~'zzi. Il 
reste à étudier l'intégrale 

f à ° = dF (z't) diuo, 

que nous écrirons comme il suit 

(5) i dp' dà "'jp s$, ( d ç) sù à,' ùs^,i' +^ù ';cx= - sn' + s'=n, s' =, "'b)sn(, =j,"' 

+ iz" f à,'=,', ç',^s_' ^ps_,'p sj'p _hs')kbs^p( 

Quand ζ tend vers i0, la deuxième de ces intégrales 

f )" ù^sk 'jç ') sù= "jc_è ùmsàç,'dte^l 

qui ne dépend pas de /i, tend vers une limite linie; si donc on appelle 
b un nombre positif plus grand que le module de celte limite, on voit 
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qilO 

| ienz f )çv c ù q s è =s u"=) s_,"ù^hd < b| 0|, 

Quant à la premiere intégrale, tous ses cléments restent finis quand 
on y fait ζ = i0, et l'intégrale ainsi obtenue 

I )à_ ,s^è 'n sxè ùs ç,"= ) d_jé^,nd dn )h'ps (sn )qn"k q g'$ d é_ŝ),'s 

l este finie quand η augmente indéfiniment, car tous ses éléments ten-
dent vers zéro ('). Si l'on désigne par c un nombre plus grand que le 
module de cette intégrale, le premier terme de la somme (o) a un mo-
dule moindre que acp". 

< )» a donc, enfin, quand ζ = /0, 

|ψ.(=)ί< " (£)" + <Ί°Ι"+ ·■"?"> 

ou, en appelant^ le plus grand des nombres 0, 2c, et λ le plus 

grand des nombres 101 et p, 

|ψ/,(-)| < «Αλ", 

formule analogue à (4). En résumé, quand la partie réelle χ de 3 est 
nulle ou comprise entre ο et 1 

ο ~x<C 1, 

le module de quand η augmente indéfiniment reste inférieur à 
une expression de la forme 

2 A λ", 

Λ et λ désignant des nombres positifs indépendants de n. 

i1) Voir, pour la démonstration de ce point, la remarque placée à la (in de 
ce numéro (p. 169). 
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Cette proposition s'étend facilement à des valeurs quelconques de z. 
En effet, la formule fondamentale 

Ψ»(3-μ)=Ψ·(*)-+-*" 

donne les deux formules 

(6) f -+-*)--'-(* + ,)Λ-···-(- + *~ 0", 

* Ψ«(*)= ψ«(- — k) -t- (s — k)"-h(z — k -h I)Λ -hw — I )", 

k désignant un entier positif. Si s a une valeur quelconque, on peut 
toujours choisir k de telle façon que l'une des deux quantités 

s -+■ k | s — k 

ait sa partie réelle comprise entre ο et ι ou égale à o. Supposons, par 
exemple, que (z -H k) remplisse cette condition : la première des for-
mules (6) montre que 

ΙΨ«(") \ = |ψ«(- H- k) \ -h | Sw| ■+■ |(s -h i)"l -K ·1 (z H- A' — i)" |; 

mais on a, comme nous venons de le voir, 

|ψ
Λ
(5 + *)|<2Β|Α"ΐ 

d'autre part, en appelant ν le plus grand des modules des k quantités 

S, 3 I, ..., Sk— I 

le module de la somme de leurs puissances /jième» est moindre que ÂV' ; 
donc 

I Ψ«(ζ) I < sBja" -+- Ανη< 2 Αλ", 

en appelant A le plus grand des nombres 2Β et Ar, λ le plus grand des 
nombres p, et v. 

La deuxième des formules (6) conduit à un résultat identique. 



SUR LES PONCTIONS PÉRIODIQUES DE DEUX VARIABLES. I6Q 

Remarque. — Nous avons admis que le module de l'intégrale 

I _ = F '[ q dç_'nù sà '- qà) dm'ç,q*qj"')js 'n )sn"ùs_j 

Oil 

q (to ^p sn' t )= é 'np s'k) nh p m '^ns)' 

(f, 0 réels, ε réel positif), reste fini quand /2 augmente indéfiniment. 
Pour mettre ce fait en évidence, on peut distinguer deux cas, suivant 
que 0 est nul ou non : 

i° 0 = o. Alors φ(0)= o. Le module du produit 

te~™ 
e~™ -1 

reste, dans les limites de l'intégration, inférieur à un nombre positif 
fixe p. Si donc on partage l'intégrale en deux, l'une prise de — ε à o, 
l'autre de o à + ε, on aura 

IMCa/'jT <
2
P £

 l
"~'

dt
> 

l'Kvf 

Comme ε peut être supposé moindre que l'unité, on voit que le mo-
dule de 1 tend vers zéro quand η augmente indéfiniment. 

2° Supposons θ différent de zéro, positif, par exemple. On pourra 
prendre ε assez petit pour que θ — ε soit positif. Écrivons 

I _àd bn"'ù m 'ùxn+j+9s2 2 1 s h"=j"n jsgé* 

Le module du facteur _
t1tt

—reste encore inférieur à un nombre 

positif p. D'autre part, le théorème des accroissements finis donne 

?(<)-?(0) = (i— O)f'(u) 
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a étant compris entre t cl0, c'est-à-dire positif. Comme 

nu"~l 9.»r.un e*Mtn—p-lnnu 
Y ' gi/tltu _j_ g—çMT\ti _j_ g -innu (.inKit | ç—inr.H * 

<)|| il 
| o'( u ) | < nu"'* (Γ2"™-+- 'inT>u"<r2"™, 

| q' (u) | > n ( 1 u ( + l o n n ç h ')b e_j^àhz )à j h)= 0nd 

Le maximum du produit uc~i1tu étant — , cl le facteur -4-2- res-

tant, dans l'intégrale, inférieur à 4- 27:, on aura 

l?'Wl<#,(dr. + 3,!)(^-
i

)"· 
il'où 

|1| > 2 n d pn ç,s= n s è ) àk j ç_d' ^=ns'n d5 sb 

limite qui tend encore vers zéro pour η infini. 

4. Λ ρ plica ίιυη à la résolution de deux problèmes de calcul fonc-
tionnel. — Prenons d'abord le problème de M. Guichard. Soit 

II(v ) — au 4 ν 4 a
2
z- 4*... 4" a„z" 4-... 

une fonction entière : il s'agit de former une fonction entière (»^3) 
\éri liant l'équation 

(7) .(«(5 4- |)—CÏ(5)= H(s). 

La série 

(1 (ζ ) = αύ(ζ — ι) 4· α,ψ, (r)4- cfjψ2(*) 4-» · .4- αΛψΛ( s)4-... 

converge quel que soit s, car le module du terme général α,,ψ
Μ
(-) est 

moindre que 
2 A | a

H
 ] λ''. 

A et λ désignant des constantes indépendantes de n
)
 et la série dont le 
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terme général est |Λ„|λΛ est convergente. La série G(j) définit donc 
une fonction entière vérifiant l'équation (7)('). La fonction entière la 
plus générale vérifiant cette équation est égale à G(-) augmentée 
(l une fonction entière avec la période i. 

Il est évident que l'on pourra ramener au problème que nous venons 
de résoudre la détermination d'une fonction G,(-) vérifiant une équa-
tion de la forme 

(s| (Ζ -f- (θ ) ^Ζ^= H(z), 

ω désignant une constante quelconque. 11 suffira de déterminer une 
fonction entière G(-) vérifiant l'équation 

G(z+1) - G(z) = H(wz), 
puis (le prendre 

G1(z) = G(z). 

Cherchons maintenant à résoudre le même problème pour des fonc-
tions de deux variables indépendantes. 

Étant données deux fonctions entières y) et K(.r, y) de deux 
variables Χ et y, former une fonction entière (j (X, y) vérifiant les 
deux équations 

(8.) 
c; Ο ■+■1, y ) - «(*, y) = H(x, 7), 

<;<>> y +■ ■)-<»(·«) r) = κΟ> y)· 
Pour que le problème soit possible, il faut que les deux fonctions 

données II et Κ vérifient une certaine équation de condition. Kn effet, 
en changeant, dans la première des relations (8), y en y -+-1 et ajou-
tant à la deuxième, on obtient 

<-i(x+- I, y + I) - Ιί(χ,y) = HO, + KO, y); 

de même, en changeant dans la seconde de ces relations χ en χ -h ι et 
ajoutant le résultat à la première, on a 

<}(λ· + 1, y + ι) - G(x, y) = K(x 4-1, y) -h H<>, y). 

(!) Voir un Mémoire de M. Weibrstrass, Moncilsberichte, p. 723; 1880. 
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On doit donc avoir 

(9) H(®, y +1 ) + K.O, y) = K(x +1 ̂ )+ H(®, y). 

Supposons cette condition remplie; le problème est alors possible 
et l'on peut former la fonction G(ar, y) de la façon suivante : 

Ordonnons H(a?,^) par rapport aux puissances de χ 

H (x, y) = Z (àh + dnb')nki 
#i = U 

les coefficients h
n
(y) étant des fonctions entières de^. Si nous posons 

Λ = · 
L(x,y) =2 Ψ«(

3
·')

λ
»(/)> 

m = 0 

où ψ
η
 (χ) est la fonction définie précédemment, avec la convention que 

ψ
0 (îc) = χ — 1, et si nous désignons par M (χ, y) une fonction entière 

quelconque de χ et y assujettie à la seule condition d'admettre la pé-
riode 1 par rapport â a, 

M(x- + i,y) = M(x,y), 
l'expression 

(10) G(x,y) = L(x,y)-M(x,y) 

définit la fonction entière la plus générale vérifiant la première des re-
lations (8) 

G(;r + i,y) - G(x, y) = H(x,y).' 

Il faut déterminer la fonction M(a, /) de telle façon que la fonc-
tion (10) vérifie aussi la deuxième des relations (8). Pour cela, remar-
quons que, si nous retranchons la relation 

LO -t-1 ,y)~ L(x,y) = H(x,y) 

de celle qu'on en déduit par le changement de y en y ■+■ 1, nous ob-
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tenons l'équation 

L(./ -4- i,y -+-1) — l'(x,y -t-1) — L(&· 4- i, y) -h L(.t\y) 

~ II(X,> -HI)- ll(x,y) 

dont le second membre est égal à 

Κ(*··+■ i,y) - H·1·')') 

en vertu de In relation (9). Ο11 peut donc écrire 

L(./; 4-1, y -h 1) - h- I, y) - K.(.x -h 1, y) 
= L(x,y 4- 1) L(.r, ν) — K(.r, 7), 

ee 11111 montre que la fonction entière 

y) = L(.r,)' + !)- Ux,y) - K(x·,/) p,'= 

ad met la période 1 par rapport à x. 
(letle fonction P(c, y), ordonnée par rapport à y, est donc de la 

forme 
it -.ζ » 

IV, y) =2/"/'»(·τ)· 
η — υ 

les coefficients p„{x) étant des fonctions entières de χ avec la pé-
riode 1. Cela posé, en prenant la fonction G(x,y) définie par l'équa-
tion ( io\ on voit que l'expression 

in.) G( .r, y 4- G — G(.r, y) — Κ (a·, y) 

est identique à 

I la» l'C'·,/) - Μ(χ'θ· + I) -+- M(.e,y), 

où la fonction entière M (m, y) est assujettie à la seule condition 
Jouni. de Math. (/j« série), tome VII. — Fasc. II, 1891. 2d 
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d'avoir la période (i) par rapport à ./·. Prenons pour celle fonction 
l'expression suivante 

η sum 
M(x, y) = E yn(Y) pn(x), 

η η 

0,1 1 ('l oii leseoefficienls/),^./;) soul ceux qui figurent dans 
le développement de P(.c, y). La fonction M étant ainsi déterminée, 
l'expression (12) est nulle : il en est de même de l'expression (11) qui 
lui est égale, et la fonction (i(./·,^') vérifie bien les deux relations (8). 
La fonction la plus générale vérifiant ces deux relations esl égale à 
*■( ·'·'> y ) augmentée d'une fonction entière admettant la période 1 
par rapport à ./; et à y. 

S'il s'agit de former une fonction entière (ί,(./·, )') vérifiant deux 
équations de la forme 

1(x + a, y) - G1(x, y) = H(x, y), 

<ίι(./·, y-h b) - Κ(./·,/), 

on formera, comme nous venons de le faire, une fonction <■(.#·, y ) vé-
rifiant les ileux relations 

( i( ./,· 4- 1 ,y) — < i ( .«·, y) — 11 (A.#·, by y 
(i(./·, )· 4- 1) — (i(./·, y) = k(>r, by). 

nuis l'on prendra 

,:.<ό·)=«;(Η)· 

5. Pour lenniner ce (Chapitre, nous montrerons, eomiue nous 
l'avons annoncé, que la fonction ψ«(-) ne diffère du polynôme de ller-
noulli ιρ„(ζ ) (pie par une expression entière en riK:t et <>-ir'zl. 

Reprenons l'expression de ψ*(-) idle <pie nous l'avons écrite dans 
le 11° 5, en supposant la partie réelle de 0 entre ο et 1, 

Yn(z) = yu-1 f&e2nrzi + e-2nri | e+2rt + e2rzi + (-1)np2rt -p2rzi | mdt. 
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Nous distinguerons deux cas, suivant que η est pair ou impair. 
Γ' Supposons d'abord η impair, « = 2v -t-1 ; nous aurons alors, en 

introduisant des fonctions circulaires à la place des exponentielles 

Q nb çà nh pà j h s ]}{@^}{@{"k;js^ù,ndè 

ou encore, en ajoutant et retranchant l'unité au premier rapport 
eus ·λη -ζ 
cos a nr. li 

q çnd)n' js è=) ns- nls)à n s à b)= hsè- mp,n'-nb'ù_is, cosyu 'b)jn' 

+ i ( -1 = m; 2sin n bv çà sn ++-s b)k*$snds'kf"bvqz 

D'autre part, d'après M. Ilermite (Journal de Crelie, t. 7(J), le 
polynôme de Uernoulli, (;), est donné par la formule suivante, 
où la partie réelle de ζ est supposée comprise entre ο et i, 

Q 'à]#\€€~##{`|^`tdhnb|^@# 

On a donc, en retranchant les deux expressions de 
?av-

f
-i (-)» (>l remarquant que 

2sin2i://— 2 sin2 τ: ; = cos 2 τ: ζ — cos 2^//, 

ψϊν-t-i ( Ό 9av+i ( *» ) 

~= i (-)= {|\^^|{€`jikyur#`[^#€['-rdepzenhb 

Cet to dernière intégrale est évidemment un polynôme en cos 27:;, 
car l'expression 

cosa nrz — cosa/ιπ ti 
cos ΆΤ.Ζ — cosai:// 

est un polynôme en cosqt:;. C'est ce que nous voulions démontrer. 
20 Supposons maintenant η pair, // = 2v. Nous aurons 

{`|\^#{\^€erlshb{\`€{|\^@#\\{#cj s ssd $^snè'ns-j 
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ou, encore, en ajouta ni et retranchant l'unitc an rapport cos2 dn'lms 

qè#{]`@sl ]~^|}€#~@^|^~}~^`~#}#~€r d sl,jcposn'm_é,n-y" 

+ i (-1 =)k s j-émm#{[`^{#^{^|[|[@[rksqan')jnabq,"ga"z 

D'autre pari, d'après l'expression du polynôme de Bernoulli q d2 (z) 
donnée par M. Hermitc {Journal de Crelle, t. 79), on a 

qb ~{~|#`[\#^@]]^`#{~|`[{€ NDSZ7Sqer6526djqsdui(, 

Calculons la différence ψ2ν(-) — 9av(-)« cn remarquant l'idenlilé 

i(
f
,-'2iszi _ COS 2 7C /i ) — sill2TTÎ = /(>0821:3 COS 21://). 

nous aurons 

~#[|#`[#^\{#-

~#``[|#dd j hs y uh 'l é be d hd è' cos #[`#\[{^`[#{\`{#+ |`\sdknzedrojn 

cette dernière intégrale est un polynôme eu e**z' el e ce qui dé-
montre la proposition que nous avions en vue. 

αίΛΙΊΊΊΙΚ II. 

FONCTIONS PKHIODigUKS n'l/NK VAHIAIST.K. 

(>. Soit/(./;) une fonction analytique d'une variable se coin portant 
en tous les points à distance» linie comme une fraction rationnelle. 
Celte fonction peut, d'après les résultats trouvés par M. Weierslrass, 
se mettre sous la forme 

f(c) = énb-_çdkj'e 
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où les fondions %{x) et ψ(.£) sont des fonctions entières n'ayant pas 
de zéros communs. Cette forme n'est pas unique, car on peut évidem-
ment multiplier le numérateur et le dénominateur par une mémo fonc-
tion entière ii ayant pas de zeros, c'est-à-dire par tint· exponentielle 
dont l'exposant est une fonction entière de x. 

Supposons que la fonction /(x) admette une période ω : on aura 
identiquement 

φ(./· -+- ω) »(Λ1 ) 

•l(.v -h ω) ~~ }(.r) 

Celle identité montre que les fondions entières φ (.r-h ω ) cl %(x) 
ont les mêmes zéros; leur rapport, qui n'a ni zéros ni infinis, est donc 
de la forme es'x), g(x) désignant une fonction entière, et l'on a 

r(·* + ^) . _ Ψ(^ + <") άν·> 
'i(a) ψ(χ) 

Soil maintenant //( χ) une fonction entière de .#· vériliant l'identité 

h (./· 4- ω) — //(χ) — g(χ). 
Si nous posons 

#[@],i +- ,*de/ 

ψ,(.*) = ψ(.'Γ) <'-*'·% 

la fonction /'(,e)sera le quotient des deux fonctions et ψ,Ce» 
n'ayant pas de zéros communs et vérifiant les deux équations 

?«( ^ +- ω)— ?.0), ψ,(χ· + ω)= ψ,(·*')· 

Donc une fonction uniforme f(x), sans singularités essentielles, 
qui admet la période ω, peut toujours être mise sous la forme du 
quotient de deux fonctions entières admettant séparément ta pé-
riode co. 

Supposons maintenant que la fonction 

/(x)— liii} 
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admette hup seconde période ω'. On aura encore l'idenlilé 

st(.r-hto') __ fii-r). 
ψ,(^ + ω') ψ, (./·)' 

(ΓοιΊ l'on conclut, comme plus haul, 

q "^{]|^=]~@+ !§sjn"'mç}]~{]ika 

g,(.#■) désignant une fonction entière. 
Comme les fondions γ, (χ) el \x(x) admettent lu période ω,ou doit 

avoir 
tt
g

t
[f+*>) — <>Ζι χ), pt (.£· -+-(*>)= <*t (χ) — 2 /ll'n* 

tt étant un entier. Celte dernière relation, écrite sous la forme 

fi, (·'·' +■ ω) +■ — Ο'' + ω) = fi, (·'') + '·, 

montre que la fonction entière 

g1 (x) + 2 nire d_çà 

admet la période ω elesl, par conséquent, développalde par la formule 
de Fourier en une série de la forme 

g1 +(x) + 2 nir w xc= '@^#] ac;)às,'d# 

Nous pourrons alors déterminer une fonction entière //, (.*·) adiuel-
lant la période ω el vérifiant féquation 

{1.3) t*.Ο W ) - h
x
(x) = g, (.r) -h χ - a 

Kn effet, cette fonction Λ,(x*) sera de la forme 

V r-. -4- oo 
2ν>π * 

h
t
(x)= 2 ̂  ω < 

y =- · 
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cl, en écrivant qu'elle vérifie la relation (ι'ί), on aura 

Ικ
4
(I - 7av)=a

v
, 

où 7 est la quantité e M . Los coefficients /;v sont ainsi déterminés tous 
à l'exception <lc b0 <4 la série obtenue pour A,(./·) est convergente 

pour toutes les valeurs de./;, comme celle qui délinit £",(./;)-f- r: 

cela résulte de c<· que le module de
 (
 ^ reste, pour toutes les valeurs 

entières de v, autres que zéro, inférieur à line limite fixe. Si, pour une 
valeur de ν non nulle, ce module devenait infini, le rapport des pé-

riodes ̂  serait réel et commensurable, et ces deux périodes se rédui-

raient à une seule. La fonction A, (./.*) étant déterminée, si fou pose 

φ(./·) = (χ} c ΛιΜ, 

Y(x) = Y1(x) e-h1(x), 

les fonctions Φ et XV n'auront pas de zéros communs, et la fonction 
/'(./·) sera donnée par l'expression 

A<>-îg{. 

les fonctions entières Ψ et M1* admettant la période ω et vérifiant les 
relations 

1' ί > 
Φ (·Γ + ω')=*' ~+""Φ(./:>, 

Y(x+w') + e 2nirx +noY(x). 

Les fonctions Φ cl Ψ sont développables par la form nie de Fourier 
en séries do la forme 

x=+& v=+x 
Q(x) = E Ave, Y(x) = EBve2vrm; 

V =— χ V - - *· 

on déterminera les coefficients A
v
 et 11,en exprimant que ces fonctions 
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vérifient les relations (j 'i)· Si l'on suppose, comme d'habitude, que 

ilans le rapport'^- le coefficienl de i est positif, on reconnaît que les 

séries ainsi obtenues définissant Φ et ne soul convergentes que si η 
est positif. Les séries ainsi obtenues pour Φ et M* sonl composées, 
comme il est bien connu, à l'aide de fonctions (·). 

On trouve de celle façon, a priori et en pnilnnl de la seule notion 
de la double périodicité, l'expression des fondions doublement pério-
diques par des quotients de fonctions Θ. 

On pourra montrer de même qu'une fonction/(.#·) sans singula-
rités essentielles vérifiant des relations de la forme 

/(./· 4- ω ) -- c'r f (./·), 

/(tf + ft>')=eV·' /<>). 

où /(./·) et f,(.c) sonl des fonctions entières, esl égale au produit d'une 
exponentielle delà forme par un quotient de fondions Θ ( '): ce 
résultat conduit, en particulier, à l'expression des fondions double-
ment périodiques de seconde et troisième espèce. 

CHAPITRE NI. 

FONCTIONS PKIUODIQIKS I»K DEl'X YAIUAIU.KS. 

7. Dans le Chapitre précédent nous avons montré, par une mé-
thode directe, que toutes les fonctions doublement périodiques, sans 
singularités essentielles, peuvent être exprimées par un quotient de 
fondions Θ. Le but principal que nous poursuivons maintenant est de 
montrer, par une méthode analogue, que toute fonction qaadniple-

(') I oir le Mémoire de M. Guichard ( .4 un aies de V Ecole Normale, no-
vembre i88~), ou se trouvent traitées, à on tout autre point «te vue, de nom-
breuses questions de ce genre. 
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ment périodique de deux variables, sans singularités essentielles à dis-
tance finie, peut être exprimée à l'aide des fonctions θ de deux va-
riables. 

Nous commencerons par rappeler quelques propriétés fondamentales 
des fonctions uniformes de deux variables, en complétant, par une 
remarque, un beau théorème de M. Poincaré. 

8. D'après un théorème de M. Poincaré (Acta mathematical t. Il), 
une fonction analytique uniforme f(x,y) de deux variables χ et y, se 
comportant comme une fraction rationnelle en tous les points à dis-
lance finie, peut s'écrire sous la forme 

f (x,y) = Q (x,y) , sinegt 

les fonctions ç(#,y) et ψ(#,/) étant entières, et ne s'annulant simul-
tanément qu'aux points ou la fonction f(x7y) est indéterminée. Pré-
cisons ce dernier point en nous reportant au Mémoire de M. Weior-
slrass : ΕιΊιίμβ auf die Théorie der analylischen Functionen 
mehrerer Veranderlichen sich heziehende Sâize

f
 dont l'exposition 

détaillée a fait le sujet de la Thèse de doctorat de M. Dautheville 
(Paris, 1885). Soit 

x = x0, /=/„ 

un point où les deux fonctions <p et ψ s'annulent. Faisons, comme à la 
page 20 de la Thèse de M. Dautheville, le changement de variables 

x xa—c,, x{ -+- c,2y{, y y0—-+- ctiy^ 

le déterminant des constantes cik 

^ I I ^2 2 C, j Cj | 

étant différent de zéro et les deux séries φ et ψ ne s'annulant pas iden-
tiquement (quel que soit x

{
) pour y

K
 = o. Alors on peut déterminer 

un domaine δ du point x
K
 = o,y

K
 = o, dans lequel on a 

q (x,y=) un#@[\ 
Journ. de Math. (4* série), tome VII. — Fasc. II 1891. 24 
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?o et ψ
0
 désignant des séries qui ne s'annulent pas dans le domaine δ, 

Ρ et Q des polynômes en se,, 

Ρ = ̂  + Pt +... -h Ρμ, 

Q = ar* ·+■ Q,^"14-... ■+■ Q
v

, 

dont les coefficients Ρ,, ..., Ρμ, Q,, Q
v
 sont des séries entières 

en y
K
 dépourvues de termes constants. On peut toujours supposer te 

domaine δ assez petit pour que ces deux polynômes ne puissent 
s'annuler simultanément dans ce domaine que pour a?, = y% = o. 

En effet, formons le résultant de ces deux polynômes : ce scia une 
série entière en y

{
 dépourvue de terme constant. Si ce résultant n'est 

pas identiquement nul
f
 on pourra prendre δ assez petit pour (pie, 

dans le domaine δ, il ne s'annule que pour y, = o; ce qui démontre la 
proposition. Si ce résultant était identiquement nul, quelle que soit la 
valeur attribuée à y

i
 dans le domaine δ, les deux polynômes Ρ el Q 

en admettraient un diviseur commun D de la môme forme qu'eux. 

Ρ = DP', ( ) = DQ\ 

et l'on pourrait trouver dans le domaine δ des valeurs de x
t
 et/, an-

nulant D sans annuler simultanément P' et Q'; on aurait ainsi des sys-
tèmes de valeurs annulant φ et ψ sans que, pour ces valeurs, le rapport 

Q DUodn,=]#@dP¨^p 

soit indéterminé ; ce qui est contraire à l'hypothèse faite sur les deux 
fonctions entières φ et ψ. 

Cela posé, admettons que la fonction f(x,y) ait été mise d'une 
autre façon sous la forme 

f (x,y) = q1 (x;k)à,@ 

cpi et ψ, étant également des fonctions entières. On aura l'identité 

(15) aé]#@{}@{@dkhjd 
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Nous allons montrer que le rapport 

(,6) ?ûv) 

est une fonction régulière en tous les points à distance finie
}
 c'est-

à-dire une fonction entière G(x,y). De sorte que l'identité (i5) en-
traîne 

?,(x,y)=&(x,y)?(x,y), 

'h(x>y)=G(x>y)Mxiy)· 

Los seuls points où le rapport (16)·^ peut" cesser d'être régulier 

sont les points où φ (a?,/) s'annule. Soit a?
0
,y

e
 un de ces points; deux 

cas sont à distinguer, suivant que s'annule ou non au point 
'•imJo · 

ι0 La fonction ψ(.£>/) ne s'annule pas au point x
9
,y

9
; alors, comme 

l'identité (i5) donne 
?i(g»r) __ Ψι(£1/)) 
q _èehdopnà'_ç'" 

et que le second rapport est régulier au point x
01

y
01

 il en est de même 
du premier. 

20 La fonction ψ (λ·, y) s'annule aussi au poin t x
0
, y

4
. Alors ç, (λ·, y) 

s'annule également en ce point, car, si cette fonction n'était pas nulle, 
le premier terme de l'identité (i5) aurait au point xe,/0

 une valeur 
déterminée, finie ou infinie, et le second terme serait indéterminé au 
même point; ce qui est impossible. 

Les trois fonctions 

i(x>y)< ΨΟ'/)) ?ι(x,y) 
s'annulant au même point x9,y0, faisons, comme plus haut, 

x — a?e = cna?, H- cl3y,, y —y0 = ca,x, 4- caayn 

le déterminant des constantes cik n'étant pas nul, et ces constantes 
étant choisies de telle façon que les trois fonctions ne s'annulent pas 
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identiquement pour y, = ο, quel que soit a?,. On a alors, dans un cer-
tain domaine δ du point .τ, = ο,/, = ο, 

q (xnsm'#~]}^]^r)=ré"rf s^dll§%FVe"z 

Ψ« et φ,,ο désignant des séries qui ne s'annulent pas dans le domaine 
δ, Ρ, Q, R des polynômes en χ,, 

ρ = *Ϊ+Ρ, <-'+··· +1V 
Q = -+· Q, x*~* -t-... 4- Qv> 

H =^J + R| 1 -t-... -h Rp, 

dont les coefficients sont des séries entières en y
t
 dépourvues de 

termes constants. Si l'on remplace ç(#,y), ψ(#>/) et ç,(.e,y) par 
ees expressions dans l'identité (i ;>) 

q1 ]#{^|\ud 
•■M ·'·>_>') Ψ (•«•ν»')' 

oil a une relation qu'on peut écrire 

(17) qR=djnj'#]~@ds 

Le second membre de cette identité est une fonction régulière dans 
le domaine δ, puisque les séries φ

|)0
 et ψ

0
 ne s'annulent pas dans ce 

domaine : le premier membre est donc aussi une fonction régulière 
dans cc domaine. 11 en résulte que le polynôme 11 doit être divisible 
par P. En effet, donnons ày

K
 une valeur non nulle assez petite pour 

que les ρ racines du polynôme Ρ soient dans le domaine δ; si δ est assez 
petit, aucune de ces racines ne peut annuler Q, comme nous Pavons 
vu, elles annulent donc toutes R : car, autrement, en faisant ,v

t
 égal à 

une de ces racines, on rendrait le premier membre infini, le second 
restant fini dans l'identité (17). Donc, quelle que soit la valeur attri-
buée à/,, pourvu que son module soit inférieur à une certaine limite, 
les p. racines du polynôme Ρ annulent R. Le polynôme 11 est donc di-
visible par P, et Γ011 a 

R =: PR', 
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IV étant un polynôme de la même forme que R. Le rapport 

Q(]@"'kof'ldnm3 
?(*>/) p?o ?o 

se comporte donc régulièrement dans le domaine δ et, en particulier, 
au point x\,ya. 

C'est ce que nous voulions démontrer. 

9. Soit une fonction uniforme de a; cl y se comportant à 
distance finie comme une fraction rationnelle. Cette fonction petit 
s'écrire sous forme du quotient de deux fonctions entières φ(.**,/ ) 

Ή*,}') 
fiv v\— fK^y) ψ^)' 

les fonctions 9 et ψ ne s'annulant simultanément qu'aux points où la 
fonction est réellement indéterminée. Ce mode de représentation n'est 
pas unique; on en obtient évidemment une infinité d'autres possédant 
les mêmes propriétés en multipliant le numérateur et le dénominateur 
de f(j-,y) par une même fonction entière n'ayant pas de zéros, c'est-
à-dire par une exponentielle dont l'exposant est une fonction entière. 

Supposons que la fonction f(-c,y) admette un groupe de périodes 
( <7, //), c'est-à-dire que 

/O + a, y + b) = f(x,y). 

On aura l'identité 

ί 8 > ,r + b) __ çU*, y) ^ 
' ψ(Λ· -+- a, y -h b) Ψ(λ·, y)' 

La fonction /(/',/) est ainsi mise sous la forme du quotient de deux 
nouvelles fonctions entières 

o(.v-h a, y-h b) et ψ(# -h a, y -4- b). 

On aura donc, en vertu de la remarque que nous avons faite dans 
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le nuinéro précédent, 

?(# + «I y + Λ)= G(a?, y) <?(#,/), 

ψ(# + a,/ + i)=G(a:, /)Ψ0*>/)» 

< I (.ν, /) désignant une fonction entière. 
Si dans l'identité (18) nous faisons pour un instant 

.r = .x'— a, y=z/-b> 
elle devient 

Q']"ç(,s)pj'n }]#{@^ 
Ή·®'»/) ψ(Λ·'— β,/—6)' 

ce qui montre que le rapport 

0(4?' — <*,y'—b) _ y(jp, ν) _ 1 
ο(χ',υ') ~~ y(x + a,y -h b) ~~ G(.r, v) 

est une fonction entière. La fonction G(#, y) est donc telle que son 
inverse est aussi une fonction entière, d'où l'on conclut que G(./\ y) 
est de la forme 

G (x,y)=t**->\ 

où g(u:,y) est une fonction entière. 
Ln résumé, si la fonction /(.r, y) admet un groupe de périodes 

(a, b), on a 

fin1) e(*+a,y + b) _ <Hx + a,y + b) _
 pflxr] 

% ) <?(*> y) Ψ(®. ν) 

10. Cela posé, supposons d'abord que la fonction f (a?, y ) ait deu\ 
groupes de périodes que nous pouvons toujours, pour simplifier, ra-
mener à être (2πι, ο), (ο, 2πί), 

f{x -+- aiti, y) =/(#, y), /(#,/ + aiu) =/(·'·. y)· 
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Nous aurons 

(20) 
q(x+2ri, y) = y(x+2ri, y) = eg(x, y), 

q(x, y + 2ri) = q(x, y+2ri) = eh(x, y), 

r (A'» /) ct Λ(,ιΡ) >") désignant des fonctions entières. 
Si, dans la première des relations (20), on change y en y -H arc ι H 

si l'on tient compte de la deuxième, il vient 

q(x+2ri, y+2ri) = eg(x, y+2ri)+h(x, y); 

<le mèine, en changeant, dans la seconde, χ en χ -f· 2πι ct en lenanl 
compte de la première, on a 

q(x+2ri, y+2ri) = eg(x, y)+h(x+2ri, y). 

ι )one 

#(x,y·*- 27: i) -f- h(v, y) — g (x, y) 4- h(x -f- ·2τζί, y)— wiz. 

où η est un nombre entier; nous écrirons cette formule de la façon 
suivante 

(21) 
g(.v,y-h2iti)-g(x, y) 

— h\x -4- 2πι, y) — n(x ■+■ 2it*) — A(ar, y)-l· nx. 

Cela posé, formons, par la méthode indiquée au n° 4, une fonction 
entière X(a?,y), vérifiant les deux relations 

l(.t + mi,y) - X(x,y) = g(x,y), 
X(.ï, y +ait i) - X(x, y) = h(x, y) — «.<·. 

compatibles en vertu de la relation (21); et soient 

?» (#>/)= ?(^> y)e-l(x>3), 

Ψ· y) = ψ(^> y)e-^y) ; 
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on aura une nouvelle expression de la fonction /(x, y), 

f (x, y) =dkn'm]@{\^s 

où le numérateur et le dénominateur ne s'annulent simultanément 
qu'aux points où la fonction est indéterminée, et vérifient les deux re-
lations 

q1 (x+2 ridn; di(=ee 

?| y + 0 = e"* ?I (a?, y)i (22) 
'1,(07 4-27:/, 7)= ψ, (./7,7), 

ψ. (A / "H 2 - /) = ψ, (.r, 7). 

Nous avons vu qu'une fonction d'une variable, sans singularités 
essentielles, avec une période, peut toujours s'écrire sous forme du 
quotient de deux fonctions entières, sans zéros communs, admettant 
séparément la même période. Pour la fonction /(.r, y) de doux varia-
bles avec deux groupes de périodes, nous venons d'obtenir un résultai 
différent. Cette fonction peut se mettre sous la forme du quotient de 
deux fonctions entières et ψ,, ne s'annulanl simultanément qu'aux 
points d'indétermination cl vérifiant les équations (22), c'est-à-dire 
n'admettant pas séparément les deux groupes de périodes de/(a?, 7). 
Ο11 pourrait néanmoins mettre la fonction /(.'·, 7) sous forme du 
quotient de deux fonctions entières admettant séparément les deux 
groupes de périodes; mais cette nouvelle expression ne serait pas irré-
ductible, en ce sens que son numérateur et son dénominateur seraient 
égaux à <p, (.*·, 7) et ψ, (a·, 7) multipliés par une même fonction entière 
s'annulanl nécessairement. C'est ce que nous montrerons dans un pa-
ragraphe particulier (n° 17). 

il. Imaginons maintenant que la fonction/(.r,7) admette deux 
autres groupes de périodes 

(α, β), (a', β'), 
c est-a-dire que 

f(.c + a, y+ $)=/(#,y), 

/(x + «',y + p)=f(x,y). 
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On aura les deux identités 

q1 + ']#@\]#]=sj'çjns}{]#^]~# 

q1(+ }]€'"çsj,ki'}]€ =db$=fdsAv 

d'où Ton conclut, comme nous l'avons montré au n° 9, pour une paire 
de périodes quelconque, 

q2}#@ù!^£µD%¨£ml"'}dàç"kud=d' 
•
o

jjv J . Ψι(*>.Τ) ' 

\ ?i(* + »'».r + y) _ *»(* + «'» r + P') _ çh^y) 

g
t
 et Λ, désignant des fonctions entières. La comparaison des rela-

tions (a3) et (22) va nous donner immédiatement des propriétés im-
portantes de ces fonctions (a?, y) et Λ, (a?, y). Comme les fonctions 
φ, et ψ, admettent, par rapport à xy la période 2πι, la première des 
relations (23) montre que l'on a 

^,(*■1-1*#,Λ
 = eg

x
(*,y)^ gt (x + 2π«, y} + χαίπ, 

a désignant un nombre entier. Dans la première des relations (23) 
changeons y en y -h 2πι et rappelons-nous que 

·?. 0> y + «*«) = «"* ?i 0> /). 
<f, (x -+- «,y -+- ρ -+- 2 ici) = «"•♦"•φ, (χ + a,y + β), 

nous aurons 
]#}#ks)àjzpç=)v='koc 

d'où 
g> (x, y + 2 lit) = g, (x, y) + ηα -t- 2 Wit, 

b désignant un entier. Les deux formules ainsi obtenues montrent que 
la fonction 

04) g<(x>y)-a*-by-^y 
Journ. de Math. (4* série), tome VII. — Fasc. II, 1891. 
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admet la période 2Îr> par rapport à χ et aussi par rapport ny. Elle est 
donc, par la formule de Fourier, développable en une double série 
ordonnée suivant les puissances positives et négatives de ex et ev, 

p,q=+· 

g1 (x, pi}]#@jpm=d ZA dj_ç'ù^]k 
/»,«7=-· 

/> et q désignant des entiers prenant toutes les valeurs de — χ à 4- x. 
(lette formule donne 

p,q-+* 
(■■>■*>) η'<4y) = "·<·' + by + ~y + 2 Pd)'"}]idd 

/),«/=- « 

l;ai partant de la seconde des relations (2.3) on trouvera de même 

, /',v 
(a<>) h,(x,y) = a'x + «»> + ££ + 2 ■W''"

1
"· 

a' et // désignant des entiers. 
Enfin la comparaison des deux relations (2.3) va nous fournil· une 

dernière équation liant les fonctions «·, et //,. Ecrivons les rela-
tions (23 ) 

~]@]{#kdsMDKjepd_d 

?iU' + a', y ■+· β') __ rht(x,y). 
Qàd_')bv,d 

dans la première changeons χ et χ 4- *',/ en/ 4- β' et tenons compte 
de la deuxième; nous aurons 

'j>i ( ·ϊ 4- a 4- a > y 4- β 4- β ) ^(.r+a', t-Λ,'χ,.»). 
Q)dà,k"')=dk,"' 

puis changeons dans la deuxième χ en χ 4- α, y en y 4- β et tenons 
compte de la première; nous aurons de même 

A40DK4DSKfq)sed)çà"d}#~@{ 
?l (·*>/) 
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On on conclut que les deux exponentielles formant les seconds 
membres sont égales, c'est-à-dire 

«·, (χ + a', y -4-β')+/ί, (.x·, y)=gt (x,y) -l· A, (x + a, j + β)π- 2\ ir., 

Ν étant un entier, 
écrivons cette relation sous la forme 

ia-Λ I pfi»+ — g>(xiy) 
' ( =/ί|(.χ* ·+■ «»/-Hp.·)— h

t
(x

y
y)-h 2\ι·π, 

et remplaçons-y et A, (a?, /) par les développements en 
séries (2 ») et (26) obtenus précédemment. Nous aurons, en égalant 
les coefficients de epx+qy dans les deux membres de la relation (27), 

( 28) Xpç(epa'-Hl^— 1)= \lM(eP*+rt — 1), 

tant que ρ cl q ne sont pas nuls tous deux. Puis, en égalant les termes 
indépendants de c* et cy clans les deux membres de la relation (27) 

(29) aa' + 6?' + = a1 « + 6'β + ̂  + aNi'it. 

On arrive ainsi à une relation entre les périodes qui est des plus 
dignes d'attention. Elle permet, en effet, de montrer que, par une trans-
formation convenable, on peut ramener les quatre paires de périodes à 
la forme normale (2 π/, ο), (ο, ηπι), (Α, Β), (Α', Β') avec la condition 

Β = A'. 

Mais il faut que nous nous assurions d'abord de ce fait que les coef-
ficients 

<2, a', b, b', λ, Ν 

ne sont pas tous nuls; c'est ce qui résultera des développements sui-
vants. 

12. Déterminons une fonction entière λ(#, y) par les conditions 
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suivantes : cette fonction doit admettre la période ii% par rapport à χ 
et ky séparément; elle doit de plus vérifier les deux relations compa-
tibles 

M* + y + β) - λ (a--, y) 
= g,(x>y)~ - by - - A

M
 = . 

I λ(χ + α',/+β')-λ(ϊ:,/) 

= Κ (λ·,/)-a'x-by- ̂ y- Β.,. = ̂ Bp, qepx+qy. 

le signe E' signifiant que la sommation est étendue aux valeurs en-

tières de ρ et q
y
 de — » à -H», la combinaison p = q = ο étant 

exceptée. 
La fonction λ (a?, y) devant admettre la période aiiï, par rapport 

à χ et à y, est donnée par une série de la forme 

p,tl —+m 

Hx,y)=2c>«c™· 
p,q =-· 

tën écrivant que cette fonction vérifie les relations (3o), on déter-
mine tous les coefficients CM, sauf CM, par les formules 

(31)Cp,q = epx+pB-1 = epx1+qB'-1, 

qui sont compatibles en vertu de la relation (28) établie précédem-
ment, 

(28) Λ 1) = 1). 

11 noiis reste à démontrer qu'en prenant ces valeurs (3i) pour les 
coefficients CPtgf autres que CM, la série qui définit λ(>, y) est con-
vergente quels que soient χ el y. 

La démonstration repose sur les deux faits suivants qui sont connus 
et sur lesquels nous reviendrons plus loin (nw 14). 

10 Les quantités 
epx+qB - ,     epx'+qB' -1 
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ne peuvent pas s'annuler pour des valeurs de ρ et q, non nulles toutes 
deux, car autrement il y aurait réduction dans les périodes. 

20 Quelque petit que soit un nombre positif ε, il existe une infinité 
de nombres ρ et q tels que 

\eP*^ - 11 < ε ; 

mais on peut prendre ε assez petit pour qu'en même temps 

|\]#@]]#{fc 

En d'autres termes, il est impossible que, quelque petit que soit un 
nombre positif, il existe des entiers ρ et q rendant en même temps les 
modules de 

#]]@_àdçj'me 

moindres que ce nombre. 
Cela posé, le nombre ε étant choisi, comme nous venons de le dire, 

partageons la série qui donne λ(#, y) en deux parties, 

\(x-,y) = C,,„ + 2 +2 ̂ ^', 
I 2 

la première partie 2 comprenant les termes qui correspondent aux 

valeurs de ρ et q pour lesquelles 

| !|>ε> 

la deuxième 2. comprenant les termes dans lesquels 

| e/*+^P_ 1 |<ε, 
et, par suite, 

|`{]{]osk =àdks 

La première partie 2
 est convergente; car, d'après la valeur 

C ^p,d = Ap+q 'o"'lç 
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Ic module d'un terme de 2
 est moindre que 

éàdn'A dolç'n 

c'est-à-dire moindre que le module d'un terme de la série absolument 
convergente 

γΣ'Αμ^· 

La deuxième partie 2
 csl également convergente; car, d'après la 

valeur 
Γ1 H/',7 M gj'X'+qfi' — , ' 

le module d'un terme de 2. csl moindre que 

7jKp^pX*q>U 

c'est-à-dire moindre que le module d'un terme de la série absolument 
convergente 

r S'iW·"". 

1«>. La fonction entière λ(x,y) étant ainsi déterminée, posons 

$0.y) = ? |(Λ y)e-l'r·», 
ψ(α, y) = ψ, (χ, y) c'<*■> , 

οιι aura 

f (x,y)= Asj(%d)}]d'" 

οίι les fonctions entières Φ(χ,γ) et W(x,y) ne s'annulent simultané-
ment qu'aux points d'indétermination, et vérifient les relations sui-
vantes, qui sont une conséquence immédiate des relations(22)ct(23) 
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que vérifient φ, et ψ, et des relations (3o) que vérifie λ(#,/), 

q]}@{d)gioep_'%dk=l)=sj' 

q¤:vn'jsç'"}~][@}[pzé_zdnj,yu 
y Ο \ y 

I Φ(.ρ ·+■ ft) __ Φ'(.τ + », X ■+· β) __ "A- + fry-t-j~y-t-<· 
Ι *(·*».?) ~~ '''(·*>/) ' 
[ φϊ.ρ^-»',,? +ft') _ w {χ+ *',?·*-$) __ ^·»+Λ·.ν+^ )·+-<· 

Φ(ατ, y) ¥*(·*,/) ' ' 

où r et c! désignent les constantes AM et BM. On voit maintenant 
avec facilité que ces fonctions entières Φ et Ψ peuvent s'exprimer à 
l aide des fonctions Θ. 

Commençons par montrer, comme nous l'avons déjà annoncé, que 
les entiers 

a, b, a', //, η 

ne peuvent pas être tous nuls. Nous allons montrer que les nombres a, 
//, η ne peuvent pas être nuls en même temps. Si ces trois nombres 
étaient nuls, la fonction Φ(^·,/) serait une fonction entière admettant 
les groupes de périodes (27:/, ο), (o, nzi) et se reproduisant multi-
pliée par une constante quand on ajoute à χ et à y le groupe de pé-
riodes (α, β). Or une telle fonction se réduit à une fonction exponen-
tielle. En effet, on aura d'abord 

Q dç#{]}sdik'_sm"jh"$D¨£l' 

puis, exprimant que cette fonction vérifie l'équation 

ΦΟ -h «, y + β) = 0> y), 
on trouve 

&P,q(eP*^ - eC) = °-

Donc, tous les coefficients aM sont nuls, à moins qu'il n'existe un 
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système de valeurs de ρ et q, 

ρ- P, q = Q, 
telles que 

]}#]{ed 

Le coefficient «P)Q
 est alors arbitraire. Mais ce fait peut se présenter 

au plus pour un système de valeurs de ρ et y, car, si Ton avait aussi 

Cà#{}]diok' 

on en conclurait 

(Ρ — p)ot 4-(Q — q)$ = zh'KÎ (A* entier), 

et il y aurait réduction dans les périodes (n° t f ). La fonction Φ se ré-
duit donc à un seul terme 

Φ(χ, y) = AcVx'hQy; 
on trouve de même 

ψ = BePj^Qr 

et, par suite, la fonction /(#, y) serait constante. 
Revenons donc aux relations (3a), 

j ΦΟ-Η 27CI,/) = Φ(>,/), 

j Φ(χ,γ 4- iT,i) = βαχΦ(χ,γ), 

(
 ̂  i Φ(^-+-α,/-Η ρ) = βΛΛ"4"6, + ιπ,',+' Φ(χ,χ), 

[ Φ(χ 4- α', y 4- ?) = ^ Φ(x,
 7

), 

où λ, «, b, α\ h' sont des entiers, les périodes étant liées par la rela-
tion (29), 

(29) αα' 4- Z>3'4- = a'tx. 4- b'b 4- 4- aNfit. 

Nous distinguerons deux cas, suivant que l'entier η est nul ou non, 
et nous montrerons que le second cas se ramène au premier. 
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Premier eau η = ο. — La fonction Φ admet alors les paires de pé-

riodes (21ziy o) et (o, aitï). Les entiers a et b ne sont pas nuls tous 
deux, ni les entiers a' et b\ comme nous venons de le voir. Soit δ 1«' 
déterminant 

δ = ab' — ba'. 

Il résulte des relations (32) que l'on a 

Φ (χ 4- o'ol — αα', y 4- α'β — αβ') = /), 

Φ(χ — //α 4- ba', y — //β -h &β) = <τ*χ+'Φ(ίΡ, /), 

ε et ε' désignant des constantes. Les relations montrent que £ ne pcul 
pas être nul; car, autrement, Φ{x^y) serait une fonction entière ad-
mettant les groupes de périodes (arcé, o), (o, 2τι) et se reproduisant 
multipliée par une constante quand on ajoute à χ et y le groupe de 
périodes 

«'α-αα', α'β — αβ\ 

distinct des deux premiers, ce qui est impossible, comme nous l'avons 
vu ci-dessus (p. 190). Le déterminant δ n'étant pas nul, prenons pour 
nouvelles périodes les quantités 

A = b%' — b'α, Κ = b$ — b' β, 
A'= a'a — aa'4-fiNii:, Β'=β'β — αβ', 

qui sont distinctes comme les périodes primitives, et nous aurons 

Φ(χ + -atJ, y) =Φ(χ, y), 

Q{]^kj'ù'nu'=)s"'( 

Φ(χ 4- A, y 4- B) = Φ(#, y)
) 

Φ (χ 4- A', / 4- B')= e-ly+* Φ (χ, y); 

la relation (29) donnera, en outre, 

B = A', 

ce qui montre que la fonction Φ s'exprime à l'aide des fonctions Θ. 
Journ. de Math. (4* série), tome VII. — Fasc. II, iSçii. 26 
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Deuxième cas, η diffèrent de zéro. — On ramène ce cas an précé-

dent de la façon suivante. Les trois premières relations (3a) donnent 

Φ(./; 4-π/,/)=<&(>,/), 

Φ(./·,/ -+- 2iri) =β"χΦ{χ, y), 

Φ(Λ· + α,/-»-β) = <? ,π' Φ(*,χ). 

Donc, puisque η, a, h sont des entiers, 

Φ(,/; ■+· ηοι-h ιΰπί,γ -h n$ — aesi) = ο*χ+*Φ(χ,y), 

où / et /»' désignent deux constantes dont la première a pour valeur 

/
=

fo,
+

 2iî. 
a ιπ 

On trouve de même 

<K·/; ■+■/!*'■+- 2b'πι, y -+- λ β' — ·ια'πί) = ^"^'Φίχ', ν), 
oil 

r = i/n + ££. ιιπ 

Nous pouvons dire que la fonction f(x,y), qui «admet les quatre 
groupes (le périodes 

(W, ο), (o, 2ri), (α, β), (a', β'), 

admet aussi les groupes de périodes 

C.r.i, ο), (o, ait»), (α,, f>,)) (>'„ ft). 
en posant 

α, = //a -+- 2Ùni, β, = /«β — aaiti, 

a'
( = «a'-h 2b'πι, β', = //β — 2a'πί. 

(les nouvelles paires de périodes sont indépendantes comme les pre-
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mières. Les relations (3a) deviennent alors 

φ(;£ + 2T.Î, y) = Φ(.Γ, y), 
Φ(#, y η- 2 πi) = βΜ*Φ(.τ,y), 

Φ(λ· + β„ / -f- β,) = eP**9(x, /), 
Φ(.ί· + *'„y + β',) = eri+t' φ(χ·, y) 

(il la relation (29) entre les périodes devient, si Γ011 y remplace α, β, 
a', β' par leurs expressions en fonction de oc,, β,, oc',, β,, 

no. = ot, — 2 lf>z /, /ια'= α', — 2//πι, 

/ίβ = β, + 2βϊΐ/, /ϊβ'= βί -η 2d'πι, 

('«) ' - «.?',)= aM/s, 

M désignant un entier. 
Il est évident que la période β, n'est pas nulle, car, si l'on axait 

β, = o, il y aurait réduction pour les périodes : la fonction/'(./·, y) 
serait doublement périodique par rapport à .*· seul. Si nous posons 

<I»,( /) = '·)ί'·ΗνΦ(χ',>')
? 

nous pourrons déterminer les constantes λ et p. de façon (pie Φ/./;, y) 
admette le groupe de périodes α,, β,. Nous aurons 

^]'=d-l dnoç'=d'à-"]@d 
puisque 

l= bn +n2 32jdun=dj' 

La fonction Φ, vérifie alors les relations suivantes 

Φ,(;γ+ nti,y) = Q,{x,y), 

Φ,(>, y h- 2π/) = (.c, y), 

φ. (^ + anV + f,) = Φ, O, y), 

φ( (« -+- , 7 4- β; ) = (^, y), 
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t\ et désignant des constantes. Dans ces relations, on a 

4r1Y = - nB1, 

l' + 2YB'1 = nx'1 - nx1B'1 = 1Mnir, 

en vertu de la relation (33). L'entier M qui figure dans cette rela-
lion (33) ne peut pas être nul, sans quoi le déterminant des périodes 

B1x'1 - x1B'1 

serait nul cl il y aurait réduction dans les périodes (voir ηυ i i). Nous 
écrirons alors les relations ci-dessus que vérifie la fonction Φ, sous la 
forme définitive suivante, ou nous prenons connue deuxième groupe 
de périodes (ο, 2Μ1Γ1) au lieu de (o, 27:/), 

<1>,U" + 2-i,y) =<!>,(.«·,/), 

Q1 (x, y + 2Mri) = eMn(x-xiy)+cQ1(x, y), 

Φ,(.r -h α,,y -I- β, ) — Φ, (·*%/), 

Q1(x + x'1, y + B'1) = e2Mnirv+g Q1(x, y), 

( 1 et C étant des constantes. 
Faisons enfin un changement linéaire de variables, en posant 

-W-g;/. Y = J- v, 

*,{χ,χ) = Φ,(Χ,Υ). 

Les paires de périodes de X. et Y correspondant aux paires de pé-
riodes de χ et y seront données par le Tableau suivant : 

Périodes de χ et y. Périodes de \ et \. 

(aw/,ο) (an',0) 

(O,2Miî) (A, Β) 
(«ι. Pi) (o, aisi) 
(»,,?',) <*.»') 
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oft l'on a posé 

A = -aM B = -^, 

A' = ]dà'}]@{^, 2H°0=dàç 

On aura alors 

Φ
2
(Χ 4- 2itt, Y) = Φ

3
(Χ, Y), 

Φ
3
(Χ, Y -f- 2πι) = Φ

3
(Χ, Y), 

Φ,(Χ + Α, Υ + Β) = ̂ χ-εΦ
3
(Χ, Y), 

Φ
3
(Χ + A', Y 4-13 ) = d»' μ:'Φ3(Χ, Y), 

cl la relation (33) donne 
Β = A' C. Q. F. D. 

On retrouve donc, clans les deux cas, η = ο ou η ξ ο, les équations ca-
ractéristiques des fonctions θ, fournissant immédiatement ces fonctions 
par la méthode des coefficients indéterminés. La fonction W(x,y) 
pouvant s'exprimer de la inéine façon, on arrive à ce théorème que la 
fonction/(·£, y) est le quotient de deux fonctions entières composées 
avec des fonctions θ de deux variables. 

14. Remarques sur les périodes (' ). — Soit/(x, y) une fonction 
uniforme admettant les quatre paires de périodes indépendantes 

(21c/', ο), (ο, 2π/), (α, β), (α', β'), 

de telle façon que Ton ait 

/(.c; 4- 2 hrJ 4- m* 4- m λ', y 4- 2 kni 4- 4- m'fr) = f(jc,y), 

quels que soient les nombres entiers h, k, m et m'. 
i° Il est impossible qu'il y ait une relation de la forme 

(34) 2kzi 4- /// β 4- m' β' = ο, 

(' ) Voir les recherches de M. Kronbckkr, Sur les systèmes de périodes. 
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/,, ///, m' désignant des entiers. En effet, dans cette hypothèse, la quan-
tité 

ω = ζ/ιπί + ma ■+■ m'a' 

n'est pas nulle en même temps pour une détermination convenable de 
Penlior A, et l'on ne peut pas avoir, d'une façon plus générale, 

( 3 >) 2Μπ/ ■+· \ω = ο, 

M et Ν étant des entiers; car, si une telle relation avait lieu, on aurait, 
d'après la valeur de ω, 

Ί Ρ iz H- m \ a + m Ν α' = ο {l' entier) 

»'t, d'après (V\\ 
2 Ν kir* -l· m ft j3 -H m ft β' = ο ; 

les paires de périodes ne seraient donc pas indépendantes, connue ou 
Ta supposé. Puisque 2π / et ω ne sont liés par aucune relation (h1 la 
forme (3j) et que l'on a éxidenimcnl 

/(./.· + a::/, y) - f μ·, /), /<> -h ω,/) =/(.r, ν), 

on voit que la fonction / admet, par rapport à .v .snrf, les deux pé-
riodes indépendantes ari et ω; il y a donc réduction et / est une 
fonction doublement périodique par rapport à .v seul : ce qui est un 
cas que nous écartons. 

2° 11 est impossible, sauf dans des cas de réduction analogues au 
précédent, qu'il existe une relation de la forme 

( 36) ik'rJ -h p'ol H-/β = ο, 

Α·', ρ , q' désignant des entiers. Eu effet, faisons le changement linéaire 
de variables, 

Y = ^px_d,j; Y= dp^à{çisj' 

ρ et q désignant deux entiers et d le déterminant pq' — qp, qui est 
différent de zéro pour un choix convenable de ρ et q. On tire de ces 
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formules 
x = q'X—q Y, Y = -J9'X+J)Y; 

lu fonction /(■*',/) devient line fonction F(X, Y) de X et Y, et les 
formules de transformation montrent que F(X, Y) admet les quatre 
paires de périodes suivantes 

(ηπι,ο), (ο, 2i:É), (A, Β), (A', Β'), 
où 

Λ = ΕΙ+IÎ, Κ
 =

 Ρ'*+/\ 

A'=p^dà{@{ç{]^jkB46J 

qui sont indépendantes en même temps que les premières. Mais main-
tenant la relation supposée (36) devient 

2k' dti -h Β = o, 

cette relation rentre dans la forme (34), où k = k'd, m — 1, iïï — o. 
File est donc impossible si l'on écarte les cas de réduction. 

3° Il est impossible que le déterminant 

£ = αβ' — βα' 

soit nul. On le voit en faisant le changement de variables 

x = *-pr. Y=— y-

Les paires de périodes de X et Y seront 

(2*1,0), (O, 2IU)I (A, Β), (A , B'), 

OÙ 

A = -î, B = 2itii, Α' = —·>.πι'ϊ, B' = -^; 

et si δ était nul, la période A le serait. 
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4° Kufin, et c'est là un théorème fondamental sur lequel nous nous 
sommes appuyé (n° 12), il est impossible qu'il existe des entiers ρ 
et q tels que l'on ait à la fois 

|e#] x j # @ ]d à à dn sj"'>làoj> 

ε étant un nombre positif aussi petit que l'on veut. 
IVaprès ce qui précède, aucune des quantités 

{}]]k'¨SM%£BLS- ID, 

ne peut être nulle si ρ et q sont des entiers différents de zéro : nous 
voulons montrer que ces deux quantités ne peuvent pas ctre simulta-
nément infiniment petites. 

Mettons en évidence les parties réelles et les parties imaginaires de 
a, β, α', β' en posant 

α = a -+- ia
n

 β = b 4- ih
x
, 

&se'é";,s+ ;l'às B'sùm,( 

Nous distinguerons deux cas suivant que la quantité ab — ba' est 
différente de zéro ou non. 

PIIEMIER CAS : ab' — ba! différent de zéro. — Si le module de 

c#]àfçf_d" 

diffère infiniment peu de zéro, le module de <»Pft+*P, c'est-à-dire 

Vpa-Hfb^ 

diffère infiniment peu de Γ unité, et l'on a 

\pa + qb\<rt, 

η étant un nombre positif aussi petit qu'on le veut. Or il est impos-
sible qu'on ait en même temps 

| pa' + qb'\<i\, 
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car on déduirait de là, en multipliant par | b\ et | b'\ et retranchant 

\p(al>'~ /<a')|<>i(|4| + |//j), 

| ab' _ baé|< n[)"';dùm'* 

car, ρ el q étant deux entiers non nuls tous deux, nous pouvons sup-
poser ρ difTérenl de zéro. Cette dernière inégalité est impossible, 
puisque la constante ah' — ba' n'est pas nulle et que le second membre 
de l'inégalité peut devenir aussi petit qu'on le veut, à cause du facteur η. 

he théorème est donc démontré pour ce cas. 

DEUXIÈME CAS : ab'— ba'= o. Dans ce cas, nous commencerons 
par'moiitrcr qu'on peut transformer la fonction quadru plein eut pé-
riodique en une autre dans laquelle les premières périodes de toutes 
les quatre paires de périodes sont purement imaginaires. Kn effet, si 
a cl a' sont nuls tous deux, il n'y a pas de transformation à faire; les 
premières périodes des quatre paires 

(27:1,0), (O,27ÎI), (α, Β), (A', β' ) 

sont purement imaginaires, puisque a et a' sont les parties réelles de 
α et a'. Si a et a' 11e sont pas nuls tous deux, supposons a différent de 
zéro et faisons : 

\ = ay — b.v, Y = oy — de, 

r et d étant des constantes telles que ad — bc soit différent de zéro. 
Les quatre paires de périodes seront: 

Pour X - 2bizi, 'ΐατά, χβ — bot, αβ' — Αα', 

Pour Y 'idzi, 2crJ, c-β — rfx, <:β' — dvl. 

Les périodes relatives à X sont toutes les quatre purement imagi-
naires, puisque 

«β — /να = i(ab
{
 — bat ), «β' — b&' = i(ab\ — ba\). 

Ainsi l'on peut ramener la fonction donnée à une fonction de X et Y, 
Journ. de Math, (p série), tome VII. — l'asc. II, 1891. 27 
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de telle façon que les périodes relatives à X soient purement imagi-
naires. Désignons, pour abréger, ces périodes relatives à X par 

l'A,, /Aj, ε A,, iA,, 

et les périodes correspondantes de Y par 

13, 4-/C,, 13
2
4-/Έ.>, B

;T
 + /Ί':Ι, 13, 4- I(

M
, 

en mettant en évidence les parties réelles et les parties imaginaires. La 
fonction de X et Y ne change pas quand on ajoute respectivement à \ 
et à Y les quantités 

| i(///, A, 4- m A
 3
 4- mA 4- m, A

 4
 ). 

Οτ) -h m., 13
2
 4- ///., 13., 4- m, 13, 

' -t- i{m
x
 C, 4- m

a
C

a
 4- ///

:
, C

:
, 4- m »(!,), 

///,, /w
a

, ///, désignant des nombres entiers quelconques. Ces quan-
tités (37) lie peuvent pas être nulles simultanément, sans quoi il y 
aurait réduction dans le nombre des paires de périodes. Mais (»11 
pourra toujours déterminer les entiers m,, //i

a
, //«.,, ///, de façon à rendre 

ces deux quantités infiniment petites. En eiïet, ε étant un nombre po-
sitif donné d'avance, si petit soit-il, 011 pourra trouver des entiers ///,, 
///,, />/.,, m,, tels que 

| | ///, A, 4- m., A
3
 -h Α., -f- /«., V,1 < ε, 

m1,B1 + ù2 :dm' à)d"' 

! | ///, C, 4- //t.jC.j 4- ///.,C, 4- ///, C, | < ε. 

C'est là une proposition bien connue depuis Jacobi, dont nous indi-
quons sommairement la démonstration d'après ltiemann. On en con-
clut que la fonction de X et Y admettrait une paire de périodes (38) 
plus petite que toute quantité donnée, ce qui est impossible. Il est 
donc également impossible que la quantité (ab' — ba' ) soit nulle. Notre 
théorème se trouve donc complètement démontré. 
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15. Pour démontrer que les inégalités (38) ont lieu quelque petit 
que soit ε, il suffit de reprendre un raisonnement de Ricmann dans 
l'article intitulé : Beweis des Satzcs, dass cine eimverthige mekr als 
2 n-fach periodischc Function von η Verânderlichen unmoglich isl 
( Œuvres complètes, p. 27G, ou Journal de Crelle, t. 71). 

Prenons un système d'axes Q;c, Οy) Oc et considérons le parallé-
lépipède construit sur les trois segments partant de l'origine et ayant 
pour projections sur Ο χ,Ο/, Oc les quantÎtés(A,,B,,C,), (A

2
,B

2
,C

2
), 

( A
 ;L

, B.„ C.,); nous appellerons ce parallélépipède le parallélépipède 
élémentaire. Les coordonnées des points situés à l'intérieur de ce pa-
rallélépipède sont définies par les équations 

<l —A, ζ, -f- Α2ζ2 -4- Α2
ζ

;
ι, 

/ = Β,ξ, -h Β2ξ2-μΒ;,ξ;„ 

ζ — C, ξ, C
2
 !*j -h C

s
 ξ.,, 

où ξ,, ξ
2
, ξ., sont des quantités positives, telles cjue 

ο<ξ,<ι, ο<ξ
2
<ι, ο<ς.,<ι. 

A lout point pris dans l'intérieur du parallélépipède élémentaire 
correspond 1111 seul système de videurs de ξ,, ξ

2
, ξ,, et réciproquement. 

Si nous concevons le réseau des parallélépipèdes, égaux au parallélé-
pipède élémentaire, ayant pour sommets les points 

x7d{^d )j } #] sk j'+dj'po3 
y}]")àd,m1 +B1 +m2B2' £dml('(entiers)d=,( 

^ = /w,C, + W,C
a
H-WjC,, ) 

ce réseau remplira tout l'espace. Considérons les points ayant pour 
coordonnées 

Χ=;/»
1
Α

υ
 Y = Z = ///

4
C», 

m, étant un entier quelconque. Chacun de ces points appartiendra à 
1111 des parallélépipèdes du réseau et, à ce point, correspondra, dans le 
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parallélépipède élémentaire, un point homologue χ, y, ζ caractérisé 
par les trois nombres ξ,, ξ

2
, ξ„ de telle façon que l'on ait 

./· \ —- y Y y*ii ζ L· — v
v

. 

Ces points sont tous distincts; car, si deux points u?,y, ζ correspon-
dant à des valeurs diiiérentes m\ et m'\ de rentier m

 s
 coïncidaient, on 

aurait, en appelant également m
%y
 m

2
, ///, w", w

2
, m\ les valeurs cor-

respondantes des entiers wi,, m
2

, m,, 

m\A, -+- νι'.
2
 Λ

2
 -4- /«', Λ

;
, -h m\ A, = m]A, ■+■ m"

2
 \.> 4- tu\ A

;l
 -h m\ A 

c'est-à-dire en posant — nik — m"k, 

^ M
a
A

a
 - - o, ^M

A
lh --o, ^ \I

A
C

A
— o; 

1 I 1 

il y aurait alors réduction entre les quatre groupes de périodes 

('Aa^ 11*4- ι CA
.) 

qui se réduiraient à trois. 
Divisons les arêtes du parallélépipède élémentaire en η parties égales 

et par les points de division menons des plans parallèles aux faces : 
nous partagerons ainsi le parallélépipède en η;l parallélépipèdes; les 
valeurs de correspondant aux points intérieurs à Γιιιι de ces 
nouveaux parallélépipèdes sont données par les inégalités 

(39) P1 n < p1+1 n,;k pà'<o s(]@#{^|^= dh P3dn'os 

où p3,ps sont des entiers positifs ou nuls, inférieurs à n. 
( loinme les points v,y, ζ du parallélépipède élémen taire, homologues 

des points 
Y = m, A,, Y -- wîjU.,, Là — »«»(],, 

sont tous distincts et sont en nombre indéfiniment croissant, on pourra 



SILT LES FONCTIONS PÉRIODIQUES DE DEUX VAKIA1ILES. ÏOQ 

prendre m, assez grand pour qu'il y ait au moins deux de ces points 
ζ à l'intérieur d'un des ηs petits parallélépipèdes délinis par les 

inégalités (3<>). Appelons ces points x\y', z' et a?", y, z'\ en supposant 
qu'ils correspondent aux valeurs m\, m

2
, //ι',, m\ et m\

y
 m '

x
, m\ des 

entiers ///,, //<s, ///.„ m.%
 et aux valeurs ξ,, ξ^, ξ',, ξ*, ξ^, ξ, des paramètres 

ξ,, Oil aura 

^-^=Α,(ξ;-ξ;)+Α
ί
(ξ;-ξ;)+Α,(ξ;-ξ;), 

OÙ, d'après les inégalités ( ip) appliquées à ξ',, ξ^, ξ!,, ξ', ξ",. 

C@[^ksdù^'})àdfk'psf + -dqr'nj' 

oil a done 
ι ,/ _ x

" ι «χ I *i 14-1 A,| -H A.
a

I 

et, en posant ntk — m'k — m"k, 

| m
t
 A, 4- m A 4- m

3
 A

;t
 4- m

x
 A » | < ' „ ~· 

De même 

| ///, 13, -h m ? B
a
 4- n).

t
 13, 4- m, 11» | < L^LLLlAijll i*jl, 

///, C, 4- m.j C, 4- m, C, 4- rn
x
 C , | < _1 I Ή C

t

 | 4-1 C,| ^ 

Comme η peut être pris aussi grand qu'on le veut, les inégalités (38) 
sont démontrées. 

10. Nous allons maintenant établir l'existence d'une relation algé-
brique entre trois fonctions de deux variables, sans singularités essen-
tielles, admettant quatre paires de périodes 

(ait»,o), (o,2itt), («,S),(a',3'). 
Soient 

/•<w-lfe8. /•"•w-fêg· /·<*»-Ifôî 
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les fonctions φ,, φ
2

, :ρ
:
,, ψ,, ψ,, ψ., étant des fonctions entières vérifiant 

des relations de la forme (32), ce qu'on peut toujours supposer, comme 
nous l'avons montré. On aura 

q]dçàj'}@]{=~@ç'd 
<r*(W ~~ ψχ·(·'·».ν) ~~ ' 

qs} ] {d )=d$^£d '_js'kd 
?A (-*·>/) ~~ Ψλ'-^ν) * 

Φ
Α
.(.ΓA, J+JO ^KL.R -+- *,4- [4) _ _ J'IS-+-'>K.R+M

 I 

q]@^ @)izsisù,j' f)(' 

9* (.**·+-»', Ν -4- &' ) Ψ*(/ + *',)' + [4' ) _ ^·»·+%+»Ι *£-·-+-Ά 

ΫΧ· (■*·>.»') ~ ΨΛΙ·*Ό') ' ' 

où l'on fait successivement 
/' = 1,2,3, 

les lettres aAf bk, a'k, b'k désignant des entiers. 
Si donc nous posons 

Φ,Ο*. )) ~ ?» ψϊ ψ;»» Φ a ( -L'i y ) ~ ? j Ψ a ψ 1ι 

^al ·ιΊ .) ) = ?»ψ«ψϊ' ^ 1 ·*-'? 3* * r ψ ι ψ a ψ :» ' 

nous aurons, en ramenant les expressions à avoir le même 
dénominateur, 

f1 c'sonb}à(ç}]o' f2d}]o'k,]@{^ç 

les ipiatre fondions Φ,, Φ., Φ.,, ψ vérifia ill les mêmes relations 

q}d@kj' dj son = dJdos_"2f=1 

**(>*·» ,v + ->-i) Ή·*1, y + UÙ 
Φ/^,Γ,ν) "" V(ar,r) ' ' 

Φ
Χ
.(Χ ■+■ a, Y -+- ·4 ) __ *Γ( J- + »>y+p) _ *.«·->-//>·+- JJJ »··+·.■1 

«M ·*>.)') v (·**.»') ' ' 
Φχ.(.·Γ+ g', J-h j}') _ Ψ(Λ· + χ',,ν + ρ;) ___ -h/,'»■ + — .»+-«·■ 

Φχ· (·*■».?') ~ ¥'(·*»/) " ' 
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où k --1, 2, 3, 

// r- /*, -f- n3 +. /4
S

, a — ax 4- α2 4- a,, h = bt 4- -+- b9% 

a = cq H- -h a',, b' -- //, -+- />!, 4- h\, 

f! = c'| 4· C.j -f- C;n (*' — C( + ('2 4 C;J. 

Si, dans la troisième de ces relations, ou change χ et y en χ 4- α cl 
)' -l· β', et si, dans la quatrième, on change χ cl y en χ 4- a, y 4- β, on 
a de plus la relation 

<7a' -f- h$ -η ·~·. = a'a 4- //β 4- ~ίτ -h 2 i\iir ( \ entier ), 

ideiiti(|ue à la relation (29). 

Appliquant alors la suite des transformations que nous avons faites 
aux pages 19) et suivantes, on ramènera les fonctionsf\ à dé-
pendre de deux nouvelles variables Xet Y liées linéairement à X et Y. 
de (elle façon que l'on ait 

/·<χ·γ>-δ$ Τ)· /*<X'Y>-Sv· 

f3 (X, YU) = O (CX)lk'} 

les fonctions Θ„, θ,, Θΰ, Θ:, vérilianl les relations 

Θλ.(\ -f- 27j/, Y ) — Θ* (A, Y 4- ίτ.ι)-~ Θ/,Γ X, Y ). 

0A(\ 4- Λ, Y 4- 13) - ,,-7'X+c0
A
(\ , Y), 

0A(X 4- A', Y4- 13') = /Γ/'™'θΑ(\, Y), 

où A = o, 1, 2, 3; ρ désignant un entier, C et C des constantes, et 
les périodes vérilianl la condition de Riemann, 

A = 13. 
Le déterminant 

A13' — I3A' = A13' B2 
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no pont pas être nul, comme nous l'avons vu dans le n° 14. Hn em-
ployant la méthode des coefficients indéterminés pour développer la 
fonction ΘΑ par la formule de Fourier en séries ordonnées suivant les 
puissances positives el négatives de exetcY, on reconnaît immédiate-
ment <jue, pour la convergence, la partie réelle de 

AH' - H2 

doit vivo posiliw. Quant à l'entier p
7
 il sera positif ou négatif suivant 

que la partie réelle de À est négative ou positive. On voit, de plus, que 
la fonction entière la plus générale, vérifiant les mêmes relations que 
les quatre fonctions Θ,„ Θ,, 0a, Θ,, est donnée par une expression 
linéaire à coefficients constants de fonctions spéciales vérifiant sépa-
rément ces mêmes relations. 

Cela posé, formons toutes les combinaisons homogènes d'un même 
degré positif q des fonctionsΘ0, Θ,, Θ2, Θ

;ι
, c'est-à-dire les expressions 

de la forme 
θ?θΐ'θ?θ?, 

α„, α,, α
2

, α., étant des entiers positifs ou nuls tels que 

α,,4- a, -+- ou 4- a:t
 == q. 

Os combinaisons sont au nombre de 

(74-1 ) ('/_+ . 

elles vérifient des relations identiques à celles que vérifient les fonctions 
Θλ, avec celte seule différence que ρ, Cet C' sont remplacés \mqp, <yC 
et qC. Chacune des 

(y-t- 0(74- 2)(74- 3) 
6 

combinaisons homogènes considérées s'exprime donc linéairement à 
l'aide de 
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fonctions spéciales. Choisissons q assez grand pour que 

'q2 ]} {@}]dsqk'(<>> 

On pourra alors éliminer les q9pa fonctions spéciales entre les 

{g -ni) (fj -h a) (y -+- 3) 
6 

relations donnant les combinaisons homogènes 

Θ^Θ^Θϊ'Θ^'. 

•Ί Ton obtiendra ainsi, entre ces combinaisons, au moins une relation 
linéaire à coefficients constants, qui, divisée par le facteur donnera 
une relation algébrique entre les fonctions considérées/<,/2,/,. Ν 
pourra se faire que Ton obtienne ainsi plusieurs relations entre ces 
fonctions : il est évident que deux d'entre elles au plus pourront être 
distinctes. 

17. Sur les fondions de rieur variables à deux paires de pé-
riodes. — Nous avons vu (n° 10) q«' une fonction /(.£, y) de deux va-
riables admettant les deux paires de périodes (27:/, o) et (o, 2ici) et 
n'ayant pas de singularités essentielles à distance finie peut toujours 
être mise sous la forme 

f (XP¨+D°0K5s= 

o i't ψ désignant deux fonctions entières ne s'annulant simultanément 
qu'aux points d'indétermination de /( .t\ y > et vérifiant les deux rela-
tions 

@ç à vc}]{}{ks, Q (x,d*;s^'à=d,(s" 

j Ψ0 + 2JTÎ,y) = ·}(;<,·,y), ty(;c,y+2ith = e"*ty(x,y), 

où η désigne un entier. 
Joum. de Math. ($· série), tome VII. — Fa.sc. II, ityt. 28 
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Si cet entier η est nul, les fonctions entières ^ et ψ admettant sépa-
rément la période 2151 par rapport à χ et y sont données par des séries 
convergentes de la forme 

μ,il =4- * 

q}d)',]@@^{ùedshg 
/'·'/ =~ « 

/'·/' -+ * 

ψ (*</)=2lw-/,'r+y,v· 
r-i * 

dont les coefficients \P)tf et \\p>q sont indépendants de*./; et y. 
Si η est différent de zéro, il est aisé d'obtenir l'expression générale 

des fonctions ^ et ψ. Tout d'abord la fonction 0, admet tant la pé-
riode ·ιίτ, par rapport à.r, sera donnée par la formule de Kouriet 

V—4-ae 
q] } )k(' = 2.KD0SK'^s' 

V =- * 

les coefficients#v(>') étant des fonctions entières de/. K11 exprimant 
«pie 

9(.r,/ -h 2itt) = e"ri(x,y ). 
011 trouve 

fr(y + ïT.i) = g.„
n
(y). 

d'où, k désignant un entier quelconque, 

gt+nkiy) = gv(y + ^kr.i). 

Cette relation permet d'exprimer toutes les functions £'.,(/) à l'aide 
de =b η d'entre elles, par exemple, si η est positif, de 

£.(r)> £·00' g*(y)> ···. #«-.(/)· 

et, si η est négatif, de 

g»(yh gi(.y)< g*(y) g«-,(y)· 
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En posanl 
fi κ 00 

~]}çdké%DLf^=ds'}]à'z" 
k=-« 

où α est un dos nombres ο, i, 2, ..., ± // — i, on aura 

f(j:,y) = Ο,(Λ, y) + f,(*,y) + ...+ ?±._, (s, y) 

avec ± // fondions entières arbitraires. On aura une expression ana-
logue pour ψ 

Ilcinnrquons maintenant que, si Ton fait 

Q1d c(x; dyèu'}àdén 

ψ. (·'·,/)=<' Ψ(·*·>7)> 
on aura 

f (x, y= q1 (xn; du=)d,(sd 

les fondions 9, el ψ, vérifiant les deux relations 

! 9,(> ·+* 2-ί,7)= ?.(^7+2π/)= φ,(.#·,/), 
(il) 

1 ψ, (.r -h 2ζ /,>') = e "·> ψ, (.r,y), ψ, (χ, y -h 2iti)= ψ, (./',/)· 

Os nouvelles fonctions 9, et ψ, s'expriment donc par des séries 
analogues aux précédentes, mais dans lesquelles χ joue le rôle de y et y 
celui de x. 

Supposons, pour traiter un cas particulier précis, η — 1, et dési-
gnons par Ρ (y) et Q(y) deux polynômes de degrés pairs. 

PO') = a»y*p -h a
i
yip-1 -h ... H- a.

ir 

Q(/) = b*)·'"* + t>,y-i~' + ... + b,
r 

dans lesquels les parlies réelles des produits 

aj'i·, b„ i'"1 



2ΐϋ P. APPEL!,. 

sont négatives. Les fonctions entières 

V—4-«e 
q# [} sà jk"}sl$£SPFS4KL 

v=—· 
V =4- « 

•κ*. y)= 2 c"''-''""-·'· 
V —— ® 

vérifient les relnlions (4o) avec λ = i. 
Les fonctions 

Q)v (})d}))à'"@]@\{][}kdr_"éj'zs MD%MLSF4 

\érifient alors les relations(41), οιι η= ι. Kilos sont données. Γιιικ* 
et l'autre, par des séries de la forme 

V - -t- * 

2 //(λ* -f- 2Vîc/)ev-v. 

V ~ — X 

//(.e) étant une fonction entière. Pour on a 

Λ(·<>=—·/ ''"r'ï(x,y)<ty 
'0 

V —-t-«e · _ ■»' 
= JL. ν Γ <' ίπ' <1y 

'λ"ι^Λ 
ou, enlin, 

A(x>=dn·/ <r"~""'<iy· 

l'intégration étant faite par des valeurs purement imaginaires de y. 
Pour les coeflicieiils du développement de '^(r,/). on trouve nue 
expression analogue, où P(>') est remplacé par Q(y). 

Si les polynômes Piy) et Q(/) sont du second degré, on retrou\o 
des fonctions 0 (Tune variable. Supposons, par exemple, 

IV) =*,·», <Κ/)=?Λ 
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α et β désignant des constantes réelles positives. Nous aurons alors 

V —+ * 
9(x»y)=s ^

 c
e(/+av«/)«-»jr. 

V=r —*> 
si donc nous posons 

O0; 'Z |w,ùmd) =d4JNSP¨'d 

(HaioTet BOUQUET, Théorie des fonctions elliptiques)
; nous aurons 

l(*,y)= e*'\ (a«r - 5T,· Ι, '»π*'"); 

ψ (χ*,/) sera donné par la même formule où l'on change α en β. En 
outre, si l'on fait 

?.(«*>/)= 2 A(#+2V*t>v, 
V— — · 

on a, d'après les formules générales ci-dessus, 

a(*)"s2 f e "*dy· - R « 

ou, en changeant y en WÎ, M réel, 

h @}@^}'ç=iks=€}{]}}oe=z is kj eà jf r 

On a ainsi 

h }]fço'k %D¨FL4s£D+FDOSéjk 

ce qui est de nouveau une fonction 0. On aura de même ψ, )e il 
changeant α en β. On réalise ainsi, comme nous l'avons démontré, a 
priori, sous deux formes différentes, 

f°D }] {ki D+°Ddà)f's 
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Impression d'une fonction de χ et y avec les deux paires de périodes 
/27:/,o), (0,2zi). Dans cet exemple, les formules permettant de pas-
ser de la fonction 0 à la fonction φ, et de ψ à ψ< sont les formules bien 
rouîmes permettant d'exprimer en fonction l'une de l'autre les deux 
fonctions 

O.1 (-clω, ω'), 0;,(.r| - ω', ω) 

(noir llaioT et BOIQCET, Théorie des fonctions elliptiques, p. 2t>i cl 
suivantes). 

Pour terminer, revenons un instant au cas général. \011s avons dé-
montré qu'une fonction f(x,/), sans singularités essentielles à dis-
lance finie, avec les paires de périodes (ai: 1,0), (o, 2zi), peut s'écrire 

f (c,;xpm0D9}fsàqç'kj 

les fonctions y et ψ ne s'annulant en même temps qu'aux points où 
/(./*, v) est indéterminée et vérifiant les relations 

s(j? H- 27:/,/) = o(.r,y ■+■ 'izi) = e"xo(.c, y), 

ψ(.χ· ■+■ 2-/, y)= ψ(.ι·, y), ψ(·<\>' ·+" 'mi) — e"x^( x,y ). 

Or nous venons de voir, dans le dernier exemple Irnilé, que la four-
lion 

0(x,y)=ev'Ù
s
 (aa/ - ^.| ι,\τλ/) (α > ο ) 

vérifie les deux relations 

Q(x -+■ 27:/,/)= 0(x,y), 0(x,y -+- 2 — / ) = e*f)(x, y ). 

Si donc 11 est négatif, les fonctions 

φΟ>7)= Ψ(χ,γ)= ψ(·^,7)0-Λ(./·,/) 

seront des fonctions entières admettant les deux paires de périodes 
(27:/,o), (0,21:/); si η est positif, il en est de même des deux fonc-
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I ions 

>l>(:ï,y)=l<.c, y)0"(- x,y), Ψ(χ,γ)- }(./;,/)9"f—χ,y). 

Dans les deux cas, on pourra mettre la fonction f(x
}
y) sous la 

forme 

(î'-> f^y)=V0)' 

Ψ et *1" étant dus fonctions entières admettant séparément les deux 
paires de périodes et développables, par conséquent, par la série de 
Fourier. On arrive ainsi à une expression analogue à celle? des fonc-
tions d une variable avec une période, avec cette différence que 
l'expression (?\·±) n'est pas irréductible, puisque le numérateur «1 le 
dénominateur sont divisibles par une mémo série entière ^"(zt })'o 

s'annula))! à distance finie. 


