JOURNAL

ATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES

FONDE EN 1836 ET PUBLIE JUSQU'EN 1874

Par Joserns LIOUVILLE

P. APPELL
Sur les fonctions périodiques de deux variables

Journal de mathématiques pures et appliquées 4¢ série, tome 7 (1891), p. 157-219.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1891_4_7_157_0>

gallica NUuMDAM

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliotheque nationale de France
http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pole associé BnF/Mathdoc
http:// www.numdam.org/journals/ JMPA


http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1891_4_7__157_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA

SUR LES FONCTIONS PERIODIQUES DE DEUX VARIABLES. l;‘7

Sur les  fonctions périodiques de denx variables ;

Par M. P. APPELL.

INTRODUCTION.

Les fonctions doublement périodiques d’une variable qui se com-
portent, a distance finie, comme une fraction rationnelle, peuvent
tontes, ainsi u'il est bien connu, s’exprimer par des combinaisons
rationnelles de fonctions © d'une variable. Aprés la découverte des
fonctions © de plusicurs variables faite par Gopel et Rosenhain, on a
i se demander immédiatement si toute fonction de » variables avee
2n groupes de périodes, se comportant a distance finie comme une
fraction rationnelle, pourrait étre exprimée & l'aide des fonctions ©
de n variables. Au premicr abord il semble que non, car les périodes

d'unc fonction @ de n variables ne peuvent pas étre choisies arbitrai-

n(n—1i

rement : elles sont lices par ) relations bien connucs. Cependant,

dans une conversation u'il cut avec M. Hermite en 18Go, Riemann
avait affirmé que ces relations doivent nécessairement cxister entre
les 2n groupes de périodes d'une fonction de n variables, tout au
moins aprés une transformation d’un degré convenable effectuée sur
ces périodes; mais il n’a donné aucune indication sur la méthode qui
I'avait conduit & ce théoréme d’une importance capitale. M. Weierstrass
a, depuis, annoncé a4 quelques-uns de ses éléves qu'il posséde une dé-
monstration de ce théoréme ; maisil n’a ni publié ni indiqué la méthode -
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158 P. APPELL.

dont il fait usage ('). Dans unc Note présentée & PAcadémic des
Scicnces le 3 décembre 1883, MM. Poincaré et Picard, s’appuyant sur
ce théoreme de M. Weierstrass (?) que (n+1) fonctions de n va-
riables & 2n groupes de périodes sont lices par une relation algdé-
brigue ont donné unc démonstration du théoréme de Riemann fondée
sur la considération d'intégrales de différenticlles totales et sur la
théorie des intégrales abéliennes.

En me bornant au cas le plus simple de deux variables indépen-
dantes, je me propose, dans ce Mémoire, de traiter dircctement la
qquestion. Partant de I'expression d'une fonction de deux variables,
sans singularités essenticlles & distance finie, sous forme du quotient
de deux fonctions entitres, telle qu’elle résulte d’un théoréme de
M. Poincaré (*), je montre que, si cette fonction admet quatre paires
de périodes, on peut toujours les amener & vérifier la relation de
Riemann et exprimer la fonction par le quotient de deux fonctions
entitres composées avee des fonctions © de deux variables. Je n'ai
donc pas & m'appuyer sur 'existence d'une relation algébrique entre
trois fonctions de deux variables & quatre paires de périodes : la mé-
thode suivie permet, au contraire, de démontrer 'existence de cette re-
lation.

Pour appliquer d'abord la méthode & un exemple simple, je com-
mence par traiter le cas des fonctions d’une variable & deux périodes,
en m'appuyant sur des résultats relatifs aux fonctions entiéres, dus a
M. Guichard (*); puis, je traite, par une méthode toute semblable, le
cas des fonctions de deux variables & quatre paires de périodes. Le
Mémoire se termine par quelques remarques sur les fonctions de deux
variables avec deux paires de périodes. Jai laiss¢ de coté I'étude
des fonctions & trois paires de périodes qui peut étre faite de la méme
facon.

Les principaux résultats contenus dans ce Mémoire ont été indiqués

(") Voir une Lettre de M. Weierstrass a M. Borchardt, Journal de Crelle.
t. 89.

(2) Monatsberichte : 1862,

(3) Acta mathematica, t. 1.

(*) Annales de U'kcole Normale: 188:.
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dans deux Notes que j’ai cu ’honneur de présenter & I'Académic des
Sciences dans les séances des 6 et 27 janvier 1890.

Le premier Chapitre cst enticrement consacré a la démonstration
du théoréme préliminaire suivant :

Etant données deux fonctions entiéres H(z,v) et K(x,y) de
dew.r variables indépendantes, vérifiant Uidentite

H(e,y +1) — H(x,y)=K(x +1,¥) — K(z, y),

il existe une troisicme fonction enticre (x(x,y) vérifiant les deur
équations '

G(r+1,y) — Gz, y) = H(x, y),
G(x.y +1)—G(z,y)=K(z,y).

s O ali—

CHAPITRE 1.
THEOREMES PRELIMINAIRES.
1. Dans un Mémoire intitulé¢ Sur la résolution de I'équation aur
différences finies G(x +1) — G(x) =H(x) (Annales de I’Ecole

Normale, novembre 1887), M. Guichard a démontré le théoréme sui-
vant :

Etant donnée une fonction enti¢re quelconque H(s), il existe une
autre fonction entiére (3) vérifiant Uéquation auxr differences

finies
(1) G(s+1) — G(3)=H(s).

Comme le fait remarquer M. Guichard, on sait trouver la fonction
G () quand H(z) est un polynéme

H(s)=a,+a,z+...+a,s"
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il suffit pour cela de se servir des polyndmes de Bernoulli 3,(5) (ui,
pour 5 enticr positif, expriment la somme des A#®* puissances des
(s — 1) premiers nombres entiers

(1]

oo

3(s—1) . 5 - 5—
P =3-1, ?|(3)=_—TL’ 2:(3) = ‘(”‘“I‘)ﬁ('{‘“'-),

polyndmes qui vérifient l'identité
(3 +1) = ga(3) =

en vertu de cette identité, on aura une fonction satisfaisant a I'équa-
tion (1) en prenant :

G(:\’ = (ln?o(\:) -+ (l.?,(:) + .o+ d,3,03)0

la fonction entiere la plus générale vérifiant U'équation (1) sera évi-
demment égale & (i(3) augmentée d'une fonction enticre admettant
la période 1.

Lorsque H (=) est une série entiére convergente pour toutes les va-
leurs de 5 (fonction entiére)

Hs)=a,+a,5+... +aps"+....
la série
Uy 3u(3) + @5, (3) + .o+ U, 5,(3)+ ...

w'est pas toujours convergente; on ne peut done pas élendre aus fonce-
tions enticres la méthode élémentaire suivie pour les cas ot Hl(z) est
un polvnome. M. Guichard arrive i former dans tous les cas Ta fone-
tion (i(3) en construisant, i I'aide d'une intégrale définie venfermant
un parameétre variable 3, une fonction (qui a des lignes de discontinuité
ou coupures du genre de celles qui ont ¢é1é envisagees pour la pre-
micre fois par M. Hermite (Journal de Crelle et Cours professé a la
Faculté des Sciences); il fail ensuite disparaitre ces discontinuités el
obtient la fonetion cherchée.

Nous modifierons de la facon suivante la méthode de M. Guichard.
Nous formerons, a 'aide d'une intégrale définie affectée de coupures,
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des fonctions entiéres §,(3) vérifiant les identités
Ya(3+1) =4 (3)=3" (n=0,1,2,...,%)
et se comportant, quand » est trés grand, de telle facon que, si
H()=@a, +a,5+a,32+...+a,3"+...
est une série convergente quel que soit 3, il en soit de méme de
G(3)=ache(3) + ahi(3) + aha(3) + oo+ aua(3) + -

cette derniére série définira alors une fonction enticre G (5) répon-
dant & la question. Il est évident ue les fonctions §,(5) ne différent
des polynémes de Bernoulli ¢,(s) que par une fonction enti¢re admet-
tant la période 1 : ¢'est ce que nous vérifierons, en nous servant des

expressions des polynomes de Bernoulli par des intégrales définies
domnées par M. Hermite,

2. Soit # un nombre enticr positif; considérons, en suivant la mé-
thode de M. Guichard, I'intégrale définie

I (=) — TE QN g=2Wi n+lgn g-2WL di
n(“) - eI 4 o~TE o -IWL __ o2l "0
®

Iintégration élant étendue aux valeurs réelles de ¢, ¢ désignant I'unite
imaginaire positive et 3 unc quantité imaginaire x + yi. Celte inté-
grale a un scns bien déterminé quand la partie réelle de 5 n’est pas
un nombre entier, positif, négatif ou nul. Si 5 est de la forme ne + (0.
m étant un cntier ct § une quantité réelle, il y a dans l'intégrale un
¢lément infini correspondant & ¢ = 0.

L'intégrale 1I,(5) définit donc une fonction de s admettant pour
coupures les paralltles & I'axe des quantités imaginaires ayanl pour
éiquations

£=o0, £=k, £ =2,
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D’aprés les propriétés des intégrales aflcctées de coupures, données
par M. Hermite (voir le Cours professé & la Faculté des Sciences),
Pintégrale I, (5) tend vers une limite quand s tend vers un point de
I'une des coupures; mais cette limite est différente suivant que 5 tend
vers la coupure en venant d’un cété ou de I'autre. La fonction I1,(3)
posside évidemment la période 1, puisque le changement de sens +1

¥ 4
A T 4
-3 -7 o 4 2 @

waltére pas les éléments de l'intégrale. Considérons la bande indéfinie
comprise entre les deux droites paralléles & = o, x =1 (cette bande
est couverte de hachures dans la figure); la fonction IL,(3) est uni-
forme dans I'intéricur de cette bande; nous conviendrons d'appeler
valeur de I1,(3) en un point de I'un des bords de la bande la valeur
limite vers laquelle tend I1,(3) quand s tend vers ce point en renant
de Uintéricur de la bande. Ces valeurs de I1,(5) dans la bande

o<ur<i

étant supposces connues, les valeurs de II,(3) en tous les autres points
du plan s'en déduiront par la formule

I, (s +1) =1L,(3).

Si A et g sont deux points infiniment voisins situés en face I'un de
Pautre sur les deux bords de la coupure Oy (r=o0), p a droite, A &
gauche, on a, d’aprés les théorémes généraux de M. Hermite,

LA —IL(p) =¢"
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Le point u = A + 1 cst dans la bande ombrée infiniment prés de la
coupure £ =1; comme on a

mL(p) =I,(A+1)=1I,(}),

on voil que

(2) .II,,(y.) —1L(p)=¢"

Cela posé, considérons une fonction §,(3) définic par les deux con-
ditions suivantes : 1° pour tous les points 5 situés dans la bande om-
brée (comprise entre les droites £ = o, £ = 1) et sur les droites limi-
tant cette bande, on a

$a(z) = L, (3);

2° pour tout autre point du plan, la valeur de ¢, (3) est détinic par la
relation

(3) '{4,,(:—*—1)—'{&,,(: = 3"
Celte fonction Y, (s) n’a plus de coupures : prenons, par exemple,
le point

vV=_p+1

situé en face de @ sur l'autre bord de la coupure & =1 : on a, par dé-
linition,

() =G+ 1) =4 () + %
d’autre part, d’apres (2),
ba(p) =T () =1L(p) +¢";

comme 4, (s) =1L,(p), on voit que

ba(v) = da(p):

la fonction ¥, cst donc conlinue quand on traverse la coupure & =1.
La relation (3) montre alors qu'eclle est continue sur toutes les autres
coupures.
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Cette fonetion J,(3) est donc une fonction de s holomorphe dans
tout le plan, c’est-a-dire une fonction entiére. Nous ne nous arréterons
pas & démontrer que cette fonction admet une dérivée : cela résultera
d'une vérification que nous ferons plus loin (n° 8), en montrant que
4,(3) st égale au polynéme de Bernoulli 3,(5) augmenté d’un poly-
ndme cnticr en e3¢ ot 3%,

3. Valeurs de la fonction Y, (3) quand n est trés grand. — Sup-
posons d’abord la partic réelle de 5 comprise entre oet 13 alors §,(3)
st donnée par lintégrale 11,(s),

' ML CINRP Ry S WP /
"f'l (.") =f einnt+ e-nTl g—2ml e::::i / ‘[’
—

-2

ol le module de —z——= reste, pour toutes les valeurs de 4, infé-

ricur a une limite fixe positive A.

Considérons cetle intégrale comme la somme de denx intégrales,
I'une allant d¢ —= & o, 'autre de o & + =, et, dans la premiére, chan-
geons £ en — ¢, puis intervertissons Pordre des limites, nous aurouns

AP TY 1] --2nRSi -2t L2
TR Y T | ‘_‘__ _ € € ' n ¢ n
vu(3) =1 20Tt YT ] oz T ') IRt | ! dl.
c + e 4 [4 e 4

L]
Dans cette intégrale le module de la somme entre crochets est

moindre ue 2A, puisque le module de chacun des termes de cette
somme est moindre que Aj le module de

ezam:__‘,-:nm
est moindre que e, On a done, en désignant, comme M. Weier-
strass, par ! Z ] le module de Z,

! »4_,"(;) |< | oM 4 p-tnmsi I 2A [‘ o 2me g dy
o

I<n faisant
u"du

- — n —
zn..t_u, { dl-—- (?n—n)-m’



SUR LES FONCTIONS PERIODIQUES DE DEUX VARIABLES. 165
on voit que

f" et gy — ! f.e"‘u"du _Mn+n _1.33...0
0

3
; (anms+t (2nm)n+t (anm)r+!

quantité évidemment moindre que { L. Soit, d’autre part, ¢ celui

(am)+i
des modules des deux quantités

emzi’ e—zmi
(qui est le plus grand, de sorte que

I camm’ -+ c-zmm'l < 2 9“;
nous aurons enfin

(4) h@I<2 (L)

Pour établir cette formule nous avons supposé la partie réelle de s

comprisc entre o et 1 : voyons ce qui se passe quand cette partie réelle
est nulle.

Le raisonnement précédent n’est plus applicable, car le module de

e—n1e
e—inl __ gtnsi

devient infini lorsque ¢ varie de — & <+ . Supposons donc 5 infini-
ment voisin de la valeur (9, 0 étant réel, ct désignons par ¢ une quan-
tité positive. L'intégrale définie qui donne §,(3) est de la forme

W)= F(s0ds

nous I’écrirons

0—e +® O+e
bul(z) = f_ CF(s,0ydi+ f6+e F(z,0)dt+ fo_ F(s,0d

Dans les deux premiéres intégrales, le module de

e-"lu
e—int__ pinsl

Journ. de Math. (4* série), tome VII, — Fasc. II, 18g1. 22
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reste inféricur & unc limite positive @. Le module de la somme de ces
deux intégrales est donc moindre que l'intégrale

| e | dde

+®
nwei -annzi —_ a
ale +e |f—‘ GRS e-nme’

puisque les éléments de cette derniére intégrale sont réels et positifs.
plus grands que les modules des ¢léments correspondants des den
premiéres intégrales, et que le champ d’intégration est plus étendu. Or
cette derniére intégrale est égale &

2al«""““' -+ ,,—mmzil © ______l:' (_”_ .
’ ’ . el o-nTl

(qui, d'aprés ce qui précede (formule 4), est moindre que

2 p\®
% )
= \ 3%

¢ désignant le plus grand module des deux quantités e ct e=***. 11
reste & ¢tudier l'intégrale o

O+e
f F(s,t)dt,
0-¢

(jue nous écrirons comme il suit

B+: .
. . - nn n --2Tt
(3)  ieanmed 4 pmaumsy . A _)__‘;’__”_
N 0—¢ e!nﬂl+c~2nm e2/l1t51+e—21c1r:l e-zm,__(,zv::;

iz f”*‘ et dt
-~

—_—
B 544 12,313
Jy_e € — T

Quand 5 tend vers £0, la deuxi¢me de ces intégrales

Vee gorm gy
fo | i g

qui nc dépend pas de », tend vers unc limite finie; si done on appelle
b un nombre positif plus grand que le module de cette limite, on voil
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qe

0+ —3n¢
|z=~{ emdl | op0p.

=Rl __ ginzi

vh.-g

Quant & la premiére intégrale, tous ses éléments restent finis (uand
on y fait 5 = 10, et I'intégrale ainsi obtenue '

fy. . . a
I — 92 nn nen e~ dt
- b e g—inTt - etrmd o g-2amb | o—tme __ o—170

reste finie quand 2 augmente indéliniment, car tous ses ¢léments ten-
dent vers zéro (*). Si Pon désigne par ¢ un nombre plus grand que le
module de cette intégrale, le premier terme de la somme (5) a un mo-
dule moindre que 2¢¢".

On a donc, enfin, quand s = {0,

e < (2 0

aA 2a -
ou, en appelant - le plus grand des nombres —, b, 2¢, ct & le plus

arand des nombres [0] ct ¢,

[$a(3)] < 2A N,

formule analogue & (4). En résumé, quand la partic réelle o de = est
nulle ou comprise entre o et

olxz <,

le module de ¢,(5) quand 2 augmente indéfiniment reste inférieur &
une expression de la forme
2AN,

A eL A désignant des nombres positifs indépendants de n.

(') Voir, pour la démonstration de ce point, la remarque placée a la fin de
ce numéro (p. 16g). B
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Cette proposition s'étend facilement & des valeurs queleonques de =.
En cffet, la formule fondamentale

(5 +1)=14,(3)+ 3"

donne les deux formules

(4n(3)=du(s k)= 3= (5 + 1Y == (54 k= 1),

%) { 4(z)= Ya(z=k)+(G=kY'+(s =k +1)Y'+...+(5—1),

k désignant un entier positif. Si 5 a unc valeur quelconque, on peut
toujours choisir k de telle fagon que I'unc des deux quantités

s+ k s—k
ait sa partie réelle comprise entre o ct 1 ou égale & o. Supposons, par
exemple, que (3 + k) remplisse cette condition : la premiére des for-
mules (6) montre que

|93 |14z + K]+ [ 5]+ (5 + 1P Lo [ (5 4+ k= 1)1
mais on a, comme nous venons de le voir,
[4a(z + k) [ < 2Bp";
d’autre part, en appelant v lc plus grand des modules des k& quantités
Z, 541, ooy S+ k—1

le module de la somme de leurs puissances 7™ cst moindre que kv*;
donc

[$.(2) | < 2B + kv 2AN,

en appelant A le plus grand des nombres 2B et k, A le plus grand des

nombres . et v.
La deuxi¢me des formules (6) conduit & un résultat identique.
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Remarque. — Nous avons admis que le module de I'intégrale

f [3(8) = 9(0)] ot

ol

2 ()= e

(¢, 0 réels, € réel positif), reste fini quand » augmente indéfiniment.
Pour mettre ce fait en évidence, on peut distinguer deux cas, suivant
que 0 cst nul ou non :

1° 0 =o. Alors 9(0)= o. Le module du produit

te—’n‘
e-—"“ —1

reste, dans les limites de I'intégration, inféricur & un nombre positif
fixe p. Si donc on partage 'intégrale en deux, I'une prise de — ea o,
'autre de o & + ¢, on aura

: -t ¥ i
|I|<2Pjo‘ md¢<2pft dt,
| <2p-

Comme ¢ peut tre supposé moindre que 'unité, on voit que le mo-
dule de I tend vers zéro quand » augmente indéfiniment.

2° Supposons 9 différent de zéro, positif, par exemple. On pourra
prendre ¢ assez petit pour que § — ¢ soit positif. Ecrivons

I U0 St
90—z

t—0 et g-3nd
e—Ine( ¢ — . . e
Le module du facteur —_7,7,1—_—,;;)6 reste encore inférieur 4 un nombre

positif p. D’autre part, le théoréme des accroissements finis donne

2(0)—2(0)=(t—0)¢'(w)
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u ¢lant compris entre ¢ et 0, ¢'est-a-dire positif. Comme

nu'- 1 anrut ennu __ p—tnnu
T __ g=inm - TN - g-inTn pinTn e—3n%n ’

7 (W)=

on i
|?’( )| < nu' em ™ o p i o™

' '_ g e 0 Y
]f(u)|<n(“+z..)(m ).
P . , 1 I
L.e maximum du produit #e=*™ étant —, ctle facteur — + 27 res-

. ' . . e B ]
tant, dans l'intégrale, inféricur & —— + 2%, on aura

0—¢
()"

\

1 i 1o\
" ") ™ ——
=+ ‘“.,) ('mc'_) ’

3" ()| <n (6—5* + '_».-.)

d ol

[T < anpe (
limite qui tend encore vers zéro pour » infini.

4. Application a la résolution de dewr problémes de caleul fone-
tionnel. — Prenons d'abord le probléme de M. Guichard. Soit

Hy=a,+a,5+a,3* +...+ a,5"+...

une fonction entiére : il s’agit de former une fonction entiére (i(3)
vérifiant I'équation '

(7) GG +1)=G(z)=H(s).

La séric

G)=ays—1)+ay (5)+ap,(3)+ .+ adu(s)+...
converge quel que soil 3, car le module du terme général a,¥,(3) est
moindre que

2Aa, |\,

A et A désignant des constantes indépendantes de n, et la séric dont le
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terme général est |a, | A" est convergente. La séric G(z) définit done
une fonction enti¢re vérifiant I'équation (7) (). La fonction entiére la
plus générale vérifiant cette équation est égale & G(s) augmentée
d'une fonction enti¢re avee la période 1.

1l est évident (que I'on pourra ramener au probléme que nous venons
dc résoudre la détermination d’une fonction (i, (3) vérifiant une équa-
tion de la forme

G, (z+w)— G (35)=H(s),

o désignant une constante quelcongue. 11 suffira de déterminer une
fonction enticre (3(5) vérifiant 'équation

G(s + :)—'G(:>=H(w=),
G,(3)=G (%)

Cherchons maintenant & résoudre le méme probléme pour des fonce-
tions de deux variables indépendantes.

Etantdonnées dew.r fonctions enticres H(.z, y) et K(z, y) de dear
variables x et y, former une fonction enticre ((x, y) vérifiant les
deus: équations

puis de prendre

G(w+1,y)—G(x, y)=H(x, y),
G,y +1)— G(x, y)=K(x,y).

Pour que le probl¢me soit possible, il faut que les deux fonctions
données H et K vérifient une certaine équation de condition. En effet,

cn changeant, dans la premiére des relations (8), y en y + 1 et ajou-
tant i la deuxicme, on obtient

(8)

Glx+1,y+1)—-G(x,y)=H(z, y +1)+ K(z, y);

dc méme, en changeant dans la seconde de ces relations « en « + 1 et
ajoutant le résultat & la premicre, on a

Gle+1,y+1)— G(z,y)=K(x +1,y)+ H(z, y).

(*) Voir un Mémoire de M. WrikrsTRASS, Monatsberichte, p. 723; 1880.
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On doit donc avoir

(9) H(z,y +1)+ K(z, y)=K(z + 1)+ H(x, y).

Supposons cette condition remplie; le probléme est alors possible
et I'on peut former la fonction G(z, y) de la fagon suivante :
Ordonnons H(z, y) par rapport aux puissances de x

H(z,y) =Y ="k (y),

LE=1]

les coefficients &,(y) ¢tant des fonctions enti¢res de y. Si nous posons

L(27) =3 ba@)h(3),

n==0

ott §, (x) est la fonction définic précédemment, avee la convention que
Yo () = @ — 1, et si nous désignons par M (i, y) une fonction cnti¢re
quclconque de x ct y assujetlic 4 la scule condition d’admettre la pé-
riode 1 par rapport i x,

M(x +1, y)=M(z, y),

Pexpression

(10) G(z,y)y=L(z,y) — M(z, y)

d¢finit la fonction entiére la plus générale vérifiant la premiére des re-
lations (8)

G(x +1,y) — G(x, y>=H(xa}’):

I faut déterminer la fonction M(z, y) de telle fagon que la fonc-
tion (10) vérifie aussi la deuxiéme desrelations (8). Pour cela, remar-
quons que, si nous retranchons la relation

L@ +1,5)—L(z,y)=H(z, y)

de celle qu'on en déduit par le changement de y en y + 1, nous ob-
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tenons 'équation

L(r+1,y+1)=L(z,y +1) = L(x +1,¥5) + L(x,y)
=N(e, y +1)— (x, y)

dont le second membre est égal i
K(e+1,y) = Koy y)
en vertu de la relation (9). On peut done écrire

L(z4+1,y+1)— L(x+1,y)— K(x +1,)
= L(z,y +1) — L2, ¥) — K(x, ),

e qui montre que la fonction entiere

Ple.y) =L(z, y +00 =Lz, y) - K(z, y)

admet la période 1 par rapport i .
Cette fonction Pz, y), ordonnée par rapport & y, est done de la
forme

P(x, y) =y pu(),
n=0
les coeflficients p, () ¢tant des fonctions enliéres de .« avee la pé-

rindle 1. Cela posé. en prenant la fonction G(x, y) définie par I'équa-
tion (10), on voil (que Fexpression

(1) Gl y+1)— Gle, )= K(e, )
estidenticue @
(12) P(ryy) =Mz, y + 1)+ M(x,y),

ot la fonction enticre M(.x,)) est assujettie & la scule condition

Journ. de Math. (4 séric), tome VII. — Fase. I1, 1801. 23
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davoir la période (1) par rapport & . Prenons pour cette fonetion
I'expression suivante

h=e

.\[(.l', )’) = 2 '#n(,y j),)n<'t')’

n.-0

oy, (y) =y — 1 ctoliles coefficients p, () sont cenx qui figurent dans
le développement de (e, y). La fonction M étant ainsi déterminée,
Fexpression (12) est nulle : il en est de méme de Vexpression (11) qui
lui est égale, et la fonction G (.ry y ) vérifie hien les deux relations (8).
La fonction la plus générale vériliant ces deux relations est égale
G (e, y )y augmentée d’'une fonction enticre admettant la péviode
par rapport i .z et i y.

Nil s"agit de former une fonetion enticre G, (e, y) vérifiant dean
équations de la forme

(‘I,(.I‘ + a, )’) —_ ‘;.(,L', )r) = ll(.l',)’),
Go(ey v+ 0)—G(ryy)=K(r,y).

on formera, comme nous venons de le faire, une fonetion G (e, v ve-
rifiant les deux relations

G(r+1,y)— Gy y)y=car, by),
Glry v 41) = Gy ) = K(an, by).

puis Fon prendea
. . 'r "
(I|(.l', )‘) = ( ('—,9 ’-')

5. Pour terminer ee Chapitre, nous moulrerons, comme nous
Favons annonceé, que la fonction ¢4, 3) ne diflere du polynome de Ber-
noulli 9,(3) que par une expression entiere en e o) =27,

Reprenons Pexpression de 4,(3) telle que nous Favons éerite dans
le n® 3, en supposant la partie véelle de s entre o et n,

. FMTIE 4 - eT
Ya(3) = f T ITT

(22Tt 2w

P I” dt.

n
¢ ;e ,,.’1‘: 3 ( l) Ut 9]
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Nous distinguerons deux cas, suivant que 72 est pair ou impair.
1* Suppesons d’abord n impair, # = 2v + 15 nous aurons alors, en
introduisant des fonctions circulaires i la place des exponentielles

.. ) ® cosanms  Hsinantedl
VoV =i(= )| o
, CUSUATLL CO8ATS —cosaml

on cncorey en ajoutant et retranchant 'unité au premier rapport
COSANT S

cosonwll

= . .

. COSINTS — cosanTll smanle |,
Yar (3) = i(=1) : . Y
[ COSATS — COsaTiL cosanrtill

U]

" . . .
.. . 281N 7L COSTLL y
+z(—:)’f - L L.
o COS2TS — COSATU

Dautre pavt, dapees M. Hermite (Journal de Crelle, 1. 79), ¢
polynome de Bernoulliy 3,,.,,(35), est donné par la formule suivante,
oft la partic réelle de 5 est supposée comprise entre ot 1,

5 TN S e )] v+l
Sy (3) = '.(_ )Y AsiNi s cosm 7] 10+ (i
v ’ o sinwel COSUTS — COS2 T

On a done, en retranchant les deux expressions de .., ,(3) et
Zavr (3), €L remarquant que

asin®*nli — 2sin*=3s = cos2®=35 — Co

w
o
]
)
LY
S

"!’:!v+l (5)— Davat (:)

eX ) . . . .
. . COSANTS—COSANTLU sInaTl cosTlt \
_—_l<—~|)'f [ -+ ]["”([l.
0

COs2Ts —cosawdl cosanwll sinw ¢

Cette derniére intégrale est évidemment un polynéme en cos2zs,
sar I'expression
COSANTS — COSANTLL

COSATS — COSATLL

est un polyndme en cosa2=s. (lest ce que nous voulions démontrer.
2° Supposons maintenant » pair, n = 2v. Nous aurons

Nl . v [T cosanms e~ —cosuntl ,,
bav(3)=i(— 1) . 2 dl,
Jo COS2NT L COSamS — COSamll




176 . APPELL.

CosS3NTS

ou, encore, en ajoutant et retranchant I'unité an rapport D
: cosanwli

, . b 0SS - ‘ . —~-INSE '\’)ﬂ,.
'4‘-»»:(3> = i(— ')vf COSAN T3S —- COST nr.tl e cosn U i
° . COSATS — COS Il cosantl

APPES 1 47) 3
.. ¢ CosSATlL ,,,
+ 1 (- 1)"/v A% dL.
, COSATI-—COSAT t

D’autre part, d’aprés ['expression du polynéme de Bernoulli 3,,(5)
donnée par M. Hermite (Journal de Crelle, t. 79), on a

* dt
CO82RS-— cosani{

2(3) =(—1)'sinazws [.,,

Zalculons la diffé e b,,(3) -~ 2,,(3). en remarquant Fidentite
Calculons la différence 4,,(3) -~ 9,,(3). en re nant lidentit

(3™ — cos2T) — sSiN27s == 1(COs2T3 - coxamli),
NOUS AUrONS

P (3) = 72(3)
- "(\ . I)v[

celle dernitre intégrale est un polyndme en ™0 ot ¢ ™ ce qui de-

COSANTZ - COsINTH 73— cosanll Y
= 4 {rde

COSATS — COS Tl cosanmil

mountre la proposition que nous avions en vue.

tallior () wti— -

CHAPITRE 1.

FONCTIONS DPERIODIQUES D'UNE VARIABLE.

6. Soit f(«) unc fonction analytique d'une variable se comportant
en tous les points & distance finie comme une fraction rationnelle.
Cette fonction peut, d’apreés Jes résultats trouvés par M. Weierstrass,
se mettre sous la forme
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ot les fonetions () et (ic) sont des fonctions entitres n'ayant pas
de zéros communs. Cette forme n'est pas unique, car on peut évidem-
menl maltiplier le numérateur etle dénominateur par une méme fone-
tion entitre #’ayant pas de séros, cest-i-dire par une exponentielle
dont I'exposant est une fonction enticre de .
Supposons «ue la fonction f(x) admette une période @ : on aura

demtiquement

2(r+w) _p(e)

y(r +w)  d(r)

Cette identité montre que les fonctions enticres ¢ (4 + w) et 3(.r)
ont les mémes zéros; leur rapport, qui n'a ni zéros ni infinis, cst done
de la forme #8790 o () désignant une fonction entitre, et 'on a

H(2+w)  (rzt+w) P8
T I

Sott maintenant (o) une fonction enticre de v vérifiant Fidentité

h(r+w)—h()y=g(r).
N nous posons

I

71 (
i (

r)z= g(w) e,
L)

r)= () et

la fonction f(e) sera le quotient des deux fonctions 3, () et 3, ()
w'ayant pas de séros commauns ct vérifiant les deux équations

2 +w)=9,(x), hi(e+w)=,(2).

Done une fonction uniforme f(x), sans singularités essentielles,
qui admet la période o, peut toujours étre mise sous la forme du
quotient de dewr fonctions enti¢res admellant séparément la pe-
riode o. '

Supposons maintenant que la fonction

/("/_)2 9y (&)

()
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admette une seconde période o', On aura encore lidentité

5 (.1 4+ o) — w(xr),
% (& + ') W)

dof Pon conclut, comme plus haut,

nlr ) _hlrew)

wlw) T ()

= p& ".:,
g,(r) désignant une fonetion entiére.
Comme les fonctions %, () et g, () admettent L période o, on doit
avoir
BT — p# L) g +w)y=g,(e)y—2niz,

n élant un entier. Cette derniére relation, éerite sous la forme

, aniw o aniw
Lo+ w)+ — (r+o0)=g(r)+-—.r

(o

montre que la fonction entiére

20w
gi(e)+
admet la période w et est, par conséquent, développable par la formule
de Fourier en une série de la forme

v+ vimy

2007 N —
g,(.L)—F T.l—-— Z a,c
y=-®

Nous pourrons alors déterminer une fonction enticre /£, () adinet-
tant la période w el vérifiant 'équation

(13) by (4 0) = by (€)= g (o) + T 0 — a
‘n effet, cette fonction 4, (x) scra de la forme
Vet w avinr .

hy(x)= 2 bye © .

"=—®
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eleen éevivanl gqu'elle vérifie la relation (13), on aura

b,(1 —q")=a,,
o0 g estla quantité e @, Les coefficients by sont ainsi déterminds lous
d Fexeeption de b, et la série obtenue pour 7, () est convergente
. pag e wniw
pour tontes les valewrs de .z, comme celle (ui définit g, () + ——

(]

cela résulte de ce que le module de % reste, pour loutes les valeurs

| — ¢
entieres de v, autres que zévo, inférieur a une limite fixe. Si, pour une
valeur de v non nulle, ¢ module devenait infini, le vapport des pe-

!
. (0] . ' . » M
riodes — serait réel et commensurable, et ces deux périodes se rédui-
)

ratent e senle, La fonetion A& (.2) étant déterminée, si l'on pose

B()= 5, () 00,
()=, () ehio,

les fonctions @ ¢t U n'auront pas de zéros communs, et la fonction
S () sera donnée par Pexpression

. P(.r
J(x)= ;l'((.zr;’

les fonctions enticres @ et Y* admettant la période o ot vérifiant les
relations

! iy
+a,

sl]?(.lf—t—(o'):u_ "B,

(1)

i

' YWie+w)y=e ©

().
Les fonctions @ et ¥ sont développables par la formule de Fourier
en series de la forme

o ® N5 X 3
+ U 4=t LA

v S ASE w= 3

V=—x

on déterminera les coeflicients A, et B, en exprimant que ces fonetions
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vérifient les velations (14). Si Ton suppose, comme d'habitude, (ue
!
([} . . o .
dans le rapport ~ le coefficient de 7 est positif, on reconnalt que les

séries ainsi obtenues définissant @ et M7 ne sont convergentes que si o
est positif. Les sérvies ainsi obtenues pour @ et U" sont conmposdes,
comme il est bien connu, & Laide de fonctions 0.,

On trouve de celle facon, @ priori et en partant de la seale notion
de la double périodicité, Pexpression des fonctions doublement pério-
diqques par des quotients de fonetions 6.

On pourra montrer de méme qu'nue fonetion £(.r) sans singula-
rités essentielles vérifiant des relations de la forme

S =)= fir),
S+ )=cht fle).

o /(.r) et [, (e) sontdes fonetions entidéres, est égale an produit d'une
exponenticlle de Ta forme e par un quotient de fonetions 0 (*): ce
résultat conduit, en particulier, a Fexpression des fonetions donble-
ment péviodiques de seeonde et troisitme espece.

CHAPITRE LI

FONCTIONS PI:IIHODIQFES DE DEUX VARIABLES.

7. Dans le Chapitre précédent nous avons monltré, par une m-
thode dircete, que toutes les fonetions doublement périodiques, sans
singularités essentielles, peuvent étre exprimées par un quotient de
fonctions 0. Le but principal (ue nous poursuivons maintenant est de
montrer, par une méthode analogue, que toute fonction quadruple-

(M) Voir le Mémoire de M. Guichard (Annales de U'licole Normale, no-
vembre 1887), ol se trouvent lraitées, & un tout autre point de vue, de nom-
breuses questions de ce genre.
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ment périodique de deux variables, sans singularités essentielles & dis-
tance finie, peut étre exprimée & I'aide des fonctions @ de deux va-
riables.

Nous commencerons par rappeler quelques propriétés fondamentales
des fonctions uniformes de deux variables, en complétant, par une
remarque, un beau théoréme de M. Poincaré.

8. D’aprés un théoréme de M. Poincaré (Acta mathematica, t. 11),
une fonction analytique uniforme f(z, y) de deux variables x ct y, sc
comportant comme une fraction rationnelle en tous les points & dis-
tance finie, peut s’écrire sous la forme

£

f@y)= 52,
les fonctions ¢ (i, y) et (=, y ) élant entiéres, ct ne s’annulant simul-
tanément qu'aux points ot la fonction f(x, y) est indéterminée. Pré-
cisons ce dernier point en nous reportant au Mémoire de M. Weicer-
strass : Einige auf die Theorie der analytischen Functionen
melirerer Verdnderlichen sich besichende Sdtse, dont exposition
détaillée a fait le sujet de la These de doctorat de M. Dautheville
(Paris, 1885). Soit '

T=Zy Y=y,

un point ou les deux fonctions ¢ et ¢ s’annulent. Faisons, comme & la
page 25 de la Thése de M. Dautheville, le changement de variables

X —Xyg=Cyy X+ €Y, Y —=Yo=Cq &+ Cpa}y,
le déterminant des constantes ¢4
CyyCy3 — Cy3Cyy

étant différent de zéro ct les deux séries ¢ ct ¢ ne s’annulant pas iden-
tiquement (quel que soit x,) pour ¥, = o. Alors on peut déterminer
un domaine ¢ du point =, = 0, ¥, = o, dans lequel on a

¢ (2 y)=Pg,, Y(z,y)= Qi

Journ. de Math. (4* série), tome VIL. — Fasc. II 18q1, 2/
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90 €t Y, désignant des séries qui ne s’annulent pas dans le domaine 3,
P et Q des polyndmes en «x, ,

P=ua}+Put"+.. .+ P,
Q=x'+ Q2" +...+Q,,

dont les coefficients I,, ..., Py, Q,, ..., Q, sont des séries enticres
cn y, dépourvues de termes constants. On peut toujours supposer le
domaine & asses pelit pour que ces deux polyndmes ne puissent
s’annuler simultanément dans ce domaine que pour x, = y, = o.
En effet, formons le résultant de ces deux polyndmes : ce sera une
série entiére en y, dépourvue de terme constant. Si ce résultant n’est
pas identiquement nul, on pourra prendre ¢ asscz petit pour (ue,
dans le domaine ¢, il ne s'annule que pour y, = o0; ce qui démontre la
proposition. Si ce résultant était identiquement nul, quelle (ue soit la
valcur attribuée & y, dans le domaine ¢, les deux polynomes P et
en 2, admettraient un diviscur commun D de la méme forme qu’enx.

P=DP, =D,

ct 'on pourrait trouver dans le domaine ¢ des valeurs de ., ¢ty an-
nulant D sans annuler simultanément I’ et Q'; on aurait ainsi des sys-
témes de valeurs annulant ¢ et ¢ sans que, pour ces valeurs, le rapport

_ Pz Plg,
QYo Q"\"n

'(-l'(‘v

soit indéterming; ce qui est contraire & 'hypothése faite sur les deun
fonctions enticéres ¢ et ¢

Cela posé, admettons que Ia fonction f(x,y) ait été mise dune
autre facon sous la forme

. 41(-1 ‘)
Sery)= W(o,x)’

v, et Y, étant également des fonctions entiéres. On aura l'identité

alny) _ e(r,y)
(15) o) =




SUR LES FONCTIONS PERIODIQUES DE DEUX VARIABLES. 183

Nous allons montrer que le rapport

9 (z,y)
(16) e

est une fonction réguliére en tous les points a distance finie, c'cst-
a-dire une fonction entiére G(z, y). De sorte que I'identité (15) en-
traine

2(2,y)=G(z,y) 9(z,¥),
$i(z,y)=G(z,y)P(z, ).

Les seuls points oli le rapport (16)%‘ peut’ cesser d'étre régulicr

sont les points oit ¢ (x, ) s'annule. Soit x,,y, un de ces points; deux
cas sont a distinguer, suivant que Y (=, y) s’annule ou non au point
Lyy Yo o
1° La fonction ¢ (., y) ne s’annule pas au point ,, y,; alors, comme
I'identité (15) donne
¢z y) _ lz,y)
?(5y) Y@y’

¢t que le second rapport est régulier au point z,, y,, il en est de méme
du premier.

2" La fonction § (z, ) s’annule aussi au point xz,, y,. Alors 9, (x, y)
s"annule également en ce point, car, si cette fonction n’était pas nulle,
le premicr terme de l'identité (15) aurait au point &y, y, unc valeur
déterminée, finic ou infinie, ct le second terme serait indéterminé an
méme point; ce qui est impossible.

Les trois fonctions

2@y Y@y) 30(xy)
s'annulant au méme point z,, y,, faisons, comme plus haut,
X —Ty=Cy,Ty+ €3 Y, Y —Yo=Cqo Xy +Cpa ¥y,

le déterminant des constantes ¢; n'étant pas nul, ct ces constantes
¢tant choisies de telle facon que les trois fonctions ne s’annulent pas
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identiquement pour y, = o, quel que soit z,. On a alors, dans un cer-
lain domaine ¢ du point #, = o, y,= o,

?(w’y)": P?O’ 4‘(”9)’)'—: Qq‘o’ ?l(x’)’) = R?c.oa

%0y Yo €L 9, o désignant des séries qui ne s’annulent pas dans le domaine
g, P, Q, R des polynémes en z,,

P=utt+DP ab+.. .+ P,
Q = "‘.‘: + Qlw‘:_' +eet (Qva
R=uf+R, 28" +...+R,
dont les coefficients sont des séries entiéres en y, dépourvues de

termes constants. Si I'on remplace ¢(x,y), $(x,y) et 3,(x,y) par
ces expressions dans I'identité (15)

=G

() s, y)
10y 0) T ()

’

-

-

on a unc relation u'on peut écrire

(17) QR __ 2eti(2:0),

/ L ?1,0"‘0

Le sccond membre de cette identité est une fonction régulicre dans
le domaine &, puisque les séries 91,0 L P, ne sannulent pas dans ce
domaine : le premier membre est donc aussi une fonction régulicre
dans cc domaine. 1l en résulte que le polynome R doit étre divisible
par P. En effet, donnons & y, une valeur non nulle assez pelite pour
(que les p racines du polyndme I’ soient dans le domaine ¢; si ¢ est assez
petit, aucune de ces racines ne peut annuler Q, conime nous 'avons
vu, clles annulent donc toutes R : car, autrement, en faisant ., égal i
une de ces racines, on rendrait le premier membre infini, le sccond
vestant fini dans I'identité (17). Done, quelle que soit la valeur attri-
buée & y, pourvu que son module soit inféricur & une certaine limite,
les w racines du polynéme P annulent R. Le polynome R est done di-
visible par P, etTon a

R = PR,
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R’ étant un polynéme de la méme forme que R. Le rapport

o (2, ¥) = Roue — Rl?ﬂ'
#(2y) P %o

sc comporte donc réguliérement dans le domaine ¢ et, en particulicr,
au point z,, y,.
(Pest ce que nous voulions démontrer.

9. Soit f(«,y) une fonction uniforme de « ct y se comportant i
distance finic comme une fraction rationnelle. Cette fonction peut
s'éerire sous forme du quotient de deux fonctions entiéres 9(.r,y)

()

roy)= &)
Men)= gep

les fonctions 4 et ¢ ne s’annulant simultanément qu’aux points od la
fonction est réellement indéterminée. Ce mode de représentation n’est
pas unique; on cn obtient évidemment une infinité d’autres possédant
les mémes proprictés en multipliant le numérateur et le dénominateur
de f(r, v)parune méme fonction entiére n’ayant pas de séros, c'cst-
a-dire par une exponenticlle dont I'exposant est une fonction entiére.

Supposons que la fonction f(.r, y) admette un groupe de péviodes
(«, b), c’est-it-dire que

J(x+ay+b)y=f(x,y).
On aura I'identité

slota, y+0) _ w(ey)
e +a,y+0)  Y(x,y)

(18)

La fonction /., y) est ainsi mise sous la forme du (uotient de denx
nouvelles fonctions enti¢res

g(r+a,y+b) et Y(x+a,y+0b).

On aura done, en vertu de la remarque que nous avons faite dans
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le numéro précédent,

¢(w+a,y +b)=G(z,y)¢(=y),
Y(z +a,y+b)=G(z,y)Y(z, ),

G (., y) désignant unc fonction entiére.
Si dans I'identité (18) nous faisons pour un instant

r=r—a, y=y-0
clle devient

o, y') _9(2'—a,y — b)’
Y&y y) T (o' —a, ¥y —b)

ce qui montre que le rapport

e(r'—a,y'—b) o(x, ¥) _ 1
e(x', ¥") T e(x+a,y+0b) " G(r,¥)

est une fonction entiére. La fonction G (=, y) est done telle que son
inverse est aussi une fonction entiére, d’out 'on conclut que G(.r, v)
est de la forme

G(z, y)= 8™,

olt g (., ) est une fonction enticre.
En résumé, si la fonction f(.r, ) admet un groupe de périodes
(a, ), ona

s(x+a,y+D) — Y(z+a, y+0) — p8lE,y
(@ 7) TN '

(19)

10. Cela posé, supposons d’abord que la fonction f£(x, y) ait deu
groupes de périodes que nous pouvons toujours, pour simplifier, ra-
mener & étre (274, 0), (o, 2%{),

flo+ami,y)=f(@7)  Soy+2m)=f(ey).
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Nous aurons

?(.‘IJ"*‘Q“‘.’J’),_ ¢(z+21“.’ .7) — e‘(‘y’i),

e(z,y) Y=z Y)
(20) 3 .
g(o y+and) W&y +%) ke,
¢(x, ) o(z, 7) ’

2(.z,y)eth(x, y) désignant des fonctions enti¢res.
Si, dans la premitre des relations (20), on change y en y + 2% ¢l
si I'on tient compte de la deuxitme, il vient

3(+anh y+3%i) __ 82,7+ AR A2,
¢(x, y)

de méme, en changeant, dans la seconde, i« en z + 2% et en lenani

compte de la premiére, on a

¢ (& -+ 2%, ¥ 4+ 2%) — 8L, Y1+AE+2Ti,y)
2(2, )

Done
g,y +2xi)+h(x, y)=g(x,y) + h(x + 27i, y) — 2niz.

oll 2 st un nombre entier; nous écrirons cette formule de la fagon
suivante

(= [) é"(-’v,)’ -+ 21ti)—. g(w’ )’)
, = h(x + ani,y)— n(x + 2ni) — h(x, y)+ nr.

Cela pos¢, formons, par la méthode indiquée au n® £, une fonction
entiére A(z, y), vérifiant les deux relations

Mz +2mi, y) — Mz, y)=g(=, y),
M,y +ami)— M, y)=h(z, y)— nr.

compatibles en vertu de la relation (21); et soient

9:1(z, )= ¢(z, y)e ¥,
$i(@ y)= (=, y)e &
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on aura une nouvelle expression de la fonction £ («, )),

Sz, y)= ;:Ef’ })

oli le numérateur et le dénominateur ne s’annulent simultanément
qu'aux points ot la fonction est indéterminée, et vérifient les deux re-
lations

2 (@ + 276, y) = 53,(2, ),

9u(&, y +ami) =" g (2, ¥),

Y (z + 2xi, y)= {,(z, ¥),

$i(2,y +2mi) =" (5, y).

Nous avons vu qu’'unc fonction d’une vaviable, sans singularitdés
essentielles, avec une période, peut toujours s'éerive sous forme du
quoticnt de deux fonctions enticres, sans zéros communs, admetlant
s¢par¢ment la méme période. PPour la fonction f(.r, y) de deux varia-
bles avec deux groupes de périodes, nous venons d’obtenir mn résultal
différent. Cette fonction peut se mettre sous la forme du quotient de
deux fonctions enticres 7, et §,, ne s'annulant simultanément qu'aux
points d'indétermination cl vérifiant les ¢quations (22), c’est-a-dire
wadmettant pas séparément les deux groupes de périodes de f(«, ).
On pourrait néanmoins metire la fonction f(.r, y) sous forme du
quoticnt de deux fonctions entiéres admettant séparément les deux
groupes de périodes; mais cette nouvelle expression ne serait pas i17+¢-
ductible, en ce sens que son numérateur et son dénominateur seraient
¢gaux & 9, (.r, y) et, (, ») multipliés par unc méme fonction entiére
s'annulant nécessairement. Clest ce que nous montrerons dans un pa-
ragraphe particulier (n° 17).

(22)

11. Imaginons maintenant que la fonction f(ir, ¥) admette deux
autres groupes de périodes

(a, B)y (s ),

fe+a, y+8)=/f(xy)
f(z+dyy+pB)=f(x,y).

c’est-a-dire que
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On aura les deux identités

$1(z+a, ¥y +B) =.?l(-”» y),
Yi(z 4+, y +B) (2, )

o(z+a,y+ ) _ oz, y),

h(z+a,y+3) " bz, y)

d'ot1 I'on conclut, comme nous ’avons montré au n° 9, pour une paire
de périodes quelconque,

w(z+ay+B) _ h(z+ey+B)

= e8\(@)
(23y | nED - bz y) ’
nr+ay+§) _dle+dy+8) _ aey

#(2, y) (=, ) ’

g.ct h, désignant des fonctions entiéres. La comparaison des rela-
tions (23) et (22) va nous donner immédiatement des propriétés im-
portantes de ces fonctions g, (x, y)et k,(z, y). Comme les fonctions
%, et ¢, admettent, par rapport a z, la période 2w, la premiére des
relations (23) montre que I'on a

e85 x+anh ) — e‘:(z”), & (x + ﬁﬂi, }’)=g4 (x’ }’)"" Qaiﬂ,

a désignant un nombre entier. Dans la premiére des relations (23)
changtons y en y + 27 et rappelons-nous que

(2, y +27i) = "7 9,(m, y),
DA HOE S A

nous aurons
cg'(.r, r+3im) — enu+g.(x,y);
d’on
g (x,y +2in)=g(x, y)+ na+ 2bix,

b désignant un entier. Les deux formules ainsi obtenues montrent que
la fonction
. na
(24) g(@y)—ar—by — —
Journ. de Math. (4 série), tome VII. — Fasc. II, 18g1. 23
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admet la période 2¢r par rapport & x et aussi par rapport i y. Elle est
done, par la formule de Fourier, développable en une double série
ordonnée suivant les puissances positives et négatives de e” ot e*,

Pg=+e
; nz . Z
g(e,y)—ar—by — Y= 2 A, eren,
mg=—

et ¢ désignant des entiers prenant toutes les valeurs de — 2 & + =.
Cette formule donne

mg=+=
. na ay
(%) gl y)y=ar+by + =y + Ay e
Py=-=

In partant de la scconde des relations (23) on trouvera de méme

'!,II::-{-Q
' ) na oy
(i) I yymaertiy s 1S oo,
Py ==

« et ' désignant des entiers.
Enfin la comparaison des deux relations (23) va nous fourniv une
derniére déquation liant les fonctions g, et /4. Ecrivons les vela-
lions (23)

w(r-+2, v+3)

ey y)
or(x+2, v+ )

i, y)

— (gé',(x. Y) )

= (."'x(‘t’ ’4);

dans la premi¢re changeons x ¢t « + «, y en y + 3’ et tenons comple
de la deuxicme; nous aurons

v, . ’
s(rta4+2, y+ B+8N — e ) ch 2
2 (.2 )’)

puis changeons dans la deuxiétme r en £ -+ 2,y cny + 3 cl tenons
compte de la premicre; nous aurons de méme

¢ (e 42+ o, Y +3+3) = e8Z, ) h (L, y B
$1(25 )
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On cn conclut que les deux exponcentielles formant les seconds
membres sont égales, c'est-d-dire

g +o, y+3)+h (e, y)=g,(tyy)+h,(x +a, y + B)+2Niz,

N étant un entier.

<crivons cctte rclation sous la forme
(27) jlg.(.z'+a',)'+§’)—g,(x,y)
s U =k (o +ay+p)—h(x,y)+2Niz,

ct remplacons-y g, (z,y) et k,(z, y) par les développements en
sérics (2)) et (26) obtenus précédemment. Nous aurons, en égalant
les coefficients de e?*+97 dans les deux membres de la relation (27),

(28) An.q(cwﬂﬂ, —1)= B, (err+ — 1),

tant que p ct ¢ ne sont pas nuls tous deux. Puis, en égalant les termes
indépendants de e® et ¢’ dans les deux membres de Ia relation (27)

- ’ N Y ”" 1.3’ P ’ ’ n Bz' N

(20) aw' + b + —- =a'a+ 0’ + = +aNir.

On arrive ainsi & unc relation entre les périodes qui est des plus
dignes d'attention. Elle permet, en cffet, de montrer que, parune trans-
formation convenable, on peut ramener les quatre paires de périodes @
la forme normale (2%, 0), (0, axi), (A, B), (A’, B') avee la condition

B=A".

Mais il faut que nous nous assurions d’abord de ce fait que les coef-
ficients

a, a, by, U, n, N

ne sont pas tous nuls; c’est ce qui résultera des développements sui-
vants.

12. Déterminons unc fonction entiére A(iz, y) par les conditions
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suivantes : cette fonction doit admettre la période 2i= par rapport i 2
ct 4 y séparément ; clle doit de plus vérifier les deux relations compa-
tibles
Mz + 2,y +B) = A(2)
nx

= g.(m,y}— ax — by— Py S Ao,o'—'-"z'Ap,,,c""ﬂ.‘ .
I Mz+o,y+f)—A(z,y)
=h.($,)’)—a'.1,‘—- b’y— Ty - Bo,o=2, Bl’.ql?"""'”.

2x

(30)

!
le signez signifiant que la sommation est étendue aux valeurs en-
ticres de p et ¢, de —x & +x, la combinaison p = ¢ = o étant
exceptée.
La fonction A(z, y) devant admettre la période ai=, par rapport
a et ay, cst donnée par une série de la forme

pPg=+e

Moy y) =2, Cpger™.

pp=—e
in écrivant que cette fonction vérifie les relations (30), on déter-
mine tous les coefficients C,,, sauf G, 4, par les formules

(31) Cppg= bt _DBos |
PA ™" epavaB— | T epu+aB —

«qui sont compalibles en vertu de la relation (28) établie précédem-
ment,

(28) Ay (e — 1) =B, (ert+#—1),

Il nous reste & démontrer qu'en prenant ces valeurs (3r) pour les
coefficients C,,, autres que G, o, la série qui définit A(.x, y) est con-
vergente quels que soient x el y.

La démonstration repose sur les deux faits suivants qui sont connus
ct sur lesquels nous reviendrons plus loin (n” 14).

1° Les quantités
(3[’“"‘75 — 1, c”"'va'_— I
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ne peuvent pas s'annuler pour des valeurs de p et ¢, non nulles toutes
deux, car autrement il y aurait réduction dans les périodes.

2° Quelque petit que soit un nombre positif ¢, il existe une infinité
de nombres p et g tels que '

|ePra® — 1| <¢;
mais on peut prendre ¢ assez petit pour qu'en méme temps
[P+ — 1| >,

En d’autres termes, il est impossible que, quelque petit que soit un
nombre positif, il existe des entiers p et ¢ rendant en méme temps les
modules de

ePsraf _ I, eP¥ b g

moindres (ue ce nombre.
Cela pos¢, le nombre ¢ étant choisi, comme nous venons de le dire.
partageons la série qui donne A(x, y) en deux parties,

A, y) =Cyo+ 2‘ CpqcP™+9 +22 G, eP™*,

la premiére partie 2 comprenant les termes qui correspondent aux
1

valeurs de p ct ¢ pour lesquelles
] ePe+ab g ] >e,
la deuxi¢me 2 comprenant les termes dans lesquels
b

|ermab— 1 |<e,
ct, par suite,
| P+ — 1| >«

La premiére partie 2 est convergente; car, d’apres la valeur
t

o Al’vq

= —l,
P9 epa-o-qp —1
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le module d’un terme de z est moindre que
'

|
. I Ap.q Il 14 I,

¢'est-a-dirc moindre que le module d’un terme de la séric absolument
convergente

' ’
- CPJ'WJ’
: 2 Apg :

. . Y ] ’
l.a deuxiéme partic z cst ¢galement convergente; car, d'aprés la
\ 4

valeur
[ A epa.’-q—qpl — ’

le module d'un terme de 2 est moindre (ue
2

i .
- PL+qy
€ IBIMI(" ! I’
¢’est-d-dire moindre que le module d'un terme de la série absolument

convergente
1’ .
- PPL+G)
: 2 B,,c .

135. [a fonction enti¢re A(:, y) étant ainsi déterminée, posons

@(x, y) =i (, y) e,
Wz, y)="$(z,y) ",

On aura

N (DY) e(xy)
[@))= 4Gy = %y

ot les fonclions entiéres @ (i, ¥) et W(x, y) ne s’annulent simultané-
nient qu’aux points d’indétermination, ct vérifient les relations sui-
vantes, qui sont une consé¢quence immddiate des relations (22) et (23)
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(jue vérifient ¢, ct J, ct des relations (30) que vérifie A(z, y),

d(z+axi,y) _ W(x+arni, y) |
*(z,5) - ¥(z, y) ’
'f_(_?a_}"*‘ ani) — ¥(z,y +axwi) — i
30y 4 o) ) V(x,y) o
(32 »
32) Ple+ay+f) _ Ww+ry +8) nnx+hy+,,-—;y+r
b(z,y) ¥(z,y) ’
4'(-’$+¢';J’+§') — ¥ (z - 1',)"*‘3') — ",“"'."'I""."‘%)'H“
®(z, y) ¥(z,y) ’

ol ¢ ct ¢ désignent les constantes Ay, et By,. On voit maintenant
avee facilité que ces fonctions entieres @ et W' peuvent s’exprimer a
I"aide des fonctions ©.
Commencons par montrer, comme nous 'avons déji annoncé, que
les entiers
a, ' b, a, V, n

ne peavent pas Ctre Lous nuls. Nous allons montrer que les nombres «,
b, nne peuvent pas étre nuls en méme temps. Si ces trois nombres
¢taient nuls, la fonction ® (=, y) serait une fonction entiére admettant
les groupes de périodes (277, 0), (0, 27E) et se reproduisant multi-
pli¢e par unc constante quand on ajoutc & = et a y le groupe de pé-
viodes (2, 3). Or une telle fonction sc réduit 4 une fonction exponen-
ticlle. En effet, on aura d’abord

P =+»
O(x,y)= Z @p g P

’),l, -

puis, exprimant que cctte fonction vérifie I'équation
(2 + oy +3) =@ (x, y),
on Lrouve

tpg(eP 9 — ¢°) = 0.

Donc, tous les coefficients @, , sont nuls, & moins qu’il n’existe un
’ P ’
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systéme de valeurs de p et ¢,

p=P, ¢=Q,
telles que
e+ — ¢

Le coefficient a, 4 est alors arbitraire. Mais ce fait peut se présenter
au plus pour un systéme de valeurs de p et ¢, car, si ’'on avait aussi

0”*9# o cc,
on cn conclurait

(P-p)a+(Q—g)3=2kni (k entier),

el il y aurait réduction dans les périodes (n° 14). La fonction @ s¢ ré-
duit donc & un seul terme

O(z,y) = A0,
on trouve de méme
Y = Be"r+r

et, par suite, la fonction f(z, y) serait constante.
Revenons donc aux relations (32),

O(x + 27i,y) =¥(x,Yy),
O(z,y +2%i) =e"®(s,y),
(32)

‘l ax+4by+ -"—3-‘ ¢
B+a,y+B)=c""" T 0, y),

. n
X'y — y4-c'

P(z+a,y+B)=e OO, y),

oun,a, b, a, ' sont des entiers, les périodes étant liées par la rela-
tion (29),

naf’

!
—~ =ada+ VB + 2f= 4 aNin.
ant are

(29) ao’ + bf +

Nous distinguerons deux cas, suivant que I'entier # est nul ou non,
et nous montrerons que le second cas se raméne au premier.
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Premier cas n = o. — La fonction ® admet alors les paires de pé-
riodes (2w, 0) et (0, 2wi). Les entiers @ et b ne sont pas nuls tous
deux, ni les entiers @’ et &, comme nous venons de le voir, Soit ¢ le
déterminant

C=al —ba'.

11 résulte des relations (32) que 'on a

O(c+ada—ad,y+aB—af)=cV®(x,y),

D(x~Va+bayy— B+ bf)=e¥®(x, y),
¢ et ¢’ désignant des constantes. Ces relations montrent que ¢ ne peut
pas étre nul; car, autrement, @ (, y) scrait une fonction entiére ad-
mettant les groupes de périodes (2%, 0), (0, 2%¢) et se reproduisant
multipliée par une constante quand on ajoute & . et y le groupe de
périndes

da—ad, af—al,

distinet des deux premiers, ce ui est impossible, comme nous 'avons
vu ci-dessus (p. 193). Le déterminant ¢ n’étant pas nul, prenons pour
nouvelles périodes les quantités

A=ba— la, B=0§— 18,
A=ada—aa' +2Niz, B=af—af,
qui sont distinctes comme les périodes primitives, ct nous aurons
O(x + 2%i, y) =0(x, y),
O(x, y +27i) =P(x, y),
®(z + A, y + B) =e b d(x, y),
O(o + A%y +B)= " Bz, );

la relation (29) donnera, en outre,
B=A,

ce qui montre que la fonction ® s’exprime 4 I'aide des fonctions €.
Journ. de Math. (4* série), tome VII. — Fasc. II, 18q1. 26
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Deuwricme cas, n différent de séro. — On raménc ce cas an préce-
dent de la facon suivante. Les trois premiéres relations (32) donnent

O +a2vi,y)=0(z,y),
O(x,y + 2mi) =" O(.r, y),

ar+hy+ Kk, +¢
' Yy

P(r+a,y+f)=e ® (i, y).

Done, puisque n, a, b sont des entiers,
O(z +na+abri,y + np — 2a%i) =" P (x, y ),
olt [ et k désignent deux constantes dont la premicre a pour valeur

nte
l=bn+ —.
PYT

On trouve de méme

Q(r +na'+ 2Uzi, y +nf — 2a'wi) = "N O(2, y),
o
P=ln+ 2.
UT
Nous pouvons dire que la fonction f(z, ), qui admet les quatre
groupes e périodes

(2mi, 0), (0,2%0), (o, 8), («,F),
admet aussi les groupes de périodes

(27i, 0), (o, 2mi), (%, B,), (%, 5,
en posanl

2, = na+ 2b=i, 8, =nB — 2amni,
L= na'+ 2bwi, 8, =nB ~ 2a'=.

Cees nouvelles paires de périodes sont indépendantes comme: les pre-
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micres. Les relations (32) deviennent alors

(e + 25i, y) =P(x, ),

O(z, y +27i)=c"0(x,y),

(2 +a, y+8,)=c""0(z, y),
(e +a,y+f)=c""0(x,y)

ot la rvelation (29) entre les périodes devient, si l'on y remplace «, 3,
o', §' par leurs expressions en fonction de «,, 8,, ), 8,

na=a, —20%i, ne'=a, — 2%,
af =B, + 2awi, nf' =8, +aa'ni,
e LI | ’ ' .
(33) — (ha, —a,B))=aMix,

M désignant un entier,

Il est ¢évident que la période 8, n'est pas nulle, car, si Fon avait
3, = o, il y aarait réduction pour les périodes : la fonction J(.r, y)
serail doublement périodique par rapport a ¢ seul. Si nous posous

¢, (.0, ,V) = (:7¥’+P~)'(])(J;, )")a

nous pourrons déterminer les conslantes A et w de fagon que ®, (., )°)
admette le groupe de périodes ,, 8,. Nous aurons

% = [ noz
_ T %, T T hin B
plllS(lll(‘
[ = bn + niz _ na .
aln aln

La fonction ®, vérifie alors les relations suivantes

G, (c+ 27, y) =D, (x, y),

D, (&, y + 2mi) =TT (1, ),

O (w+a,v+5)=0(cy),

i (z + o,y +f) =W, (z, y),
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¢, et ¢, désignant des constantes. Dans ces relations, on a

' 2
Amih=—nzH

-
Ny o B an8 2
{+2A,$‘-_.“.“ 2ixfB, B ’

en vertu de la relation (33). L'entier M qui figure dans cetie rela-
tion (33) ne peut pas étre nul, sans quoi le déterminant des périodes

3o, — B,

serait nul et il y aurait réduction dans les périodes (voir n® 14). Nous
é¢erirons alors les relations ci-dessus que vérifie la fonction @, sous la
forme définitive suivante, ot nous prenons comme denxiéme groupe
de périodes (o, 2M =) au licu de (o, 271),

O, (x+ 2zl y) =0(r,y),

O, (ryy +2Mei) =" T8 @, (e y),
P, (v + 2,) + Sc Y=, (x, )’),
‘.’.Mniﬂl+

‘D,(.B-i-a',,_)'-i-ﬁ',):(’ 2 Gq’t("-"v)')a

(. et C étant des constantes.
Faisons enfin un changement lincaire de variables, en posant

. % anl
N=wr—2y,  Y=1Ey

pl k‘l ’
&, (7, y) = B, (X, Y).

Les paires de périodes de X et Y correspondant aux paires de pé-
riodes de . ety seront données par le Tableau suivant :

Périodes de z ct 3. Périodes de \ et V.
(2%8,0) eeenivein i (27, 0)
(0,2M%0)eeninnn... ce. (A, B)

(%yy By)eeveriinniiiioannns (0, 2% ()
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ol 'on a posé

=—3Mm'%, B=—[”;:M,
1

A B2y —a B ,_ 3TEiRy
.\__———-—-—”p. ', B-_—{i,

On aura alors

@,(X +27i, Y)=0,(X, Y),
D,(X, Y +2ri) =0,(X, Y),
O, (X + A, Y+ B)=e"+cd,(X,Y),
O,(X+A,Y +B) =" d,(X,Y),

et la relation (33) donne
B=A’ C. Q. F. D.

Onretrouve done, dans les deux cas, n=o00u n 2 0, les ¢quations ca-
ractéristiques des fonctions 0, fournissant immédiatement ces fonctions
par la méthode des coefficients indéterminés. La fonction W(wx, y)
pouvant s’exprinier de la méme fagon, on arrive A ce théoréme que la
fonction f(:, y) est lc quotient de deux fonctions entiéres composées
avec des fonctions @ de deux variables.

14. Remarques sur les périodes (*). — Soit f(x, y) une fonction
uniforme admettant les quatre paires de périodes indépendantes

(2miy0), (o0, 27i), (2,8), («,§)
de telle fagon que L'on ait
S(e+2hmi+ma+mo,y +2kzi+mB+m'B)= f(r,y),

(uels que soient les nombres entiers X, k, m et m’.
1° Il est impossible qu'il y ail une relation de la forme

(34) 2kwi+mB+m'¥ =o,

(') Voir les vecherches de M. Kroxcker, Sur les systémes de périodes.
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ky m, m’ désignant des enticrs. En effet, dans cette hypothése, la quan-
tte

w=2A~ti+ma+meo

w'est pas nulle en méme temps pour une détermination convenable de
Pentier A, et I'on ne peut pas avoir, d’une facon plus générale,

(35) oMz + No=o,

M et N étant des enliers; car, si unc telle velation avait licu, on aurait,
apres la valeur de w,

aPiz +mNa+mNa' =0 (P entier)

ot, dapres (34),
aNkin+mN3+ mN3 = o;

les paires de périodes ne seraient done pas indépendantes, comme on
I'a supposé. Puisque 277 ¢t @ ne sont liés par aucune relation de la
forme (35) ¢t que 'on a évidemment

S (& +2%l )= [, y), S+ 0, )= f(x, v),

on voit que la fonction f admet, par rapport a & sewl, les deux peé-
riodes indépendantes 277 et w; il y a done réduction el fest une
fonction doublement périodique par rapport i . seul @ ee qui est un
cis (ue nous éearlons.
2° Il est impossible, sauf dans des cas de réduction analogues au
précédent, qu'il existe une relation de la forme
( 36) 2ifwi+pa+q'3=o,
k', p'yq désignant des entiers. En effet, faisons le changement linéaire
de variables,
! '
- J , - I+
\ = L’__';;’Ll, Y = L’___d__’_-l,

¢

p et ¢ désignant deux enliers ct d le déterminant pg’ — gp’, qui est
différent de zéro pour un choix convenable de p ct . On tire de ces
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formules

r=¢X~-qY, y=—pX+pY;

la fonction f(x,y) devient une fonction F(X, Y) de X et Y, et les
formules de transformation montrent que IF(X, Y) admet les quatre
paires de périodes suivantes

(2wi, 0), (o,27%r), (A,B), (A’,B),
ou
_pr+qB _ Ple+q'B
1\ = _—J——’ B = —-(—t——-a

' ' ) rQr
A'_-_-&“_‘ﬁ‘d_‘lﬁ, B’=”—3-—:—"—p.

(qui sont indépendantes en méme temps que les premiéres. Mais main-
tenant la relation supposée (36) devient

ak'dzi+ B =o,

cette relation rentre dans la forme (34), o k =k'd, m =1, m" = o.
Elle est donc impossible si 'on écarte les cas de réduction.
3 1l est impossible que le déterminant

§=af — B’
soit nul. On le voit en faisant le changement de variables

an

X:—_x—-gy, Y=-—3—y.

Les paires de périodes de X et Y seront

(2wi,0), (o,2mi), (A,B), (A,B),

° . B . ,
A=—= B=amp—, Al=—oami-, B =—-2_

g A B

ct si § était nul, la période A le serait.
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4* Enfin, et c'est [a un théoréme fondamental sur lequel nous nous
sommes appuy¢ (n° 42), il est impossible qu’il existe des entiers p
el q lels que Uon ait a la fois

le”“"‘"p——l[<a, | P +oF — 1| <L,

¢ élant un nombre positif aussi petit que U’on veul.
IYaprés ce qui précéde, aucune des quantités

2 ican | S BRRNP T [

ne peut étre nulle si p ct ¢ sont des enticrs différents de zéro : nous
voulons montrer que ces deux quantités ne peuvent pas étre simulia-

nément infiniment petites.
Mcttons en évidence les parties réelles et les parties imaginaires de

2, 3, o', ' en posant
a=a+ia, B= b+,
a’=a+ia,, =0+l

\ous distinguerons deux cas suivant que la quantité ad’ — ba' cst
différente de zéro ou non.

Previer cas : b’ — ba' différent de séro. — Sile module de
ePe+aB
différe infiniment peu de zéro, le module de #7*+8, ¢’est-a-dire
(,pa-d-qb'
différe infiniment peu de L'unité, et 'on a
|pa + ¢b| <,

7 étaut un nombre positif aussi petit qu'on le veut. Or il est impos-
sible qu’on ait en méme temps

[pa’ + qb'| <,



SUR LES FONCTIONS PERIODIQUES DE DEUX VARIABLES. 205

car on déduirait de 14, en multipliant par || et | 4’| et retranchant

|p(ab — ba')|[ <n(1b]|+| Vi),
bI+18]

al - ba' 1 < ¥,
| <%

car, p et ¢ ¢tant deux entiers non nuls tous deux, nous pouvons sup-

poser p différent de zéro. Cette dernidre inégalité est impossible,

puisque la constante @b’ — ba’ nest pas nulle et que le sccond membre

de Pinégalité peut devenir aussi petit (qu’on le veut, i cause du facteur y;.
Le théoreme est done démontré pour ce cas,

Devxikng cas @ al’ — ba’ == o. Dans cc cas, nous commencerons
par montrer qu'on peut transformer la fonction (uadruplement pé-
riodique en une autre dans laquelle les premiéres périodes de toules
les quatre paires de périodes sont purement imaginaires. En effet, si
@l @ sont nuls tous deux, il n’y a pas de transformation & faive; les
premiéres périodes des quatre paires

(2miy0), (0,2%0), (2,8), (2,8)

sont purcment imaginaires, puisque @ et a’ sont les parties réelles de
« et a’. Si @ ct @' ne sont pas nuls tous deux, supposons a différent de
zéro ot faisons:

X =uay— b, Y =cy—du,

e et d étant des constantes telles que ad — he soit différent de zéro.
Les quatre paires de périodes seront:

Pour X........ — 2b=i, 2a=i, 23~ ba, af¥ — b2,
Pour Y........ --adzi, acwi, ¢f --da, ¢3 - dz.

Les périodes relatives & X sont toutes les quatre purement imagi-
naires, puisque

a—ba=1i(ab,— ba,), af— ba'=i(ab, - ba)).

Ainsi I'on peut ramener la fonction donnée & une fonction de X et Y,

Journ. de Math. (¢ série), tome VIL — Fasc. I, 18g1. 27
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de telle facon «que les périodes relatives & X soicnt purement imagi-
naires. Désignons, pour abréger, ces périodes relatives & X par

[A,, (A, EA,, TA,
et les périodes correspondantes de Y par
B, + iC,, B,+iC,, B,+/C,, B, +{C,,

en mettant en évidence les parties réclles el les parties imaginaires. La
fonction de X et Y ne change pas quand on ajoute respectivement & \
et Y les quantités

‘ A+ my Ay + my Ay + e A
(3) cm B+ m,By+m, By + BB,

' A+ 0, Gy + iy Cy 4+ i Gy + me (),

My My, My, m g désignant des nombres entiers quelconques. Ces quan-
tités (37) ne peuvent pas étre nulles simultancément, sans quoi il v
aurait réduction dans le nombre des paires de périodes. Mais on
pourra toujours déterminer les entiers me, , my, meg, ey de facon & vendee
ces deux quantités infiniment petites. En effet, € ¢tant un nombreé po-
sitif donné d'avance, si petit soit-il, on pourra trouver des entiers
ey, tity, m o, tels que

e A g A e A ey <
(38) Aoty By my, By +m By = By < e

Vi, G+ my, Gy 4+ m Gy +-m G < e,

(Jest la une proposition bien comnue depuis Jacobi, dont nous indi-
quons sommairement ka démonstration daprés Riemann. On en con-
clut que la fonction de X et Y admettrait une paire de périodes (38)
plus petite que toute quantité donnée, ce qui est impossible. Il est
donc également impossible (ue la quantité (@b’ — ba’) soit nulle. Notre
théoréme se¢ trouve donc complétement démontré.
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15. Pour démontrer que les inégalités (38) ont lieu quelque petit
(que soit ¢, il suffit de reprendre un raisonnement de Ricmann dans
Particle intitulé : Beweis des Satses, dass eine cinwerthige mehr als
2n-fach periodische Function von n Verdnderlichen umm')'gltcb Ist
( OEusres complétes, p. 276, ou Journal de Crelle, t. 71).

Prenons un systéme d'axes Oz, Oy, Oz et considérons le pavallé-
Iépipide construit sur les trois segments partant de P'origine ct ayant
pourprojectionssur Oz, 0y, O 3 les quantités(A,, B, C,), (A4, B,, C,),
(A4, By, Cy)3 nons appellerons ce parallélépipéde le parallélépipede
élémeataire. Les coordonnées des points situés  l'intérieur de ce pa-
allélépipéde sont définies par les équations

= A'E' -+ A,_,Ez -+ A:;E:n

y = B' E' + B‘J E.. + B:c E:n

== ,'E -+ (,.,g + C, E:H
on %, £, & sont des quantités positives, telles (ue

r
0l <, 0k, <, 0<z, < 1.

A tout point pris dans l'intéricur du parallélépipéde élémentaire
correspond un seul systéme de valeurs de £, By &,y el réciproquement.
Si nous concevons le réseau des parallélépipedes, égaux au parallélé-
piptde élémentaire, ayant pour sommets les points

yo=m, B, +m,B,+ nm, B,

=m A, +~myA+mA,, '
’» (tnyy my, m; entiers ),

so=m,C,+m,C,+ m,

ce réscau rempliva tout Pespace. Considérons les points ayant pour
coordonnées

X =:m,A,, Y =m,B,, Z=m,C,,

m, étant un enticr quelconque. Chacun de ces points appartiendea &
un des parallélépipeédes du réseau et, & ce point, correspondra, dans le
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parallélépipéde élémentaire, un point homologue .z, y, 5 caractérisé
par les trois nombres £,, £,, 5., de telle fagon (que I'on ait

a—X = Ayy Yy — Y == Y s—4= Sy

Ces points sont tous distinets car, si deux points &, y, 5 correspon-
dant i des valeurs différentes m', ot m’, de 'entier m coincidaient, on
aurait, en appelant ¢galement ma,, my, w7, my, my les valeurs cor-
respondantes des entiers me,, ney, i,

MmN+ my Ay = Ay + A = m N g Ay A+ A

c'est=a=dire en posant My = m; — my,
Q \ N .
lekx\kﬁi 0, ZM"“":"’ ZNIk(,k:: 02
1 [} 1

il y aurait alors réduction entre les quatee groupes de périodes

(FA4 B+ 1Cy)
qqui se réduiraient a trois.

Divisons les arétes du parallélépipede élémentaive en w2 pavties égales
et par les points de division menons des plans paralléles auv faces :
nous partagerons ainsi le pavallélépipéde en 2 parallélépipedess les
valeurs de %,,%,, 5, correspondant aux points intérieurs a ['un de ees
nouveaux parallelépipédes sont données par les inégalités

n =7 n v n a =7 n

. ) —+1 - “+1 ) == 1
(39) 1<% < P.tn. , P B2l Pacp o T
0t pyy Pay ps sonl des entiers positifs ou nuls, inféricurs & 2.
Comme les points ., y, 5 du parallélépipede élémentaire, homologues
des points
X =m,A,. Y =m,B,, 7.=m,(C,,

sont tous distincts et sont en nombre indéfiniment croissant, on pourra
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prcndro m, asscz grand pour qu’il y ait au moins deux de ces points
£, ¥y 3 & U'intérienr d’un des »? pctlts parnllclupnpu]os délinis par les
inégalités (39). Appelons ces points &', y*, 5" et &, y”, 5", en supposant
qu'ils correspondent aux valeurs m', ney, m, ne; et m,, m,,m;, w, des

’ I"'I II

enliers m,, my, my, m, et anx valeurs 5 & 2 & & (lee paramétrees

5,55, Onaura

o= = A,(E',-—E:)—i—z\,(z; )+A .,, y

oi, d’aprés les inégalités (39) appliquées a &, 5, 5, 57, 55, 514

f " ] ’ . n 1 "
izu""s||<;’ !22—52|<,}’ (—;)<

on a done

|’ — " | < ENELH RN

n

ety en posant my = m,—my,

< Mll"‘l'\:l'*‘l'\a!.

tm A+ my Ay + mg Ay +m AL >

De méme

< DBl B+ By

[ o, By + iy By + m By + me By | -

< |Cy] +1Cy| + 1G] .

m, G+ my Gy + my Gy + m Gy | -

Comme ~ peut ¢tre pris aussi grand qu'on le veut, les inégalités (38)
sont démontrées.

16. Nous allons maintenant établir I'existence d’une relation alge-
brique entre trois fonctions de deux variables, sans singularités essen-
ticlles, admettant quatre paires de périodes

(2xi,0), (0,27i), (a,B),(2,8).

Soient

Slay)=220 fey)=E20 Sley)=RED

(x,7) Va0, ¥)
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les fonctions %,, 9., 93, ¥4y 4y ¥, ¢tant des fonctions entiéres vérifiant
des relations de la forme (32), ce qu’on peut toujours supposer, connne
nous 'avons montré. On aura

¢ilr+ani,y)

crly )

(o, y+ani)
- Yrtory 1)

":k(.r—i—z..)'+ 8 _

912y )

Yulr + 356, 0) |
= 1

q‘k("")')

‘;4/,-(.1’, v+ 2%L) —= M7
- ’

ayr+hyy 4-n v +¢
, AT TAL

wlr+2,y+8)

=N
“f/&(‘ru“')

orlr 42, v+38)

ga (2 1)

1 93 . .
o I'on fait suceessivement

b xy
lr+a, v+ b gea
v ae - ’
“fl;(-la.) )

k=1,2,3,

les lettres ay, by, a;, by, désignant des entiers.

St donce nous posons

q)l('c' )") - ?c"l‘z "g’:n
(]):;('1'9.)';) = ?:c":’c '*!’:u

(l'-.' (., )= ?2"'#:1'*;’| ’
LATN SRR

nous aurons, cn ramenant les expressions £, fo, f, davoir le méme

dénominateur,

Yy A\ "’](.I‘, )’) . N\ ‘bg(.l‘,)') . N “.;l (J.’J.I
R o A Rt tW S AC RO T

les (quatre fonctions @, @,, @, W vérifianl les mémes relations

Py (x4 2%l ¥)

e +ard, y)

Dp(x, y)
Pp(x, v+ 2%l)

P, y)
Gp(r4a, y+54)

R |
Wiz, y) ’
_ Yy + awi) e
¥(x, ) ’
ll‘(.r -+ a1, h —+ ‘” - "ﬂ.l'—o- by + I;:: Y

by, y)

Yp(e+2,y+p)

Dy (2, ])

¥(x, r) ’
¥ (r+ 1', )'-}-@’) wx by + ”-:-tll ¥
———————— . T =

¥(r, )’)

’



SUK LES FONCTIONS PERIODIQUES DE DEUX VARIABLES. 211

otk =1, 2,3,

no=z 0y 4 Ny + Ny, a=a,+ a,+ a,, b=1b,+ b, + b,
a=da, +a+a, V=20 +b,+0D,
¢ =¢, + ¢y + Cy, ¢ =¢ + ¢, +c.

8i, dans la troisitme de ces relations, on change z et y en 2+ o'

y + 3, etsi, dans la quatriéme, on change v et y enx + &, y + 8, on
a de plus la relation

’ o, nad , ' nja' . . : .
az' + b3 + = =aa+ U3+ 23 4 aNiz  (Nentior),
2L ant *

identique a la relation (29).

Appliquant alors la suite des transformations que nous avons faites
aux pages 195 ct suivantes, on raméncra les fonctions f,, fi, fy d dé-
pendre de deux nouvelles variables Xet Y lides linéairementa X et Y.
de telle facon que Pon ait

. - _6,(?(,\') , R -....9‘x")
SV =gy A = gy
./'ll(x’ Y) == 9.,-(\,—\)’

les fonctions 0,, 0, 0,, 6, véritiant les relations

(’)/,(.\ -t- '..’.T;i, Y) = @,4‘(.‘{, Y + 27 l._)'—';? Q‘)/‘-(‘, Y ),
QX + 0, Y 4+ B) = e 0,(X, Y),
Ou(X + N, Yo B )= e ¢0,(X, Y),

ot k=0, 1,2, 3; p désignant un entier, € et € des constantes. ¢t
les périodes vérifiant la condition de Riemann,

x\, = .
Le déterminant

AB — BA = AB - B2
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ne peut pas ¢tre nul, comine nous 'avons vu dans le n° 44. Ln em-
ployant la méthode des coefficients indéterminés pour développer la
fonetion @ par la formule de Fourier en séries ordonnées suivant les
puissances positives et négatives de e¥et e¥, on reconmait immédiate-
ment que, pour la convergence, la partie véelle de

Al -- B

doit étre positive. Quant alentier p, il sera positif ou négatif suivant
que la partie réelle de A estnégative ou positive. On voit, de plus, que
la fonction enticre la plus générale, vérifiant les mémes relations que
les quatre fonctions 0, 0,, 0,, 0,, est donnée par une expression
linéaire a cocfficients constants de p* fonctions spéeiales vérifiant sépa-
réntent ces mémes relations.

Cela posé, formons toutes les combinaisons homogénes d'un méme
degré positif ¢ des fonctions 0, 0,, 0,, 0,, ¢'est-d-dire les expressions
de la forme

07670267,
L,y &y %o &, Clant des entiers posilifs ou nuls tels que
2,4+ &, + Oy + &, == ¢,
Ces combinaisons sont an nombre de

(g+=D(g+2)0q9+3),
T ’

clles vérifient des relations identiques i celles que véritient les fonctions
0y, avee cette seule différence que p, Cet G sont remplacés par gp, ¢ C
et ¢ (0. Chacune des
g+ (qg+2)(q+3)
6

combinaisons homogenes considérées s'exprime donc linéairement 4

I'aide de
gt p*
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fonctions spéciales. Choisissons ¢ assez grand pour que

(Fx 0@+ +3) 5 paps

6
On pourra alors éliminer les g2 p* fonctions spéciales entre les

(g+1)(q+23)(q+3)
6

relations donnant les combinaisons homogeénes
% @ % (% Q)2
007036z

et Fon obtiendra ainsi, entre ces combinaisons, au moins une relation
linéaire & cocfficients constants, qui, divisée par le facteur 6], donnera
une relation algébrigue entre les fonctions considérées £, f,, f,. 1
pourra se faire que I'on obticnne ainsi plusicurs relations entre ces
fonetions : il est ¢vident ue deux d’entre elles au plus pourront étre
distinetes,

A7. Sur les fonctions de dewr variables a deuwr paires de pé-
riodes. — Nous avons vu (n° 10) qu’unc fonction f(.z, )) de deux va-
riables admettant les deux paires de périodes (274, 0) et (0, 27i) et
nayant pas de singularités essentielles & distance finie peut toujours
ctre mise sous la forme -

. 5 (o 1)
S(r,y)= (YT—.,—.' '
L AT
% et 4 désignant deux fonctions cntiéres ne sannulant simultanément
(qu’aux points d'indétermination de f(x, y) et vérifiant les deux rela-
tions

2o 2miy) = g0y gley + ami) = Pg(ey),

(40) . ’
Y(z +2ri, y)=Y(2,y), Yie,y + 2ami) = e Y(x, y),

ol 7 désigne un entier.

Journ. de Math. () série), tome VIL. — Fasc. 11, 18¢z. 28
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Si cet enticr 2 cst nul, les fonctions entic¢res et § admettant sépa-
rément la période 2% par rapport & . ct y sont données par des séries
convergentes dc la forme

Pt =+=

y(ayy) = EAM ehse,
pg=—=

pp=t+e

"!’(;';’ )’) = ZB,,# Iy

pg=—=

dont les coefficients A, et B, sontindépendants de’.r ety

Si 1 est différent de zéro, il est aisé d’obtenir I'expression géndrale
des fonctions % ¢t §. Tout d’abord la fonction 7, admettant la pe-
riode 227 par rapport i .z, sera donnée par la formule de Fourier

Y=

Py y) = Faly)e ™.

Y=—=x

les coefficients g,()) étant des fonctions enticres de y. En exprimant
(ue

(e, y + 2mi) = e"y(x, ).
on lrouve

&y +2mi) =g (y)-
d’ou, k désignant un entier quelconque,
gy.g.nk (.y) = gv(‘y + 2/"7:" ).

Cette relation permet d’exprimer toutes les fonctions g,()) a Faide
de = n d’entre elles, par exemple, si z est positif, de

() &) &) oo Zuar (V)

ct, si n est négatif, de

(V) Z Ly en gy
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En posani

k=+mw

?u( g }) ::2 él‘l‘.()/ -+ o2km l’) 0(|l4+nﬁ).r’

k==

ol & est un des nombres o, 1, 2, ..., = n—1, on aura

) =208 )) + 30(BY) + oo+ P (45 )

avee = fonctions enticres arhitraires. On aura une expression ana-
logue pour 4(.r, ).
Remarquons maintenant que, si P'on fait

e
YY) =e ™ 9 (2 ),

|

(0 y) = sl 4‘(% Y
ol aura

?1("3- .V)’

/(L,)’) = Y, )

les fonetions 5, et 3, vérifiant les deux relations
oy | G (r42ni, ))=e"9,(e,y). 2.0y +2wi)=3,0ry),
Ly (e + 2mi, )= e Gy by +2mi)= P, ().
Ces nouvelles fonctions 9, et §, s’expriment done par des séries
analogues aux précédentes, mais dans lesquelles  joue le vole de y et v
celai de .

Supposons, pour lraiter un cas particulier précis, n =1, et dési-
gnons par P(y) et Q(y) deux polyndmes de degrés pairs,

P(y)=ay* +a,y?' + ... +a,,.
QO =bey* + b, y* ' + ...+ by,

dans lesquels les parties réelles des produits

" .
a,1*r, Db,i*
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sont négatices. Les fonctions entiéres

=X ]

?(w’y)= 2 el'(3~+!v1ti)—v:v.
Y =—
Y=+n

‘l’(“’ }’) 2 PRy tvRis -y
V-

véritient les relations (40) avee n=1.
Les fonctions

LA

@ yy=e Tl y) dsy)=e Ty

verifient alors les relations (41), ot # = 1. Elles sont données. Fune
et I'autre, par des séries de la forme

V+%

2/¢(w+ 2vmi) v,

W -

h(.rr) étant une fonction entitre. Pour 3, (., y), on a

%1 7]
sl )iy

N | 2 P\+Hm-—; -2 (/‘}'
Tawl ‘i

V= — =

ou, enfin,

/I(J,) g‘uf e I'))—;-,‘—;IYI)/

Uintégration étant faite par des valeurs purement imaginaives de y.
Pour les covflicients du développement de ¢, (i, y). on trouve une
expression analogue, o P(y) est remplacé par Q(y).

Si les polynomes P(y) et Q(y) sont du second degre, on retrouse
des fonctions 0 d'une variable. Supposons, par exemple,

Poyy=wny  QUy)=8y*
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a ct [4 désignant des constantes réelles positives. Nous aurons alors

V=4u
7 (.Z', y) = 2 ca(r-rami)'—u;
V=—n

si donc nous posons

ve+e T BVs4-yiw)

0,(s|w, )= 2 e ’

vV=—m=

(Buor et Boveuer, Théorie des fonctions elliptiques), nous aurons

3 (2, )= el (2“3’ - ;i‘;l x,lmzi);

L (x,y) sera douné par la méme formule ot I'on change « cn . En
outre, si l'on fait
V=

?'(w,)’)“;ﬂ'%?(w,y): Z h(x + 2vni)e?,

V=—®
k] \ P .
on a, d’apres les formules générales ci-dessus,

+iw

1 uy’--ﬂ
]&(.Z‘): m ‘ e tmd),.
- 1®

ou, en changeant y en u¢, w réel,

as +o o, .ﬂ_)' vt
h(x): _1_ eioux’f e (‘*511! du — _‘__: elgxﬁl.
aw —-» T
On a ainsi

VESH® o ravmi)r

_ 1 "m-—'*"f’
?n(“”)’)—'\/a 2 ¢

Veo—o

ce qui est de nouveau une fonction 0. On aura de méme 4,(.z, y) en
changeant « en 3. On réalise ainsi, comme nous I'avons démontré, «
priort, sous deux formes différentes, .

o oY) ez, y)
S(@y)= W,y ~ Wz, y)’
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Fexpression d'unc fonction de x et y avec les deux paires de périodes
(27i,0), (0,271). Dans cet exemple, les formules permettant de pas-
ser de la fonction 5 i la fonction g, et de § i 4, sont les formules hien
connues permettant d’exprimer en fonction I'une de Pautre les deuy
fonctions

0,(r]w, ), 0,(r] — w'yw)

(rotr Briot ot Bovquer, Théorie des fonctions elliptiques, p. 264 et
snivantes).

Pour terminer, revenons un instant au cas général. Nous avons de-
montré qu'une fonction f(x,y), sans singulavités essentielles a dis-
lance finie, avee les paires de périodes (2%17,0), (0,2%1), peut s'éerire

ooy (e )
.f('c’) >— @("."‘.)’

les fonctions 5 et ¢ ne s’annulant en méme lemps (u'aux points of
S(r.y) estindéterminée et vérifiant les relations

(e +a2mi,y)=9(x,y), (e, v +2ni)y=c"g(r, ),
vl amiy)=3(ny), oy +ami)=e"yev).

Or nous venons de voir, dans le dernier exemple traité, que la fone-
tion

O, v)= "0, (gay - ;—_r—l‘ ', 11:11') (x>0)
vérifie les deux relations
0(x + 2mi, y)=0(x,y), O(e,y +2mi)=r=0(e, y).
Si donc n cst négatif, les fonctions
(2, y)=9(z, )07 (e, ). W(@,))=9(2,))07" (2. y)

seront des fonctions entiéres admettant les deux paires de périodes
(2w7,0), (0,27); si n est positif, il en est de méme des deux fone-
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by y)=g(, )0 (= w,y).  W(wy)=$(sy)t(—uyp)
Dans les deux cas, on pourra mettre la fonction f(w,y) sous la
forme

*(z,
(42) S(oy)= GG,

¢ ct W étant des fonctions entiéres admettant séparément les deun
paires de périodes et développables, par conséquent, par la série de
Fourier. On arrive ainsi & une expression analogue & celle des fone-
tions d'unc variable avee une période, avee cette différence que
Fexpression (42) w'est pas irréduetible, puisque le numérateur-et be
cdénomimateur sont divisibles par une méme série entiére 6*"(-'- £y Y )
sanmlant & distance finie.



