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Lois des chocs moléculaires ;

Paz M. CELLERIER.

§ 1. — Valeurs théoriques du nombre des chocs et des changements
de force vive de translation.

I. — PRroPosITION PRELIMINAIRE DE (GEOMETRIE.

Etant donné un élément o de la surface d’un premier corps /m, on
déplace par simple translation un second corps m’ de fagon qu'il reste
constamment tangent au premier a l'intérieur de ®; on demande le
licu décrit par le centre de gravité G’ de m'; ce lieu & est évidemment
une petite surface. Nous supposons m et m' convexes, n’ayant a leur
surface ni angle ni aréte vive.

Soit O (fig. 1) un point du contour de w, et prenons pour plan de.la

Fig. 1.

figure le plan tangent en O, m’ étantsupposé aussi tangent en ce point.
Pour simplifier, nous considérerons ce plan comme horizontal, m étant
Journ. de Math. (4* série), tome VII. — Fasc. II, 1891, 15
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au-dessous, m’ au-dessus. Tracons dans ce plan les axes ON, OY sui-
vantleslignes de courbure de m, R étant son rayon de courbure suivant
OX et S suivant OY. Soient aussi ON', OY' les directions principales
de la surface de m’; OX' peut toujours étre supposé dirigé comme dans
la figure, i Pintérieur de Pangle XOY, faisant avee OX Pangle aigu 1:
R’ sera le rayon de courbure de m’ suivant OX/; et 3’ le ravon sui-
vant OY’,

Supposons aussi décrites deux surfaces sphéviques G, € de rayon 1
tangentes en O au plan de la figure, C au-dessons, € an-dessns.

Nous dirons qu'un point Nde € est le correspondant d'un point. M
de la surface de my, si en ces points les normales intéricures aux dens
surfaces sont paralléles et de méme sens. Si M parcourt un petit are O\
sur la premicre ligne de courbure, les normales sont dans un méme
plan, en négligeant les infiniment petits du second ovdre: celles does
points N correspondants seront done dans un méme plan, et e point N
déeriva un petit are de grand cerele a, tandis quion aura ON == Ra,
R étant le vayon de Fave OAL Si M parcourt OB sur la seconde ligne
de courbure, N parcourra de méme nn petit ave de grand cerele b pep-
pendiculaive au premier, et Fon aura OB =S,

Si M est un point quelconque trés pres de O et M, MB les lignes
de courbure qui y passent, elles formeront, avee celles qui passent en

O, un petit vectangle OAMB ( fig. 2), etles corvespondants des points
de son contour formeront sur Cun petit rectangle ; tous denx se projel-
teront sensiblement en vraie grandewr sur le plan de kpremiére figure,
de sorte que st My, N, sont les projections de My N, et que les coor-
données de N, pour les axes O\, OY, soient a, b, celles de M, se-
rout Ra, Sb et, pour les axes ON/, OY, deviendront

r = Racosl +Sbsml, y =—Rasinl + Sheoxl.

De méme, tout point M de la surface de ne” aura pour corvespondant
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sur (' le point N’ o1 les normales aux deux surfaces sont paralléles et
de néme sens, ct si M|, N sont leurs projections sur le plan de la
ligure, et @', ' les coordonnées de N', par rapport & OX/, OY’, celles
de M seront e’ =R'a’, y' =SV,

‘nfin nous dirons que M’ est le correspondant de M si les normales
aux deux surfaces en ces points sont paralléles et de sens contraire;
alors il ensera de méme pour les normales & C, ¢’ en N, N'; leur plan
contiendra la verticale du point (), et ce point sera le milieu de la
droite N, N'. Ainsi @', b scront cn signe contraire les coordonnces de
N, pour les mémes axes, lesquelles se déduisent des valeurs ci-dessus
de 2, y en y remplacant R et S par 1; les coordonnées R'a’, S'0
de M| deviendront ainsi

Y=+ R'(acosl + bsinl), ' =—S(—asinl + bcosl).

Dans toul ce qui précede, @, b peuvent évidemment étre positifs ou
négatifs; nous avons considéré les rayons R, §, R'; §' comme positifs
el intéricurs, les corps ¢lant convexes; mais il est ais¢ de voir que les
formules vesteraient exactes s'il s'en trouvait d’extéricurs, en les
prenant négatifs. Tl faudrait toutefois que le contact fot possible, mais
les conditions nécessaires pour cela sont inutiles & examiner.

Revenons maintenant i notre recherche principale et supposons (ue
le corps m’ se déplacant par translation devienne tangent & m en un
point M de I'élément o autre que 0. Les normales aux deux surfaces
en ce pomt devant étre sur le prolongemcnt 'une de Pautre, et celle
de m’ n’ayant pas changé de direction, c’est le point M’ correspondant
de M, qui est venu se placer sur ce dernier. La distance de M ou M au
plan dela figure étant infiniment petite du sccond ordre, la droite MM’
esl honzontalo- toutes les droites ngnant I'ancienne et la nouvelle
position d’un méme point du corps »¢’ sont égales et paralléles 8 M'M;
il en est de méme pour son centre (G'; loutes étant horizontales
quel que soit M, le lieu cherché & est une aire horizontale ou paral-
léle au plan de Uélément .

I n’y a pas licu de chercher sa hauteur qui est celle de (i'; mais, pour
trouver sa forme ct ses dimensions, il revient an méme de chercher le
licu des positions successives d’un autre point quelconque de ', pour
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lequel nous prendrons O, cclui (ui d’abord était en contact avec O.
Soit M” sa nouvelle position, qui sc confond avee sa projection M ;
OM, cst égale et paralltle & M, M, et de méme sens : ainsi, par rapport
a4 OX’, OY’, les coordonnées z”, " de M|, seront @ — 2/, y — y/' on,
d’aprés les formules précédentes,

"= (R+R)acosl + (5 +1R')bsinl,
y'=—(R+ S)asil + (S + 5)bcosl.

Ainsi ¢ est le lieu occupé par les points M, quand on prend tour &
tour pour M, tous les points de I'élément w. Or, si U'on fait déerire
a M, tour & tour deux droiles paralléles ayant pour équations

Yy =unx+p, y=nr+gq,

il vésulte des valeurs de &z, y que @, b vavieront & la fois en ¢tant lids
par des équations de la forme

b=na+p), h=wa+gq,

o 1’ est le méme, ct il en vésultera entre 27 et y” des équations de

forme analogue
y‘.' — IL”.L‘"—F])". ),N f— Il”l‘”—i— (/0,

de sorte que M| décrira aussi deux droites paralléles.

Prenons maintenant pour o le rectangle déja considéré, construit
sur OA = Ra, OB =S80, placés sur OX, OY; soit A’ la position
de M), quand M esten A, et B cette position quand M est en B.

Il vésulte de ce qui préetde que, M, parcourant le contour du ree-
tangle, M, parcourra celui du parallélogramme construit sur OA’,
OB’; celui-ci est donc P'aire S. Soient, par rapport & ON' et OY’, X
el 'Y les coordonnées de A, et X', Y’ celles de B'; les coordonnées de A
par rapport 4 OX’, OY’ se déduisent de x, y en y faisaut b =o; X, Y
se déduiront de méme de 27, y”, et, en posant x = o, cclles-ci devien-
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dront les valeursde X', Y’, d'ou

X = (R+R')acosl, Y =—=(R+8)asinl,
X'=(S + R)bsinl, Y= (S+8)bcosl.

L’aire du parallélogramme est au signe prés S == XY' — Y\, ¢l
celle du rectangle o cst RSab, d’ou résulte

L
=&

' ol

DK == (R RS + $)cos?l + (R+§)(S + R sintl,

(1)

ot les rayons de courbure ct, par suite, K sont supposés positifs.

En méme temps les points de la sphére C correspondant & tous les
104
RS
; g . w K 1
IXn outre, les rapports — et — conservent leurs valeurs ge» go» (uelle

points de @ forment un rectangle »” dont Paire est évidemment

que soit la forme de I'élément w, puisqu’on peut toujours le décom-
poser en rectangles tels que le précédent.

Il est essentiel de remarquer que, parmi les lettres employées dans
ce numéro, il n'y a & conserver, avee leur acception, que 8, R, S,
R, S, 1 et K donnés par I'équation (1); il ne sera plus question des
axes OX, ..., ni des coordonnées qui s’y rapportent, ni des points
M,, ... de lafigure; quant a I, il est indifférent qu'il soit aigu ou
obtus; c'est I'angle de deux lignes de courbure auxquelles correspon-
dent les rayons R et R” dans les deux solides, les autres étant S, §'.

II. — ErFeTs p'u~ cHoc.

Le choc a licu entre deux corps parfaitement élastiques dont les
masses /2, m' serviront aussi a les désigner, et qui bientdt représente-
ront des molécules de forme quelconque. Pour le premier, G sera le
centre de gravité; GX, GY, GZ, les axes principaux quis'y croisent et
partagent le mouvement du corps; A, B, C, les moments d’inertie
principaux; p, ¢, 1 les composantes de la vitesse angulaire suivant
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eos axes; « la vitesse de translation, ou celle de G. Les axes (2 \,

VY, G et les lettres G, AL B, C ply o 17, ¢ auront la méme
signification pour le corps a’. Le choc, comme dans le cas de deun
solides, est supposé trop court pour que, pendant sa durée, il v ait un
déplacement appréciable des deux corps.

Nous figurerons le plan tangent commun comme horizontal, O étant
le point de contact entre le corps m au-dessous, et n' au-dessus : le
sens de rvotation de droite a gauche sera considéré comme divect. [
corps ¢ tourne autour de (i comme si e point était fixe, et les équa-
tions du monvement de rotation sonl

dp .
A -d—,'f‘((n"l‘)(/’:yv, e
w étant, par rapport & GN, le moment de fa foree, qui se réduit’a la
pression 2 des deux corps, constamment verticale. En intégrant pour
la durée du choe, désignant par p, Paceroissement fini de p pendant

le choe, el remarquant (ue f((l — B)grdt estnigligeable, on aura

Ap, =, po= !:(, ol w o= ,y.:/l.

15n posant ’ ¢ dt =1, w est, par rapport a G\, le moment de Fim-
pulsion verticale ¢, considérée comme une force. Laxe du moment
principal est GL, perpendiculaire au plan mené par G et la force. En
prenant le plan tangent pour celui de la figure, Uhovizontale GL s’y pro-

Fig. 3.

& LY/
0 A
G G\

jette en Gy Ly (fig. 3), perpendiculaive & OG5 son sens dans la figure est
tel que la force ¢ agissant de haut en has tend a faire tourner ne dans le
ses direct autour de (s1.; en désignant OG, par A ct les angles de Gl.
avec les axes par «, §, v, le moment principal sera ik, et, par rapport &
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i\, le momentsera W' = ih cosa, de sorte que le choc augmente p de

ihcosa s theosd ihcosy
U de méme

- sont les aceroissements de ¢ et 7.

n désignant par .z, y, 3 les coordonnées du point O, et par X, Y, Z
les cosinus de la normale intérieure en ce point, direction de la foree 4,
son moment par rapport a GX, déji exprimé par ik cosa, le sera aussi
par yZi — Y i, et, la méme similitude ayant lieu pour les autres axes.
il en vésulte
\ heosa =yl —3Y,

(2) v heosB =3X — rZ,
| heosy =Y — y\.

Les aceroiss cde . o' 1 seront de mé Lt cosa' ' cosy’
8 accrossements de py ¢y 7 seront de meme . T

)

ﬁ{}‘fi’, 2, B,y ¢tant les angles que forment G'XY, G'Y', ("2 avee
('L homologue de GIL, perpendiculaire au plan vertical mené par
OG5 en remarquant que Uimpulsion agit sur m’ de has en haut, G’/
a le sens indigné dans la figure par sa projection G\ L’ ; &° désigne
oG],

Voiei une conséquence essentielle de la disposition de la figure :

Soicnt u, ' les projections de ¢, ¢ sur la verticale, cntendant par la,
comme dans ce qui suit, la verticale montante, ct, en outre,

P cosa + q cosB + 1 cosy = L,
‘ p'cosa’+ q'cosB + 1’ cosy' = L.,

3 )
( ) ' Il‘;"i"hllal: /,

u—u —I1=YV.

Cherchons, avant le choe, la vitesse verticale des points de contact
que nous nommerons O pour le corps m ct O’ pour m'. Pour cela
décomposons la vitesse angulaire suivant GL, la verticale de G, et un
troisiéme axe men¢ par G et sc projetant sur OG,; en vertu de la ro-
tation autour des deux derniersaxes, la vitesse de O serait horizontale :
sa vitesse verticale, due a la rotation, provient uniquement de la vitesse
angulaire autour de GL, laquelle a la valeur précédente et produit,
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pour O, la vitesse L. < OGj; celle-ci, si L est positive, fait, avec la ver-

9G+ 1o vitesse an-
oG’
gulaire de O, due & la seule rotation, est done — A Lj celle de O est de
méme + 2'L5 elles doivent étre composées avec les vitesses de Lrans-
lation verticales u, ©' des centres et deviennent # — AL pour O, ot
' + I'L pour O'; leur différence ¢ — AL — &' — 'L/ on V est done,
avant le choe, la vitesse verticale relative des points qui vont ¢tre au
contact, tendant a les rapprocher si clle est positive, ct, par suite. il
n’y a de choc qu’en supposant V positive.

D"aprés la direction de Uimpulsion 7, il est clair que le choe change

ticale descendante, un angle aigu dontle cosinus est

u, v enu— ”i', v+ i,

Soicnt maintenant, pour les deux corps réunis, A Paceroissement de
laforce vive de translation, A”le méme pour le seul corps m, et A" celui
de la force vive de rotation Ap?+... pour les deux corps, tous trois
¢tant dus au choc. En posant

€os32 cos? cos?~

\ AT T
, n[/__ tos*z’ costd  cosy’
(4) V=T +TF +
'f:L+;+MM+MM,
m m
on aura

i\? i\ . 2
A=m <u - —-) + m’ (u’+ -—,) — mu*— m'u'*
m m

— (2 'Y 2 ;
—<}TZ+W)’ —2i(u—u),

’ 'h 2 § Y ’ ’ .I, "\* AT
A:A<p+‘ 'f:“) —Ap‘-i—A(p—f—ff—;?i’—) —Apt 4.

=2l + *R*M + A2 M.

Par suite de la parfaite élasticit¢, le travail total de la force 4 pen-
dant le choc est nul, et la valeur de i est telle que ’on ait

A+4A =o,
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ol

-

—aVi+ fi?=o, z="%
il en résulte
t 4V
A=4Y (l +—'—,)—- L (u—-u),

T ff\m T m f

et, en substituant # — v’ =V + [,

(A=—a=S0(E+ 2 -

Jr\m m

5
(3) ? A= aui = 4V 4V
m  my? f
III. — Exposk GENERAL DE LA QUESTION. NOMBRE DEs CHOCS

DANS UN PREMIER CAS SIMPLE.

Concentions générales. — Les chocs que nous considérons soul
ceux des molécules d’'un gaz, en admettant qu'elles n’exercent aucune
action mutuelle sauf dans le cas du choc; la masse gazeuse est sup-
posée contenue dans unc vaste enceinte et rester & I'é¢tat permanent,
de sorte que la force vive totale reste invariable; par suite, a chaque
choc, la force vive des deux molécules réunies, ne pouvant augmenter,
ne doit pas non plus diminuer.

Dans ce numéro ct les suivants les molécules seront de deux espéces
(que nous désignerons par (1) ct (IT); leur nombre total scra # pour la
premicre et n' pour la seconde. Pour celles d’'unc méme espéce, la
forme, la masse sont identiques, du reste quelconques. Leur surface
esl partagée d'unc maniere identique en éléments, désignés par w pour
Pespéce (T), o pour I'autre. '

Les lettres m, G, A, B, C, p, ¢, r, ¢ etles axes GX, GY, GZ du
numéro précédent concerncnt I'espéce (I), et les lettres accentuées
espéce (1), et de méme, dans le cas d’un choc entre espéces diffé-
rentes, les formules des numéros précédents sont applicables, les corps
m ct m’ représentant les deux espéces. L’accroissement A + A' = o,
comme on I'a supposé.

Le nombre de centres d'une molécule (I) existant en moyenne dans

Journ. de Math. (4° série), tome VII, — Fasc. II, 1891, 16
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un espace ¢ est proportionnel & n et & e, et ‘pourra étre représenté
par ne, ce qui revient & prendre P'enceinte pour unité de volume; ce
nombre sera de méme »'e pour 'espece (1I).

Notre but est de trouver le nombre & des chocs entre espéces diffé-
rentes ui surviennent pendant un temps ¢ Ce temps sera supposé
assez petit pour que le maximum ¢ des angles déerits pendant sa durée
par tout point d’'une molécule autour de son centre de gravité soit Lrés
petit; en outre, il faut pouvoir négliger les cas ou, a la fois, deux mol¢-
cules (1I) seraient placées de facon & produire un choc sur une méme
molécule (I) pendant le temps ¢, 'un empéchant Paatre; il faudra
donc supposer ¢ tel que le nombre des molécules (1) recevant un choce
soit trés petit par rapport au nombre total z, parce qu'alors le nombre
de celles (ui pourraient en recevoir deux sera trés petit du second
ordre.

Cas particulicr. — Nous admeltrons qu'au commencement du
temps ¢ les vitesses de translation de toutes les molécules de méme
espéce soient égales et paralléles, et les mouvements de rotation iden-
tiues, de sorte qu’a un méme instant, pour chaque moléeule (1), les
axes GX, GY, GZ soient paralléles de méme sens, ct que p, ¢, 7 soient
¢gales. La supposition sera la méme pour la seconde espéce ou pour p',
7,1, GX’, .... Cela pos¢, on demande le nombre w des choes
pour lesquels le point de contact sera intéricur a un élément déterminé
o des molécules (1), homologue pour toutes.

Le nombre u restera le méme si, sans changer les mouvements rela-
tifs intérieurs & I'enccinte, nous attribuons & celle-ci une vitesse de
translation égale et opposée it celle des moléeules (11), dont les centres
deviendront ainsi tous immobiles dans P'espace, U'influence des choes
contre les parois ¢tant négligeable dans ce qui suit, pour une enceinte
de grandes dimensions.

Pour qu'unc molécule (1) regoive un choc i l'intérieur de w au bout
d'un temps 2, il faut et il suffit qu'il se trouve un centre G’ sur une
Lrés petite aire ¢ déterminée aun® 15 nous avions supposé, pour cela, le
corps choquant déplacé par simple translation de facon & loucher tour
4 tour tous les points w, ct, en effet, les diverses positions de G’ produi-
sant le choc, correspondant & un méme instant, les axes de la molé-
cule (IT) sont paralléles. Quant & la distance de 3 au plan de w, & sa po-
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silion exacte, aux valeurs de R’, §', [ dans I'équation (1), ce sont des
fonctions connues du temps ¢, comme la position du centre (5 ctla di-
rection des axes desdeux corpsa toutinstant. La grandeur ct la position
de € pour le temps £ étant ainsi déterminées, il en sera de méme du
volume E que décrit cette aire (uand ¢ varic de zéro & ¢, et, comme
les points GG ne hougent pas, la condition pour qu'une molécule don-
née (1) regoive un choc sur @ est qu'au commencement du temps ¢ il
se trouve un point (i’ & Pintéricur de E.

Nous négligerons, dans le caleul de E, les termes qui par rapport a1
seraient de l'ordre du petit angle ¢ mentionné ci-dessus, ou les erreurs
relatives de cet ordre. Quoique cela revienne & peu prés i traiter ¢
comme une différentielle, nous devons regarder les dimensions de w,
(qui estun élément d’intégrale, et, par suite, celle de 8, comme infiniment
petites en comparaison des espaces déerits par les points des molé-
cules pendant ce temps; de la sorte, Ea laforme d'un fil courbe tris
fin, de seetion variable; pour le mesurer, considérons comme horizon-
tal et veprésentons par PQ, dans la fig 4, le plan de o aun bout du

Fig. 4.

- 6"
//
p'\w,té
temps 4, sa normale extéricure OZ étant la verticale montante; puis
partageons le volume IS en tranches horizontales de hauteur variable 7
au-dessus d'un plan horizontal fixe place plus bas, de fagon i n'avoir
que des hautenrs positives, La section horizontale étant 7, on aura

oy
| D / b dZ = 7I(ZI - "U)‘

LA
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¢ étant unc valeur moyenne de s ct Z,, Z, les hauteurs des positions
extrémes de ¢ ou de 8.

Le plan de l'aire 8, paralléle a celui de w, qui 4 la fin est horizontal,
fait partout avec’horizontale un angle del'ordre dee; ainsi, en rempla-
¢ant les scctions horizontales par d'autres ¢ qui le sont & peu pres,
I'erreur relative est de I'ordre & ou négligeable; ledéplacement du point
de contact sur la molécule (11) est trés petit relativement & ses dimen-
sions, ct le changement relatif de R, 8 est par suite de Pordre de ¢;
il en est de méme du changement de I, par suite aussi du changement
relatif de K dans l'expression (1), tous ses termes ¢tant positifs, 11 est
donc indiflérent de remplacer o’ par une des valeurs de ¢, toutes étant
¢gales.

Soient maintenant

" le plan de w au commeneement du temps ¢
P e
O ct () les positions de @ ¢u’on peut maintenant réduire & des points;
m la moléeule (1);
n', m'y des moléeules (I1) tangentes & la fin et au commencement
en O, O et ayant G, G” pour centre
H le point matériel de m’ au contact en O
H’ la position ot il ¢était au commencement du temps ¢, G’ n'ayant pas
yougd, de sorte que H' n’est plus surla surface:
bougé, de sort H’
G"H” ¢égale et paralléle 4 G'H'.

Les hauteurs Z,, Z, sont celles de ¢ aux deux époques, ou celles de
G', G”; mais la différence Z, -- Z, restera la méme en prenant pour
ces hauteurs celles de H’, H”: Z, correspond & H'y car nous verrons
qualors Z,>Z,. Comme, au commencement du temps ¢, les axes de we
et m” ¢taient paralléles, ct que 1T était & la surface de m2’y H” est sur
celle de m” dont la position correspond & cette ¢poque. La distanee
O’H” de deux points de contact est de I'ordre des déplacements des
points des molécules pendant le temps ¢, on du méme ovdre que
Z,—7.,; mais, en outre, le plan P’(Q)’ ¢tant tangent en O’ & une surface
sur laquelle est H”, O'H” fait un petit angle de ordre de € avee le
plan P’ Q’, et par suite avec le plan horizontal. Il en résulte que sa pro-
jection sur la verticale est de I'ordre de O’H” < ¢ ou négligeable par
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rapport & Z, — Z,; il est donc indifférent de prendre pour Z, la hau-
teur de O’ au lieu de H”.

De la sorte, Z, — Z, cst & la premitre époque la différence de hauteur
d'un point O’ de m ct d'un point H' de m’, qui tous deux, & la fin du

C o Ly —
temps £, vicnnent au contact en O. Ainsi —— est unc valeur moyenne

¢
de la vitesse verticale relative de ces deux points. Cette vitesse, a I'in-
stant du contact, cst celle qui, au numéro précédent, a été désignée
par V. II est vrai que dans la valeur (3), ot entre u -— «’, on suppose
actucllement ' annulée; mais, en méme temps, u est remplacé par
une vitesse relative qui cst précisément v — u'; la valeur de V est donc
la méme ct, le petit changement de vitesse pendant le temps ¢ étant
relativement négligeable, on aura

Z,—71,=Vt;

il est dailleurs évident que, m’ étant au-dessus du plan horizontal PQ),
le plus ¢levé des deux points est H'. 1l est préférable dans I'expression
N N Ly

% = 4(Z, — Z,) de prendre pour V comme pour & leurs valeurs cor-
respondant au commencement du temps ¢, & instant ot les mouve-
ments ne sont pas encore modifiés par les chocs : en remplacant & par
sa valeur (1), on aura

~ K
4 ——= ngvt.

A chacune des molécules (1) correspond un volume pareil. Le
nombre @ des chocs sera donc celui des points G se trouvant, an com-
mencement du temps ¢, dans un de ces volumes ou dans I'espace total
e = nE; nous avons vu d’ailleurs, au commencement de ce numéro,
que ce nombre est #'e, d'ol résulte .

(6) w o= K oVt

RS

En désignant par w l'accroisscment de la force vive de translation
pendant le temps ¢ pour loute la masse gazeuse, on aura

= wd,
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A ayant la valeur (3), puisque les circonstances du choc ct par suitc A
sont les mémes pour toutes les molécules (1). De méme

P" —_ PA”

scra cet accroissement pour la premiére espéce seule.

Il va sans dire que, quand V est négatif, i doit étre regardé comme
nul, tout choc étant impossible sur I'élément @. Dans tout ce qui preé-
ctde, nous avons laissé de coté les chocs entre molécules de méme
espéce; leur nombre est inutile & chercher pour ce qui suivra.

1V. — NoOMBRE [ DES CHOCS ENTRE ESPECES DIFFERENTES, DANS UNE
SECONDE HYPOTHESE, ACCROISSEMENTS CORRESPONDANTS [, (%" DES
FORCES VIVES DE TRANSLATION.

Nous supposons comme précédemment u'a un méme instant, pour
une méme espéee, les axes des molécules sont paralléles et de méme
sens, que p, ¢, 1, ¢ sont égales pour toutes, ct qu'il en est de mémne
pour p’y ¢’y 1, ¢’; mais les vitesses ¢, ' sont dirigées indifféremment
en tous sens, Les chocs seront encore sculement ceux ot le point de
conlact est intéricur a I'élément o des molécules (1).

Pour une époque donnée, la dircetion des axes est connue, de méme
que p, g,y ply ¢’y 1’5 Pélément o étant donné, ecla détermine le point
de contact des molécules (1), par suite &, £’y a, ...: les valeurs (3),
(4), de l, f sont communes a tous les chocs, et celles de 'V different
scules. Nous pouvons donc de nouveau prendre pour plan horizontal
celuides éléments w al'époque quel’on considére, ou au commencement
du petit temps ¢, la normale extéricure étant la verticale montante.

Chaque espece pourra étre partagée en groupes, en réunissant dans
le méme les molécules dont la vitesse est sensiblement paralléle, c’est-
a=dire telle quun rayon paralléle a chacune dans une inéme sphére
lixe de rayon 1 aboutisse & I'intéricur d’un méme ¢lément 5 ou o° de
sasurface. Les vitesses étant divigées indifféremment cn tous sens,
le nombre de molécules d’un groupe est proportionnel & 7, o' ct a

s ¢ . . .
pour valeur n 7= O W s quion devra substituer & n, ' dans la va-

-
13
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leur (6) de . En outre, V, étant variable, devra y étre remplacée par
VF(V), la fonction F(V) ayant pour valeur 1 si V est positive, et o si
V est négative. La valeur ainsi trouvéc pour . sera le nombre des chocs
entre deux groupes d’espéce différente; le nombre que nous désigne-
rons maintenant par p cst la somme de tous ceux-li, correspondant a
toutes les associations de deux éléments o, 5’ de la surface sphérique;
de méme ', p” sont les sommes des valeurs particlles de p', ou A et
«A”. En substituant la valcur de A et remarquant que toutes les lettres,
sauf V, sont indépendantes du groupe, on aura

’_I;_’l" K('l Il’

= T%RS
. o an'tKo [l /1y 1 i,
(7) B =S [}‘z‘(?,}‘*‘}:i?—f) f/"l]’
v n'tho (U _ "i
PR i Ty

en posant

Hy=3 3 7% VF(V),
Hy= 3 72 VF(V),
Hy= 3% % VIF(Y),

H=3Y F Vi F(V).

L.es sommes doivent s’étendre & tous les ¢léments 5 de la surface
spheérique fixe et de plus i tous ses éléments 75 on a

Ve=u—u—1L=vcosi -- ¢ cost’ —{
b

i et ¢ étant les angles de la direction de v ou ¢ avee la verticale mon-
tante, et par suite, la distance angulaire de g, ¢’ au point le plus élevé
de la sphére; en prenant ces angles pour coordonnées angulairves et
rassemblant les ¢léments o,4' ot ils sont les mémes, on devra substituer
¢ = a2xsinidi, ¢’ = axsin? di'.
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En posant alors

He= ["H,sinidi, H,= [TV BV sin e,

il suffira de prendre n =2, 3 ou 4, pour que H devienne H,, H,
ou H,.

On trouvera H,, en prenant pour variable V au lieu de ¢'; comme
ona
V=u—v—1=vcosi— ¢'cost’ — 1,

V croitra de V7 4 V', en posant

V'=¢cosi+ ¢ — |, V'=ecosi- ' —{;

en substituant sinidi = %,‘—,, on aura
1 v
I, = ‘_f Vr-tF(V)dV.
v

D’aprés ce que représente F(V), il est clair, soit (que V' et V" soient
’ K |
toutes deux positives, ou que V' seule le soit, ou que toutes deux soient
négalives, qu'on aura toujours
v 1 m N V22 "
H,= o [V*F(V') = V" F(V")).
Posons censuile
V= vo+4¢ — l,
vV,
(8) ) ,
Viy=—e¢ 4+ — l,

' V,‘:“"‘,"—‘)’—'l-

o —v —1,

i

En substituant dans H le premier terme de H), scul et prenant pour
variable V' au licu de £, on aura

T dV’

sinidi =— -
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et, en renversant les limites, V' croitra de V, & V,; on trouvera ainsi
de la méme maniére, pour le premicer terme de H,

LS IVIMF(V,) = VIR (V)L

o' n(n+1

Le sccond terme de Hs’en déduit évidemment en remplacant V,
et Vypar Vet Vo,
Il en vésulte

H, == z— [VIF(V,)—= ViF(V,)— ViF(V,)+ ViF(V,)),
(g) + Hy = = [VIF(V,)— VIF(V,)— VAF(V)+ VIF(V,)],

H, - — [VEF(V,)— VIF(Vy)— VIF(V,)+ VIF(V,)],

20¢¢’

La valeor de Hy, d’aprés ce que représente H),, peut s’écrire

1 [l sinidi= 5 [ [uVIF(V)— aVEF (V)] sinidi.

v

Dapris les valears de V7, V) on peut remplacer « ou ¢ cosé par
\'— [ — ¢ dans le premier terme, et par V' + [+ ¢’ dans le second,
d'on

- o f [VAF(V') = V4F(V")]sinidi
v “[VER(V) = VAF(V")| sini di
~ f [VAF(V) - V2F(V)sinidi.

Ces trois intégrales s'obtiendront comme ci-dessus, ct les deux pre-
micres seront ) Hy et /IL,. On aura donc
llh == :‘;H:‘ + ng - HZ,

ol

H,= ——[VIF(V,) = ViF(V,)+ VF(V,) - ViF(V,)].

(9bis)

Journ. de Math. (4° série), tome VIL. — Fasc. II, 1891, 17
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Ces valeurs étant substituées dans les formules (7), elles ne contien-
dront plus rien d'inconnu, ct seront encore sous forme finie,

V. — Recuercie pe @, &', &’ DANS UNE TROISIEME RYPOTHESE.

Le mode de variation de p, ¢, 7 et Torientation des axes des molé-
cules dans espace sont deux faits indépendants. Si, par exemple, elles
sont des solides de révolution, 'axe de figure déerit dans espace un
cone autour d'une droite dont la direction est indifférente et i mou-
vement conique de F'axe peut étre & un instant quelconque de sa pé-
riode. A plus forte raison, dans le cas d’une forme générale des mold-
cules, nous devons, pour une méme espéee, regarder comme indifférente
la divection des axes pour chacune.

(Cest ee que nous allons maintenant supposer et & sera le nomhre
de choes entre espéces différentes, non sur un éément w, mais quel
que soil le point de tangenee sur lex deux molécules, Toutefois, nous
admettrons encore que ¢ el " aient une seule valeur et quiau com-
mencement du temps 4, py g, soienl égaun pour Fespéee (D), el p.
q', 1” pour Fespice (1), Le résultat ne peut encore se trouver que par
des hypotheses suceeessives.

1° Admettons que pour les molécules (1) seulement los ares restent
paralléles et qu’il S agisse sealement des choes de Pélément o. - -
Noient @,, w, le nombre des choes et Faceroissement de la vitesse de
translation pour ce cas, ct &, w, les valeurs (7). ILsera préférable de
considérer encore au commencement du temps ¢ la normale exteé-
ricure aux ¢léments @ comme la verticale montante, Cela détermine
dans les formules () L signification de by 20 3, ws quant il 2/, 57, o,
elles se rapportaient & une moléeule (1) produisiant un choe alinstam
que L'on considére; elles dépendent de Uélément o' qui vient au con-
tact avec w, et celui-li ¢lait connu par la divection de sa normale, celle
des axes ¢tant donnée. Mais, dans Ie cas actuel; nous devons partager
Fespéce (IT) en groupes.

Pour cela, imaginons dans chaque molécule (1) une surface sphé-
rique de centre &, de rayon 1, partagée en ¢léments g d'une facon qui,
pour toutes, soit identique par rapport i leurs axes. Nous grouperons
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d’abord ensemble les molécules pour lesquelles la verticale du point (v
divigée vers le bas aboutit & l'intéricur du méme ¢lément ¢, et comme
elle peut aboutir indifféremment & toul point de la surface sphérique,
-]
4—1;?
nous ferons tourner encore une molécnle autour de cette verticale d'un
angle variable ¢, par différences égales d?, ¢l nous aurons ainsi acheveé
de classer les directions des axes, ou les groupes, de sorte que le

le nombre de moléeules d’un de ces groupes provisoires est 2’ —; puis

' N e dl
nombre de molécules d’un méme groupe sera »' — &, o (que pouy

fr aw
celles-la tous les axes sont paralltles: nous pourrons alors employer
pour ce seul groupe les formules (7), ce qui revient i remplacer »’
par la valeur précédente, puis nous devrons ajonter w et @' pour Lous
les gronpes, ce qui donne

_ s (T dy ' s (T ., dy
wm=2 wi w=Xgf Wit

Voici commenl on simplifie ces expressions : il est préférable de
considérer w comme un point unicue O o le plan tangent est horizon-
tal. Cela posé, soit o' I'élément de la surface de la molécule (11) ou
de m’ composé de points correspondants de ceux de 55 comme on a
défini ce mot an § 1, ¢est-a-dire tels que les normales extéricures & m’
el i la sphere soient paralléles el de méme sens. Nous avons vu que e
rapport des deux aires était RS pour le corps m el par suite R'S’ pour
m'y de sorte que o' = R'S's. Or, pour chaque groupe ou chaque
terme des sommes gy, w), on doit évaluer 2’,a', 8,y en placant m
tangent en O, de sorte que la normale intéricure soit verticale mon-
tante; d’autre part, pour les termes de la somme I corregpondant i 3,
la verticale de Gi" aboutit en un point de . Les positions ot il en est
ainsi sont donc celles oft le point de contact en O est intéricur i w':

’
. w . .
on peut done substituer 5= o> et étendre la somme  aux divers

“léments ', en faisant correspondre 4, o', 3’, ¥ & chacun d’cux.

Si, ensuite, on fait tourner la molécule d'un angle § en la plagant
loujours tangente, c’est autour de la verticale du point O qu’elle tour-
nera; les valeurs de £, [, H;, R’, §' restent alors les mémes, et la seule
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quantité qui varie dans les formules (7) est 'angle I qui entre dans la

valeur (7) de K; celui-la peut servir de mesure il , de sorte (qu'on a
N

$ =1+ const., d}=dI; I'expression f l\ pourm étre encore

désignée par K et s’en déduit en remplagant co.s’l etsin?l par ;5 de la
sorte nous devons maintenant supposer

(10) K=;(R+R)(S+8)+i(R+8)(S+ R)
=RS+R'S+(R+S)(R'+ ).

Aprés ces changements on aura

o’ , )
5‘2=ZF" frry’ BT 2#- ’rI{S’

2 Valeurs de p., ' ct p”. — Les expressions précédentes ne de-
pendent point de la position horizontale attribuée & w, ct si, en admet-
tant toujours que les axes des moléeules (1) sont paralléles, nous vou-
lons étendre les chocs i tous les ¢léments w, il n'y a qu'a ajouter les
valeurs de w,, i, qui leur correspondent.

Si, cnsuite, en supposant ces axes non paralléles, nous partageons
espéce (1) en groupes, le résultat précédent reste le méme pour
chacun, cc qui rend ce classement inutile.

‘n substituant les valeurs (7) de w, u, et remplacant f par sa va-

9 M l ' 3 [y 1 M LrLY H "l "‘ .
leur dans I'expression (7;2 + -f), on aura ainsi, ce qui préecde

¢tant applicable a w”,

nn't
= To= 22 Rbﬂ'b’H 0o,
,, nnt H, H, ,
(11) e e

ML ) . - “*z DN+ M) | wo.

les sommes s’étendant aux ¢léments w, w0 des deux espéees.
On peut remarquer, quoique nous n’ayons pas i en faire Lapplica-
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tion, (qu’on a toujours
low =o.

‘n effet, dans les formules (2), z, y, s sont les coordonnées de ,
et X, Y, Z les cosinus de la normale intéricure. On peut grouper les
¢éléments de fagon (u'ils aicnt deux & deux la méme projection sur le
plan des zy; @Z la représente pour tous les deux en signe contraire;
d’ailleurs, y étant le méme, il en résulte Ty Zow = o} le raisonnement
étant tout pareil pour 3Y, 3X, ..., les équations (2) donnent

Lolhcosa=0, ZohcosB=o0, Zwhcosy=o,

et 'on tirera des formules (3)

ShLhw=0, ZWLw=o, I lww' =o.

V1. — RecnERCHE DE @, | DANS UNE QUATRIEME HYPOTHESE. CAS OU
LES MOLECULES SONT DES SOLIDES DE REVOLUTION. FORME DE LA soLu-
TION LA PLUS GENERALE DU PROBLEME DES CHOCS.

1" Recherche de p., . — Tant qu'une molécule n’éprouve pas de
choc ct se trouve ainsi soustraite & toute action cxtéricure, p, ¢, r
varient d'unc facon périodique, de sorte que, aprés la durée T de la
période, elles repassent par les mémes valeurs, bien que Paxe instan-
tané ne revienne point & la méme direction dans I'espace.

Dans notre nouvelle hypothése, les molécules de méme espéce auront
biecn Ia méme loi de rotation, c’est-a-dire le mode de variation de
P» 4, ' sera le méme; mais, au licu de supposer, comme dans la troi-
sicme hypothése, qu'a un méme instant p, ¢, 7+ sont les mémes pour
toutes les molceules, nous admettrons qu'clles peuvent correspondre
A divers instants de leur période, ct il est clair que ce sera i tous
indifféremment. En désignant donc par 7 le temps compté & partir de
I'instant ol p, par exemple, est maxima et faisant croitre = par inter-
valles ¢égaux dr, il correspondra & chacune de ces époques un méme

nombre n flrt de molécules (I), et les molécules (II) se classeront de
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méme. Les nouvelles valeurs de w, w' se déduivont done des for-
mules (11) en remplacant nn’ par
nn' d= o7’
'l‘; 1l‘l
et ajoutant les résultats pour toutes les valeurs de = et =7, En remar-
quant que cetle intégration porte seulement sur p, ¢, ..., el, par
suite sur /, I, V, on aura

nn't Tz V=
= 6= 22« TN Tfo T s

T,

(12 ( o = nn't /’ Td- I“ ffi

12) i ZZ T A T

ll. Il-, '
><[— D D (M|

w” aurait une forme analoguc.

3¢ Supposons que les molécules de chague espéce soient des
solides de révolution. — En prenant pour GZ, G'Z les axes de figure,
onaura A =B, A'= B’ : la droite a laquelle correspondent «, 3, + st
perpendiculaire au plan mené par G et la normale & élément o elle
est done perpendiculaive & GZ, et 'on a

Cosy = 0}

on pourra alors, en regardant 2 comme un angle polaive, vemplacer
cosf par sin &, ot

I
M=t

L’axe de figure déerit d'un mouvement uniforme un cone autour
d’une droite fixe menée par G; le plan de ces deux droiles renferme
I’axe instantané, el son intersection avee celui des iy est la direction
de la résultante S de p et de ¢, laquelle, de méme que 7, reste con-
stante. _

En désignant par § I'angle polaire de cette résultante dans le plan
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des zy, on aura
p=9Scosy, ¢g=8siny, L=Scos(}y—a).

I’angle ¢ varic proportionnellement au temps; il en est de méme
de 4 — a dans les formules (12), parce que, dans l'intégrale relative
4 7, w et a restent constants, Iin changeant au besoin le signe de — «,
on peut supposer cet angle croissant; la période T est révolue quand
a augmenté de 2=, ct il est indifférent de prendre § pour variable au

. d= d ]
licu de = en remplagant 5 par E%; le résultat ne changera pas non plus

en éerivant 4 av licu de % — a. En faisant les mémes transformations
pour les molécules (IT), on voit qu'on devra prendre dans les for-
mules (12)

M=t M=2L
\l—- A) *\[ - Ar’
(13) ¢ LL=Scos}, L' =8 cos,

| e ras _ e raa
v, dr ) at T L f A=

la dernicre égalite indiquant une simple substitution de signes.

On peat aussi simplifier Ia somme relative 4 o en partageant la sur-
face par ses lignes de courbure, ¢’est-d-dire par des méridiens succes-
sifs faisant avee Uan d’eux les angles 9,  + da, et par des paralléles
rapprochés, comprenant entre cux un arc 5 de la courbe méridienne;
on aura ainsi

w=_zdsdy,

& ctant e rayon du parallele. Pacmi les lettres entrant dans 'expres-
sion qui multiplic w, d’ott 4 a disparu par Pintégration, %, k, R, S
sont les seales qui dépendent de la position de @, mais elles ne dépen-
dent pas de 23 on peul done intégrer par rapport 4 9 en rempla-
cant d par 27, En outre, R est le rayon de courbure de la courbe
méridicnne, et S la normale terminée & Paxe de figure. En désignant
par ¢ leur angle, pour la normale extéricure, variable de o a =, sur
unc méme courbe méridienne, on aura

ds = R de, ¢ = Ssing, w =27 RSsine dt,
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et en désignant par des accents les quantités analogues pour les molé-
cules (1I) on pourra encore, dans les formules (12), faire la substitu-
tion de signes indiquée par I'égalité

K Tt .
14 W = l;-n’f f K sinesine dede’.
(14) 22 RSR'S L

2° Question géncérale a résoudre. — Ln laissant de coté le cas des
solides de révolution, nous devons supposer I'ensemble des molécules
composé d’espéces données quant & la forme, quant & la masse m, m’,
m’, ..., et quant a leur nombre, quisera n, »’, n’, .... Toute recherche
touchant les effets des chocs, en la considérant rigoureusement, cxige
que, pour chaque espéce, on connaisse la proportion des molécules
ayantles diverses vitesses de translation et les divers modes de rotation.
C’est nécessaire méme pour pouvoir comparer les forces vives tolales
de translation et de rotation dans I'état permanent.

Pour toute moléeule (1) p, g, 1 varient de facon qu’on ait

Ap*+ B¢+ Cr=K2, Ap?+ B2g?+ G2 = K2G,

K ¢t G étant constants pendant le mouvement et G étant compris
entre le plus grand et le plus petit des nombres A, B, C. Le mode de
rotation est identique pour deux molécules si K et G sont les mémes.
Dans les formules (12), cela a été supposé pour toutes les moléeules de
méme espiéce ;s p, ¢, 1 ¢taient des fonctions déterminées de K, G et de
la variable =, qui disparaissait dans I'intégration. La forme des molé-

!
" [ 13 .
cules- ¢tant donnée, les valeurs (12) de —-, ;Tt sont des fonctions

connues de K, G, ¢ ¢t de leurs analogues pour la seconde espéce.

Laissons maintenant de c6té toutes les hypothéses particuliéres
failes jusqu'ici, et considérons le cas réel des mouvements de forme
variable. La totalit¢ des moléeules d'une méme espéce pourra se distri-
buer en groupes en faisant rentrer dans le méme celles pour lesquelles,
au commencenient du temps 4, les quantités K, G, ¢ qui caractérisent
chaque mouvement sont comprises entre les limites

(1) KetK+dK, GetG+dG, veto+dy,

pour les molécules (1) et d’analogues pour les autres. Pour les molé-
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cules (T), le nombre de celles d’un groupe sera
nF(K, G, ¢)dK dG de,

I étant une fonction inconnue; pour les autres espéces n devra étre
vemplacé par ', 07y ..., ct F par d'autres fonctions inconnues F,
F’, .... Nous ne pouvons plus actuellement, en divisant un groupe
compos¢ en d’autres plus simples, connaitre les nombres de mole-
cules qui leur correspondent, comme nous l'avons fait précédemment,
par une raison d'indifférence; les fonctions F, F', ... doivent donc,
avanl tout, &tre déterminées, ct voici d’apres quelles conditions.
Appelons I, pour abréger, un groupe déterminé de premiére espéce
anquel correspondent les limites (13). Dans I'état permanent de I'en-
semble des molécules la répartition des vitesses doit rester la méme ;

ainsi le nombre des molécules du groupe H doit rester constant. Soit,
pendant la durée 4,

N(K, G, ¢)dK dG de

le nombre de choes effectués entre ce groupe et tous ceux de toutes les
espeees, y compris la premiére : c’est le nombre des molécules qui
sortiront du groupe, ou cesseront d’en faire partie, les choes chan-
geant K, (i, ¢; soit aussi

N'(K, G, ¢)dK dG dv,

parmi les choes entre tous les groupes de premiére espéce d’une part,
etd’autre part, tous ceux de toutes les espéces, le nombre de ceux pour
lesquels les valeurs de K, G, ¢, aprés le choe, sont pour la molécule (T)
comprises entre les limites (15); c'est le nombre des molécules (1) qui,
par 'effet des chocs, entrent dans le groupe H: il doit étre égal au
nombre de celles qui en sortent, d’ou

N(K, G, ¢)=N(K, G, o).

Pour chaque espéce, il cxiste unc relation semblable, et c'est de 1a
(qu’on doit déduire les fonctions F, F, . ...

En remplacant nr’ dans la valeur (12) de . par

nn'F(K, G, 0)F(K', G, v)dK dK' dG dG’ dedv',

Journ. de Math. (}* série), tome VIL — Fasc. 11, 18g1. 18
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clle devient le nombre de chocs entre le groupe H et un groupe quel-
coniue d'unc autre espéce, pour laquelle on peut toutefois prendre la
premiére. Kn les ajoutant pour tous ces groupes, on trouvera

N(K, G, ¢)dK d dv.

Le calcul analogue pour N est heaucoup plus compliqué, et il est
inutile de le détailler, car, au point de vue général ot nous nous pla-
¢ons, la solution offre des difficultés insurmontables. Nous verrons plus
tard les résultats qui peuvent étre obtenus dans certains cas particu-
liers, a Paide du principe d’indifférence.

§{ 2. — Cas ou les molécules sont & peu prés sphériques.

Vil. — PrELIMINAIRES.

Notre hul est de déterminer le rapport des forees vives tolales de
translation ¢t de rotation pour toutes les espéces réunies; cetle re-
cherche devient possible quand toutes les molécules sont i peu pres
sphériques.

1 Remarques générales sur la répartition des vitesses. - Fn
suivant la méthode générale indiquée au n° VI, pour des molécules
exactement sphériques, toutes de méme masse et de méme rayon,
jai démontré précédemment qu'en désignant pav #g () dx le nombre
de moléenles dontla vitesse est comprise entre . et i + dory ona exie-
tement

([6) ’,."o(.lf) :a(,-ﬂx"rﬂq

2 ct 3 étant des constantes; en désignant par mu? la foree vive moyenne
des molécules, et remarquant que n est leur nombre total, on doit
avoir .
Sny(edv =n, Snmcrg(v)de = nmut.
ou
"o Y
af et o =1, a / e B =zt
[

vy
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. formule

—pv = .L/E.
.,( e do = - \/3

différentiée par rapport & 8, donne

E] - ©
B o = —‘/ﬂ ) f e P orde = _if,
[

[T /p’ 8?.
d'on
- 48vV3 =3,
( |l ) A= —T/':-’ ﬁ—— oy

De la sorte z et 8 sont complé lcmcnt déterminds an moyen de la
foree vive totale du milicu.

La valear de 5 (¢) devient maxima quand 3¢* =1oue =u \/', clle
décroit rapidement (uand ¢ s'écarte de cette valeur.

Sans examiner pour le moment si la formule (16) est applicable
«quand les moléeules sont & peu pris sphériques et qu'il y en a plusicurs
espiees, il est clair que, dans P'état permanent, le méme fait sera tou-
jours vrai, ¢'est-a-dire que, sil'on partage, comme au n° VI, les nom-
bros , n' en groupes de nombres

nl (K, G, ¢)dK d dp, nF (K G, ¢ )dK d(3" v,

ils deviendront trés peu nombreux si o ou ¢ s'écartent notablement de
leurs valeurs moyennes. 11 en sera de méme et d’une facon plus pro-
noncée si les forces vives de rotation K2, K’* s'¢écartent de leurs
moyennes. En cffet, les vitesses de translation changent notablement i
chaque choc, un seul pouvant suffire pour réduire I'une d'elles & zéro.
Aucontraire, les forces vives de rotation restent invariables si les mole-
cules sont sphériques; siclles le sont & peu prés, elles n’éprouvent qu’un
faible changement, ct il faudrait une combinaison improbable de choes
pour leur faire acquérir des valeurs sensiblement différentes de la
noyenne.

20 Grandeur relative des quantités qui entrent dans les for-
mules (12). — Les molécules étant & peu prés sphériques, les rap-
ports des nombres A, B, C entre cux différent peu de I'unité. Ensuite
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\/;‘E est une ligne dont la valeur, pour une sphére homogéne de

rayon p, cst p %; cn méme temps, i est la projection de la droite

joignant le centre & un point de la surface sur le plan tangent cn ce point.

. . . A , mh?
Ainsi le rapport de 7 aﬁ et son carré —— sont des nombres abs-

traits trés petits; il en sera donc ainsi de mA* M et de méme de mA?M;
de la sorte, dans la valeur (4) de /, la scconde partic /*M+A2 N’

' \ . : sy 1 1
sera Lrés pelile par rapport & la premiére ~ + —-

. . hl. . . .
Par suite de la petitesse de &, le rapport — sera aussi twés pelil

quand on donne aux deux forces vives leurs valeurs moyennes, Ce se-
rait méme une conséquence de ce qui précéde si Fon admettait o
priori que le nombre que nous cherchons, oun le rapport de la force

vive de rotation & Pautre, ne fit pas trés grand, car il en serait de
A -'\ 2 . I)I/l’ Ile 2 . . H . .
méme de =£; et son produit par = ou - serait trés petits il en serait
my A v?
A ) . ’ll) hL .
alors de méme, d'aprés les formules (3), pour —= == el aussi pour
1yt

h M Y 1 ) .
——en faisant la méme hypothése pour la seconde espéce. Par consc-

(quent, nous devons considérer

T comme tres petit quand on em-
ploie les valeurs moyennes.

Il n’en sera plus ainsi si 'on donnce a la force vive de rotation une
valeur beaucoup plus grande (ue sa moyenne, ou a v, ¢ une beaucoup
plus petite. Mais alors, comme on l'a vu, le coefficient du groupe,
c'esl-i-dive IF(K, G, ¢) ct son analogue sont trés pelits, el comne
nous cherchons & déterminer avee une faible erreur relative les divers
termes des formules (11) et (12), aprés qu'on les aura ajoutées pour
tous les groupes, nous devrons dans celles-la regarder constamment
[ comme tres petit numdériquement par rapport i ¢ + .

VIIl. — Rébvcriox pes exeressioxs Hy, H,, 1.

1* Valeurs des coefficients F (V,). — Dans les formules (g) et
(0 bis), chacun d’eux désigne I'unité si V, est positif, et zéro £°il est
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négatif. D’aprés ce qui précéde, V, ou ¢ + ¢/ — I doit étre suppos¢
toujours positif et V, négatif; ainsi F(V,) =1, F(V,)=0. On devra
de méme supposer F(V,) =1 quand ¢ >¢'. En effet, si 'on avait & la
fois v — ¢ >o0 et V, ouv — ¢ — 1 < 0, V, serait numériquement infé-
vieural, ¢ — ¢’ trés petit par rapportap + ¢'. Ainsi, dans les numéra-
teurs des valeurs (g) et (g bis) de H,, H,, H}, le premier terme scrait
trés supéricur aux autres; plus tard, nous aurons & tenir compte dans
ce terme de la portion en £ ou 2, en négligeant les suivantes. Vis-a-vis
de ceux-lit le terme en V,, inféricur & * ou &, serait i plus forte raison
négligeable. 1 en serait de méme pour H,, mais il est inutile de lo
mentionner, car nous n’aurons plus & faire usage de sa valeur.

On voit de méme qu’on devra supposer F(V,) =osi ¢ <V, el
I'(V3) =1 ou o suivant que ¢ > ou < v

De la socte H,, H,, H, deviendront des fonctions entiéres de / dont
les cocflicients sont bien connus dans les deux cas ou ' > ou < v.

2° Les lermes contenant | ¢ une puissance impaire doivent étre
supprimes. — L effet, les intégrales du mouvement de rotation em-
plovées au ne VI ¢’est-a-dire

Api+ Bg? + Cr? = K3, Ap? 4 Brg?+ C2 = K2G,

donnent
ANA—=G)p*+ DB (B - U)q2 +C(C—-G)rr=o.

¢quation du eone du second degré que I'axe instantané déerit & Pinté-
ricur du corps; K et G restant les mémes, ce mouvement peut avoir
licu en deux sens opposcs, et I'on sait par la théoric de la rotation
(que dans les deux cas, pour des positions identiques de l'axe, celui-ci
s¢ déplace avee la méme vilesse, et la vitesse angulaire est la méme
chosens contratre,

De la sorte, p, ¢, - sont les mémes cn signe contraire et varient de
la méme maniére en fonction du temps ¢ en prenant celui-ci en sens
inverse. Cela résulte, d'ailleurs, des équations du mouvement

dp
di

A—-+(C—-B)gr=o0, ...

(ui restent les mémes en remplacant ¢, p, ¢, rpar — ¢, — p, — ¢, —r.
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Par conséquent, dans les formules (12), K, G et restant les mémes
comme K’, G, ¢', on doit ajouter les valeurs de u, p', 8" correspon-
dant aux mouvements dans les deux sens, lesquels, pour raison d'in-
différence, doivent étre considérés comme également fréquents, ct,

T
\ d? P .
pour ceux-la, la somme { 7 affectant des termes de degré impair pav
“o

rapport i p, ¢, r réunis & des valeurs égales ct de signes contraires.
I méme remarque s'applique aux variables p’, ¢’, 1” de la seconde
l‘Sl wee.

Dans les formules (11) et (12), les lermes contenant / comme ceux
({ui conticnnent f scront ainsi de degré pair par rapport & &, A’ réunis,
el nous négligerons le quatriéme degré par rapport i ces pelits
nombres ¢t, par suite, les termes en £*. D’aprés les formules (12) ot
(0 bis), H, est partoul multipli¢ par { et, par conséquent, doit &tre vé-
duit & son terme en /, tandis que, dans H,, H),, on doit conserver seule-
ment les termes de degré pair. Dans les valeurs (g) et (g bis), on doit
employer le terme en V, quand ¢ > ¢/, le terme en V, quand v < ¢ 5 on
affectant les signes supéricurs au premier cas, les inféricurs aun second,
on aura

"
o

—_ = uf? — é',., o f? =2 o’ |2
(8) (H,= 3:,l. lla_m+,l. H, =%+ &P,

~

on pnsanl

o ("*‘i‘“' )3:_-(‘._ ‘.I):; o (‘,_+_‘.I ;,:(‘,___ ‘,I):,
= N TS ey
| 8 A o
{ I‘) ) . )
' Y (‘._+_ (")"i((‘—-(")‘ ” (v + (")’.‘t(('——- ‘.r\’z
g == y KL — .

2¢ * RN

IN. — SOMMATION RELATIVE AU NoMmBre (i.

Si toutes les molécules sont des solides de révolution, on a, comme
on I'a vu, cosy = cosy’ = o, et, d’apres les formules du n® I, la com-
posante 7 ou 7’ de la vitesse angulaire reste constante malgré les
chocs: la scule portion variable de la force vive de rotation est
Ap?+ Ag?; clest entre celle-ci seulement et la force vive de transla-
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tion ¢u’il s’établit dans I’état permancnt un rapport invariable, ot il
sera préférable de la désigner par K2, tandis que la force vive de rota-
tion tout enticre scra K? + Cr* ou K2+ const. Nous poserons donc
dans cc cas

A(pP+¢)=K%,  A(p?+¢?)=K"
‘n méme temps, d’aprés les formules (13), on aura
I = hscosy + b's' cos?y’

ety dans les formules (12), les intégrations relatives a 7,7’ sont rem-

placées par le signe :
f!ﬂflﬂ dql d‘b’
o [} 4“’

dans lequel ¢, ¢’ varient scules, s, s’ et toutes les autres lettres restant
constantes. Cela seul suffirait évidemment pour faire disparaitre toutes
les puissances impaires de /, et, quanta 2, clle sera remplacée par
5 . . h:

I RSy A7 0T T LB < g2 o2 2 2 2 1
st s dlailleurs, 5?5 désignant p*+ g%, p'*+ ¢ ou
k2
kY
ainsi effectuces, c'est dans les formules (11) qu’on devra substituer la
valeur de £2 ou

ou K*M, KM, d’aprés les formules (13). Les intégrations ¢tant

(20) [r=3h*MK? + [ 2 M'K"2,
Dans le cas général, £# ou (AL + A'L’)* doit étre réduite a

112+ 1%, les termes du premier degré en p, g, 7 disparaissant.
“n outre, les équations du mouvement donnent

T
f pgdt= I\_g_l% r +const.,, d'ou f pidri =o,

le second membre reprenant la méme valeur au bout de la période T
il en serait de méme pour pr, qr, p'q’, ..., de sorte que I se réduit &

2 = h*(p?costa + ¢* cos*B + 1% cos?y)
+ W2 (p? cos?a’ + g2 cos?B + 1" cosiy).
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’

Nous ne pouvons point effectuer les intégrations relatives a =, %
sous une forme simple ni savoir quelle est la fréquence plus ou moins
grande des valeurs de G, G’. Mais il faut remarquer que, dans le cas
des surfaces de révolution, ou Von avait Ap?*+ Ag*=K?, on a été
amend & remplacer A p?, A¢? par unc valeur moyenne ; K*; or, il cst
évident que, dans le cas général ou Ap?+ Bg?+ Cr?=K?, si l'on
veut, dans les formules (11), grouper ensemble les termes ot K* est le
mime, ce qui revient & remplacer séparément A p?, Bg?, Cr? par une
valeur moyenne, on devra prendre pour celle-la 3 K?; en effet, il en
serait ainsi en supposant les molécules sphériques ct les mouvements
de rotation indifférents en tous sens. Si les molécules sont & trés peu
prés sphériques, il en sera de méme, sauf une crreur de l'ordre de
Pécart de sphéricité ou négligeable dans des termes déja du deuxiéme
degré par rapport i & et &'. La premiére partic de /* pouvant s’écrire

Iz (“{%‘Apu ot Bgr+ S Cr)

sera ainsi remplacée par

1 gapafcos’z  cos’B costy I
g/’K ( T B T C ou 3 RIM.

ot Pautre partic de méme par 3 42K2M'. Aprés cela, les intégrations

relatives & =, < sont superflues, de méme que les formules (12), et
I'on devra substituer dans les formules (11)

(21) 1= 3 (h*MK? 4+ A?MK'?),

O étant égal & I'unité dans le cas général ct devant étre remplacé par §
quand les molécules sont des solides de révolution.

En substituant les valeurs (18) de [/H,, H,, H, dans les équations
(11), on devra négliger le quatritme degré ct, par suite, dans I'expres-
sion de ', réduire H; a %' En remarquant que, d’aprés les formules
(9 bis), ona

m m

LI (1 _ %)H,—flﬂg-*-fﬂé’
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on trouvera

W =" 33 raroa [ 3780 — M+ M) &,

(22) P'”= an lzznsl\Ru:mIf’ [(I é:{) %’;
+ i‘(';'—” + (;;; - %)gl’+/g"l’].

ot I'on doit substituer la valeur (21) de /2. Ainsi ces expressions ne
dépendent plus que de K2, K’3, ¢, ¢/, ct non de G, G'.

-

. C
X. — PREMIERE APPROXINATION DE LA VALEUR DE =

En supposant les esptces en nombre quelconque, désignons par v,
', 7", ... laforce vive moyenne de rotation correspondant i chacune
d'elles et par §, ', ... la force vive moyenne de translation; par p le
rapport de la force vive totale de rotation pour tout le systéme & celle
de translation, quand les molécules sont des solides de révolution;; par
¢’ le méme rapport quand cela n’a pas licu.

En général, dans un gaz tout agent extéricur amenant un change-
ment de force vive influence directement celle de translation, puis,
quand I'état permanent s’est rétabli, celle-ci se transforme partielle-
ment en force vive de rotation. Si les molécules sont des solides de ré-
volution, cette transformation n’affecte que la portion de la force vive
de rotation qui a ¢t¢ désignée au n° IX par K2, K'#; aussi, quand nous
parlons de la force vive totale ou moycnne de rotation, il ne doit s’agir
que de celle-la.

O

La transformation s'opére de telle sorte que, — étant le rapport des

¢’
chaleurs spécifiques & pression constante ct a volume constant,
2 (g - 1) exprime le rapport de la force vive totale de translation du

milicu & celles de translation et de rotation réunies; ce rapport est le

4

R 1 C C
méme que ey ou ——_—*_—;, et en remplacant - dans le second cas par b

Journ. de Math. (}* sirie), tome VII. — Fasc. I, 18g1. 19
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il en résulte

~

) a
30+2) E’——'+3(|+?').

2

= | 4

(23)

S

Pour avoir une évaluation approximative de ces expressions dans le
cas d'une espéce unique, nous supposerons égales toutes les vitesses de
translation ct, a plus forte raison, les forces vives de rotation qui va-
ricnt moins. Les formules (19) donnent g = 4v, g'=16¢%; on a aussi
K? = K'?=y; laformule (21) se réduit a 1! = { On(A*M + 22 M), el,
dans la valeur (22) de g,

380 — (WM + k*M) £ — (h*M -+ h’*M’)(g fobr, — §v=/).

Cette expression étant du second degré, on doit y remplacer f par

[ | 1 3 . o
la seule partic — + — ou —; elle devient ainsi
m m m

16¢6

gm

(WM - M) (1 = s met)

ot o33 st

il I'accroissement de force vive de translation pour tout le milieu,
puisqu'on n'a plus a le partager en groupes de vitesses variables. It

o , ) T,
doit ¢tre nul dans I'état permancnt, de sorte qu'on a P = ;g—é
rapport des forces vives totales, de sorte qu’en posant 0 =3 ou 1 on
aura

et w’ est le produit d'une constante par 3 — — m¢? ou v; —

; cest le

: 3 9 C 5 c 20
JA A — al RIS - e — £y —— T — R ¥4
(24)‘,_5, F=ig =it op=nLg o __|+5___|,$3|.
)
XI. — APPROXIMATION ULTERIEURE.

Il n'est point asscz cxact de supposer toutes les vitesses égales et,
toutefois, en tenant compte de leur répartition, les nombres que nous
venons de trouver, comme on le verra, changeront trés peu.
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D’aprés ce qui a été dit aun® VII, il y aurait une errcur moindre
4 considérer les forces vives de rotation comme égales pour une
méme espéce; toutefois, nous partirons d’un principe plus rationnel
et nous admettrons que la fonction F(K, G, ¢), définie au n® VII,
el qqui déja ne contient plus (3, soit simplement le produit F(K)g(«)
d'unc fonction de K scul par une de ¢ scul. Cela revient & ad-
mettre, bien que les forces vives de translation et de rotation se
transforment I'une dans 'autre, que la répartition de I'une d'clles dans
I'état permancnt est indépendante de celle de 'autre. Voici les raisons
de co fait :

1" Le changement des vitesses de translation provient de leur di-
rection par rapport au plan du choc; celui de la force vive de rotation
deépend surtout soit de la vitesse et du sens de la rotation antérieure,
soil des lignes &, I', c’est-i-dire d’éléments n’ayant aucune connexité
avee les directions de ¢ et ¢'; aussi n'y a-t-il pas de raison pour que les
é¢earts de la moyenne de la force vive de rotation correspondent i telle
ou Lelle vitesse de translation.

»° Si l'on suppose connue, pour toutes les especes, la loi de réparti-
tion des vitesses en supposant les molécules sphériques, cette loi, quand
elles sont & peu prés sphériques, ne pourrait changer que de (quantités
delordre de T'écart de sphéricité. Ce changement est négligeable,
puisqu’en supposant, comme nous I'avons fait au numéro précédent,
loutes les vitesses ¢gales, ce qui est bien plus éloigné de la réalité, le
rapport ¢ ou ¢’ n’éprouve qu'un faible changement.

Désignons maintenant, pour la premiére espéce, par n9(x)de le
nombre de molécules dont la vitesse est comprise entre x ct « + dr;
ce nombre scra de méme 'y (x) dx pour la seconde espéce. On doit
encore partager ces groupes en d'autres correspondant aux diverses
vileurs de K et K, aprés quoi on ajoutera les expressions (22) de w’
el u” pour tous les groupes. Mais, d'aprés ce qu'on vient de voir, les
fonctions de K ou K’ introduites par le sccond classement étant ind¢-
pendantes de ¢ et ¢, les deux sommations peuvent s’effectucr successi-
vemnent. Ainsinous remplacerons d’abord nn' par nn'g(¢)9'(¢") dv v
el nous ajouterons tous les résultats. Cela revient simplement & rem-
placer, dans les formules (22), g, &', g7, g"par G, &, G, G, en po-
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sant
' G =[ ~[ 279(0)9' (v')dedy,
G = f f &'5(0)5(¢) ded,
(25)

= [ [(eue e,

’”:.[‘ I.g’”?(r)?’((")d“ v,

Ces lettres (3, G’ ne peuvent se confondre avee celles qui ont ¢t
employées au n® VI et ont maintenant dispara.

Quant a la sommation relative & K, K’, il faut remarquer que (i,
(v, ... étant maintenant des constantes, il ny a & faire ancun par-
tage de n, n’ en groupes dans les termes indépendants de K#, K2,
mais seulement dans ceux qui ont {2 en facleur; quant i ceux-la, cette
sommation consiste & les ajouter pour loutes les valeurs de K#, K2,
forces vives de rotation, ct, comme celles-cin’y entrent qu’au premier
degré, cela revient & les remplacer par leurs moyennes 9, ¥, ou sim-
plement & substituer

(26) = (kM + K2Mr).

On aura ainsi

nn't K wo' nn "t R ww'
- / ‘j’ r;
(27) I 221{51{%]* 22- RSwS e

U, U’ étant les expressions comprises dans les signes | | des formules
(22); on doil v substituer

f="E L (RM D),

mm’

en négligeant la scconde partie dans les termes déjia multipliés par 2.
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On aura ainsi

" | U =25t G- T M+ M),
| =8 memp | peMa b W)+ QB,
\ lO"l mm'
cn poszmt
G’ 2G’ G m-4m' ,~, 2
(29) P= ‘6‘ —B“’ (‘)=n —m‘,-((} —'.'(J).

Y’aprés ce qui a été dit plus haut, la répartition des vitesses indi-
(quée par 9 et 9’ est celle qui convient 4 des molécules sphériques, en
admeutant, cela va sans dire, que, pour chaque espéce, on leur attribue
la méme masse m, m’, ... ct lc méme rayon moyen ou le méme volume
(ue pour les molécules non sphériques, ct, en outre, que la force vive
totale de translation pour le milieu ne soit pas non plus changée.

Soit, dans ce cas, " I'accroissement total de force vive de la pre-
micre espéee, di uniquement aux chocs avec la seconde. Ce sera la
valeur de p” pour le cas particulier ol les molécules étant sphériques,
onah = /I'=o,l=o0,ct, cn désignant par U” ce que devient alors U’,
la formule (27) donnera

(30) p. = U” nn't 22 R;(}‘:’w’f” ol U'=P m——-——-’&’,nl -+ loir,n'

Dans le mode de répartition des vitesses qui convient & des molé-
cules sphériques, il est admis qu’un choc entre deux molécules de pre-
miére espece ne change pas la somme de leurs forces vives; d’ailleurs,
dans I'état permanent, I'accroissement total de la force vive de la pre-
mic¢re espéee est nul. 11 en sera donc ainsi pour celui qui est da aux
chocs avec les autres espéces, quel que soit leur nombre; en supposant
qu'elles se réduisent i la seconde, cet accroissement " est donc nul,
dou U"=o.

‘n substituant dans U’ la valeur de P, tirée de cette équation,
on a

nER G = BER Qp S (M ao2).

m
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‘n substituant la valeur (26) de {* dans U’, U, et celles-ci dans les
expressions (27), elles se partageront en deux partics correspondant
aux deux espéces, de sorte qu'on aura

s P"‘)‘< f)rln-i-ntG_g’)_*_)\(a_Ov_.l_rLt;nG_‘_(‘i’);
(3') . 9 mm' 10 9 mm 10
’ !

' m 4 nd W= 0r, m +Im O — Q_ Y (1 L m .'_*T,'" 0 - (‘_: )’
oom' ‘ 3 m v 10 3 n S 10 |

en posant

o . - t I\ 0107 , t ]\ O
(32) A= ZE 1(51’:"5’/’ v M, '"’m ZZRSI;’(o’f‘, SE

de sorte que A, A" sont deux cocfficients purement géométriques, dé-
pendant & la fois de la forme des deux espéees.

XII. — Varens ok G, /) G”, G”,

Dans le cas d’une espéce unigque, on a déji vu que () a la
f«)l‘mo(l(i)' dans le cas ot il v a plusicurs espéces, en remplacant
par % f f . pour la Lroisitme, quatl‘lcmc ete., il serait extrénement
difficile, si ce n’est impossible, de déterminer ces fonctions par la mé-
thode rigourcuse indiquée an n® VI; mais nous serons certains de
nous cloigner fort peu de Ia répartition réelle en leur attribuant des
formes analogues

(33)  (e)=2wte™, ()= atated e

a, 3, 2", 3" ... éant des constantes. En cffet :

1* 1 oarrivera dans ce cas, comme dans celui d'une seule espéce,
quun choe unique peut diminner dans un rapport uelconque ¢l
méme réduive i zéro Fune des deax vitesses, mais ne peut 'augmenter
que dans un rapport limité, et, par conséquent, que les groupes de-
viendront de moins en moins nombreux quand la vitesse s'éearte d’une
valeur moyenne, mais cela d’'une maniére beaucoup plus prononcée
quand elle la dépasse que si clle lui est inféricure. Or c’est ce mode
de varialion que représente la formule (16), el clle se trouverait ainsi
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convenable comme formule cmpirique lors méme qu’on ne pourrait la
démontrer rigourcusement.

2° Dans le cas ot les masses différent trés peu entre clles, la forme
supposée serait encore heaucoup plus approximative, étant rigoureu-
sement certaine pour des masses égales.

Lie premier de ces cas est évidemment cclui du mélange de plusicurs
gaz, et lc second celui d'un gaz unique, dans lequel on suppose
quelques variations accidentelles de forme et de masse des molécules.

De toute maniére, 'hypothése que nous faisons donnera des résul-
tats beaucoup plus exacts que celle d'une valeur unique des vitesses.

Pour évaluer les portions de G, (&' ... dans lesquelles ¢ > ¢, nous
aurons besoin de diverses valeurs de I'expression

(3% H;,= f dv f T e BB o,

Pour les trouver, on a

v .. o /.
—hrwt B 1 1 »- Bt Bt ’ VT

e dvj e vdv_—f e v = —Y——,

/ v 28 T

ou en posant

(35) c=VB+F,

€ f dy f e Bt gy — 2,
0 ! v BC

‘n différentiant trois fois de suite cette relation par rapporta ', puis
les deux premiéres ¢quations ainsi obtenues par rapport a §, et remar-
(quant qu’on a

=£,

:ﬁl ®

<

de de 1

di T dF T ac’

on trouvera, les limites des intégrales restant les mémes,

2 3
Ell"g—m’ ‘ El[.,'z 1—3{505’
. 15 . 1 3
(36) ? EH."“ = m:,, 3113,3 = Ei—c-a -+ msi
r _ 3 15 ) 2 3 13
: sua.A = ——23’65 + m—;: clls‘z = E‘ -+ :?r‘-; -+ 3"‘57,'
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En substituant les valeurs (16) et (33) dc ¢, ' dans les for-
mules (23), on aura

G=ad f f e =Bt gp3ody dv, cery
0 0

Nous poscrons

(E-,=A-+-B, 9,;=A'--I-B',

(‘7) ) €% 2%
(E'.,:A//_*‘_Bn, (i,"—_—Am-i"B”,

X az

A, A', ... correspondant aux portions ¢ > ¢/, et B, B, ... a celles ot
¢ >, desorte que

- L]
A= f dv f eI g0 do,
L] »

Les formules (19) donnent pour ¢ > ¢/, ¢n employant les signes
supérieurs,

3¢t 4 2 , Bob 100t ¢' o (/4
7 = e—————— [/ )
o 'S o ¢
’
” ‘.b + 6"2 ¢o'2 + ¢'* " ‘.2_+_ o'
g=——— g = -y
< § [4

d’ot résultent

¢teA =3H,.+H1,, ¢eA'=35H,,+10H,,+ H,,.
eA"=l;, + 6, ,+ H,,, eA"=H,,+H ,,

ou, d’aprés les formules (306),

—-—3 6 ‘ 10 30 60
tA = B¢ -+ ;5—6—‘3, e\ = TP -} ;ﬁT(.:" E;T’
” 2 2 30 " ' 3
°A_§3C‘+§’c-:’+;<l~(;7’ EA ——92—3-{—-@_—(‘.5

Lorsque ¢ < ¢, les formules (19) donnent

g’”-—___— 49’(‘3 + c”)’ g"__‘__ g‘v'.
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Mais il sera préférable, pour conserver les mémes limites aux inté-
grales, d’¢changer les lettres ¢ ct ¢’ de sorte qu’on ait ¢ > ¢’ : comme ¢
correspond alors & la scconde espéce, il faudra remplacer — Bo? — '
par — 3'0* —3¢'%, ou simplement employer des expressions H; ; au licu
de H, ;3 les premiéres se déduisent des autres en échangeant { et .
On aura ainsi

L1
= = 20"+ 2003, g =29,

3” , ' " '
Y=ol +2H,,, B'=aH,,,

ou, d'apres les formules (36),

L

2

/A >
_ 4 9 1) w__ 2 3
=g tyetre B=gs+tgs

‘n remarquant que § + 8’ = ¢?, il en résulte

(A7) = 2B 20 E)
_ B3 (B 8)(a8+B) _ 2B+ f

- p’?”cfﬁ p’p”c' - plp'lc )
! " iy B4R 6R%+9R 5B +B),
; E(/\ ~+ B ) = _sil_?7;£-i— -+ p’ ?"05 -+ pp,c7 )

les deux derniers termes se réduisent a

3(287+ 381+ 588) _ 3(3+B)(3B+28)

BEgiacs EEPY
d’ol
Le(Ar By = R 08 a9
_ B+¥G+F) __ @i+
- 33“:0; - papla

On suivra la méme marche pour B, B; les valeurs (19) de g, g, en
prenant les signes inféricurs, puis échangeant ¢ et ¢, deviennent celles
([ui correspondaicnt aux signes supéricurs; ainsi B et B’ se déduisent

Journ. de Math. (4* série), tome VII. — Fasc. II, 18u. 20
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de A, A’ en échangeant 8 et §'. On a donc

' 6(B+3) o 81+B'+2p8 3¢
E(A + B) - 3(3: ol ?"c‘) + 33’0“ =3 Sxpmca - 5 3'2’

Por s 3(8+87) | 6(B+8)

',%5<A,+BI>= RS + PIBTc 88 c?
= BB (B4 B+ 23R
BEc CEEEPS
R T T
o wE

Les valeurs (37) deviennent ainsi

! : 4y 10¢?

. (226 = g w =
38 .
'i Gr'= 43+B 2= 8
7= g; ! 2 — 8

\Ill. — R\PPORT DES FORCES VIVES TOTALES, LE NOMBRE D' ESPECES
ETANT QUELCONQUE.

En substituant les valeurs de (¥, G” dans les formules (29) ¢t (30).

ona
E p c(43+ 8" e e(AB+¥—4¢t)y W
a LT UIRE TR 3pE T T e
€ p1, m—+m\ f'c ¢
az’ U ( mm'’ ){1‘?’3 + o iy

c[m B+ —=(m+mh3] e 3 ¥
mm' 3387 BEE (m m'’ )

Il en résulte

D ¢tant un coefficient positif; " est accroissement de foree vive de
la premiére espéce due aux seuls choes avee la seconde. Les aceroisse-
ments analogues, dus aux chocs avee la troisitme, quatriéme, ete. son

de méme
B p” >

pE-£) »(E-F
m m m n
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D, D*, ..., étant positifs. Nous avons vu, au n° XI, que la somme de
ces accroissements devait étre nulle dans I'état permanent; il faut pour

B #

=1 o +++ soient tous égaux,

En cffet, si cela n’avait pas lieu, % ne pourrait étre le plus grand
d’cntre cux, ou un des plus grands s'il y en a plusieurs de la valeur
maxima, puisque, dans la somme précédente, qui doit étre nulle, tous
les termes seraient positifs sans étre tous nuls. Mais I'accroissement de
foree vive de chaque espéce doit étre séparément nul, et il en résulte

cela que les rapports

!
pour chacune une condition semblable; il faudrait donc que ,—?7 ne fit
s lo B g

pas le plus grand des rapports =, -- s que - ne le fat pas non plus,
et ainsi de suite jusqu’au dernier, cc qui est absurde.

Dans la formule (17), mu? st la force vive moyenne de translation
des molécules de premidre espéce, maintenant désignée par §; on a
donc

m 2
F = 3‘(»
¢t de méme
m 2
T =3 ¢ X
par conséquent,
3 Pt m_m' __m 9
(39) = = T ey i =§C»

et la force vive de translation moyenne des molécules est la méme pour
toutes les espéces.
Les formules (29) et (38) donnent

_af+p ac g’

z w 2 —_—
2 (0 =30)= e ~ #F =~ pre
D'aprés les relations (39),

m+m' __c
Tm TR
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d’o

3¢ e? ! ac 2 G
0= B i

w U= g ap e app M (S

1R

Il en résulte que les seconds membres des formules (31) sont les
meémes s'ils correspondent aux mémes espéces. Il devait en étre ainsi,

. m-m'
car, en désignant par p’ le second membre de la valeur de —— u

)
(qui reste la méme en échangeant la premicre et la seconde espice,

on a

!
" m

’
19y = ——— .
¢ m~+ m' s

d’ailleurs, I'accroissement de la force vive de la seconde espéce divanx

’

. . . m ,
chocs avee la premicre serait parcillement ——- w5 leur somme .
m-+m' !

doit donc bien exprimer ces deux accroissements réunis.
Les formules (39) donnent

mm' mB a3y,
m4+m' - 2 T 3™
* 1
d’ont
mm' = G 2% ¢
————y T} T = 5 HinTs?
m+m' 22’ 10 3 33
2 (0 ! 0 G\ _ m+m (b e 2l ¢
zz’(3 m N 10/  mm' 3 324 3 3:313)

Il en résulte
" [ ’ ’
= ,’,);[)\(,071 —3) + N (-2

ol
2 ac
I) = 3—— Y TY AT
< 3;5! irj’-
Si nous supposons que w’ corresponde aux choes mutuels de la pre-
)
miére espéce, on aura

A=W, w = a(ly - 3),

a étant un coefficient positif,



LOIS DES CHOCS MOLECULAIRES. 153

Posons, pour abréger, by —{ =y, 00 =L =y, " ={=)") ..oy
et supposons d’abord qu'il n'y ait gue deux espiees; I'accroissement
de la force vive de premidre espéce, di i ses choes, soit avee elle-
méme, soit avee la seconde, doit étre nul, d’ot résulte

” I' s ~r_
0= @+ u=ay+ o (A +Ry).

D%autre part, Iaccroissement de force vive de la seconde espéee di
a ses choes avee la premiére est, comme on Pa vu,
m

. ' h ‘o
— & ou ;'7,(7\'}/-1-7&.)’ ).

n'

-~

Pour ses chocs avec clle-méme Paccroisscment a la forme &'y’ ana-
logue & ay, ct les deux réunis doivent étre nuls. Ainsi @, «', b sont
trois nombres positifs tels qu'on a & la fois

P oo, 2N BA o
(“ w )Y TRy =0 + )Yy =

le déterminant des cocefficients est

. /‘ ! 2 ! Y 5T
(a+i)-)<a’+ bJ—)—————" M ::aa'-l—b(f—i-kﬂ-)

m m' mm' m m'
cl a Lous ses termes positifs; les deux équations n’ont done pas d'autre
solution que y =y’ =o.
S'il y a un nombre quelconque d'espéces, on aura encore

WL =0,

cn ajoutant a u” les accroissements de la force vive de premiére espéce
provenant de ses chocs avec la troisieme, la quatriéme, cte. Ce sera
une équation de la forme

Ey+ Ly +Ey +..=aq,
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sans terme indépendant de y, 5/, .... Pour chaque espéce il y aura
unc condition de cette forme. Dans ce systéme d’équations, en méme
nombre que les inconnues, le déterminant de leurs coefficients n’est
point nul, en général, puisque, s'il n’y a que deux espéces, comme on
vient de le voir, il ne I'est pas. Il n’y aura donc d’autre solution que

vt, par suite,
! ”
Yy=7=r"=....
| | [

Ainsi la force vive moyenne de rolation est la méme pour toutes les
espéces, en supposant toutefois que 9 soit le méme. Le rapport de la

. . . N . I
force vive totale de rotation a celle de translation sera %‘ ou 53

le n® X, dans le cas d'une espéce unique, en prenant comme premiére

d’apres

. . . ' o 7, »
approximation toutes les vitesses égales, on avait 7 = T?F); le résultat

actuel est donc peu différent. Le rapport : ou ¢’ est le méme (ue

T, 3
=3 de sorte qu’'en posant 0 = - ou 1, on aura
4 2 !

2 C

Z::-i’ - =1 -

’ 9,:1-4—.':1,333.
[4

= 1,400} g=r,

)
LU N

ol

Sans entrer dans le détail des valeurs expérimentales attribuées a.
C . . e .
rapport =, on sait qu’elles différent trés peu de 1,400 pour les gaz
4 .

simples, entre autres I'hydrogéne, tandis que, pour I'acide carbonique
ct d'autres gaz composds, clles différent peu de 1,33, Les molécules
gazcuses joueraient ainsi le réle de solides peu différents d’une sphére,
qui, pour les gaz simples, scraient de révolution, et non pour les
autres.

Ce fait est li¢ & cclui que les molécules d’hydrogénc sont formées
de deux atomes, ce qui doit, en cffet, leur donner une forme de révo-
lution, tandis que, dans les gaz composés, elles en ont plus de deux.

Quant & ce que j'ai appelé les chacs entre ces molécules, ce mot
semble participer de l'incertitude ot nous sommes sur leur nature.

On peut toutefois lui donner le sens précis suivant : deux molécules
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sonl en contact si la distance des centres est telle qu'il s’exerce entre
enx Pénergique résistance & la compression qu'on observe dans les
corps solides. De la sorte, les cffets mécaniques qui résultent du con-
tact des solides existent aussi pour les molécules.

Ou a vu que, si le milieu est composé de plusicurs especes, cest-

1 . ’ b l‘ L
i=dire est un mélange de plusieurs gaz, la valeurde = est la méme que

. [} [] 13 . . (,:
pour ces gazisolés. Ce résultat se réalise pour air, dans lequel = est

L Al . " ’
cgalement d'environ 1,400,

o e EE A —



