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Sur quelques formes quadratiques quaternaires
1

Par e P. PEPIN S. J.

I.

1. Liouville a énoncé, dans la deuxiéme série de son Journal, un
grand nombre de théorémes relatifs & la représentation des nombres
entiers par diverses sommes de quatre carrés multipliés par des coeffi-
cients constants. Quelques-uns de ces théorémes peuvent se déduire
des formules générales utiles dans la théorie des nombres, publides par
le méme savant dans le troisitme Volume du Journal cité, et dont j'ai
donné la démonstration dans le Tome IV de la quatriéme séric du
méme Journal (1888). D’autres, au contraire, n’ont été ohtenus
(u’en recourant & la théorie des fonctions elliptiques. Une partie des
formules dont nous ferons usage dans la suite de ce travail ont été
données par Liouville lui-méme dans’ le troisitme Volume de la



6 P. PEPIN.

deuxi¢me série de son Journal (r858). On les obtient en faisant
f(z) = coszt dans les formules (a), (D), (F), (d), que le lecteur
trouvera dans le Mémoire cité de 1888 (p. 94, 103, 104). Au moycn
de cette substitution, on déduit de la formule (a)

(1) Z(ZsinatIsinbt) = 2>~ Ldsin®(2>" di);

les trois intégrations indiquées dans le premier membre sc rapportent
aux solutions des trois équations

(1) m=m+m’, wm=ax, m'=D0p

cn nombres entiers impairs et positifs, tandis que la somme qui forme
le sccond membre s’étend aux diverses décompositions du nombre im-
pair  en deux facteurs. (Journal cité, p. 1983 1858.)

Au moyen de la méme substitution, les formules (D), (F) donnent
les deux suivantes (zbid., p. 205, 244) :

(2) 4E(Esinat Zsinbt) =, (m) — L,
(3) 4E(ZsinatZsin2'bt) = E(cos di — cos 8t)¢,

ou les trois intégrations du premier membre se rapportent aux solu-
tions des trois équations

(2) m=m-+2m"', m'=ao, m" = b

en nombres impairs et positifs, 'exposant 7 pouvant éire pair ou im-
pair. La somme X du second membre correspond aux diverses décom-
positions du nombre m en deux facteurs d, 3.

2. Dans la formule (d), on remplace d'abord f(z,y) par

f (@)(— 1)}, puis f(x) par cosz{, en ayant égard aux relations

a—b a+b a~1 b—1

(=) == (=) =(= )T (1) 7
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~3

on obtient ainsi la formule suivante

2

s [;Z[Z(—— 1)%_—’ cosatX(— i)ﬁ—t cosz"ﬁt]

8-t
( =ZXdcosdt — X(—1) ! cosdl,

(4)

dans laquelle les trois intégrations du premier membre se rapportent.
aux solutions des trois équations (2'), et celles du second membre,
équation m = d2.

La fonction F(x) qui figure dans la formule (L) étant impaire, nous
ferons avec Liouville F () = sinx?, et nous obtiendrons ’équation

b=1
(5) 2X [E sinat2(—1) * cos bl’)]
=Zsin(2dt) + 4Z[p(m,)Esin2d, ],

dans laquelle les intégrations du premier membre se rapportlent aux
diverses solutions des équations (1’), la premiére somme du second
membre correspond & I'équation m = d8, et les deux sommes indiquées
dans le dernier terme, aux deux équations

(5') m=m, + 2'm,, m,=d,3s,.

A cesformules, qui appartiennent & Liouville, je joindrai la suivante,
tirée de mon Mémoire cité de 1888, p. 126,

oa—1 h—1
22[2(— 1)* cosati(—1)? cosbt]

=2(=1)7

-+ 42 [9(131.2)2(— |)~'—": cos2d, t]

o
i

|

(t+ cos2dt)

By-1
-+ !;Z[p(m,)E(——n) ¥ cosalt! d,t].

Les trois intégrations du premier membre se rapportent aux trois équa-
tions (1) : la premi¢re somme du second membre correspond & I'équa-
tion m = d¢; enfin les autres sommes correspondent aux trois équa-
tions

m=m+2'my, m,=d,8, my=d,s3,.
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3. Nous appliquerons les formules précédentes en faisant successive-

ment ¢ =, 7, 7» % et —. Mais, pour interpréter les résultats obtenus
273 4 67 12

et pour en déduire les conséquences relatives aux formes quadratiques,
il convient d'introduire la fonction numérique définie par la formule

w(m,—D)= 2(?)’

ou I'on désigne par D un déterminant négatif, par 7, un nombre impair,
.. D , . .
par ¢ les diviseurs de m et par (—6— le symbole généralisé de Jacobi,

sous la condition d’en réduire la valeur & zéro, lorsque D ct  ne sont pas
premiers entre eux. Lorsque D = — 1, la fonction w(m, 1) coincide
avec celle que Liouville a désignée par g(m); elle exprime le nombre
des décompositions du nombre 2m en deux carrés; son quadruple
exprime le nombre des représentations de m par la forme quadratique
x*+ y*. La relation de la fonction @w(m, — D) avec les formes qua-
dratiques du déterminant D est déterminée par les deux théorémes sui-
vanls :

1. Silon désigne par (Q) Uensemnble des formes quadratiques
choisies pour représenter toutes les classes de formes quadratiques
du méme ordre (proprement ou improprement) primitif du déter-
minant D, et par m un nombre impair premier avec D, le nombre
des représentations de m par les formes (Q) relatives a l’ordre pro-
prement primilif est exprimé par

aw(m, — D)
ou par
ho(m,),

suivant que D est inférieur a — 1 ou égal a —1.

11. Le nombre des représentations de 2m par les formes Q qui
représentent Uordre improprement primitif du déterminant D est
exprimé par

a2w(m, — D)
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ou par
d 6m(m,3),

’

suivant que D est inférieur ou égal & — 3.

4. Lorsque D = — 3, 'ordre proprement primitif est representé
par une forme unique (1, o, 3), et l'ordre improprement primitif, par
la forme (2,1, 2). La formule 2@ (m, 3) exprime le nombre des repré-
sentations de m par la forme (1, 0, 3), et cela subsiste dans lc cas ou
m est divisible par 3, pourvu que I'on réduise & zéro le symbole

(—Ta 3> dans la formule

w(m,3) = 3(5)

lorsque le diviseur & de m est multiple de 3.
Le nombre des solutions de chacune des équations

22)‘+2m=z.2+3y2, 221+4m=2x2+2wy+2y2

est exprimé par 6w (m, 3), sous la méme condition de réduire & zéro le
—3
symbole ( 5
Lorsque D = — 6, toutes les formes quadratiques du déterminant D
sont distribuées en deux classes représentées par les deux formes

> quand & n’est pas premier avec 3.

x*+6y*, 2z + 3yt
Comme ces deux classes forment deux genres différents, un méme
nombre ne peut étre représenté que par une seule de ces deux classes.
Soit n = 2*.38m, m désignant un nombre premier avec 6. Le nombre
~ des représentations de n par celle des deux formes (r,0,6), (2,0, 3)
qui correspond & son genre est exprimé par 2w (m, 6). On peut aussi
Vexprimer par 2w (3% m, 6), en convenant de réduire azéro le symbole

—6 . .
(T)’ lorsque le diviseur & de 38m n’est pas premier avec 6. On a,
sous celte condition, )

w(n,6) =w(3%m, 6) = w(m,06).

Journ. de Math. (4* série), lome VI. — Fasc. I, 18go.

[&]
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8. Les propositions précédentes, empruntées & la théorie des formes
quadratiques, sont exposées avec plus de détails dans mon Etude sur
quelques formules d’ Analyse utiles dans la théorie des nombres, qui
a paru dans les Actes de I’ Académie des nouveaux Lyncéens (session
du rg avril 1885). '

J’ajouterai ici une proposition semblable relative au déterminant
— 12, Toutes les formes quadratiques de ce déterminant sont ren-
fermées dans deux classes représentées par les deux formes (1, 0,12),
(4,0, 3). Les nombres impairs représentés par la premiére classe sont
tous de la forme 41+ 1, tandis que ceux de la seconde sont tous de la
forme 4/ 3. Par conséquent, le nombre des représentations d'un
nombre impair m par celle des deux formes (1, 0, 12), (4, 0, 3) qui lui
convient est exprimé par

2@(m,12) = 2w(m, 3).

La représentation d’un nombre pair 2*m par 'une des deux formes
(r,0,12), (4,0,3) sc raméne a celle du nombre 2*-2m par la forme
(1,0, 3), ce qui exige que a soit de la forme 27+ 2. Le nombre de ces
représentations est égal & 2@(m, 3) ou 4 6w (m, 3), suivant que « est
égal ou supérieur & 2.

Le déterminant — 12 n’admet pas d’ordre improprement primitif,
mais il offre deux ordres dérivés, représentés par les deux formes
(2,0,6), (4,2,4). Les représcntations du nombre pair 2*m par 'unc
de ces deux formes se raménent & celles du nombre 2%-* m par la forme
(1,0,3) ou par la forme (2,1, 2), suivant que (o — 1) cst pair ou im~
pair. Par conséquent, la forme (2, 0, 6) ne représente que des nombres
de la forme 2*+'m, et le nombre des représentations cst ¢gal &
aw(m,3) ou & 6w (m,3), suivant que / cst nul ou positif; la forme
(4,2, 4) ne représente que des nombres de la forme 2**+2m, ctle nom- -
bre des représentations est égal & 6w (m, 3).

6. L’expression 2w (m, — D) peut recevoir diverses interprétations
relativement aux formes quadratiques, surtout lorsque D est divisible
par un carré; car, si D = — ds?, on a

w(m, — D) =w(m, —d).
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Soit, par exemple, d = — 1; le nombre des représentations d’un
nombre m par 'enscmble des formes (Q) qui représentent les classes
proprement primitives du déterminant — s* est exprimé par la formule

2w(m,s?) = 2a(m, 1) = 2p(m).

Soit s* = 4. Les formes (Q) se réduisent & une seule, (1,0,4). Le
nombre des représentations d'un nombre impair m par cette forme est
égal & 2p(m). La méme expression détermine aussi le nombre des re-
présentations de 2**m par la méme forme.

Si s*=10, les formes Q sont au nombre de deux, savoir (1, 0, 16),
(4,2,5); mais, comme ces deux formes appartiennent & deux genres
différents, un méme nombre ne peut &tre représenté que parl’une de ces
deux formes. Le nombre des représentations d’un nombre impair m
par celle de ces deux formes (1, 0,16), (4,2,5) qui lui convient est
¢gal & 2p(m).

Dc méme, si d = — 2, la formule

-1 3t

2w (m,2) = 22(3.%3) =2%(—1) " "%

exprime le nombre des représentations, soit du nombre impair 2, soit
du produit 2*m par la forme (1,0, 2). Elle exprime aussi le nombre
des représentations de »2 par celle des deux formes (1, 0, 8), (3,2,4)
qui lui convient.

] \ T TR
7. Lorsque, dans nos formules, on égale 24 I'un des arcs -, %) T
—;» la somme Zsindt qui correspond aux diviseurs d de m, ainsi que
les sommes semblables relatives aux diviseurs des nombres m', m’,
s’cxprime au moyen des fonctions numériques
@(m,1)=p(m), w(m,2), o(m,3) et w(m,6).
On a d’abord
dr =
L de 5
sin— = (—1)*,
(7) =t
. dr Ty
Z sin— =X(—1)* = p(m).
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Pour ¢ = i, ona

(8)

™
Pourt=5,ona

3
. drn \/§ — 3
Sln? = —2' <—J~)’
siniisili‘:_@(::’t)(_.)f—' (i>0),
(9) { i 3
sm%: —2-m(m,3),
sin 2% = (— 1y Loo(m, 3).

Ces derniéres formules sont applicables aux valeurs de m divisibles par
3, sousla condition deréduire azéro le symbole généralisé de Jacobi (%) ;
lorsque les deux nombres p et ¢ ne sont pas premiers entre cux. Pour
les formules ou figure cosc—?, il faut distinguer les cas ot le nombre

m est multiple de 3. On a, en effet,

dr
cos = ou —I,

suivant que d est premier, ou non, avec 3. Si le nombre n: est premier
avec 3, on a

o—1

-t dr 3 d= N
(r0) E(—1)* cosg =E(~1)* cos5 =3zp(m), m=ds.
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Si m est divisible par 3, il faut considérer séparément les diviseurs
multiples de 3. Pour cela, posons m = 3Pn en désignant par » un
nombre impair, premier avec 3. Les diviseurs de m sont d’abord les
diviseurs de » que nous désignerons par d, ; puis les produits des divi-
seurs &, multipliés par 3, 3%, ..., 38, de sorte que, en indiquant par X,
une somme qui correspond aux diviseurs d, de n, on peut exprimer la
somme relative aux diviseurs de m par la formule

d—1

2(—1)_’—003%’3
dit 3d~t 2d,—t Pt
=35 (—=1)* =Z(—1) * =Z(—=1)* —...=Z,(—1) .
D’ailleurs, on a
3idt_l _3i—-l +dl'—“ (-—-I ’3—'2—_1-—( I)‘
2 2 2 )P =(=1),
3id,—1 dy—1

L(=1) T =(=13(=1) " =(=1)p(n).

La farmule précédente devient donc

-t 72— (—1)B

S (= 1) 7 cosh = p(m)[+1— 1. — (— )] = 220,

D’ailleurs, pour une valeur entiére et positive de i, on a toujours

2idn d=
€08 —5— = — COS;

on aura donc, pour un multiple de 3 de I'une des deux formes 3¥x ou
2,381, les formules suivantes :

d-1 = 0 (—
(11) T(—D)T ok = 1=y
11
d—t ; e .
F(= 0T et =0y (1> 0).
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8. Les formules relatives & 'arc ¢ = g se déduisent des précédentes
aumoyen des formules trigonométriques d’addition et des relations

de drn drn dn . dn =
; cos — = 0, sin— = (—1)*.
2 2

On trouve ainsi

d—1

d—1 - d—1 -
B d":(—l)* sin‘—%‘i,

sin%E = (—1)t cos " cos
6 3’ 6

‘ 2(——1) " cos 2 ‘—?w(m, 3),
(IZ) 2—-—(-—-1)3

Zsin%f—-

s(n), d = m = 3n.

Pour I'arc £ = — on emploic les formules

sin % = Va [<3> sin®® _ <*2> cos(—h—:],
2 d 3 d 3
d==1 (mod3).

SMid=3d,,ona ‘

dw \/2

—0
sm—-__sm 4 2 <dl>

En convenant de réduire & zéro le symbole de Jacobi lorsque les
deux termes ne sont pas premiers entre cux, on peut réunir les deux

formules en une seule, savoir

it (39 E(7)- F )
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On trouve de méme

— )d’-‘cos \/3<—d2) \/6< _ ) si d=3k=x1,

d—1

(——l)”cos——z—(—r)—% —‘—?(Z—%> si d=3d,.

dy
In intégrant par rapport aux diviseurs d de m ct en posant

m = 3*n, n=z=1 (mod3),
on trouve

v

V2 3\/’

Zsm = = ——m(m, 6) + -—m(m, 2) — = w(n,2),
(13) i -
2( Y cos— m(m, 6) +\/ w(n,2) — ‘-/—9 m(%‘, 2).

Daus la dernitre formule, on doit réduire 4 zéro m(%—l ) 2) lorsque %f
n'est pas entier. On simplifie ces formules au moyen de la relation
@(3¥n,2) =w(3* 2)w(n,2) =(p+1)T(n,2);
on remplace les formules (13) par les suivantes
. d= /6 2 .
Esm — =¥ w(m, 6)+ L~ v ( —now(n,2)  (m=3"n),

(14) i
Z( 1+ COQ——— = —f—sm(m,(i) - ‘/7;2-(2;). —1w(n,2),

qui subsistent pour w. = o ct m = n.

9. A ces formules trigonométriques nous ajouterons la suivante
(15) O(s)H,(5)—-H,(5)0'(s) =—-H(5)0,(3),

(que 'on obtient en prenant la dérivée de la fonction elliptique

cosams =
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Les fonctions H, @ sont définies par les formules suivantes

(2m+-13

H (s)=Y(-1)g * sin 22205,

(0}

2m<-1)9

H(s)=Yg * cos2MEUE,
¢} (:)=E(_ 1y g 005277:)7:5’

0,(3)= Eq"" cos 2"::5,

(A)

dans lesquelles le nombre m prend toutes les valeurs entiéres, de — =
& 4. En substituant ces expressions dans la formule (15) ct en

, o ) —2 o . .
ayant ¢gard & la formule ~ =®,(0) = 07, on obtient la suivante

(2m+-1)2
nty 2RTS . (2m~+1)%ws
2(—1)"(2m+1)g Pcos— sin — )
5 < P (2n+1)%s3
(15%) — Z(—-I) mq sin —— cos -

. (2ma1?

9 ne+ . 2Mm +1)z3 2NT3 | S ol
= 03— ayg™ T sin 22D (1=2q),

w t

dans laquelle les nombres m, r, x, y prennent toutes les valeurs en-
ticres de — o0 & + .

. W - .
Soit 5 = = le second terme s’annule & cause du facteur

. 2AmT3 .
sin " =Ssmmw = 0.

D’ailleurs, on a

(—1)"cosnm =1, sin(zzn-i-l):;:(_l)m;
notre formule devient donc

., [2m4yt . (2

(—1y(am+1)g  * =EgE(—1)yq"
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ou bien, par le changement de ¢ en ¢*,
2(__ I)m ( 2m - I) qﬂm—e-i)’-l-hn’ —_ z ( — I)” q(zm+l)’+u-'+by’+$n=.

On peut réunir, dans le premier membre, les deux termes qui corres-
pondent & une méme valeur de (2m + 1)*=14?; la valeur positive de

i-1

m donne (— 1) * i comme coefficient de ¢*; la valeur négative

donne
i1 -t

(—D)"*(2m~+1)=— (}—- 1) i=(—1)"4

Par conséquent, la somme des deux coefficients de ¢ est égale i

i~1
2(— 1) * i. Désignant donc par ¢ un nombre impair et positif et par x,
y, ¢ des nombres entiers, pairs ou impairs, positifs, nuls ou négatifs, on a

i—1

(I K ) 2y (___ I)Ti ) gi’-H.r’ =23 (_ I )t qi=+5x=+8y’+u%"

Dans le premier membre, le coefficient de g™ est la somme

i

: -1
2X(—1)* 1,
étendue & toutes les valeurs impaires et positives de z qui vérifient 1'é-
(uation

m =1+ 4s?

dans laquelle le nombre s est un entier quelconque. Nous obtenons-

ainsi la fonction numérique employée par Liouville dans plusieurs de
scs théorémes.

IL.

-Z, 1= g, dans la for-

mule (1), on en déduit les suivantes, eu égard aux formules (7), (8)
Journ. de Math. (4* série), tome VI.— Fasc. I, 18g0. 3

10. En faisant successivement ¢ = g, =
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ct(9),

(6)  Zp(m)p(m)=C(m) ou =o
suivant que 'ona A =1 0ul >1;

(17)  Se(w,2)e(m,2)=l(m), 4L0m) o o

suivant que'ona X =1, A =2 ou XA > 2;

2 .

(18) Sw(m,3)s(m’,3)=22"'2d <?Z> = 2™'S(m),

S(m) désignant la somme des diviscurs de m, ¢n exceptant ceux qui
sont divisibles par 3.

Comme la fonction p(m) s’annule lorsque le nombre m est de la
forme 4z + 3, le produit p(m”) p(m") est constamment nul lorsque,
dans I'équation

‘o= m 4w

2
Pexposant A est supérieur & 1, car alors I'un des deax nombres n2’y "
est de la forme 42 + 1, el Pautre de la forme 42 + 3.

Lorsque A =1, la formule (16) s’interpréte de diverses manicres.
Puisque p(m') exprime le nombre des décompositions de 2/, en deux
carrés impairs & racines positives, le produit g(m') ¢(12") est égal an
nombre des décomposilions de 4m en quatre carrés impairs, dans
lesquelles Ia somme des deux premiers careés cst ¢gale & am/, ct la
somme des deux derniers & 4m — 2m’ = 2m”. La somme dc tous les
produits semblables, relatifs & toutes les solutions de I'équation

Am=a2m'+ am’,

ennombresimpairs et positifs, m/, m”, cst égale au nombre des décom-
positions de 4 m en quatre carrés & racines posilives, deux décomposi-
tions étant considérées comme différentes, lorsqu’elles sont formées
des mémes carrés et qu'elles ne différent entre clles que par 'ordre de
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ces carrés. La formule (16) exprime donc le théoréme suivant, de
Jacobi :
X4 .

L. Le nombre des décompositions du quadruple d’un nombre

impair m en qualre carrés impairs, & racines positives, est égal @
la somme des diviscurs de m.

11. La mémc formule peut cncore s’interpréter autrement; 20 (m’)

et 2p(m”) expriment les nombres des représentations de m' et de m"

par la forme (1, o0, 4). Le produit 2p(m’) < 2p(m”) est donc égal au
‘nombre de celles des solutions de I'équation

(a) 2m =xt+y*+ 422+ 417,

dans lesquelles la somme #? + 432 est ¢gale & m'. Le nombre total
des solutions de cette équation est donc égal &

ap(m')2p(m”) = 4§,(m).
De méme, de ce que 4p(m’) exprime le nombre des représentations
de m’ par une somme de deux carrés, on conclut que le nombre des
représentations de 2m par une somme de quatre carrés dont les deux

premiers ont pour somme un nombre impair m’ est représenté par la
somme Z4p(m') fp(m”) et qu'ainsi il est égal & 16¢,(m). Donc:

II. Le nombre des représentations de 2m par la forme
x4y + 430+ 427
est égal & quatre fois la somme des diviseurs de m.
IIl. Le nombre des représentations de 2m par la forme
x2+y2+z2+ l‘.!,

sous la condition x + y=1(mod. 2), est égal a seize fois la
somme des diviseurs de m.
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En écrivant la formule.(l 6) de la maniére suivante
Sap(mn') 2p(m*) = 81, (m),
on en déduirait d’'une maniére semblable que :
IV. Le nombre des représentations du nombre 2m par la forme:
24yt + 3P40
est égal a huit fois la somme des diviseurs de m, sous la concilion
X+ y=I (mod. 2).

Ces théorémes se raménent I'un & I'autre par des considérations
arithmétiques trés simples. Ainsi I'équation

(@) am = a4+ hy 4+ 2441

admet le méme nombre de solutions que 1'équation (a). Or U'équa-
Lion

(0) 2m =g+t + 52+ 41

admet deux fois plus de solutions que 'équation (&’), car les deux
carrés qui satisfont & I'équation z* + y* = m’ admettent deux permu-
tations dans I'équation ( b), tandis que dans I'équation (a') le carré pair
est fixé au second terme. Le nombre des solutions de I'équation ()
est donc égal & 8%, (m), sous la condition

T 4y=1 (mod. 2).

12. Dans la formule (17), 2&(m/, 2) exprime lc nombre des repré-
sentations de m’ par la forme (1, o, 2); le produit

aw(m'y2)2w(m’, 2)
est donc égal au nombre des solutions de I'équation

(¢) dm=x*+y*+2z+20  ay=1i(mod 2),
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dans lesquelles la somme x* + 222 est égale i ', La somme de tous les
produits semblables, relatifs & toutes les valeurs impaires 1, 3, ...,
(2*m — 1) de m’ exprime le nombre de celles des solutions de P'équa-
tion (c) dans lesquelles 2 et y sont impairs. Donc :

V. Le nombre des solutions de Uéquation (¢), dans lesquelles les
deux premiers carrés sont impairs, est égal & quatre fois la somme
des diviseurs de m, si A =1, et a seize fois celle somme, si N = 2.
L’équation (c) est impossible lorsque \ est supérieur a 2.

L’équation (17) peut encore s'interpréter autrement : 2&(m, 2)
exprime le nombre des représentations de m par la forme (1,0, 8) ou

par la forme (3, 2, 4), suivant que m est de la forme 8 + 1 ou de la
forme 82 + 3. D'ailleurs I'équation

fm=m'+m"

exige que l'un des deux nombres m’', m” soit de la forme 4! +1 el
Pautre de la forme 41+ 3; de plus, les deux formes 8¢+ 5 et 8/+ 7
sont exclues parce que @ (m, 2) se réduit & zéro, quand m est de 'unc
de ces deux formes. Par conséquent, I'un des deux nombres m’, m”
sera de la forme 87 -+ 1 ct 'autre de la forme 87 + 3; la somme

Zow(my 2)2w(m’, 2)
exprime le double du nombre des solutions de 1'équation
(¢) hm =x*+ 3y* + 4y + 435° + 81

VL. Le nombre des représentalions du quadruple d’un nombre
impair m par la forme quaternaire

2+ 3y +4ys + 454+ 84
est égal a huit fois la somme des diviseurs de m.

Dans I'équation 2m =m'+ m" relativement & la méme formule
(17), on doit prendre m’ et m” de la forme 81+ 1, si m est de la
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forme 4z +1, et de la forme 8{+ 3, si m est de la forme 4x + 3.
Denc :

VIIL. Le¢ nombre des représentations du double d’un nombre in-
pait m par la forme quaternaire

x4y + 83+ 822
ou par la forme

Ja* + fay + 4y + 332+ G5l + 422,

suivant que m est de la forme 41+ 1 ou de la forme 41+ 3, est
égal @ quatre fois la somme des diviseurs de m.

" 13. En 1{1ultiplia11t par 4 Péquation (18), on obtient la formule
(18") Yaw(n?, 3)2w(m’, 3)= 22'S(m)

qui exprime le nombre de celles des solutions de I'équation

(A) 22m = m'+ m" =z + 3y + 5+ 3¢

dans lesquelles la somme x + y est impaire; car 2w (', 3) cst égal au
nombre des représentations de m’ par la forme (1,0, 3), de sorle que
le produit 2w (m’, 3) 2@ (m”, 3) exprime le nombre de cclles des solu-
tions d¢ l'équation (A) dans lesquelles la somme z* + 3y* est égale
am’. Lasomme de tous les produits semblables, relatifs aux valeurs
impaires et positives de 7/, inférieures & 2*m, est donc égale au nombre
de celles des solutions de I'équation (A) dans lesquelles les deux pre-
miéres indéterminées x, » formenlt une somme impaire. On peut
omettre cette restriction lorsque A est égal & 1, car alors elle est Lou-
jours vérifiée, puisque la forme 2* + 33 ne peut étre un nombre pair
sans étre un multiple de 4. ‘

On a donc, en désignant par n un nombre premier avee 6 et par 8
un exposant entier, positif ou nul,

N(2.30n =2+ y*+ 322+ 382) =44, (n)=4S(3%n).
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VIIL. Le nombre des représentations du double d’un nombre im-
pair i par la forme quaternaire

(A") am =+ y*+ 375+ 3¢

[

est égal ¢ quatre fois la somme de ceur des diviseurs de m qui ne
sont pas divisibles par 3.

14. Les deux sommes 2? + y?, 2%+ 2 sont paires dans I'équation.
(A’); car, sielles étaient impaires, clles seraient de la forme 47+ 1 et
l'on en déduirait la congruence

am==1+3==0  (mod. 4)
contrairement i I’hypothése. On peut done poser
£=p4q, y=p-—q, = U + 0, t=u—v,
de sorte que I'équation (A’) se raméne & la suivante
(A") m=3n=p*+ ¢*+ Ju*+ 3¢,
d’oti 'on conclut
N(3fn =p*+ ¢+ 3u*+ 30*) = 4{,(n)= 4S(m).

[X. Le nombre des représentations d’un nombre impair m par la
forme

2?4y 3(5+ 1)

est égal a qualre fois la somme des diviseurs de m, en exceptani
ceuwx qui soni multiples de 3.

15. La formule (18") recoit encore une autre interprétation, lorsque
Aest > 1. Dans ce cas, I'un des deux nombres m/, m” est de la forme
4l 41, et Tautre de la forme 47 + 3. En réduisant le second membre
4 sa moilié, on peut restreindre la somme X 4 celles des solutions de
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'équation
o*m = m' + m"

qui vérifient la condition m'==1 (mod. 4). On a sous cette restriction
Yow(m/, 3)2w(m’, 3) = 22S(m).

Or 2w(m/, 3) et 2w(m”, 3) expriment les nombres des représen-
tations de m’ et de m” par les formes respectives (1, 0, 12) et (3, 0, 4).
La somme X’ est donc €égale au nombre de celles des solutions de 1'é-
quation

(B) 2 m = x® + 3yt + [5° + 1202
dans lesquelles les deux premiers carrés sont impairs. On a
N,(2*m =a?+ 3y* + 422 +120*)= 2*S(m)  wy=1(mod. 2).

X. Le nombre des représentations d’un multiple de 4, 2*m, par
la forme

(B) 2+ 3y + 432 + 1203,

ol les deux premiers carrés ne regoivent que des valeurs impaires,
estégal au produit de la somme des diviseurs de ce nombre, impairs
el premiers evec 3, multipliée par 2*, cest-a-dire la plus haute
puissance de 2 renfermée dans ce nombre.

Nous donnerons plus loin la théorie compléte des formes ici consi-
dérées; nous nous bornons pour le moment a déduire les conséquences
immédiates de nos formules.

16. Posons ¢ = = dans P'équation (1 uis effectuons & l'aide des
6 q v P

formules (12) les intégrations partielles relatives aux diviscurs des
nombres m/, m”; nous obtenons la formule

’ ’ n” + in? )\_ld‘“
B2 — (= 1) ]p(#) [ — (= 1) Jp(w) = 2 2dsint (23 4),
o\ = 2*3Pn =30’ + 3 n".
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SiA=1x,0na

~ sin? dr =

1
3 ZOU =1

suivant que d est premier avec 3 ou divisible par 3. On a donc

st1n2< ) C,(n)+3c< )

=t [+ 5] =S s(m);
(1) Ba—(= 1o 3 —(= Y 1p(w) =(6.3 = 518 ),

¥n'+3n"=2m=2.3n, nnn'==1 (mod.3).

. . 2 2)—1 dﬂ 3 - .
Sidest >1, sin*( —— ) = 7 OU 0 suivant que d est premier avec

3 ou divisible par 3, etl'on a

(1) [z = (=1¥]p(n) [2 — (= Y] p(n")= 3.2 S(m),

A>T, 2*m=23n+3n"=m+m".

Pour interpréter ces deux formules, il faut partager la somme X en
quatre sommes partielles ,, X,, Z;, Z, dont les termes correspondent
respectivement aux qualre hypothéses suivantes :

e=o, f__o, l
r=o = (mod 2),

e=1, fEO, N
e=1, f=1 ! (mod. 2).

Le premier membre de nos deux équations cst alors

N O N e

Zo(m)p(m”)+3Z,0(m)p (ﬂ)
+3%0p (% ) e(m")+ 9% (5 )¢ (5 )
mais I'équation (16) nous donne

Zp(m)p(m)="{(m) ou =o,

Journ. de Math. (4® série), tome VI. — TFasc. I, 18go, []
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suivant que A est égal ou supérieur & 13 de plus, & cause de la symétrie
de I'équation m’ + m" = 2*m, on a X, = Z,. Les'formules (19) et (19")
deviennent donc respectivement

62,0(n)¢ () +9%ap (5)e (5) =(6.3—5)S(m)— 1, (m),

6Z,p(m')p ('%) +9Z,p (%’l) P ("31”> =3.2%'S(m), (A>1).

Or la somme Z, est nulle dans la premiére équation ; car, la somme
m' 4+ m” étant de la forme 47+ 2, les deux nombres 7/, m” sont tous
deux de la forme 47 + 1 ou tous deux de la forme 47+ 3, d’ott 1l ré-

n
sulte que les deux nombres ', '1?:— sont, 'un de la forme 47-+71ecl
autre de la forme 41+ 3 et qu’ainsi le produit p(m") p (%) est tou-
jours nul. D’ailleurs

Z_l<])l)=‘c.‘ (3B ]Z):: 3ﬁ+l~1 Zl (IZ): 6.3p——-2 S(nz),

2 4

La premicre équation devient donc

, Z.».p(%)p(l%ﬂ) = ?1?—-2:5 S(@m).

Ce résultat ne fait que confirmer celui que I'on pourrait déduirc

directement de I'équation (16). L’autre équation au contraire donne
un théoréme nouveau

Zao(m)e (5 ) = 275 (m),

car, la somme 7'+ m” étant divisible par 4, les deux nombres m’, m”
sont, I'un de la forme 4/ + 1 et lautre de la forme 47+ 35 il en est de

2‘I r

A n ' .
méme des deux nombres —-» = el par conséquent le produit

(5)e(5)
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cst constamment nul. Le premier membre de la derni¢re formule mul-
tiplié par 16 exprime le nombre de celles des solutions de I'équation

(A) 2'm = 2® 4+ y? 4 3(5* + %)
dans lesquelles se trouve vérifiée la condition z + y =1 (mod. 2).

X1, Le nombre des représentations du produit d’un nombre im-
pair m multiplié par une puissance de 2 supérieure a la premiére.
par la forme quaternaire

x*+y*+3(52+ 1)
et dans lesquelles se trouve vérifice la condition & + y =1 (mod. 2)
est égal a 2228 (m), S(m) élant la somme de ceux des diviseurs de

m qui sont premiers avec 3.

17. Le théoréme que nous venons d'obtenir, joint aux théorémes
VIII et IX, permet d’établir simplement la théorie de la forme (A).
Désignons par N(2*.38n) le nombre des solutions de 1'équation (A),
par N,(2*.38z) le nombre dc celles qui vérifient la congruence

x+y=1 (mod. 2),
ét par N, (2% 3#n) le nombre de celles qui satisfont 4 la condition
x+y=o0  (mod.2).
On a évidemment la relation
N(z‘“.BM): N, (2*.38n)+ No(2".3Fn).
Le nombre N, est déterminé par le dernier théoréme
N, (2)3Bn) = 2™1¢,(n).

Lenombre N, est égal &4 N(2'.38z), tant que X est > o; car alors
la somme x + y ne peut pas étre paire, sans que 5 + ¢ le soit égale-
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ment; on peut poser
=T +Y, Y=, —¥; Z=2z 4+, l=13—,

et ramener ainsi les solutions de I'équation (A), qui satisfont & la con-
dition énoncée, & celles de I'équation

2. Brn=a}+yi+3(z1+ &)

On a donc, en supposant A > 1,
N(2%3%n) — N(2'.38n)=2"( (n),
N(2™'.3#n) — N(2*2.38n) = 2™ {,(n),
N(4.38n) —N(2.382) =2'C (n).

En ajoutant ces équations membre & membre, on trouve

N(2%3fn)—N(2.38n) = 2* (2 —1)(,(n);
on déduit d’ailleurs du théoréme VIII
N(2.302)=4{,(n).
On a donc définitivement
‘N(2).3‘3n =22+ ¥+ 3324+ 382) = 4(2M"' — 3){, (n),

et 'on reconnait que cette formule, établic en supposant A >1, est
encore applicable au cas A =1, parce qu'elle donne alors le résultat
exprimé par le théoréme VIIL. Si on veut une formule applicable a
une valeur nulle ou positive de A, il faut poser

( N(2".38n =2 + y2 + 322+ 31°
(00) | : y
= Q = 4(2™' — 2 — cos2*n){,(n).

Pour A = o, on obtient N(382)=4{,(a), ce qui est conforme au
théoréme IX. Cette formule a été publiée par Liouville dans le cin-
quiéme Volume de la deuxiéme série de son Journal (p. 147).
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18. En faisant ¢ = o dans I'équation (G), on trouve
Zp(m') p(m") = p(m)+ 4Zo(m ) p(m,),
am=m+m’, m=m,+ 2'‘m,.
Le premier membre est égal 4 {,(m) (n° 10). On a donc
(21) p(im)+4Zp(m,) p(my) =T, (m);
c’est le résultat que I'on déduirait directement de I’équation (2) en'y .

faisant £ = -;5 Au moyen de la substitution ¢ = }:et des relations (7)

et (8), on déduit des équations (2), (3) et (4) les formules suivantes
(22) m(m,é)-}— 2¥w(m,, 2)w(m,, 2)=1{,(m),

: 2 2 2
(23) 4Zw(m,, 2)p(m2)=2d[<§>—(3>], de = m,

my —1 i 8-t .

4E(—1)"7 w(m,,2)cos —2—[‘: e(m,)= (%) Zd (%) —3(—1)? (g) .

Les sommes X qui figurent dans les premiers membres de ces équa-
tions s¢ rapportent aux solutions de ’équation

m=m, -+ 2'm,

en nombres impairs et positifs; mais, dans I'équation (23), I'exposant ¢

est égal & 1, tandis que dans la derniére cette valcur 1 de 7 est exclue
aln

par le facteur cos -

Nous désignerons avec Liouville par , (m) la fonction définie par la
formule

w.(m):Zd(—g—> =Zd(— 1)_“;, dd = m.
On a d’ailleurs

Q0 —1 n—1 d—1
= + (mod. 2),
2 2 2

-1 m—1

| =(— 1)_2; (%) =(- 1)_ w(m, 2),

my=m (mod.4), (—1) ¥ = <-—;;1->,
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par conséquent, la derni¢re formule multipliée par( ) devient

) 4E @ (my, 2)p(my)— 42, w(my, 2)p(m,)
(24 (%) w,(m) — w(m, 2),

%, désignant la portion de la somme £ qui correspond aux valeurs de ¢
¢gales ou supérieures & 3, et I, celle qui correspond & la valeur i = 2.

19. L'équation (21), multipliée par 4, donne le nombre des solutions
de I'équation

(C> n = .C(,“',-}—yz_l_ 2(;2+ l?)

en nombres cntiers, pairs ou impairs, positifs, négatifs ou nuls, car
4e(m) exprime le nombre de celles de ces solutions ot les deux nom-
bres 5 ¢t ¢ sont nuls, tandis que la somme E4p(m,) 4o (m, ) csl égale
au nombre de toutes les autres solutions. Done :

XII. Le nombre des représentations d’un nombre impair m par
la forme x* + y* + 23° + 21* est égal & quatre fois la somme des
diviseurs de m.

L’¢quation (21) recoil encorc unc aulre interprétation quand le
nombre m est de la forme 41+ 15 comme m, cst aussi de méme forme,
la différence m — m, = 2'm, est toujours divisible par 4. Admettant
alors que 4 p(m,) exprime le nombre des représentations de 22 m, par
la forme z*+ 2, le produit 4p(m,)4p(m,) exprime le nombre de
celles des solutions de I'équation

(D) Com=2t 4y + 450+ 41,

dans lesquelles la somme 2* + y* est égale & m,. La somme de tous les
produits semblables, relatifs aux valeurs 1, 5, ..., m — 4 dc m,, aug-
mentéc du nombre 4p(m2) des solutions ol 72, est égal & m, est donc le
nombre de toutes les solutions de I'équation (D). Donc :

XIII. Le nombre des représentations d’un nombre impair
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m=4l-+1t par la forme z* + y*+ 43° + 41* estégal a qualre fois
la somme des diviseurs de m.

Sim = 4n+ 3, p(m) = o. Dans ce cas, 25(m,) 2p(m,) exprime le
nombre des solutions de I'équation

m = 1® + 43 + 2(y* + 417),
dans lesquelles x* + 422 st égal & m,. On a donc ce théoréme :
XIV. Le nombre des solutions de I’équation
(D) 4n+3=x2+2y2+4:’+8t2

est égal a la somme des diciseurs du nombre 4n + 3.

20. Dans la formule (22), le produit 2w(m,, 2) 2@(m,, 2) est égal
au nombre de toutes les combinaisons possibles d’unc représentation
de m, par la forme (1, 0, 2) avec une représentation de 2/='m, par la

mlme forme; par conséquent, ce produit exprime le nombre de celles
des solutions de I'équation ‘

(1) m=x*+2y*+ 2(3*+ 2)

dans lesquelles la somme des deux premiers lermes est un nombre
impair m, < m. La somme de tous les produits semblables, augmentée
du nombre 2w (m, 2) des solutions dans lesquelles 5 et ¢ sont nuls,
exprime le nombre de toutes les solutions de équation (I). Notre for-
mule exprime donc ce théoréme :

XV. Le nombre des représentations d’un nombre impair m par
la forme

(E) 42y 4+ 23t 4+ 42
est égal a deux fois la somme des diviseurs de m,

N(m = x*+ 2y*+ 23° + 41*) = 2{,(in).
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21. L'équation (23) ne peut s’appliquer qu’aux nombres de I'une
des deux formes 8/ == 3, car ses deux membres s’annulent quand m est
de I'une des deux formes 8/ == 1; on le constate pour le premier membre
en considérant que I'on doit supposer m, de la forme 4z + 1, et m, de
I'une des deux formes 87+ 1, 87+ 3, afin que le produit

w(m, 2) p(ma)
ne soit pas nul; on a donc
m=m,+2m,=1+2 ou 3+2  (mod.8),

ce qui exclut les deux formes 8/ = 1. Pour le second membre, on a

2\ _ (2 2\ (2

d) — \3 ou d)— " \§)
suivant que le nombre 7 est de 'une des deux formes 8/ 1 ou de
I'une des deux formes 8= 3; car, dans le premier cas, on a

&)=GE)0)=" @)=0)

dans le second cas, on a

2 2 2 2 2
w=@0E)= (@)=-6)
L’équation (23) peut done s’écrire de la maniére suivante :
(23") Za2w(m,, 2)4p(m,) = 4o, (m), m==%=3  (mod.8§).

Cette équation peut s’interpréter de deux maniéres, suivant que 'on
considére ..f< m, ) comme cxprimant le nombre des représentations de
m, ou de 2m, par la somme de deux carrés. Dans le premier cas, le
premier membre est égal au nombre des solutions de I'équation

(F) 8k=x3=x+2y*+2z’+ 20 zs+1=1 (mod. 2),

car le produit 2@ (m,, 2)4p(m,) est égal au nombre de toutes les.
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combinaisons possibles d'une représentation de m, par la forme
(1, 0, 2) avec une représentation de 2m, par la forme 2(z* -+ ¢*).

Dans le second cas, la somme 2 cxprime le nombre de celles des
solutions de I'équation

(I 8kE£3=ua+y'+ 357+ 2t
ot la somme (y + z) est un nombre pair.
22. L’équation (23) peut encore s’écrire
Zow(my, 2)2p(m,) =20, (m).

Lc premier membre exprime alors le nombre de celles des solutions
de I'équation

(F) k=3 =ua+2y*+ 232+ 8¢
dans lesquelles la valeur de z est impaire, car le produit
aw(my, 2)29(m,)

exprime le nombre de toutes les combinaisons possibles d’une repré-
sentation de 72, par la forme (1, 0, 2) avec unc représentation de 2,
par la forme (2, o, 8). On a donc

Ni(m=8k=x=3=ua"+2y"+ 25+ 80) = 20,(m),
en rappelant par l'indice de N, la restriction z==1(mod. 2). Si
m = 8n+5, cette restriction cst 'toujours vérifiée, car les deux
nombres y ct 5 sont alors tous deux impairs. On a donc, sans aucune
restriction,

N(Bn+5=a+2y*+ 25+ 88) = 20,(8n + 5).
Mais, quand m= 8k + 3, 'un des deux nombres y, s est pair et 'autre

impair; en assujettissant le nombre z 4 &tre impair, on réduit de moitié

Journ. de Math. (4®série), tome VI. — Fasc, I, 188g. 5
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le nombre-des solutions de I'équation (F”). Le nombre de toutes les
solutions est donc égal & 4w, (m). Donc :

XVI. Le nombre des représentations d’un nombre 8n + 3 ou
8n + 5 par la forme ' :

m=a*+ 2y*+ 235+ 8¢

estégal a quatre fois ou & deux fois I'excés de la somme des divi-
seurs de m, dont les conjugués sont de Uune des deux formes
81 =1 sur la somme des autres diviseurs
N(8rn+3=a%+2y*+ 23*+ 81*) = fw,(m),
N@r+5=a*+2y*+ 22+ 8£*) = 20,(m).

23. Oninterpréte d’une manitre semblable I'équation (24). Comme,
dans la somme Z,, la différence m — m, est divisible par 8, le produit
aw(m,, 2)4p(m,)

exprime lec nombre de celles des solutions de I’équation

(G) . om=at+ 2}/2+832+ 8¢

dans lesquelles la somme «? + 2y est égale a m,, etla somme des deux
derniers termes, & 2‘m,. La somme de tous les produits scmblables,
augmentéc du nombre 2w(m, 2) des représentations de m par la
forme (1, 0, 2), est donc ¢égale au nombre de toutes les solutions de

I’équation (G). On a
aw(m,2) + Z2w(m, 2) jp(m,) = N(m = a* 4 2y* + 835+ 8).

Dans X,, au contraire, la différence m — m, est de la forme 84 + 4,
la somme X, 2@(m,, 2) 42(m,) exprime le nombre de celles des solu-
‘tions de I'équation

(G") m=z*+ 2y*+ 43* + 4
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dans lesquelles la somme z + £ est un nombre impair. On a

N(m) = x*+ 2y*+ 8z°+ 81*)
2l : -
(24) —N/(im=x*+2y*+ 45° + 41? =2<7f->w.(m),
en rappelant par I'indice de N, la restriction 5 + {==1 (mod. 2).

Or, dans la forme (G"), le nombre m est de I'une des deux formes
81+ 1, 81+ 3 sila somme 5 + ¢ est paire, et de I'une des deux formes
81+ 5, 81+ 7 dans le cas contraire. Si donc le nombre m cst de 'une
des deux formes 87+ (1, 3), I'équation (G") n’admet aucune solution
qui vérifie la condition 5 + {==1(mod 2), N, s’évanouit ct I'équation
se réduit 4 la suivante :

m=8l+(1,3), N(m=2'+2y*"+8s*+8#)=120,(m).
Dans ce cas, la forme (G") est équivalente a la forme (Gr); on a
N(m =2+ 2y* + {7+ 41*) = 20,(m).
Si le nombre m cst del'une des deux formes 8 + (3, 7), 'équation

~ . . — 2 v ) .
(G) est impossible, (-—)}—;) est égal & — 1, et, comme toutes les solutions

de 'équation (G') vérifient la condition 5 + #=1 (mod 2), on a sans
vesiriction

m=38l+(5,7), N(m=a5*42y*+43"+ (1) =20,(m).

En réunissant les deux derniers résultats, nous obtenons ce théo-
réme :

XVIL. Le nombre des représentations d’un nombre impair m par
la forme

m=2x*+ 2y>+ 43* + 41*

est égal a deux fois Uexcés de la somme des diviseurs de m, dont

les conjugués sont de une des formes 811 sur la somme des
autres diviseurs.’
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24. La substitution ¢ = ’7; dans I'équation (5) conduit & la formule

EZa(m, 2)w(m’, 2)=p(m) + 4Zp(m,)s(m,),

m 4+ m’'=am, m=m,+ 2'm,,

ou sont réunis deux résultats oblenus précédemment. En faisant la
méme subslitution dans I'équation (6) et cn effectuant les intégrations
partielles relatives aux diviscurs des nombres 72/, m”, m, au moyen des
formules (7) ct (8), on trouve

m'—-1

2(—1) T @, 2)w(m’, 2) = p(in) + 4L cos2 " w p(m,) o (1m,).

Quand m’ est de la forme 44 + 1, 2w(m’, 2) exprime le nombre des
représentations de m’ par la forme (1, 0, 8); la méme expression est
égale au nombhre des représentations de ' par la forme (4, 2, 3),
quand m'= 4+ 3. Le premier membre de notre formule est donc
égal a l'exets du nombre des solutions de I'équation

(H) an = a4+ 8yt + 42, 5=1 (mod 2)

sur le nombre des solutions de 'équation

(H') 2m=4a*+ fay +3y*+ 32+ 203, =1 (mod 2).
Pour le second membre, désignons respectivement par X, I, les

deux portions de la somme 2 qui correspondent respectivement aux

deux hypothéses i =1, 2 2. Nous aurons

ho(m) +106Z,p(my) p(my) = N(m=z"+ y*+43* + 41?),
165, p(imy) p(my) = 2N, (m = 2 + y* + 25* + 8¢°%),

en rappelant par Pindice de N, la restriction z=1(mod 2). L’un de
ces nombres est toujours nul, car la premiére forme ne convient pas a
un nombre de la forme 4/ -+ 3, ni la deuxiéme & un nombre 47+ 1.
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On a done

N,(8l+2 =g+ 8y* + 52+ 21*)
— Ny(8l+ 2 =4a* + 4y + 3y*+ 3° + 21*)
= N4l +1= 2+ y*+ [5* + 41*),
N((8l+ 6 =42+ hxy + 3y* + 52+ 21?)
—N,(8{+6=u?+8y*+ 5>+ 21?)
= oN,(4] +3 = a® + y* + 22° + 82*).

D’ailleurs le nombre des solutions, tant de I'équation (H) que de I'é-
quation (H'), est égal au nombre des représentations de 2m par la
forme

x4y + 257+ 2, Ty =1 (mod 2),

lequel est égal 4 4¢,(m) (n° 12, th. V). On a donc

Ni(2m =2+ 8y*+ 5%+ 21%)
+ N,(2m = 4+ fay + 3y* + 5%+ 21*) = 4{,(m).

On reconnait aisément que 'un de ces deux nombres est toujours
nul, car les deux équations (H), (H’), réduites en congruences relati-
vement au module 8, deviennent respectivement

2+ ol am=4+2* (mod8);

am ,

I

la premiére ne convient qu’aux nombres 8/+ 2 ou 8/+ 4, ct la
_seconde aux nombres 8/ + 4, 8/+ 6. On a done

N(8l+2=u*+y*+ 82"+ 81*)

=N+ 1=+ + 432+ 40) = 44,(4L + 1),

N,(81+ 6= 4a*+ fzy + 3y* + 5* + 21*)
=aN(4l+3 =+ y*+23*+ 81*) = 4(,(4l+ 3).
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IV.

25. En ajoutant quelques considérations arithmétiques aux théo-
rémes précédents, on peut compléter la théorie des formes quaternaires
auxquelles ils se rapportent. Les formes

o e o -k S A 2+ + 237+ 207

peuvent représenter des nombres quelconques, pairs ou impairs. On
passe de la seconde & la premiére en posant

(A) 23=p+4gq, 20=p—g, 258+20=p'+ g%
mais les deux nombres p, ¢ doivent vérifier la congruence
p+g=o  (mod2),

tandis que dans la premiére forme les deux nombres z, £ ne sont soumis
a aucune condition. Considérons d’abord un nombre impair 7. Nous
avons trouvé (n°®19) que le nombre des représentations de m par la
deuxieéme forme est égal & 4¢,(m). On en déduit, par la substitution
précédente (A), autant de représentations de 7 par la somme de quatre
carrés, savoir toutes celles dans lesquelles la somme des deux derniers
carrés est un nombre pair. Or ce nombre est précisément la moitié du
nombre des solutions de I'écquation

m=x*+y*+ '+ %,

car ceite équation admet autant de solutions dans lesquelles la somme
des deux derniers carrés est un nombre pair que de solutions dans les~
quelles cette somme cst un nombre impair; on passe d'un groupe de
solutions & I'autre par le scul échange des deux premiers carrés avec
les deux derniers. On a donc ce théoréme de Jacobi :

XVIIL. Le nombre des représentations d’un nombre impair m
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par la somme de quatre carrés est égal a huit fois la somme des
diviseurs de m.

26. Les solutions de I'équation
-(C) 2m = a4+ y? + 250+ al?
sc¢ partagent en deux groupes, suivant qu’clles vérifient, oui ou non,
la condition zy==1(mod 2). Le nombre de celles qui vérifient cette
condition cst déterminé par le théoréme V (n° 42); en indiquant ce
nombre par N,, on a

N,(2*m = z*+ y* + 23* + 288) = 4{,(m),  16{,(m) ou o,

suivant que 'on a

A=1, A=2 ou A>a2.
Les autres solutions se déduisent de celles de I'équation
(c) M im= 3 4 2ut + 208,

en prenant = 24, y = 2¢. On a donc, cn désignant par N(2*m) le
nombre de toutes les solutions de I'équation (C), et par N, (2*m) celui
des solutions qui vérifient la condition zy =1 (mod 2),

N(2>‘ln> = N‘('_):’\]n) -+ N(Q.)‘_' m).

En substituant dans cette formule les trois valeurs de N,(2*m) déter-
minées par le théoréme cité, on a

N(2*m) =N(2™'m)=...=N(4m), A>e,
N(4m) =16{,(m) + N(2m),
N(2m) = 4{,(m)+ N(m).

D’ailleurs, d’aprés le théoréme du n°19, on a

N(m) = 4¢,(m).
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On obtient ainsi le théoréme suivant, énoncé par Liouville dans le cin-
)
quieme Volume de la deuxiéme série de son Journal (p. 269):

XIX. Le nombre N des solutions de ’équation
(C) 2*m=w"’o+y2+ 25+ 2/*
est exprimé par les formules respectives
N = 4{,(m), N = 8¢,(m), N = 24¢,(m),

sutvant que U'on a
A =o, A=1 ou A22.

27. Liouville a déduit ce théoréme de celui de Jacobi relatif au
nombre des représentations d'un nombre entier par la somme de quatre
carrés. Nous suivrons la marche inverse, nous déduirons le théoréme
de Jacobi de celui que nous venons de démontrer. Tant que 'exposant
est > o dans équation (C), la somme des deux premiers carrés est un
nombre pair, de sorte que ’on peut poser

T4y =2p, x—y=2q, x+y = 2(p*+q*)
el ramener les solutions de cette équation & celles de la suivante :
U m =P+ ¢+ 5+ L
On a donc, pour une valeur positive ou nulle de «,
N(2*m=ua*+y*+ 32+ 1*) = N(2*"'m = &* + y* + 25 + 21*).

Or nous venons de trouver que le second membre est égal & 8¢,(m)
sie=o0etd 24¢,(m)sta>o0.Onadonc

N(2*m=a*+y*+ 3+ ) = 8{,(m) ou = 24{,(m),

suivant (ue 2*m est impair ou pair. On obtient ainsi le théoréeme cité
de Jacobi :

XX. Le nombre des représentations différentes de npar une
sommne de quatre carrés a racines positives, nulles ou négatives, est
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égal & huit fois la somme des diviseurs de n, si n est impair, et
vingt-quatre fois la somme des diviseurs impairs de n, si n est
pair.

28. On compléte de méme la théorie de I'équation
(D) 2hin = 2 + ¥+ {30 + 410

Quand A est nul, I’équation est impossible si m =4{+ 3, ct le
nombre de ses solutions est égal & 4%,(m) si m =4I+ 1 (n°19).
Quand A est égal & 1, les deux nombres x, y sont impairs, on peut
poser

x+y=2p, T —y=2¢, x?+ yr=2(p*+ ¢q?),
et 'équation (D) se raméne & la suivante
m=gz+y?+ 25+ 208

dont le nombre des solutions est déterminé par le théoréme XII
(n° 19). Le nombre des solutions de Iéquation (D) est donc égal &
4%,(m) pour la valeur 1 de A. Lorsque A est égal ou supérieur & 2, les
nombres x, y sont pairs, de sorte que, en posant

x=2u, y=290,
on raméne I'équation (D) & la suivante,
22 =yt P 5 2

dont le nombre des solutions est déterminé par le théoréme XX.

Le nombre des solutions de 1'équation (D) est donc égal & 8¢,(m)
ou & 24{,(m), suivant que A est égal & 2 ou > 2. En réunissant ces
diverses conclusions, nous obtenons le théoréme. énoncé par Liouville
dans le cinquitme volume de la deuxiéme série de son Jowrnal

(p. 305):

XXI. Si Pon désigne par N le nombre des solutions de U’équa-

Journ. de Math. (4* série), tome VI. — Fasc. I, 188g. 6
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tion (D), on a
N=o si 2"m=4Il+3,

N=4{,@m) si 22m=4l+1,
N= 4{(m) si A=1,
N= 8{,(m) si A=z2,
N=24{,(m) si Aest>o2.
29. Lc nombre des solutions de I’équation

E 2'm =+ 29+ 25+ 412
Y

est déterminé par le théoréme XV (n° 20), dans le cas ot A est nul.
Dans les autres cas, on a
: % =2u,

et 'équation se ramene & la suivante
2¥'m =y 3 20 + 20,

dont le nombre des solutions est donné par le théoréme XIX (n°26);
cc nombre est égal &

4¢,(m), 8¢, (m), 24¢,(m),
suivant que I'on suppose A —1=0, A—1=1, A — 122,

XXIL. Désignant donc par N le nombre des solutions de léqua-
tion (E), on a

N=2{,(m), N=4{(m), N=8{(m), N=-24{(m),
suivant que l’on suppose A =0, A\=1, A =12, A2 3.

Liouville a étudié I'équation (E) dans le Tome VII de son Journal;
il a déterminé le nombre des solutions propres, c'est-a-dire ‘des solu-
tions dans lesquelles les quatre carrés n’ont pas d’autre diviseur
commun que l'unité.
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Nous la reprendrons plus loin & ce point de vue, ainsi que les équa-
tions étudiées précédemment.
30. Le nombre des solutions de I'équation

(e) 2?m =+ 4y + 45 + 41

se déduit aussi aisément de ce qui précéde. Sil'on désigne ce nombre
par N, on a évidemment N = o lorsque A est nul et que m est de la
forme 44+ 3, ou bien que A est égal & 1. Si A22, I"équation sc ra-
méne & la suivante ‘

2"m =&} + y? + 52+ 2,

dontle nombre des solutions est déterminé par le théoréme XX on a
N=_8{(m) si A=2, N =24{,(m) si" Aest23.

Lorsque A est nul et que m = 47+ 1, lc nombre des solutions de
I'équation (¢) se dédnit du théoréme XIII (n° 19). Dans I'équation (D)
comme dans I'équation (e), I'un des deux premiers carrés est pair et
Pautre impair; le carré pair peut occuper deux places dans I'équa-
tion (D), tandis qu'il est fixé an second terme dans I'équation

(e) m=x*+ (2y )+ 45° + 41*;
le nombre des solutiéns de la premiére équﬁtion est donc double de
cclui des solutions de la derniére. Donc:
XXIIIL. Le nombre N des solutions de U’équation
(e) 2tm = x® + fy? + 45+ 40

est exprimé respectivement par les formules

A

N= o si 2!m=2 ou 3 (modj),

N= 2f(m) si 22m=1 (modj),
N= 8L(m) si 22m=4 (mod8),

N=24{,(m) si 2)m=o0 (mod8).
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31. Les solutions de 1'équation (¢), dans le cas ol 2*m est de la
forme 47 + 1, peuvent se partager en deux groupes suivant que y est
pair ou impair. La somme des deux nombres de solutions est ¢gale &
deux fois la somme des diviseurs de m. D'ailleurs, lorsque y est impair,
la forme 2* + 4y* est equlvalentc ala forme (522 + 4xy + 4y*). On
a donc

N(4n +1=a*+16)%+ 43* + 41*)
+ N(4n + 1=52+ 4oy + 4y + 432+ 42*) = 24, (4n +1).

Pour obtenir le théoréme de Liouville relativement & la forme
2+ fyr+ 45+ 1603,

il faut faire intervenir les formules empruntées & la théorie des fonc-
tions clliptiques que nous avons indiquées précédemment (n°9). Dans
la formule (15”), si 'on égale entre cux les coefficients de g™ dans
les deux membres, on a

N(m=x*+ 4y* + 43* +168)
i—1
—N(m =5+ 4ot + 41+ 4y*+ 43°) = 22(—- 1),

la somme X s’étendant & toutes les valeurs impaires et positives de ¢ qui
satisfont a I'équation : :
m=1"+4s*,

ot 'on désigne par s un entier qui peut étre indifféremment positif,
nul ou négatif. Il est d’ailleurs évident que le nombre 722 ne peut tre
que de la forme 4n + 1. Nous supprimons ici le facteur 2 qui figure
dans le second membre de I'équation (15”), parce que nous remphcom
le nombre impair et positif { par le nombre impair x, positif ou néga-
tif. En combinant nos deux formules, nous trouvons

i-1
N(4n+1=2+ 4y *+ 432+ 1682) =, (4r+1)+Z(—1)* !
32. Ce résultat nous donne immédiatement la théorie de I'équation

(d) 2m = x®+ fy*+ 43 + 161
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Le nombre des solutions de cette équation est nul si 2*m est de I'unc
des deux formes 47 + 2, 4n + 3} il est exprimé par la derniére for-
mule quand 2*m est de la forme 47 -+ 15 quand 2"m est un multiple
de 4, on a & = 2u, et 'équation proposée se raméne & la suivante

(d") 2V = u? 4 ¥+ 3?4 412,

dont le nombre des solutions se détermine aisément au moyen du théo-
réme de Jacobi. Quand A — 2 est égal ou supérieur & 2, les trois pre-
miers carrés sont pairs, de sorte qu’en posant

Uu=22,, Yy =2¥, £ =23
on raméne 'équation & la suivante
22m = 2} + ¥+ 5+

d’apres le théoréme XX, le nombre des solutions est égal 4 8¢, (m) ou
4 24¢,(m) suivant que A est égal ou supérieur & 4.

Si A = 3, deux des trois carrés u*, y*, z* doivent étre impairs, etle
troisitme, pair. L’équation ne différe alors de I'équation (6) qu’en ce
que, dans celle~ci, le carré pair est fixé au troisiéme terme, tandis que,
dans l'autre, ce carré peut occuper trois places. On a donc

N(em=a*+y*+ 3"+ 48*) =3N(2am = 2* + y* + 4 5* + 41*).

D’apreés le théoréme XXI, le dernier nombre est égal & 48, (m). Par
conséquent, lorsque A = 3, le nombre des solutions de I'équation pro-
posée cst égal & 128, (m).

Si A = 2, il faut distinguer les deux formes 42 + 3 et 47 + 1. Quand
m = 4n -+ 3, les trois nombres u, ¥, 5 sont impairs; de méme, dans la
représentation de 4n+ 3 par une somme de quatre carrés, un scul
carré cst pair, et les trois autres sont impairs; mais le carré pair peut
occuper quatre places, tandis qu'il est fixé au dernier terme dans
I'équation (d'). Le nombre des solutions de cette équation est donc le
quart du nombre des représentations de 47—+ 3 par une somme de
quatre carrés; il est donc égal & 28, (4n + 3).

" Quand m = 4n +1, un seul des trois nombres «, y, 5 est impair,
et les deux autres, pairs. L’équation (d') ne différe de I'équation (D)
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qu'en ce que, dans cette derniére équation, le carré impair ne peut oc-
cuper que deux places, tandis qu'il peut en occuper trois dans la pre-
miére. On a donc

N(m=u?+y*+ 32+ 42?) = IN(m = 8+ y* + {32+ 41*);

d’aprés le théoréme XXI, le dernier nombre est égal 4 4§, (m); le pre-
mier est donc égal 4 6, (m).

En réunissant ces divers résultats, nous obtenons les deux théo-
rémes suivants :

XXIV. Le nombre N des solutions de l’équation
(d') 2*m =+ y + 3+ 41
est exprimé par les formules respectives

i°a=0, N@Un+3)= 2(,(4n+3), N@n+1)= 6{(4n+1),
2° a=1, N(2m) =12§{,(m),

3az2 N@m) = 8((m), N(2"'m) =24{,(m) (A20).

Les deux premiéres formules peuvent se réunir en une seule

m—1

N(m) = 2[2 +(— I)T] L(m).
XXV. Le nombre N(2*m) des solutions de I’équation
(d) 2°m = x* -+ 4y + 45 + 162°

est nul quand « =1 et quand, « étant nul, le nombre m est de la
Sforme 4n + 3. Dans les autres cas, ce nombre est exprimé par les
formules suivantes

i-1

N(4n+1)=¢,(4n + 1) + Z(— I);f i
N[4(4n+3)]= 20(4n+3), N[4(4n+1)]=6%(4n+1),
N(8m) =12{,(m), N(16m) =8¢, (m),

N(2**m) = 24%,(m (Azo).
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La seconde et la troisiéme formule sont réunies en la suivante :

m—1

N(4m) =12 [2 + (— I)T] {(m).
33. La forme quaternaire
(D") 2+ 2y* + 5° + 8¢

peut représenter tous les nombres entiers. Le nombre'N (2%m) des re-
présentations d’'un nombre pair par cette forme est déterminé par le
théoréme XXII (n°29), car ce nombre est évidemment égal & celui des
solutions de I'équation

2% ' m =y + 2} + 232+ 4 1%
il est égal & 28, (m), 4%, (m), 8¢, (m) ou 247, (m) suivant que « est
égaldr, a2, 43 ouqu'ilest > 3. Quand « estnul et que m = 4n + 3,
le nombre N(4n + 3) est exprimé par la formule (n° 19)

NUn+3 =2+ 2y*+ 43+ 88) ={,(4n + 3).

Il nous reste & déterminer le nombre N(m) dans lc cas ot m est de la
forme 47 + 1. Il est évidemment égal a celui des solutions de I'équa~

tion

(?) bhn+1=a2t+4y*+ 821+ 822,

ot le nombre y est pair ou impair en méme temps que #. Or'équation
8l+1=2+ 8y*+ 8z* + 16¢*

est ¢quivalente & la suivante

(d) 8l+1=a+ 4p*+ 4q* +161%;

car la congruence relative au module 8 exige que I'on ait

p+g=o0  (mod2),
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de sorte que 'on peut poser
p=x+y, g=e=y, pr=22+y)

De plus, nous avons trouvé que le nombre des solutiohs de la derniére
équation est exprimé par la formule (n° 34)

i-1

N(8l+1=a"+ 4y*+ 452 +1682) ={,(81+1) + E(—1) T4

Cette formule exprime donc aussi le nombre des solutions de 1'équa-
tion (8) dans le cas ot lc nombre 7 est pair.

54. Quand n est impair, le nombre
x4 4y* = m,

est de la forme 84 + 5, et le nombre de ses représentations par les
deux formes (1,0,4), (4, 2,5) est le méme, il est égal & 2p(m,). De
méme, la différence m — m, = 2'm, ¢tant multiple de 8, lc nombre
4e(m,) exprime indifféremment le nombrc des représentations de
2'm, par la forme (4, 0,4) ou par la forme (8, 0, 8). Il résulte de la
que le nombre des solutions de I'équation (€) est le méme que celui des
solutions de I'équation

8k +5=4fa*+ hay + 5y + 43+ 412

Or on déduit des deux formules du n° 31

N8k +5=4a*+ 4y + 5y + 43 + 4 1)

=0 (8k+5)—Z(—1)* ..

Le nombre cherché des solutions de I’équation (8) est donc exprimé

par cette méme formule. On réunit les trois formules obtenues, dans
I'équation suivante

nt—| i—1

N(m=a2*+2)*+ 42+ 88) ={,(m) + (—1) * E(—1)7
pourvu que I'on convienne de réduire & zéro la somme X lorsque ’équa-
tion

m=1*+4s®
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est impossible. De plus, le nombre

étant égal & 1 oud — 1, suivant que s est de la forme 8/ + 1 ou de la
forme 8/ + 5, on retrouve les formules démontrées directement pour
ces deux cas.

Les résultats obtenus dans ce numéro et dans le précédent nous don-
nent le théoréme énoncé par Liouville dans son Journal ( 2° série, t. VII,

P- 409):
XXVI. Soit N le nombre des solutions de I’équation
(D) | n=a*+ 2y*+ (3 + 8%
Pour les valeurs paires de n, on a
N =a{,(m), N = 4¢,(m), N = 8%, (m), N = 24¢,(m),
sutvant que l’on a
W=2m, n=4m, n=28m, ou n=2*m, 2%> 8.

Pour les valeurs impaires n = m, il faut ajouter la fonction

i—1
3 .
(=1,
ot le signe X indigue une somme dont les éléments correspondent &
loules les valeurs entiéres et positives de i qui satisfont & I’éguation

m=1i*+4s?

dans laquelle s est un enticr, positif, négatif ou nul. On a

m2—1 i-

N={(m)+ (—1)* Z(— l)Tli,
N=¢,(m) si m=4l+3.

Journ. de Math. (4° série), tome VI. — Fasc. I, 188g. 7
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35. Les théorémes XXIV ¢t XX VI donnent immédiatement le nom-
bre N(2%m) des solutions de I'équation

2°m =a*+ y* + 2z + 8¢%;

car, ainsi que Liouville I'a indiqué lui-méme (Journal de Mathéma-
tiques, 2° série, L. VII, p. 155), si « = o, on a

N(m)=2a2N(m=2a*+4y*+ 252+ 81*),
puisque dans la.derni¢re forme on fixe au second terme le carré pair

qui, dans I’équation proposée, peut &tre placé au premier ou au second
terme. ‘

Lorsque a est > o, la somme des deux premiers carrés est un nombre
pair, ainsi que leur différence; on peut donc poser

r4+y=o2p, wx—y=2¢  +y'=20p"+¢%),
ct ramener I'équation proposée & la suivante
2 'm=p'+ @+ 4

dont le nombre des solutions est déterminé par le théoréme XXIV.
Nous pouvons donc ¢noncer cc théoréme :

| XXVIL. Le nombre N(2*m) des solutions de I'équation
2°m =z 4 y* 4 25° +8¢°
est exprimé, suivant les valeurs de o, par les formules suivanies :
1° e=0:

mt—1 i—_l"
N(m)=2[t.my+ (=) T 2= 07 i];
m=i*+ 4s?, 1>0;
2° 0=1,2:

m—1

N(2m)=2 [2 +(— I)T]Z, (m);  N(4m)=12{,(m);



SUR QUELQUES FORMES QUADRATIQUES QUATERNAIRES. 51

3o a23:
N(8m)=8¢,(m), N(2*m)=24{,(m), A2o.
36. Le nombre des solutions dec I'équation
2°m =g’ + y* + 457+ 168
est double de celui des solutions de I'équation
(d) 2*m = x* 4+ 4y*+ 43* + 1617,

lorsque o est nul. Quand « est positif, la somme x + y est paire, de
sorte que ’on peut poser

x4y =2p, x —y =2q, x*+ Y= a2p® + 2¢*
cl ramener 'équation a la suivante
27 'm = p*+ ¢* + 25 + 812,

dont nous venons de déterminer le nombre des solutions. On déduit
donc des deux théorémes XXV et XXVII le suivant :

XXVIIL. Sil’on désigne par N le nombre des solutions de [’équa-
tion”

2*m =x*+ y* + 43* + 16,

on a, suivant les valeurs de o, les formules suivantes :

i—1
N=o si m=4n+3, N=2{,(m)+25(—1)7],
m=A4n—+1=1+ 4s? t>o0;

me—1 i

N=2a{,(m)+2(—1) ¥ I(~1) ill‘;
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3 au=273:
n--1

N(4m)=2[2 +(—-1)T]C,(m), N(8m)=12{,(m);
& a2d,
N(16m)=8%¢,(m), N(2*'m)=24¢,(m), AZB.
37. Les deux formes quaternaires
2P+ y 4852+ 81, '+ 4y*+ 827+ 81,

dont Liouville s’est occupé dans le scptiéme Volume de son Journal
(p. 109 et p. 113) ne peuvent représenter que des nombres pairs ou
des nombres impairs de la forme 4/+ 1. Un nombre 2%m multiple
de 4 est représenté par chacune de ces deux formes un nombre de fois
égal & celui des solutions de I'équation

27 = x) + ¥ + 2357 + 2%

ce nombre (XIX, n° 26) est égal & 48, (m), 8L, (m), 24¢, (m) suivant
que o cst égal & 2, 3 ou qu'il est > 3.

Si a = 1, le nombre 27 ne peut pas étre représenté par la deuxiéme
forme; il est représenté par la premiére un nombre de fois ¢gal & celui

des solutions de I'équation
m=p*+ ¢*+ 43+ 41*;

cc nombre est ¢gal 4 o ou & 4'C.(m,) suivant que m cst de la forme
4n + 3 oude la forme 47 + 1.

Quand 2%m = 4n + 1, le nombre des représentations par la pre-
miére forme est double de celui des représentations par la deuxiéme,
. car dans celle-ci le terme impair cst le premicr, tandis que dans la
premiére il peut étre pris indifléremment pour premicr ou pour second
terme. Il nous suffit donc de déterminer le nombre des solutions de I'é-

quation

(8) hn+1=x*+4y*+ 83+ 8¢,
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D’aprés les résultats obtenus plus haut (n* 33, 34), le nombre est
exprimé par la formule

i—1
N={¢4n+1)+(=1)E(—1) "1,
An+1=1*+ 4s*, i>o.

XXIX. Si nous désignons respectivement par N(2%u) et par
% (2*m) les nombres des solutions des deux équations

2m=z+y'+ 85+ 80, 2*m = z*+ L y* + 83+ 812,
ces nombres sont déterminés par les formules suivantes :

1 a=0:

N(4n +3)'= %(4n+3)=o,
N(gn+1)=2%4n+1)= Q[C,(Zm—i— 1)+ (— 1)E(~ 1.)5:2).[];
2" e=1:

x(2m)=o0, N@Br+06)=o0, N@Br+2)=4{(4n+1);
3o wZa:

N(4m)=a(4m)= 4%, (m), N(8m)=y(8m)=8(,(m),
N2 m)=ou(2"*m) = 24, (m), (A2o).
58. La forme x* +y*+ 5?+16¢* peut représenter tous les nom-
bres, excepté ceux qui sont renfermés dans la formule 87 + 7. L'é¢qua-

Lion
2% m = x*+ y* + 57+ 164

sc rameéne a la suivante
H%--2 — Al - 2
2%tm = x| +y; + 31+ 48,

quand « est égal ou supérieur a 2; le nombre de ses solutions est alors



54 P. PETIT.

déterminé par le théoréme XXIV (n° 32). Quand a =1, un seul des
trois nombres @, y, 5 est pair et les deux autres, impairs; on réduit &
son liers lc nombre des solutions cn fixant au troisiéme terme celui
des trois carrés qui cst pair; on a

N(zam=a+ y*+ 52 +16£2)= 3N(2m = 2 + y* + 45* +164?).

Le dernier nombre est déterminé par le théoréme XXVIII, de sorte
que, en désignant par N(2%m) le nombre des solutions de 'équation
proposeée, on a

mt—1 i

N(2m)=06{,(m)+6(—1) * 2(—1) ’li,
m =1+ 4s*, (¢>o0).

Quand & = o et que m = 81+ 3, les trois nombres , y, 5sont im-
pairs; on a (n° 32) '

N(8I+3)=NBl+3=a+y*+ z*+ {1*)=2{, (81 + 3),
car la derniére forme donne la congruence

3=3+4t* (mod. 8),

d'oti I'on conclut que ¢ est pair et que I'équation nc différe pas de la
proposée.

Sil'on a & = o et m = 4!+ 1, un seul des trois nombres z, y, = esl
impair et les deux autres, pairs; en fixant au premier terme le carré
impair, on réduit le nombre des solutions & son tiers; on a

N(4l+1)=3N(4l +1=2*+ 4y* + 43*+168?).

Le dernier nombre a été exprimé (n° 32) par la formule

i

1 .
LUhn=+D)+2(—1) i,  bda+r1=3+48,  i>o.

En réunissant ces diverses conclusions, on obtient le théoréme
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5
énoncé par Liouville dans le septitme Volume de la deuxiéme série dc
son Journal (38):

XXX. Le nombre des solutions de I’équation

2°m = x* +y*+ 3+ 161
estégal a

i

3{,(m)+32(—-—1)21i, a 2{,(m) oua o,

quand 2*m est de la forme 4n+1, 8n+ 3 ou8n + 7. Pour les
-valeurs paires de 2*m, on a

N(2m)= 6%, (m)+6(—1) T B(—1) 7},
N(am)= 2 24(= )™ [t(m),  N(8m)=1aL,(m),
N(16m)=8¢,(m), N2 m)=24{,(m), AZo.
39. Posons, pour abréger,
ax*+ by*+ cz*+di*=(a, b, ¢, d).
- Parmi les formes de ce genre ¢tudiées par Liouville, il en reste six

- (1, 1,16, 16), (1,4, 16, 16), (1,16, 16, 16),
(1, 2, 2, 16), (1,8,8,16), (1,2,8,16)

dont la théorie n’exige que les deux fonctions numériques

t—1
G(m), E(—~1)%i, m=+4s, (i>o).

La recherche des nombres des représentations d’'un nombre pair
par ces formes se raméne aisément aux théorémes démontrés ci-dessus;
c¢’est pourquoi nous considérons d'abord les nombres impairs qu’elles
peuvent représenter. Les quatre formes (1, 1, 16, 16), (1, 4, 16, 16)
ct (1,8, 8, 16) nc peuvent représenter aucun nombre de la forme
4n + 3. Les deux formes (1, 16, 16, 16) et (1, 8, 8, 16) ne peuvent
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représenter aucun nombre de 'une des formes 4n + 3, 82 + 55 enfin
les deux formes (1, 2, 2, 16), (1, 2,8, 16) ne peuvent représenter
aucun nombre de la forme 87+ 7.

L.e nombre des représentations d'un nombre 72 = 8/ +- 1 par chacune
des deux formes (1, 4,16, 16), (1, 16, 16, 16) cstle méme, car dans la
premiére forme la deuxiéme indéterminée est nécessairement paire. Ge
nombre est la moitié de celui des représentations de m par la forme
(1, 1,16, 16). Si donc nous désignons par N(m) et par 9t (m ) les nom-
hres des solutions des deux équations

(@) m=x'+ y'+163*+160,
) m=x+16y*+163*+ 162,
on a

NBn+1)=2%@8n+1); N(4n+3)=x(4n+3)=o0.

Désignons encore par N, (m) le nombre de celles des représentations
de m par la forme (1, 8, 8, 16) dans lesquelles la somme du deuxi¢me
et du troisiéme carré est un nombre impair. Le nombre de celles ou
la méme somme est paire est égal a 3t (m), ct, conséquemment, on a

N(m =a*+ 8y*+ 832+ 164*)= ot (m)+ N,(m);
car, dans I'équation
vy m=8l+1=a"+8)y"+ 83+ 160,

la somme des deux carrés y* + 5* est nécessairement paire ou impaire,
et, lorsqu’elle cst paire, la substitution

y+s=2p, y—z=2q9, Y +F=2p'+2y
raméne 'équation (y) a I'équation (B).

40. Nous remarquerons d'abord que I'équation (v) ne differe de
I’équation

() m=8l+1=2a"+ fu*+ 8y*+ 8z
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qu'en cc que I'on y pose u = 2¢, ce qui est bien permis, puisque dans
la derni¢re équation le nombre « est nécessairement pair. On a donc
(n° 37)

i

N(m = 2?+8y* + 85 +162)={,(m)+ E(—1) * L

i=1
S(m)+N,(m)={(m)+Z(—1)* 1,
m=28l+1 =i+ 4% i >o.

Nous avons ainsi une premitre relation entre les deux nombres
9% (m), N,(m). Pour en obtenir une seconde, nous aurons recours a la
forme (1, 4, 4, 4) dont nous nous sommes occupés plus haut (n° 30).
Les solutions de I'équation

(e) m=38l+1=a*+ 4y + 422+ 41

se partagent en deux groupes, dont 'un renferme celles ou les trois

nombres y, z, ¢ sont pairs, et I'autre, celles ou deux de ces trois nom-

bres sont impairs et I'autre, pair; on déduit en effet de 1'équation (¢)

la congruence '
o=y*+3z"+1  (mod2)

qui exclut toute autre hypothése. Le nombre des solutions du premier
groupe cst égal 4 ot(m); celui des solutions du second groupe est
égala 3N, (m); d'abord il est le triple du nombre des solutions de
I'¢quation

(¢") m=38l+1=a+4y*+ 43*+ 168,
qui vérifient la condition y =z ==1(mod 2). Or la substitution
y+s=2p, y—s5=2q9, p+g=y=1 (mod2)

raméne ces solutions & celles de I'équation (y) dans lesquelles la
somme de la deuxiéme et de la troisiéme indéterminée est un nombre
impair.
D’ailleurs, nous avons trouvé (n° 30) que le nombre des solutions de
Journ. de Math. (4 série), tome YI. — Fase. [, 18go. 8



58 P. PEPIN.

’équation (e) est égal & 2{,(m). On a donc
96(m)+3N,(m)= 2{,(m),
o(m)+ N,(m)=,(m)+Z(—1)

on en déduit

i~1

2

4

(m)=N(m =2a*+16y*+ 1622+ 16*) = o (m)+22(~— I)":i‘ i,
Ny(m)=2aN'(m = x*+ 82+ 10622 + 32¢%)

i—1

2

=30 (m)— 1Z(>4) * i,
L’accent de N’, dans la derniére formule, rappelle la restriction
y==1(mod 2).
41. Le nombre des solutions de I'équation
m=8l+5=u+4y*+ 16224161
sc déduit aisément de celui des solutions de 1'équation
m=8l+5=a+4y*+ 4z*+168%;

car dans la derniére équation I'un des deux nombres y, z est impair, et
I'autre, pair; en fixant au troisiéme terme celui qui est pair, on réduit
de moitié le nombre des solutions. On a donc (n° 31)

N8I+ 5=+ 4y*+1632+16%)
=iNBI+ 5=a*+ 4y* + 432+ 16*)

= 10, (81 +5) 4+ 15(—1) T i

Les deux théorémes obtenus dans ce numéro et dans le précédent
relativement & la forme (1, 4, 16, 16) peuvent s'exprimer par une scule
formule “

N(m = z*+ 4y*+165* +161*)
mé—1

= stum)+ L2+ ()T 20T,
m=04+4s%  i>o
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42. Les nombres impairs représentés par les deux formes
(1,2, 2,16), (1,2,8,16)

peuvent étre compris dans les trois formules 8/ +1, 81+ 3, 81+ 5.
Quand m = 81 + 1 les deux formes se rameénent 4 la suivante :

m=_8l+1=2a"+ 8y?+ 85+ 1622,
On déduit donc de la formule donnée ci-dessus (n° 40)

Nl +1=0a+ 2y*+ 25+ 16%)
= N(8l+1=a%+ 2y + 852+ 162)

i—1

={,(80+1)+Z(—1) *i.

Quand m =8+ 3, 'un des deux nombres y, z est pair et 'aulre,
impair, dans la formule

m=38l+3=2a+2y*+ 2524+ 16,

On réduit de moitié¢ le nombre des solutions en fixant au troisiéme
terme celui des deux nombres y, 5 qui est pair. On a donc

N(8l+ 3=+ 2y + 23+ 162*)
= aN(8!+ 3=a*+ 2y* + 852 +162).

Or le dernier nombre se déduit immédiatement du théoréme XXVI
(n® 3%4) concernant la forme (1, 2, 4, 8); car I'équation

8!+ 3 =2+ 2y*+ 4u*+ 85°

exige que # soit pair; posant donc u = 2¢, on obtient la forme
(1, 2, 8, 16). On a, par conséquent,

NBl+3=2+2y*+8z2+168*)={,(8({+ 3).

43. Laforme (1, 2, 8, 16) ne peut représenter aucun nombre compris
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dans la formule 87+ 5. Quant & I'équation
8+ 5 =ua*+ 292+ 25° 4+ 16/*,

clle exige que les deux nombres y, z soient impairs. On peut donc
poser

r+y=2p, x—y=2q, x=p+g=1 (mod2),
ce qui raméne I'équation 4 la suivante
8l+5=a"+4p*+4g*+161%;
il est inutile d’ajouter la condition p + ¢g==1 (mod 2), parcc qu’elle
cst nécessairement remplie. Le nombre 81+ 5 est ainsi représenté un
méme nombre de fois par chacune des deux formes (1, 2, 2, 16),

(1, 4, 4, 16), ct T'on déduit du théoréme XXV (n° 32) que ce nombre-
est exprimé par la formule suivante :

N(8{4 5=+ 2y + 25+ 1622) = {, (81 + 5)+ Z(— 1) 7 i.

44. Les résultats obtenus nous permettent de démontrer aisément
les théoremes énoncés par Liouville concernant les formes considérées.
Prenons par exemple les deux équations

2*m =2+ 8y*+ 8z'+ 16,
2*m = x* 4+ 16y* +165* + 1642,

Les nombres des solutions de ces équations sont déterminds dans
Ie n° 40, pour le cas ot « étant nul, 7 = 87+ 1. Ces nombres sont
nuls quand o =1, et aussi quand o cst nul ct que m est de 'unc des
formes 4n + 3, 81+ 5. Quand a cst égal ou supéricur & 2, les équa-
lions proposces s¢ raménent respectivement aux deux suivantes

27 m =z + 2y + 23% + 412,
2% =2+ 4y + 43+ 4P,
dont la théoric a été faite dans les n** 29 et 30. On obtient par la le

théoréme suivant, que Liouville a donné dans le septieme Volume de
son Journal (2¢ série, p. 77).
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XXXI. Soit N le nombre des solutions de I'équation

n=2o2*m=x*+ 16(y*+z’+ ).
1°* N=o:

st n=41+ 3, 81+5, 4l+2 ou 4(41+3);

2 n=8l+1":

i—1
N:::—,[C,(m)—}— 32‘.(—1)Ti], m=1*+ 4s?, 1>0;
P n=44l+1)="4m:

N =2{,(m);
4° aZ3,

N=o, N=38¢(m), N = 248, (m),
suivant que lona a =3, o =/, a2 5.

Liouville a étudi¢ la forme (1, 8, 8, 16) dans le Volume cité (p. 13);
il énonce les résultats auxquels nous sommes parvenus ci-dessus.

43. On obtient aussi aisément les nombres des solutions des deux
¢quations

() 2*m=uz*+ y'+16z*+162*
(B) "2%m = 2+ 4y + 1657+ 1682,

dont Liouville s’est occupé dans le Volume cité (p. 117, 105). Silon
désigne ces deux nombres de solutions par N(2%m) ct par 5t(2%m),
on a entre eux les relations suivantes (n° 39)

N(4n+1)=2x(4n+71), N(4un+3)=x(4n+3)=o0. .

On a aussi 96(2m) = o quand & = 1; pour les valeurs de « supérieures
a 1, les équations proposées se raménent & I'équation

(D) 2Pm =2+ ¥y + 437+ 4,
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dont le nombre des solutions est déterminé par le théoréme XXI
(n° 28). Il reste & chercher le nombre N(2m) des solutions de I'équa-
lion ‘
am = x*+ y?+ 162+ 167°,
Lies deux nombres xz, y étant impairs, on peut poser
€—+y=2p, w—y=2q, w=p-+g=1 (mod2);

ou raméne ainsi I'équation proposée a la suivante :

A m=p*+ ¢*+ 83+ 822
On a ainsi (n° 37)

Namy=o ou  N(am)=a[t(m)+(—1)T 2(=1)7i),

suivant que 'onam =41+ 3 oum =4l +1=i*+ 4s* (i >0).
Quant au nombre 96(47 + 1), il est exprimé (n° 44) par la formule

mi—| i1
w(m) = .},'C,,(m)-i—%[2+(-— 1) °® ]E(——I)“ i,
m=1*+ 4s* (i>o).

Iin réunissant ces résultats, nous obtenons les théorémes de Liouville,
¢noncés dans les deux passages cités :

XXXII. Désignons par o le nombre des solutions de Uéquation
n=2*m=ux*+fy*+ 163 + 162,

On a % = o si n est de U'une des formes 41+ 3, 44+ 2, 4(4{+ 3).
96:.—1[C,(1)2)+32(— I)L}li] st m=8l+1, a=uy,
:)t::;‘,[{,(m)-d— Z(—I)i:’:i] st m=8l+5 a=o.
Pour o= 2,0na

o=4(,(m) ou K=o,

sutvant que m = 41+ 1 ou 41+ 3.
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Pour o> 2,0ona

N = 4?24(”&), %:8{,("7,), %=24C¢(m),

suivant que « est égal a 3, a 4, ou qu’il est supérieur a 4.
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XXXII. Désignons par N le nombre des solutions de I’équation

n=2m=2x+y*+ 162"+ 168

L=

et par L(—1) * i une somme relative aux valeurs entiéres et posi-

tives de i qui peuvent figurer dans I’équation
m =14 4s°.
Le nombre N est déterminé par les formules suivantes :

i1I°a=o0:

mi—1

N=o ou N:‘C,(m)+[2+(—1)_‘—]2(—1)%1i,

suivant que m est de la forme 41+ 3 ou de la forme 41+ 1.

20 g =1.:

mi—1

N=o ou N= 2{,(m)+2(—1)_’—2(——1)‘;’2i,

sutvant que Von am = 4l + 3 ou m = 4l+1.

Poa=2:

N=o ou N = 4, (m),
sutvant que m = 4l+ 3 ou 41+ 1.

4° a>3:

N = 48,(m), N = 8¢,(m) ou N = 24%,(m),

suicant que Uon a o = 3, a = 4, aZ5.
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46. La forme (1,2,8,16) ne peut représenter que des nombres
pairs et des nombres impairs de I'une des deux formes 8/ +1, 87+ 3.
Nous avons trouvé (n® 43) que le nombre des représentations d’un
nombre impair /2 par cette forme cst égal &

i—1

G(m)+2(=1)%i oud {(m),

suivant que m est de la forme 87+ 1 ou de la forme 8/ -+ 3. Pour les
nombres pairs, I'équation

2*m = x? + 2" + 83* + 164
exige que la valeur de « soit paire; elle se raméne 4 la suivante
2%~ 'm =y + axt + 43 + 842,
dont le nombre des solutions est déterminé par le théoréme XXV
(n° 34).

Nous obtenons ainsi le théoréme énoncé par Liouville & la page 153
du Volume cilé :

XXXIV. Le nombre des solutions de 'équation
n=2"m=ua?+ 2y*+ 8z +16¢*

est cxprimé, suivant les cas, par Uune des formules suivantes :
1° 0=o0:

m=38L+5 ou 8l[+7, N=o, '
m=8l+1 ou 8l1+3, N=((m)+Z(=1)%i ou {(m);

m2—| i—

N={(m)+(—1)* 2(—=1)%i ou N={(m),

suivant quem = 4l +1 ou 41+ 3;
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3°a2a:

N=2{(m), N=4l(m), N=8((m), N=24L(m),
suivant que Uon @ o= 2, 0= 3, a =4 oua >4.

47. La forme (1, 2, 2,16) peut représenter tous les nombres entiers,
excepté les nombres impairs de la forme 87 + 7. Pour les autres nom-
bres impairs, nous avons trouvé (n° 43) que le nombre de leurs repre-
sentations par la forme (1, 2, 2,16) est égal &

i-1

L(m)+XE(— D% sim=0+4s> (I>0);
2{,(m) st m=8l+3.
Pour les nombres pairs, I'équation

22m = x* + 2% + 25 4+ 16
se rameéne A la suivante

2*~'m = y* + 2t + 22 + 807,
dont le nombre des solutions est déterminé par le théoreme XXVII
(n° 33). :

in réunissant ces résultats, nous obtenons le théoréme énoncé par

Liouville & la page 161 du Volume cité :

XXXV. Soit N le nombre des solutions de U'équation

2%m = x* + 2%+ 25" + 1607

i—1
désignons par E(— 1)* i une somme donti les éléments correspondent
aux diverses solutions de I’équation

m=1+(4s*

en nombres entiers i, s, le premier, positif, et le second, indifférem-
Journ. de Math. (4° série), tome VI. — Fasc. 1, 18go. 9
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ment positif, négatif ou nul. Le nombre N est exprimé, suivant les
cas, par les formules suivantes :

I a=0:
-1

2

N={,(m)+E(—1)
N=2{,(m) si m=81+3, N=o si m=8l+7;

st m=4l+1,

m—1 i—1
N=2[‘C_,(m)+(— I)TE(—-I)TL'J st m=4{l+1,
N=2§,(m) si m=/4l+3;
3 a=2:

m—1

N:Z[Z—F(——I)T]C,(m);
N =12{,(m), 8% (m) ou 24(,(m),
suicant que l'on a a = 3, & = 4 ou o. > 4.

48. L’emploi de la fonction
i—1
2(—1)"14

montre que Liouville a déduit des relations entre les séries elliptiques
plusieurs de ses théorémes relatifs 4 la théorie des formes quadratiques
cuaternaires. On peut résoudre les mémes questions avece les formules
générales données dans la premiére section; mais, au licu de la somme
relative aux valeurs enticres et positives de ¢ qui figurent dans les so-
lutions de I'équation |
m=1-+4s*

on trouve une autre fonction numérique dont le calcul est plus com-
pliqué. Pour I'obtenir, on décompose le double du nombre impair m
en deux parties impaires et positives

(a) am=m -+ m’;

v
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puis, pour chaque décomposition, on calcule pour chacun des deux
nombres m’, m” 'excés du nombre des diviseurs 164+ (1,7) sur le
nombre des diviseurs 16/ + (9, 15), et 'on désigne ces deux nombres
par E,(m’), 5,(m"); on calcule aussil'excés E,(m’) du nombre des
diviseurs 16/ + (3, 5) de m’ sur le nombre des diviseurs 16/ + (11, 13);
on détermine le nombre analogue E, (m”); enfin on forme la somme

L, (m"YE (m") + Ey(m') E, (m”),

m'—t
que U'on multiplie par (—1) * . La somme de tous les produits sem-
blables qui correspondent aux diverses décompositions de 2m en deux
parties impaires et positives peut remplacer, dans les théoremes pré-
cédents, la fonction introduite par les formules empruntées a la théorie
des fonctions clliptiques. Les deux fonctions sont reliées entre elles par
la relation

“(~1)m; [E (m")E, (m”)+r (m") Ey(m")|

— (=0T A=)
On abrége le caleul de la premiére fonction en observant que

L, (m)=o, si m =160+ (9,15),
5, (m)=o, si m =164+ (1,7),
E,(m)=E,(m), sim=16{+(3,5),
E,(m)=—LE,(m), st m=16{+ (11,13).

Pour plusicurs des formes quadratiques précédentes, Liouville a dis-
tingué le nombre des solutions propres, dans lesquelles le plus grand
diviseur commun des quatre indéterminées est égal & 1. Il a fait la
méme distinction pour plusieurs des équations dont nous avons encore
i nous occuper. Le mode de démonstration étant le méme pour toutes
ces équations, il est avantageux de les reprendre ensemble & ce point
de vue.



