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SUR CERTAINES EQUATIONS AUX DIFFERENCES PARTIELLES. /05

Remarques sur certaines équations aux différences partielles
d’ordre supérieur; '

~Par M. Aveust GUTZMER, 2 Beruiv.

Dans son Mémoire sur Uéquation aux différences partielles du
quatriéme ordre AAu = o et sur Uéquilibre d’élasticité d’un corps
solide ('), E. Mathieu a étudié ’équation

0t u dotu dtu d*u Fu dvu
My = das T oyt T oF T 25 dy® T2 5 ds* 2 dy*oz?

=0,
obtenue en appliquant & expression

\, _ 0w Py  Ju
Au = oz + W + el

cencore une fois I'opération indiquée par la caractéristique A, ct ce
géométre a introduit la définition du second potentiel, fonction w de

2R qui satisfait a I'équation

Aw = o,

(V) Journal de Mathématiques, 2° série, t. X1V, p. 378-421; 1869. Voir aussi
la Théorie du potentiel et ses applications d U'Electrostatique et au Magné-
tisme, du méme auteur. ‘
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si le point (x, y, z) se trouve en dehors d’une masse distribuée dans
un volume w, et I'équation

AAw =~ 8ng(z, ¥, 5),

si le point (z, y, 2) est situé & I'intérieur de w et out ¢ désigne la den-
sit¢ de la masse. En particulier, Mathicu s’est occupé du cas spé-
cial ot 'équation AAu = o est réduite & deux coordonnées. L'étude
du Mémoire cité nous a fait reconnaitre qu'on peut aisément étendre,
d’une maniére générale, les formules et les résultats qui y sont con-
tenus; c’est ce que nous nous proposons de faire voir dans ces remar-
ques.

1. Occupons-nous d'abord de I'expression

__Q%u BPu

Au-—--d—gg—}"-a}-;)

réduite 4 deux coordonnées. En y appliquant I'opération 4, nous
aurons
d*u du du

2 —_— — —_— —
Nu=AAu)= = +255 T

de méme nous trouvons

6 6 [ [
du 3 0 u 3 0 u du.

3,  ou ot
Au= gzs T g dy? + 95 ay* + oy

Iin continuant de cette maniére, on obtiendra généralement

oy n 02" u n 2% u
I/ — — S — —_——
A u= oxt + (I ) ox2n—2 dyz + (2) dx‘m-k dyh “+...

(" 0*" u ?*"u
n—1) dz* gy - ayn’

commeon démontre aisément par induction. C'est 4 de telles équations
que se rapportent ces remarques.
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2. On sait que ’équation
Au=o0

est remplie par ¥ = log; et donc de méme par

I
u0=log; “+ 7T,
olt

r*=(x—a)*+(y—b).
Or, Mathieu a trouvé que la fonction
2 I 2
uy=rlog- +r
satisfait & I'équation
: |
Ay, 2/4108'; = fu, — 4,

ct par conséquent a I'équation
Alu,=o.
Nous avons
u, = riuy;
cherchons done si la fonction

P 1
u,=r*u,=r*u,=r'log S+

satisfait & I’équation
Au=o.

En effet, on a
Auy,=16u, — 3r?,

A%y, = 64 uy — 9b,

Au,=o.
IEn considérant maintenant généralement la fonction

1
uy, = r¥ (log; + :),

407
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on trouve aisément

A. uy = 2*\%y,_, — 23N,

soim 2 s [ 2 ()
A3”"='°[(> )'3)'] e [(x~s)vJ G+ +>‘i‘3> e

et, généralement,

PN 1
Vps o 52V — ._()—v)
Ay =2 [()\—v)!_‘ ey — 22 [(7.—v)r| E)—/.’

On voit immédiatement qu’on aura

Auy = Au, + B;
donc la fonction u, satisfera & I'équation
A,,).H Uy = 0.
Comme uy, u,, ..., %, satisfont déja & des équations d’ordre infé-
ricur, ces fonctions rempliront identiquement la derniére équation;

d’ol 'on conclut que I'équation

. Au=o0
aura la solution

U=1Uy+ U ...+ U,_,

=<log%+l)(l.o+, I |),
ou, plus généralement
u, plus g )
. I, .
U= gt (1*)+ log =, (1),

ou l'on a désigné par g,_, () et b, (7*) deux fonctions enti¢res de
degré (n — 1).
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a. Soient maintenanl

2,(a, b), o,(a, b), e Yuei (@ )

n fonctions des coordonnées (@, b) d’un point situé & l'intérieur d'une
partiec  du plan limitée par une courbe fermée, et supposons que ces
fonctions s’annulent pour tous les points a I'extérieur de w; considé-
rons alors les expressions ‘

¢, = fuo oo(@, b) do,

0, = [u‘ o, (a,v b)dw,

¥

Op= [ltlavl ?n-—l (a) b) d(ﬂ,

) . ] . . 110 a5
o l'intégration sc fait sur tous les éléments de w. Evidemment la
fonction

a0 1
0= [ . Dy (a, b)dw = [‘I"o ”(log 7 -+ [> Pr—i (aa b) dw
satisfait a 'équation
Ao, =o, (A=1,2,...)

si le point (&, y) s trouve a I'extérieur de w; donc on a, dans ce cas,
en posant

V=040, +...4+ 0,
P’équation

AV = o.

Si, au contraire, le point (#, y) est un point intévieur 4 w, on a,
comine on sait,
Ao, = —amo,(x, ¥).

Journ. de Math. (§* série), tome VI.— Fasc. IV, 18go,

&)
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Or, en prolitant des relations des u) (n° 2), on a, généralement,

Apy =40\~ [;f'{;, (@, 0) dw,

ot ¢}" est la valeur de v, qu’on obtient en y substituant o, (a, #) an
lieu de 9,(a, b). ATaide de I'équation précédente on pout donc con-
clure que, pour un pomL intérieur,

Atpy =— 8wy, (., ¥ ).

IXn continuant de cetic maniére, on lrouvera aisément que, pour un
point intéricur de o, on a

Ny = — 2 (A—1)! PRga, (5 3),s

¢quation correspondant i celle de Poisson. La somme V satisfait évi-
demment a U'équation

AV =—=Y 22k — O P (e )

=1

ou A est égal & w.

Il n'y aurait pas de difficulté & donner un sens physique 4 ces fone-
lions ¢,, comme Mathicu U'a fait pour le cas n =2, ct l'on appel-
lera donc ¢, vy, ..., , le premier, le deuxieme, ..., le 2™ potentiel
de n couches de matiére répandues sur @ avee les densités z,,7,. ...
u,-, et qui agissent d’aprés des lois qu’on peut trouver des fonctions
oy Uy oovy U,,. Dailleurs le potentiel ¢, différe dn potenticl loga-

rithmique ordinaire d’une conslante M = ] oo(a, b) do, égale a la

masse d’une couche de matitre répandue sur w avec la densité g,
- Nous avons introduit cette constante pour plus d’uniformité et de gé-
néralité dans les formules.

11 se comprend de soi-méme qu'il faut supposcr pour ces fonctions
certaines conditions de continuité remplies pour que les opérations
alent un sens.
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4. Iin considérant maintenant le cas ot & est une fonction des trois
variables (, y, 5), nous partirons de

Ju 2w u

, Au= s -+ 7 -+ —_— Ik
d’ol nous tirons
2 AT L FPu d*u du du
Au= 7 T o o + o T2 Jziay + 2559+ 2 Frr
) o o%u 2% u d%u du
Sl -l il 7 +3 g+ 3 g + 3 70
+3 ofu +3 M’u +3 dou 0%u

gty T2 3zres T gyras O ggyas

et, en général,

n

n! a2y
AII U= )
N g,_o Mplvl gz gy gz

(7.+(.l.+‘l =n)

Or, I'équation Au=oest remphe par u = -:- et u=r"=1; donc
nous posons
Uy =1 +1,
ol

rt= (o —a)+ (y =D + (s — o),

cette fonclion satisfera a 1'¢quation Au = o. Si nous prenons mainte-
nant, comme au cas considéré au n® 2,

1
u, =r1r4u, =1 <7_ -+ 1),
nous aurons

done
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on aura
A ) = 27\(27\ — l) Uy -+ 2'21,31-2,
A*uy=2h(2h—1)(2h —2)(2A— 3wy, + 2.2.2h(2 A — 1) (2h —2) %4,
Auy=2M(2h— 1)...(2A — B)up g + 2.3. 2K (2h — 1)...(2A = 4) 7",

........ RORY D R R I R I R R R R N T I T N BT AT ISP S SR

! ) !
Ay (22)! (2))

g = 7229
(2h —2v)! (2h—2v +1)!

Uy, + 2V

On conclut de cette équation immédiatement que
Atuy = (20) gy + 2A(2A)!,
et, par suite, la fonclion u, satisfait & 'écguation
Ay = o.

Comme on a aussi identiquement A*#¢y, = o pour k=2, 3. ... la
somme des n fonctlions

U=+ U, +...+U,._,

1 2 D ppmt 2n -2
e e A e e e S it
ou, plus généralement, la fonclion

sy ! ;
u=g,.,(r*) + =y (7).

ot g,—, et h,_, sont deux fonctions enticres de degré (n — 1), satisfera
a I'équation

Au=o.

5. Sinous désignons maintenanl. par g,(a, b, ¢), 5, (a, b, ¢). ...,
$u-i (@, b, ¢), nfonctions des points (a, b, ¢), situés & Uintéricur d’an
volume o de Pespace, et si nous supposons que ces fonclions s'éva-
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nouissent au dchors de w, il est ais¢ de démontrer que les expressions

¢ =fuoapo(a, b, c)dw,

O :fuu-l?n-q(a, b, C)dO)’

ol I'on integre sur tous les éléments de o, remplissent respectivement
les ¢quations

Av, =0, Ao, =0, R

pourvu que le point (%, y, z) se trouve & I'extérieur de w; de méme la
somme V=0, + ¢, +... + ¢, salisfera & 'équation A"u = o pour un
point extérieur. Dans le cas conlraire, on part de I'équation de
Poisson

A, = — 47‘7'{‘0(‘1"7 Y 5)7

cl, en profitant de expression de A'w;, (n°® 4), on obtient facilement

Ao, = — 87y, (z, ¥, 3),
ct, généralement,

M= = 2k = 2)! 475, (%, 7, 3),

de sorte que V satisfait, pour un point intérieur, a I'équation

AV =—47)Y (2A—2)! A.”—)‘?A-a(wn)/a 5)
! .

h=

Comme au cas considéré au n° 3, on désignera les fonctions ¢,
U4y «ovy 0, SOUS les noms de premier, de deuxieme, ..., de a¥ "¢ poten-
tiel. Chaque potentiel est composé de dcux parties dont I'une a 'expo-
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sant de 7 impair et autre pair, de méme qu’on a, dans le cas de
deux coordonnées, une partie logarithmique ct une autre ot I'expo-
sant de 7 est un nombre pair. D’ailleurs, notre définition différe un
peu de celle de Mathieu pour le cas n = 2, ainsi que ¢, différe d’une

constante M = / (@, b, ¢) dw du potentiel newtonicn f M’TQ’—E—) do..

6. Les mémes considérations que nous venons d’employer pour les
deux cas ot u estfonction de deux ou de trois variables peuvent servir
pour le cas général o « est une fonction de ¢ variables indépen-
dantes .z, :t,, ..., Z,. On sait que la fonction

- 7p—2 ’

u

satisfait & Péquation

P
oll

i=1

2

)

N

|

Au:E

i=1

[

X

= 3 (e

Sans entrer dans plus de détail, remarquons seulement qu’il y a wne
différence essentielle entre le cas ol p est un nombre impair et celui
ol p est un nombre pair.

Dans le premier cas, on peul poser

uo=',‘—_2+l,
o)1
lto:’“(‘;_—:.;-l-l ’
!
Uy =r —-—r_2+l,
................... R
y =r?(—— 41
A= P2 ?

et ’on voit alsément que ces expressions remplissent

les équations

Auy=o,

‘ 2 an
Ay, = o,

Alu,=o, ey

respectivement

Mt gy
Ay =o,
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de sorte que
U= Uy U+ .+ Uy

ou encore plus généralement
2 1y 2
U =gy (’“)"*‘ ',._p:.v'/‘n-l (’ o)a

ol g, ¢t h,_, sont deux fonctions enti¢res de degré (2 — 1), repre-
sente une solution de I'équation .

Ay =o.

Avece ces fonctions uy, on peut former des potentiels des diftérents
ordres, et il est évident que ch:(que potentiel est composé de deux
partics, dont I'une a 'exposant de r impair et I'autre pair.

Mais si g est unnombre pair, soit p = 24, il n'est pas possible d’avoir
des puissances impaires de r, parce qu’elles se réduiraient successive-

\ P 1 1 e
ment a I ;, ;_-3'1 RS ]—'-P—:i’ ’,?—_l’ LR dont aucunc ne satisfait a l’(‘.(lllil-

tion A = o. Or on reconnait facilement que les fonctions

1
u, = 7353 -+ 1.
o 3
uy =r° (;T;JZ + '>,
i
w, =rt <r2'7-- ~+ l)»

PR I I N R I BURE SUNC Y

satisfont respeclivement aux équations

<

Auy = 0, Ay, = o, Auy,=o, ... A g, = o.

Mais si nous cherchons maintenant unc fonction analogue w,, satisfai-
sant & I'équation A**'uy = 0 o A > 5 — 2, 1l faul introduire la fone-
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. i ~ . ' e . I} o
tion log ;-bn cflet, on vérificra sans difficulié que les fonctions

J
uc_‘ — [og 7' —+ ,-20’—-2,

o |
Ug =1° (log—_ + 7'2”‘-’),

remplissent respectivement les équations
AUs =0, A™u;=0, A"y, ,=o, vy AT L=,

L’équation
A'u = o,
ol nous supposons p =20et n >0 — I, $OiL n = ¢ — 1 + v, sera donc
remplie par la somme

U=Uy+ U+t Ugoy+ Uy Ugt .. Uy,

. . -_—9 . . .
(qui contiecnt v=n+1—oc=n— 5 CXPressions logm'itlu'nu]ucs.

Evidemment on a aussi cette solution plus générale
T 2 ! 2
U= TR Su+e-2 (7 ) -+ log > hn-—d’(’ )

~ou g et ki sont deux fonctions cntitres dont les degrés sont indiqués
par les indices. Pour p = 2 ou ¢ =1, tout est d’accord avec le n® 2. Il
est clair que les potentiels d’ordre supérieur qu’on peut former avec
ces fonctions u, offrent de grandes analogies avec ceux que nous avons
considérés au n® 3.
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7. Dans le n° 6, nous avons trouvé que ’équation

-

(1). . Au=o0o

a l'intégrale

(2) U=¢ n i(’ )+ n—l(’ )7
ou ‘
(3) u= -,,—,',_—z Znroa(1?)+ log % l¢,,_,(1'2),

suivant que g cst un nombre impair ou un nombre pair; on voit de
plus que cette intégrale contient 27 constantes arbitraires.

Or, il peul étre démontré que ces expressions (2) et (3) sont les
fonctions les plus générales de r qui satisfort & I'équation (1). Clest ce
que nous voulons faire voir dans ce numéro.

In effet, si nous supposons que z n’est fonction gque de r, I’ cquauon

du
Au = d,’—o

=1

se Lransformera aisément dans une équation différentielle linéaire et
homogene

d*u o—1 du
, | pu—,
( ) dr? r dr

En réitérant l'opération A, on obtient A*u = o ou,

diu p—rdu  (p—n(p—3)du (p—n(p—3) du _
7N A ¢ dr T s @

De méme on verra que I'équation A’ u = o se transformera dans

diu p—1 diu (p—l)(p —-3) dbu
darv +3 r 3—5 +3 r? drt
(P-—l)(P—3 (p—8) dfu ’ 3(°-')(P—-3)(P—-5) d'u
rs drv r ' dr?
+3 (p—1)(p—3)(p—3) du —o.
78 dr

Journ. de Math. (4 série), tome VI. — Fasc. [V, 18yo. 53
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En continuant de cette manitre on reconnaitra que l'équation
A*u = o sc transforme dans une équation différenticlle linéaire de la
forme

d*ry foy d2r-ty Aoy d??~20 dogpq due
— o—— . [, o — e —— == ()
drin r dpe—t 72 dpen-2 + + prra=t dp !

ol les & sont des constantes qui ne dépendent que de p, et que cette
équation a l'intégrale générale de la forme (2) ou (3), suivant que g
est un nombre impair ou un nombre pair.

Il y a encore une autre démonstration de cc méme fait, laquelle mon
ami, M. P. Giinther, m’a communiquée et que je reproduis ici.

On voit aisément que 'équation (4) peut étre écrite de cette ma-

niére : :
d dn
-p & (-t G0N
" (’ 4;-) s

de sorte que I'équation réitérée devient

d d d
n — =P 7 gt 2T = T gt L el D 0t —_—
At =1 rRARND A rt A - 1 =0,

ot I'on a cmployé n fois Popération

d d
-p 2o &
"t @

Or, sil'on a généralement I'équation

tl‘-.ﬂl-ﬁ'" iy [fi—lz[—p'l o A d . d Pl (l')"

" @A d T

elle prendra la forme

o[+t ¥ oy dm' y

il m’b,,, ll')' .
dt"""" t dl"'

+“.'+Fm-——0,

comme on reconnait de ce fait que ses intégrales linéairement indépen-
“dantes

: ¢ ! o
Ve =f t*‘»dl-f j et (z=1,2,...,m),
1 1 !

Yiner =1,
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n’ont que les deux points singuliers = o et # = et qu’elles n’y de-
viennent pas indéterminées, parce qu’elles sont des expressions du ca-
ractére & (') appartenant, pour { = o, respectivement aux exposants

(5) gp“ =P'rn’j_f"/n—l+"'+f"m+’)l—a+l <a=l’2"°"’n);
l Plni-l:(‘;

Ces exposants sont les racines de Péquation déterminante (d’aprés
M. Fuchs)

p(p—1)..p—m)+ &, p(p—1)...(p— m+1)+..'.+ dopp) = O

et ils peuvent servir & trouver les expressions des constantes &, 4 I'aide
de leurs valeurs (5).

En appliquant 4 Péquation A"u = o ces remarques tirées d'un Mé-
woire de M. P. Giinther : Ueber die Bestimmung der Fundamen-
talgleichungen in der Theorie der linearen Differentialgleichun-
gen, qui sera publié¢ prochainement, on a

m =2n-—1,
(6) pu =2n—21, (i=1,2,..,n—1), .
" Paisy =20 — p — 21 (i=o0,1,...,n—1),

Pan = 0.

Si p est un nombre impair, il ne peut jamais arriver que deux racines
de I'équation déterminante soient égales : doncl'équation A"y = o0 a
les intégrales lin¢airement indépendantes

Uy = 1'Pa (e=1,2,...,2n0).
Mais si p est un nombre pair, il vient, en posant 2n = p + 24,

P = Pan—2hy P3= Pan—2h42, sy . = Pany

(*) Voir le Mémoire de M. Fucus, Journal fiir die reine und angewandlte
Mathematik, t. LXV], p. 155.
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etilest aisé de voir qu'il n'y a pas d’autres égalités entre ces racincs. De
14 on conclut, d’aprés les principes de la théorie des équations différen-
tielles linéaires, que les intégrales

)'pz_n—ah, /‘pzu—sh-n, ]'pm,

AERE)
doivent étre remplacées par celles-ci
rtslogr, reslogr, ..., rfuologr.

“n ayant égard aux expressions (6), on voil aisément que linté-
grale générale de 1'équation (1) cst de la forme (2) ou (3) selon que's
est un nombre impair ou un nombre pair, ce qui démontre que ces
expressions représentent en effet les fonctions les plus générales de 7
ui remplissent A%u = o.

Le cas ot p est un nombre pair peut donc étre désigné générale-
ment, dans le sens expliqué, comme le cas logarithmique.

8. Finissons ces remarques par un mot sur la formule de Green
‘ . gu A%
(1) f.(UAV—VAU)dm :f(v% - Ud—;)dc,

ot U ct V désignent deux fonctions des coordonnées d'un espace (') w
linité par ¢ et ol n désigne la normale de 'élément ds divigée vers
I'intérieur de a.

Si I'on remplace dans la formule (1) U par AU, il vient

f@auay - vaUydo= [(VEL — a0 2} ds,

et si 'on remplace de méme dans (1) V par AV, on aura

5

[(U&V —aUAY)do _—_/(A\gﬁ — U %Y 4.

A
an |

(') La formule subsiste encore si » est un espace de p dimensions limité par
un espace ¢ de p—1 dimensions. Voir C. NeuMann, Zeitschrift fiir Mathe-
matik ynd Physik, t. XIL; 1867, et Bevtaami, Memorie dell’ Accademia di Bo-
logna, 2¢ série, t. VIII; 1868.
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En ajoutant ces deux équations, on obtient

‘ (UA*V - VAU) do |

| TNy [y U oV

' (\l 77;' —[J -d_ll'—-.)dc +'/(AV-(7’—L--—-AIJ 011)(15
Cette formule généralisée de Green-a été donnéo'p(u Mathieu,

mais on peut la gencrallsm encore davantage. En effet, si I'on remplace
dans (2) V par AV, il vient

[(OaY — AV & U do

__.[.(AV au UM lc+/<.&’V——- — AU %—})dc,

ct remplacant dans (2) U par AU, on a

[(AUAY - VA*U) do
= [(v -y do+ [(AV L — 22U L) ds.

Iin ajoutant ces deux derniéres équations, on obtient

[(USV—VaU)do+ [(AUAV — AV A1) du

_/( 0A2U- %—%—V—)dc

/

) 2L[(AV 1Y _aU "-(;’—HV) da+f<A-'vg,—‘j — AU g—:—;)dc.

Or V'équation (1) nous donne, en y remplacant U et V par AU
ct AV,

[(AUAV — AV 8 U) do = [’(AV S AU %;)dn‘
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la soustraction de cette équation de la précédente donnera donc

sf(UMV VA U)do

VRU o v> o +f(AV 2U _ AU Q{%;)dc

' +.[<A’V% — AU g—l\;)d

.

En continuant de cette maniére, on arrive & démontrer cette for-
mule

il

U(UA'"V — VA"U) dw

((}) | m m—1-L11! | YA m—~1~X
( 2 f ( Ve T on . —4a'u = on V) s,
ol

AU =0U.

L’équation () représente la généralisation du théoréme de Green
(pour m =1). Elle joue dans I'étude des potentiels d'ordre supéricur
un role analogue 4 celui de I'équation (1) dans la théorie du potentic
ordinairc ou & celui de I'équation (2) dans la théorie du deuxiéme po-
tentiel. Nous n’entrons pas ici dans la recherche de ces applications de
I'équation (G).

Les conditions de continuité qu’il faut imposer aux fonctions U et 'V
et aux dérivées de ces fonctions sont aisées & reconnaitre, ¢’cst pour-
quoi nous ne les avons pas énoncées explicitement.




