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Sur tes relations qui lient les éléments d'un système orthogonal 
aux fonctions thêta et sigma d'un seul argument et aux 
fonctions elliptiques et sur une théorie élémentaire de ces 
transcendantes, déduite desdites relations; 
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PAR M. FERDINAND CASPARY. 

Mes recherches, relatives aux fonctions thêta d'un nombre quel-
conque d'arguments, m'ont conduit à des relations entre ces fonctions 
cl les coefficients d'un système orthogonal. 

Dans le cas où le nombre des arguments est égal à ι et à 2, ces rela-
tions prennent'une forme extrêmement simple. 

Il y a, dans ce cas, pour les fonctions thêta, pour les fonctions 
sigma et, par conséquent, aussi pour les fonctions elliptiques et pour 
les fonctions hyperelliptiques de première espèce des théorèmes qui 
lient, d'une façon très simple, toutes ces fonctions aux neuf coefficients 
amn(mi n = i, 2, 3) d'un système orthogonal et aux six quantités 

Ph— ~~ (#1 kda
Kl

-\- a^da^-l·- a^daf), 

ν h === a%, dai ( -f- α^2 da/2 -t- a^3 da, 

où Λ, /c, l désignent les nombres ι, 2, 3; 2, 3, 1; 3, 1,2. 
Entre ces quinze quantités a

mn
, JDa, vk) que j'appellerai éléments 
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d'un système orthogonal, existent un grand nombre d'identités algé-
briques et différentielles. 

Les identités algébriques, dues àEulcr, sont bien connues et se sont 
présentées très souvent en Mathématiques pures et appliquées. 

Les identités différentielles, au contraire, bien que Lagrange cl 
Poisson en aient déjà donné les plus simples, ont été employées seule-
ment, dans ces derniers temps, par M. Hermite et par M. Darboux. 
En me réservant d'établir, dans une autre occasion, ces identités diffé-
rentielles d'une façon plus complète qu'on ne l'a fait jusqu'à présent, 
et d'en déduire des résultats, relatifs aux fonctions elliptiques et aux 
fonctions liyperelliptiques de première espèce, je me permets de si-
si gnaler ici une seule conséquence. 

On connaît les recherches élégantes et profondes, ducs à M. Hcr-
initc et à M. Picard, relatives à l'intégration de quelques équations 
différentielles du second et du troisième ordre au moyen des fonctions 
elliptiques; ces résultats importants peuvent être tirés des identités 
entre les différentielles d' a

mn
 et dr~xph} dr~K vh pour r égal à 2 et à 3. 

A l'aide de cette remarque, on peut généraliser ces découvertes de 
M. Hermite et de M. Picard et l'on peut établir des résultats analogues 
pour les équations différentielles d'un ordre supérieur et pour les fonc-
tions hyperelliptiques de première espèce. 

Les identités différentielles entre les éléments a
mn)

 ph, vh et entre 
leurs différentielles dra

mrn
 d'~xph, dr~1vh s'emploient en deux sens. 

D'une part, on peut en déduire la théorie des fonctions thêta et 
sigma d'un seul argument et de deux arguments, ainsi que la théorie 
des fonctions elliptiques et hyperelliptiques de première espèce. 

D'autre part, ces identités conduisent à l'application desdites fonc-
tions aux problèmes de la Mécanique et de la Géométrie, à cause de la 
nature des éléments a

inn
, ph, vh. Les coefficients a

mn
 (m, 11—\, 2, 3) 

désignent, comme on le sait, les cosinus des angles, formés par les axes 
rectangulaires de deux systèmes de coordonnées. Par conséquent, en 
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Mécanique, les quantités ph et pA sont proportionnelles aux compo-
santes de la vitesse de rotation autour de Taxe central suivant les di-
rections des axes rectangulaires pour le mouvement direct et inverse, 
lin Géométrie, ces mêmes quantités sont liées à la théorie de la cour-
hure des courbes gauches et des surfaces. C'est à M. Darboux que l'on 
doit la découverte de cette liaison dont cet illustre géomètre a tiré des 
résultats du plus haut intérêt. 

Le Mémoire présent est consacré exclusivement à la théorie des 
fonctions thêta et sigma d'un seul argument et à la théorie des fonc-
tions elliptiques. 

Après avoir exprimé identiquement les quinze éléments d'un système 
orthogonal par quatre quantités quelconques (n° 1), je déduis de ces 
identités,, au moyen des transformations du second degré (n°2), les 
théorèmes ! et JI qui lient les éléments d'un système orthogonal aux 
fonctions thêta et sigma (nos 5 et 4). 

Les théorèmes énoncés fournissent, d'une façon élémentaire, et 
avec très peu de calcul, la théorie des fonctions thêta et sigma, en 
toute leur généralité. 

Pour en donner les principes, j'établis quelques-unes des idenLités 
qui ont lieu entre les éléments a

mn
, ph) vk (n° *»). D'abord je tire de 

ces identités les relations, relatives aux fonctions thêta (n° 6) qui 
fournissent l'inversion des intégrales elliptiques de première espèce 
(n° 7); de plus je transforme un cas spécial du théorème I en le théo-
rème III qui lie les éléments d'un sytème orthogonal aux fonctions 
elliptiques (n° 8) et, pour montrer, par un seul exemple, la fécondité 
de ce théorème, j'en tire, sous des formes bien différentes, les for-
mules d'addition des fonctions elliptiques sn, en, dn (n° 9). Enjoignant 
alors le théorème III aux théorèmes I et. H, j'obtiens les expressions 
des intégrales elliptiques de deuxième et dé troisième espèce au moyen 
des fonctions thêta, leurs théorèmes d'addition, et les formules fonda-
mentales, relatives à la fonction p(u) et aux fonctions sigma (nos 10 
et 11). Enfin j'aborde les fonctions doublement périodiques de 
seconde espèce et j'ajoute quelques remarques sur les différents points 
de vue sous lesquels les recherches que l'on va lire peuvent être con-
tinuées (n° 12). 

Journ. de Alalh. série), tome VI. — Faso. IV. 1890. 47 
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1. Expressions identiques des éléments d'un système orthogonal. 
— Les neuf coefficients a

ma
(rn, η = ι, 2, 3) d'un système orthogonal, 

liés entre eux par les relations 

Q'mK ^/«3 * ) yj ■ « 
) \ly£m\ /, m — 1, 2, 0) 

&mK ^/2^/na ^3^/13 — Ο ) 

et les six quantités 
f Λ, /f, l = r, 2, 3 \ 

/?/» = — (β^ώ
(
/Η- a

ik
da.

i(
-\- a

sft
da

3Î
) \ I 

α^ dai 1 —t- a^» dcii» -4- α^3 dai3 Ι I 

peuvent être représentées identiquement au moyen de quatre quan-
tités quelconques a,, a2

, a3, a
4

, comme il suit : 

I Λ> = α
{
α.ι — a

2
a

3
, ί=^—ι· 

j dAe(a,, ia
1{

 ) = a* -4- ai;, 
®io(a,

2
+· iaix

) = — i(a~
t
 — ai;), 

«A.(a,
s

-l· ia
23

) = — 2ia
{
a

x
\ 

I Λ(α
Μ

 — I«
2I
)= «3-+-a;, 

Λ>(α,2 — ia
22

)~— i(al — a1;), 
Λ,(α

)3
 — iaXi) = — 2ia9aH ; 

jua^, = — z(a
1
 a

:î
4- a

2
«

4
), 

1 eilît α3 2 ■— ( a 1 a3 a2 a4 ), 
1 Aa„ = - (a, a.4 4-a2a3); 

i«i>(p, + ip2)·= 2 (a, c?a3 — a3 οία,), 

Λ (ρ, -h i'p
a
) = — 2 (a, da.

x
 — a

2
 ), 

λ(/?
3

-+-Ρ
3
) =—2i(a2û?a3 —· a3c?a3), 

l — ip2)= 2 (a
2
da

4
 — a.

%
da3), 

I a»(p, — ιρ
2
) = — 2 (a

3
da

4
 — a

4
da

3
), 

\ x(p3~p3) — — ii{a\das — aHdaK). 

(A') 
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2. Formules auxiliaires, relatives aux fonctions thêta. — Pour 
transformer les identités (-·») et (3') en relations relatives aux fonc-
tions thêta, je rappelle rapidement quelques formules auxiliaires. 

Jacobi a défini les quatre fonctions thêta par les séries 

2r («>, q) — 2(~~ 0
μ,
?

μ
'
<?2μ,,/= 1 — 2^cos2fr-H 2^4cos4î^— 'i^cosGn- 4-...), 

3,(<v, q) — — el*^)wl= 2\/^(sin(v — ̂ 2sin3«-,-f-^0sÎn5(ï'' —...), 

Sr
a
(w, q)--= j^q* 6

;*μ.+-υ«·ι __
 2 y^(c0 sw 4- y2 cos 3 w 4- ^ecos5(·^ 4-...), 

3r
:
,(tr, q) — ^μνμ""' = ι -μ 2^rcos2(V4- 'iq* cosl\w -4 2^®cosG(v 

(|A = 0, ± I, ±2, ±3, ..., ±C0). 

Si Ton forme les produits £(<*>, g) S(x, &,(«, ^), 
on trouve aisément les formules suivantes, connues sous le nom de 
transformations du second degré (') : 

ι S{vv,q)S (x, q)= ^
;
,(w-hx

f
q2)^

3
(^~x,q-) 

I — S2(w4-x, qa)$g({*>-~ x, q2), 

£r, (<*>, q) Sr, (x, q ) = £3(«> 4- a?, çî2) S3(w> — a?, y2) 

< — -H a?, ^r9) Sr
a

<*v ~ ar, gra), 

^ I Sa(«>, î) ^(·χ5 q)— -x'» £~) q~) 

I 4- Sr
2
 ((U 4- Χ, £2

) S
8

(w> — x, 0
a
), 

! £
8
(<v, q)2r

a
(x, q) = £

8
(w 4- x*, gf2) £,(«.· - x, q'2) 

^ 4- ^(o-' 4~ X) &2((ï·' — x1, çr). 

(') Voir Bulletin des Sciences mathématiques, t. XIII, p. 93; mai 1889. 
Les formules qui représentent les transformations du second degré sont les 

conséquences les plus spéciales d'une expression importante que M. Sehrôter a 
établie pour les transformations du degré η dans sa célèbre Thèse de doctorat, 
intitulée : De œquationibus modularibus. Regiomonti Pr., p. 7; 1854· 

On pourra consulter à ce sujet aussi la Note de M. Sehrôter, publiée dans ce 
Journal, 20 série, t. III, p. 258; r808. 
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En introduisant les quatre quantités 

(Λ ) Ί
 = A« α2. = Α

2

3,(Φ-.Χ·,£
2
), 

( α<2 = A, 32(Φ 4-aa3 gr2), oe22 = Aa 32(Φ — ^2)> 

où Am A2
 désignent deux fonctions quelconques, et en écrivant, pour 

abréger la notation, au lieu de 3(Φ, q), 3(χ, </), ..'38(Φ, q), 
y), plus brièvement 3(Φ), S(#), ..., 33(Φ), ^(œ), les for-

mules (JU) prennent la forme suivante 

(*A,
2
) 

ia,,a2t — oc,2a22 = A, A2 S («AS (a?), 

a
n

a.
a

, 4- αι2
α

22
= A, Aa 38(Φ) 38(a?), 

1 I I ^22 ^12^2) — A j A
2
 S J ( «A rj | ( j 

I α,,α
22

4- α
12

α
2ι
 = A, A

2
 S

2
(^)S

2
(.7;). 

• De plus, on déduit des formules (A) 

j a?
3
= A; S

3

(o)S
3
(«^-t-a;), ai;

(
 + ος, = A* S

3
(o) 3

3
(Φ — x·), 

(Λ,) j -- oc'1;., = A; S (o)S (Φ 4- a?), a"— a
22

 — A* S (o) S (Φ — χ), 

L 2oc,, A,
2
 = A; S

2
(o) 3

2
(Φ 4- a?); 2Α

2Ι
 A

22
 = A* S2(o) 3

2
(Φ — a?). 

Enfin on obtient, parla diiférendation des formules(a4),(Aa 

/ αχ, ΰ?αχ3
 — αχ

2
 ί/αχ, =— -ΑχS,(ο)S,(Φ± aA^wi cfo?) (λ = ι, a): 

|«ιλ^Α2χ — α3χβ?α,Χ = — A2[S'3(a?) $3(Φ) ± S'(a?)S(w)] RFW 

— J Α, Α2[33(Φ) S3(a?)± S'(**A S(#)] DX 

— j(A2dA, — A, β?Α2)[38(φ) 38(a?)± 3(Φ)3Γ(#)'| ; 

a,XC?a2x— α2Χο?α,Χ= — ^A, Α2[3
3
(Α?)32(Φ)± S< (X) S, (Φ)] Î/Φ 

— |A
4
 Α

2
[3!

2
(Φ)3

2
(^)± S', (Φ) S, (x)jclx 

— j(A2i/A, —Α,^Α2)[32(φ)32(3?)± &,(φ)3,(α?)]; 

où à la valeur λ = ι correspond le signe + et à la valeur λ = 2 le 
signe —. Dans la troisième formule pour λ = ι ou 2 l'indice κ est égal 
à 2 ou 1. 
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5. Théorème relatif aux fonctions thêta. — Si l'on introduit 

A, ! A2 = iF; c'— ·±ι i, e" = ±i, c — e'e 

cl si l'on pose successivement. 

1 a{—e' alt as= e" a12 az— e"a22 a·, r=-e'a21 

2 a2 = e"a12 az— e"a2t a^—e' a22 

3 a^e'a,, «2=e"a12 a3 =—e"a21 —e'a22 

4 «, = e'an as—e"a12 a3=—e"a22 rtvr=e'a2, 

les identités (5), (V) fournissent, au moyen des formules auxiliaires 
(Λ.,), (olao), (Λ3), (^'), le théorème : 

I. Soient w et χ deux arguments quelconques; soient § une fonc-
tion quelconque, e — db ι et ί == y/— ι. Zes fonctions thêta sont 
liées aux éléments d'un système orthogonal de la manière suivante : 

β
η

Η-ια„_ g 3f(w)9j(ie) ' 

„ . - ,'f 9(o)9(«> + «) 

η -J-Irt __ Ρ,·ίΜ2ΐΜί1±£). 

' 9 &,(«>)&,(*) ' 

η in —< TV+' - ,W-< S(o)&(""-*) 

« -/« - .Wf-i &»(ο)3«(«'-*0. 

- _ Ο ^("Ο &».(«) 

(Λ = ι,2, 3; c,——eci, cs — —ec, £a = —ι), 
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oh 

ρ h — ia^hm
Sh

\ 

γ·+»*=β* (dw+<*«>· 

,, - (<ι«' - d*y, 

(-:« = ~ "»s, 

°*j=IS
 dw+

W)
dx +

-
rf,og#

' 

0 — 5I ) 52 5 £3)· 

/)a/is ces expressions Vunité c, el les indices s, 5,, s.,, s.3 sont dé-
finis par ce Tableau : 

S. S y S y S y 
1 -h I Ο 2 I 3 
Ί -Κι ι 3 ο 2 
3. — ι 2 ο 3 ι 
h —ι 3 ι 2 ο 

Le théorème précédent comprend quatre systèmes de relations dont 
j'ai déjà donné le second qui correspond aux valeurs t' = ι, 5 = 1, 
.s, = 3, s

a
=o, s

3
= 2 antérieurement ('). On déduit de celui-ci le 

théorème analogue au théorème précédent, relatif aux fonctions sigma, 
si l'on introduit au lieu des fonctions thêta les fonctions siama, cl Ο 7 
si l on remplace a

m(
, a

m
*y a

ma
, p

t
, p

s
 par a

m2
, a

tn
.,, a

mt
 j ρjo

3
, ρ( \ 

substitution qui ne change pas les quantités p,, r2> (V 

i. Théorème relatif aux fonctions sigma. — Les fonctions sigma 
de M. Weierstrass peuvent être définies au moyen des fonctions 
thêta ainsi 

Ι |ίί^ = — β"^ο·(α), 

<>°) i , . 

! sv(u, - Λ 

(') Voir Comptes rendus, t. G Vif, p. 85ρ, 901, el Bulletin des Sciences ma-
thématiques, t. XIII, p. g5. 
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5 

où aux indices ν = 2, 3, ο correspondent respectivement les indices 
h — 1, 2, 3 et où 

ω = λίν, w — —» f\ = —,—τ) 

λ étant une constante ( voir n° 11, formule 4o). 
Au moyen de ces définitions et en posant 

Cl, TJ-. } rTC l| , .X ) 

on obtient 

°Λ *(«)*(") ' 

4±i S\{o)5i{w±a;)(dw±dx) __ ±i d{u±s>) ( , 

p., %(o)%{iv±x) ±l chdh{u±v) 

ΙΤ4-Τ· H- dx d log#" = —^ du 4- -Jr-τ dv -F- d log-IF, 

§^3^
 + IS d,ç+dlo^=W)

da+
Wi

dv+dl
°
g!i

-

Γ/=2'3'Λ 

A l'aide de ces formules, 011 tire du théorème précédent, si l'on y 
pose 

e = -h 1, c —-l· 1 ; 5 = 1, «?, — 3, s
2
 = 0, <s

3
 = 2 

et si l'on introduit 

IC| — e>|, ~ Co — to, ICj —— £3, 

le théorème suivant : 
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IL Soient u et ο deux arguments quelconques ; soient (J une fonc-
tion quelconque eti — sj—x. Alors les fondions sigma sont liées aux 
éléments d'un système orthogonal de la manière suivante 

„ ^ in (-dsi β <*λ(«±Ρ) 

«5Α— ^A 4\α.)4(ν)> (/4 — 1,2,3), 

Η __ „ *Α(«)*Α(<') Γ<*/,(«') , °A(O JR . ,/I,,N.R>-

«·,± r* (du ± <&')> 

1 ·'=~ ' [ Ζω d"+ (k + l°8'(j'J ' 

εΛ constantes ('). 

Les théorèmes précédents fournissent toutes les propriétés des fonc-
tions thé la et sigma au moyen des identités algébriques et différen-
tielles qui existent entre les éléments a

mn)
 p

Jn
 v,

n
 identités dont les 

plus simples suffisent déjà pour obtenir les relations fondamentales 
de la théorie des fonctions thêta, des fonctions sigma et des fonctions 
elliptiques. 

o. Identités entre les éléments d'un système orthogonal· — 
Pour les coefficients a,

m
 (/η, η — ι, 2, 3) d'un système orthogonal 

dont le déterminant est -+-1, on a les relations 

an\ °m-i ^ ahr\ ~ 1 j , . . . 
(ly m ; /, m — 1,2, .»); 

a'l\ Qm\ al-}.amï ati am\i — 0 ) 

# ΙΛ — ^ak^il Q"ik®îl | h) /ι, / — 1,2, 3 5 | 

G-ih==: ^tk&il * —2,3, I i > 

OjA = ) 

dans lesquelles il est permis de changer Tordre des indices inférieurs. 

(l) Voir ηΛ 11, formules (33), 
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En différenliant ces relations, on tire, delà définition des quantités ph, 
eA, les identités 

(3',) 

| da— ci{kPi~ a\iPk— ~~ ααλρ3 ■+■ ^aA^» 

i da
ih

 — d^kPi Q"±iPk ~ ®«a^35 
( da

sM
=a

a
tPi- a

ai
p

k
= - a

lA
p
3

-+-a
aA

P,. 

Si les coefficients «
//m

 dépendent de deux variables, par exemple 
de w et de x, les quantités da

mn
.,pk, pA sont fonctions linéaires de dw 

et dx. Je désignerai, dans ce cas, les coefficients de dw et de dx 
dans les expressions de pk et vh respectivement par p%, pl et cj, vx

k
. 

Alors on a 

De plus, on a 

Ph = P7 dw +· pl dx, 
vh = dw +- pJ dx. 

da
m

, = ^2« du,
 +

 Ίίsu dx. 

Par conséquent, les identités (^) entraînent deux autres systèmes 
d'identités qui proviennent des identités (a',), si l'on y remplace 

respectivement par 

et 

d&
mn

, Phi Vh 

dttmn _u' ,,w 

IT' P*> ç*' 

Si l'on forme, à l'aide de ces définitions, les différences 

àpl _ (hy _ dv%^ 

on obtient aisément, eu égard aux identités qui proviennent de (-3,), 
Journ. de Math. (4e série), tome VI. — Faso. IV, 1890. 4» 
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les identités 

(4) 

f ÉËK - â~BA - n* - nw nx - lil 

dvft àv% __ 0.r„ *. 

dont celles, relatives aux quantités pl ont été données, pour la 
première fois, par M. Darboux ('). Les quantités "|ΙΛ, sont liées 
entre elles parles mêmes identités que les quantitésph > Vh9,PÎj 
v% savoir 

(a.) 
aux quantités pxh oni. cl 

1 -CVi = a
hi

 Φ, -4- ahA, H- aAi
 φ

3
, 

où φΛ est écrit au lieu de IL, pAi pl et φΑ au lieu de D
/o

 oj', t/J'. 
Ceci établi, je vais exposer rapidement les principes de la théorie 

des fonctions thêta: 

6. Relations relatives aux fonctions thêta. — D'après le théo-
rème I, on a 

Ph^ - ia
3k

m
Sh

, 

et les expressions analogues, où h est remplacé par k et /; par consé-
quent, l'identité 

da.,h — aupt - a.upk 

devient 

daih— iaiha
3
((?n

H
-— m

Sl
) (Λ,/r,/ = i, 2,3; 2, 3, 1 ; 3,1,2) 

et, en divisant par a
aA

, on a aussi 

d\oga,h —■ TO„). 

(l) Voir DARBOUX, Leçons sur la théorie générale des surfaces. Paris, Gau-
thier-Yillars; 1887, t. I, p. 49î CoMBESCURE,/l/maè?,ç de l'Ecole Normale. il'° sé-
rie, t. IV, p. 108; 3° série, t. V, p. 52. 
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Si l'on substitue dans cette formule les expressions des quantités α
3Λ

, 
«3h αΜ·> msit établies dans le théorème I, on obtient, en égalant 
dans les deux membres les coefficients de dw, · 

(n'\ ^ (w ) rlh) (w) ((*Ό Γ *tsk (x ) 

ou e(s) — — τ, e(2)= -h i, ew— -t- 1. 
Si l'on pose * = ι, = o, on en déduit 

(a) _ 5si(œ) __ 0 ^.(aQSr^a?) 

les constantes e,k
 étant définies par 

O Λ(Λ) (°) (°) 

Or on a, d'après le Tableau du théorème I, pour s = ι, 

'V| 3 , S, Ο , £ ;) 2 , 

par conséquent, l'équation (a) fournit 

(b) 

OÙ 

1 2ra (Λ?) 2rs(.x·) ' Sr, (Ά·) % (A?) ' 

; — ο MapM·*) 

Ι __ ?ii5) __ ο 

(c) 

Sr.2(o)^(o)' 

] _ _ ar't(o) 3Γ,(Ο) 

ο _ , &i (o)^(o) 
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Si l'on porte encore l'expression (a) dans la formule («'), en y 
posant, d'ailleurs, s = i, sà = t, sk = v, Si = τ(ι, ν, τ = ο, 2, 3), on a 

__ __ Sr;(o)3rt(o) ( ^ __ ... 

En ajoutant les formules (ô), on obtient, d'une part, 

(0 G
0 S

2(a;) H- e2 (&·)■+· 33 %l(x) = o. 

D'autre part, on déduit de l'identité 

la relation 
α3Ι "+~ a3 > ■+" ^3 3 — 1 

(i) £2(w>)£2(;r) — &î(®) -+- 2Γ®(ίν) $*(#) — .vi;((v)S-2(x') = o; 

d'où il suit, pour w = o, 

or> S2(o)S2(d:·) 4- ^(°) ̂ (^) ~ ^ίί(0) °· 

Si l'on compare cette formule avec la formule (i'), on trouve 

Θ
0
 = — ε. £2(o), e

2
 — — ε. (o;, €3 = ε. Ζ; (ο), 

et, eu égard aux expressions (c), on a 

$'
t (0) = ε S (o) Sa (0) 2r3 (0). 

Pour prouver que le facteur ε est indépendant de la quantité q 
dont S"', (0) et S(o), S2(0)Î S3

(O) sont fonctions, je diiTércnlic deux fois 
par rapport à w la formule (d), ou plutôt la formule qui en découle, 
savoir 

&',(w)S,(iv) — j;(w)S,0) = -^(«O &.(<*), 

(ι, ν, τ = 0, 3, 3); 
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puis je pose w = o. Alors on trouve (1 ) 

(,,) Sr» y(o) 3» Sr'É (ο) _ 

et comme on a, d'après la définition des fonctions thêta, 

dsZ<x(tv, q) . d&a(«'j<7) / o \ 

la formule (e) devient 

d log 

(') Au sujet de celte formule importante on peut consulter : KOKNIOSBKRUEK, 

Vorlesungen ïiber die Théorie cler elliplischen Funclionen, t. I, p. 381. Leip-
zig, Teubner. — HALPHEN, Traité des fonctions elliptiques, t. i, p. 25;. Paris, 
Gaulliier-Villars. — FIIOBENIUS, .lourn. de M. Kronecker, t. XCV111, p. 247. 
D'ailleurs, iVI. Hermite a bien voulu me communiquer, le 16 juillet 1890, la 
démonstration élégante que voici : 

« Lu employant la notation de Jacobi, 011 a la formule élémentaire 

θ (Y) II'(γ) — Ι1(Λ·) Θ'(Υ) = λ'ΊΙ^γ) θ, (Y), 

cl j'en tire, pour cc — o, 
θ(ο) II'(ο) A·'il, (ο) θ, (0). 

» Ensuite je diiTérentie la formule précédente, ce qui doune 

θ (a?) H" (Λ) — H (Λ?) Θ*(Λ·)= />'[II,(Y) θ', (.γ) + θ, (γ) H', (γ)], 

je divise les deuv membres par y, je fais de nouveau γ = o, et j'obtiens 

θ (Ο) ΙΓ (O) + II' (Ο) Θ" (0) = k1 [ 11, (Ο) θ", (O) + e, (0) II", (0)]. 

» Cela étant, il suffit de diviser membre à membre avec l'égalité 

pour avoir la relation 
θ (ο) ΓΙ ' (0) ~ kr II, (ο) θ, (ο), 

ir_(o) e" (o) e» H» 
II'[O) <H<>) e

t
(0) . H, (oj 
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Donc ε est indépendant de q, et Ton peut en obtenir la valeur, si 
Ton pose q = o. 

Or on a, d'après les définitions des fonctions thêta, pour q = o, 

donc 
Sr',(o):2r2(o) = i, 3r(o)=i, &Β(ο) = ι; 

ε — ι 
et enfin 

O) Sf
l
(o)=&(o)a

i
(o)9r

a
(o). 

A l'aide de cette relation importante, les formules (b) prennent la 
forme 

<3) 

ί $2/ \ 5(·*05ι(*Ο 

1 ^" (*^) ^:t(l20 û.2 / \ 5·2(3θ 5, ( 3- ) 

! ^ 5.) (a?) ^2 / \ 3T3(«t) 5ι (#) 

et la formule (c?) devient, si l'on change encore w en .r, 

(4) 5, (aQ 5t(#) â·2/ΥΛ (^) 5T(.y) (t,v,T = o, 2,3). 

Ces formules établies, l'identité 

= ia9kaal(m*- m*
ai

) 
|Λ,Λ\ /=I,2,3 j 
a. 3,i 

( 3,I,2) 

se change immédiatement dans les relations 

Sr^a?) __ Sr2(o) Sr2(a?) Sr3(.r) 

d 9^(3?) 52(o) Sr, (λ?) Ss(a?) 

A _ _ 5|(o) Sri(a?)&y(a?) 

(5) 
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Enfin on tire de l'équation (τ*), pour χ =o, 

(6) *(<>)+&·.<»)=m 

et si l'on prend, dans l'équation (i), au lieu de w, respectivement 
w + iir, w -H -h £ ilog^, on obtient, pour w = o, 

(7) 
( a-(o)aj(®)+ a;(o)&;(®)=&;(ο)&»(®), 
( Sra(o)Sr®(a?)-+- S2(o)&2(#)™ 9ij(o)Sra(ie). 

Ces formules suffisent pour établir l'inversion des intégrales ellip-
tiques de première espèce. 

7. Intégrales elliptiques de première espèce. — Les formules (7) 
permettent de poser 

(8) 

I W>
= v/c 

¥Γί) = VPC0SP' 

I —= -^=Δβ = — \ji — /f2 sins3", 

ou 

(8*) !ÏW = yff, =
 N

/P 

et, à cause de la formule (6), 

k* -H k'° = 1. 

A l'aide des expressions (8), les formules (5) deviennent 

(9) formule ( 5J 

Sr,(o) y ' 5,(o) 

OU 
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Comme à la valeur β = ^ correspond la valeur χ — on a 

(10) a;(
0
)ï = Γ-—-ï— = K; 

d'où il suit 

&;<°) = V ' â»(°) = τ *> a» = v/f'î 

X = -^· 

Si l'on introduit, d'après Jacobi et Gudcrmann, 

β = 3ΐη&; sinp = sni, cos β = οη£, Δβ — dn6, 

la formule (9) devient 
— = dab-, 

donc 

(11) —jî~ = cnodnù, -v,— = — snùdnù. 7,—/rsnùcnù. 

8. Théorème relatif aux fonctions elliptiques. — Les formules 
données dans le numéro précédent et les formules analogues pour 

iv = transforment le théorème I en un autre, relatif aux fonctions 

elliptiques. Conformément aux quatre cas du théorème I, on obtient 
aussi quatre systèmes de formules dont je n'établirai que celui qui cor-
respond au premier cas du théorème I, c'est-à-dire aux valeurs 

e~ + i, £ = 4-1; s —ο, s{ — 2, s.2 = 1, s3 ~ 3. 

Les trois autres systèmes qui correspondent aux cas 2, 3 et 4 
du théorème I en proviennent si l'on y remplace les arguments a et b 
respectivement par 

a ·+■ ι Κ , a 4— h 4-1Κ , a 4— h. ] b 4~* rlv , b 4- Κ 4- i Κ.', b 4— Κ., 
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OÙ 

(12) J0 ^1 — k,2 sin* β 

D'après cela, on déduit du théorème I, si l'on y substitue d
mK

, a
m

, 
««13 » P\y P21 Pi par am\ i Pi) Pu Pa ^ 1 Oil pOSC 

le théorème : 

ph —pa

hda-\-pb
h
 db, 

vh = va

hda + vb
h db, 

III. Soient a el h deux arguments quelconques, k, k' les mo-
dules, pour lesquels 

k*+ k'-= 1 

ci i — y/ — 1. Alors les fondions elliptiques sont lices aux éléments 
d'un système orthogonal de la manière suivante : 

*1 + 2 = ik sn(a -+- b), ——= ik sn(a — 6), 

—1 :— = -π en (a + b). — = — 77 en (a — y), 

ρ dn(a + b); α>·-~ία". = _ i dn(a-&); 

a
31
 = — ρ dnadnô, 

«32
 = — jf en a eno, 

«
33

 — — /îsnasnZ»; 

//f — «
3

, p® = — i ρ dn a sn & en b = — ί 

ρ"—a,
3i

v,— ρ ena sn£> dnfr = — / ̂ 2, 

K — «33 <> J = ik sn a en b dn b = — i * 

Da/is ces expressions on peut changer Vindice supérieur a en b, 
si Von change aussi Vargument a en b. 

Journ. de Math. série), tome VI. — Fa sc. VI, 1890. /jg 
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Pour montrer une seule application immédiate de ce fécond théo-
rème qui fournit la théorie complète des fonctions elliptiques, je vais 
en déduire les théorèmes suivants. 

9. Théorèmes d'addition des fonctions elliptiques. — Si Ton 

multiplie le numérateur et le dénominateur de l'expression a>i 

par a
%3 — FA

28
, on obtient, eu égard aux identités (-5,) et (A',) DU 

n° 5, 

t'f -f~ tVg <·* H- an ('1 ~i (an e? — ανλ <'·]) _ _ · èb On 

ou, d'après le théorème III, 

sn(a + &> = rrpiTOF— ' 

D'une façon analogue, si l'on multiplie le numérateur et Je dénoini-

uateur de l'expression —-—par va. —■iv>\ on a 

i'1 -+- h'* e* r, -+- e* 

Or, en élevant au carré les trois dernières formules établies dans le 
théorème III, on trouve 

(Κ - «31 W + (pî ~ «:
<2
<)2 +· (pî - «sa ~ A,3(snâ« - sna/;), 

et comme on a, d'après les identités (A,), 

il résulte 

p*p* *+* PÏPÎ "+" p>î = « + 

«3 . P? H- «33p" H- «33 P* = <4 » 

-l· — — A'2(sn2« — sn'-/>). 



THÉO HI Ε NOUVELLE ET ÉLÉMENTAIRE DE CERTAINES TRANSCENDANTES. 387 

Par conséquent, on obtient 

v 7 snacn&dn#— snpcnadna 

En réunissant ces deux formules avec les deux autres que l'on ob-
tient, si l'on multiplie le numérateur et le dénominateur de l'cxpres-

sion ——r-^-par ait — ia2i et par ai2—ia.i3, on a entin 

(i3) 

SI.(« +H)= ,_A,SAWF, 

sn2«— sn26 

sn a en a dn b -4- sn /; en b dn a 

sna dna cnb 4- snl>dn b en α 

D'une manière tout à fait analogue, on déduit des expressions 
#»i -H '#2i

 ?
 #12 + '#22^ en muitipiiant leurs numérateurs et dénomina-

teurs par a
{

, — ia
in

 a
{2

 — ia»
2
, a

x3
 — ia.

î2)
 va

K
 — p", les relations sui-

vantes : 

04) 

(.5) 

C"0 + b)= 1 — λ*· sn 'a su* b 

sn a en a dn b — sn b en b dn a 

dn2adn26—k'2 

__ cnadnacnftdnè— knsnasnb^ 

dn<a + b> = — 

sn a dn a en b — sn b dn b en a 

en a dn a en b dn b -f- k'2 sn a sn b 

λ2 en2 a en2 b H- k'* 
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10. Intégrales elliptiques de deuxième et de troisième espèce. — 
D'après l'identité (3',), on a 

'M* àv'l __ x x (v» iv») (rf— iv*) — (i>?— 

Or le théorème I fournit les expressions 

«w — _ /__ ;do·* — _ / — ;d 

(5 = 0,1,2,3), 

,",»+<= <+«î 

"< - < = - « - =C- <*" ; 

par conséquent, on a 

A %(x) d_ / y 3r't2 (o)S1(«-'-4-a;)Srl(<v--.r) 

Comme on a aussi 
(•5 = 0, 1 ,1, 3). 

ών 2r,(w) ~~ 5s{w) .&<(«··)] ' 

on lire de la dernière formule, pour s = ο et \v = o, 

A *Afl .. ÏM = __ 5?(o)Srî(g) 

ou, d'après les formules (2), (8), (8+), 

W-t/AÏ 

En multipliant cette relation (voir n° 7) par 

(.6) rlr — — JL Φ 

et en intégrant, on obtient 

Ô7) ~ 2r|(o)Δβ ~ 2 Κ Δ£ 
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OU 

(18) ci\h H- ^α2/^ ι — a.iA 

Pour déduire le théorème d'addition de l'intégrale de deuxième es-· 
pècc et pour établir en même temps l'inversion des intégrales ellip-
tiques de troisième espèce, j'emploie les identités 

On déduit de ces identités d'abord 

cl(a
lA

àz ia.,h) = ± i(a
lA

 ±. ia,h) e3 zp ia9h(v{ ± zV2); 

en divisant par α,Α ± iaik) on obtient de plus 

Oi) dlog(>,
A
 ± ia

ih
) == =t zV

3
 qz ζα,

Α
 ^ ̂  

et 

dlog· aJ±=J?îï = _ ajp + iaJ-h±^ + V 

d'où suiL enfin, au moyen de l'identité (a,), 

O'.) ' rJ In~ rt| A ~~ "*ΐΛ ι /o — FV? ~~ ^3Α (':t 

Si Ton applique (') aux premiers membres des identités(;5(V
s
 ) 

le théorème I et aux seconds membres de ces identités le théorème III, 

(l) Pour faire cette application, on se souviendra que les quantités a
ml

, a„r2, 
Pi> Ps> p3 dans le théorème I correspondent aux quantités a,

ni
, a

nn
, a

mi
; 

Pi,p3,Pt dans le théorème III. Par conséquent, on prendra, dans les premiers 
membres des identités (5'3), (-V,

(
), auxquels on applique le théorème I, l'indice 

h = 2, et dans les seconds membres, auxquels on applique le théorème III, l'in-
dice h = 3. 

J'ai introduit ce léger changement de la notation pour obtenir un accord ab-
solu, d'une part, entre les formules du théorème 1 et les formules de mes recher-
ches antérieures (Comptes rendus, t. CVII, p. 869, 901; Bulletin des Sciences 
mathématiques, t. XIII) dont le théorème I forme la généralisation; et, d'autre 
part, entre les formules des théorèmes II et III. Dans les formules du théorème II, 
relatives aux fonctions dh, ce changement de la notation m'a paru nécessaire, afin 
d'obtenir les mêmes indices pour les coefficients du système orthogonal et pour 
les fonctions sigma. 
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on obtient, sans aucun calcul, les deux formules suivantes 

09) - ̂ +
,)+âw+âw=T^»Msràsll(«+^ 

ν ι d λ Ξ?(λ; —<r) 2r'(u·) 2 Κ /rssnacnaclnasn26 

On déduit des formules (17) et (19) 

(21) E(ame) -+· E(amù) — E[am(a -h b)] = /r2sna snùsn(a H- h), 

et de la formule (20), par l'intégration, 

7 log γτ ν -f· ^"τ—r χ — km snaena dn a / r%—5 77 > 

OÙ 

r=2K' ^ = âK ' 

La première de ces formules représente le théorème d'addition des 
intégrales elliptiques de deuxième espèce, et la seconde formule établit 
l'inversion des intégrales elliptiques de troisième espèce. Pour donner 
à cette formule une autre forme, je change légèrement la notation, en 
écrivant au lieu de b la lettre 11, et en posant 

*© = θ(»), 9$) = β(β), î$ = Z<«). 

Alors la dernière formule prend la forme 

(22> '
lo
g|fe^

 + Z
(
a
)
, =

 ̂
snaclladno

jf',sn;„ =n("' «)' 

d'où résulte 

(23) 11 (u, a) — Π (a, u) = η Ζ (a) — a Ζ (11). 

Si l'on pose dans la formule (22) « successivement égal à u,, u2, 
• -t- tt

2
, on obtient 

, h- Un on op tieni) 
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Le second membre de cette relation représente la seule expression 
qui ne peut être transformée immédiatement au moyen des théorèmes 
précédents, comme contenant plus de deux arguments. Pour transfor-
mer ce second membre, je reprends les formules fondamentales ( Λ), 

établies dans le n° 2. Les deux premières formules («A,) peuvent être 
résumées ainsi : 

SO) â(.r) +- c S, (iv) &,(®) = •£, K 

où c =± ι et 

Ο ~ + xi 9.r) <?9
S
(WH- &·, 

£
2
 = — x, q%) -f- e S"3(w — Xj çr2). 

D'une façon analogue, on a 

+ ΑΟΆΟ) = otL, OK-ï, 

. &(w")S(j!") ■+·«&,(«>")S,(%") — ^,ΟΚ.», 
&(χ") â(5") -+- Kâ,(y")â,(s") =<23R„ 

ou les expressions OIL,, 3R,
2
 proviennent des expressions , £

2
, si l'on 

y échange w, χ en/, s, et où 

I 2W" = W -h X -h y — Z, 2 y"— ψ 

j 2X" = w H- X —y-h z, 2Z" = — W 4- x ~hy h- Z. 

Comme ·£, £
2
 · Oit,01t2 = -C 13rL,2 · ^ P

r
°duit 

[&(«>) &(®) H- A O) S, (x·)] [&(/) â(s) + e Sr, (y)i, (s)| 

ne change pas si l'on y remplace w, x
)
 /, s par w", x", z" ( *). Par 

(') On reconnaît immédiatement que cette proposition ne diffère que légère-
ment du théorème fondamental de Jacobi ( Œuvres complètes, t. I, p.5o6), com-
muniqué dans une lettre à M. Hermite (Journal de Crelle, t. 32, p. 177 ; Œuvres 
complètes, t. II, p. 116) et devenu la base d'une théorie élémentaire des fonc-
tions elliptiques (Œuvres complètes, 1.1, p. 499)· ha démonstration, donnée au 
texte, met en évidence que ce célèbre théorème se déduit d'un simple change-
ment des facteurs d'un produit algébrique; j'ajoute que l'on peut déduire, 
d'une façon analogue, aussi sa généralisation relative aux fonctions thêta de deux 
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conséquent, si l'on pose w" — o, d'où suit 

x" = w 4- x, y" == w-h y, s" = χ 4- y, s = w 4- χ -+-

on η 

5 (ο) & ((F -j- χ) % (w 4-7) &(a? 4-Y) = S (μ>) S (X) £r (y) S (Φ+Χ 4-/) 
4- S, (m) S, (.7;) S, (7) S, (m -4 χ 4-y ) 

et, en remplaçant χ et y par — χ et — y, on trouve par division 

2r(<r--.g)5(ir — y) _ 5(w) 5(a?) Sr(y)3r(ir — # — J ) + 3r,(w) 3t (a?) Srt (y)5,(te —g--y) 

lin prenant dans cette formule 

W = —ρ> Χ = —τ-? y — , 

on en déduit 

/ θ(«,— α) e(its— «)Θ(μ1+ «s4-β) 
( 23 ) ' 

| ι —/^snasnti, snu2sn(ii, 4-«2 — a) χ 

Donc le théorème d'iiddition des intégrales elliptiques de troisième 
espèce, relatif aux arguments u,, est représente par la formule 

(26) 1I(»„ a) 4- Π(η
2

, a) — II(it, 4- u
2

, a) = ^log$(n,, u
2

, a). 

D'une façon analogue, on obtient, à l'aide des formules (21), (22), 
( 23 ) la relation 

j II(u, α,) 4-lI(», a.) — II(u, a, 4- a2) 
| = N^SNA, SNÛ5ASN(A! 4-A2) 4-5LOG®(A,, «A, «), 

arguments, dont M. Rosenhain a tiré la théorie des fonctions hyperelliptiques de 
première espèce; et même les théorèmes corrélatifs pour les fonctions thêta d'un 
nombre quelconque d'arguments (voir mes travaux : Comptes rendus, t. G1V, 
p. 1094, 1255; Math. Ann., t. XXVIII, p. 493; t. XXX, p. 571). 
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qui représente le théorème d'addition des intégrales elliptiques de 
troisième espèce, relatif aux paramètres. 

II. Fonction ρ («). Rotations entre tes fonctions sigma ('). 
Après avoir établi les formules fondamentales, relatives aux fonctions 

thêta, il reste à examiner les fonctions sigma. Comme ces recherches 
sont tout à fait analogues aux précédentes, je me borne à déduire les 
relations les plus importantes, en introduisant la fonction p(«) do 
M. Weierstrass. 

D'après le théorème II, on a 

<·» = - i [^ry
 d

" + 7$
 di!

 + |, 

d'où suit 

'/,oe«=?SJdu + dr
· 

Comme le premier membre de cette relation est une différentielle 
exacte, on obtient 

£ "/««_ Îiiifl — — icv — | 

Si Ton introduit, d'après M. Weierstrass, la fonction ρ( a), définie 
par la formule 

nr„\__ c{i *Qg*(") __ ± *'(") 

on lire de la dernière relation 

l(lt- ΛΓ) = .Ρ(«)-,!>(«·)· 

Or on a, d'après l'identité (V,), 

àr _ 3 d(v)\ du λ 3»J 

« - ><)-«-'<)(< + '<)] 

(' ) Voir Scuw'Aitz, For/neln und Lehrsâtze zum Gebrciache der eltiplischen 
Functional ; ΗΑΜΉΚΧ, Traité des fonctions elliptic/ ues, L. 1, 1886. 

Journ. de Math. (4e série), lome VI. — Fuse. IV, 189α. ^0 
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et, d'après le théorème II, 

/ \ / \ 31 ( I f ~1~ 1' ) 3" ( Il — V ) 

2 ω ·>. k -al 

tlonc on il la relation fondamenlalc (') 

(28) p(O-j>eO=- V)Ao · 

Si Ton pose maintenant 

0-9 ) ω = λΚ, ω'=λΚ'/τ 

λ étant une constante, oiï a (voir JACORI, Œuvr. cornpl., I. I, p. ;>2.> ) 

= p- = — / IOC'Γ/. 

A l'aide de cette formule et à l'aide des relations 
1 

~,(<r-+- ï~)= Z
2
(w), ^1(0· — •T

i
'l°8'^)=

 l(
l V~,l,'2r(tr^, 

~, ( w -h »π - 51 logq ) = q ' c~wi £
3
 ( w), 

on déduit des définitions (10) des fonctions sigma, établies dans le 
n° les définitions suivantes 

(®.) 

, / ..\ .,-yi "( u + ω > __ _ .,yi ~ "J > 

, j (α\ — ρ-*"u *(" + "') _____ r/'n *(η — ω») 

^ _ ο ^(ω,} , 

(') Si l'on emploie au lieu des fondions sigma, les fondions thèla, les identités 
dont j'ai fait usage fournissent les formules que M. Sclieibner a données dans un 
très beau Mémoire (voir Math. Ann., t. XXXIV, p. 002). 
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OÙ 

ω — ω -+- ω, /)_/) + /), 1 - 1 -

Si Ton introduit de plus, d'après M. Weierstrass, 

.î=j)(«), β, = ρ(ω), ^ = ρ(ω-ρω'), <?, = 

au moyeu des définitions ((0,), on déduit de la formule (28) 

(3o) .9 - e, = . Jp(u)- et = (A = t, 2, 3). 

Ceci établi, je pose pour l'instant 

3>ι"=W)du+W)dv+d log:ij

' ' 

alors on a (voir n° 4) 
/■>* = -

dau = /«
3Α

.α
3/

(011·Λ — Oit/), 

f/loga
3/
,= i2î^(3R

4
-3K.v), ■ 

cl, par conséquent, d'après le théorème II, 

/ M") _ __ tii/ **(«)*/(«) ^αΛ*-)o'/CQ) ~5"/,·(0 _ _ 

Pour u = o, on en tire 

(a) **('') __ ^(e) _ _ΌΛ_ tfA(r)tf(r) ^ 

et, si l'on porte cette formule dans la relation (V), on obtient 

(3i) Ι'/Λ") __ 3'{U) __ _ *,(«) > 
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Si l'on remplace clans cette formule l'indice h par A- et / et si Ton 
retranche les deux formules qui en proviennent, on a 

ί',Λ") _ __ __ '*?(") —*Η"Υ\ 

ou, d'après la formule (3o), 

(32) **(//) 3,{u) ^"A l) 3j.{u)1,(u)' 

Eu comparant cette formule avec la formule (a), on a 

3l(H) ■ ϊ^γ--'"ίΓ· 

d'où suit 

(33) 

I ' \fe-i~ C\\jex — Ci 

j y/<?| ~~ Ο) C;| 

l :t \Jei— e, 

les racines carrées prises avec le signe positif. 
A l'aide de la formule; (3 r), on obtient encore 

(34) du 3{u) 3*(u) . 

(3.5) „« „« SA*fc(")*/(") 3Λ00 

Eu égard aux formules (3o), la formule (34) prend les formes 

(3ΰ) S ^ = 

l p' ( » y = 4| ,p ( " ) - e, JI ρ ( « ) ■- /'
s
 ] I ρ (.« ) - e,1. 
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D'après le théorème II, on a 

vr+ia2h = - ehoh(u+v) = - ehVp(u+v)-eh, 

«h- «Ο 

= o(u+v)o(u-v) = - [p(u) - p(v)]. 

Par conséquent, l'identité (voir n°9) 

_ .iàa.M, _ àa-nΛ 
^i/i + ία*h \ r)v dtt / 
r" 4- è'g . «'"r" -+- (''h'" 

se transforme, eu égard d'ailleurs aux formules (3o) et (3:V), eu la 
s ni va η le 

vjK"+-0-^ 

__ vErU'·) — ('-i>\ L,p(r)— e
k

\ [,p(t') — g/] - y/[.p(e)— g/
t
] [>(") — g/.·] [p(u)~ cj\ 

P(") -]■>(«') 

qui représente, sous une forme irrationnelle, le théorème d'addition 
pour la fonction

 (
p( u). En élevant cette formule au carré, on trouve, 

après quelques calculs simples, 

,!>(" + '·) = \ [piS-pff ]"~ J'(") - ,P(<·') + (e· + ». + e,).' 

Le ])rcmicr membre de la formule (36) 

Ê =
 ~

 2^s - e<) (« - e

2

)(s - Cj) 

ne change pas si l'on ajoute à s une constante. Or on peut déterminer 
cette constante de façon que la forme (s — <?, ) (-y — e

s
) (s — c.,) soit 

une forme réduite, c'est-à-dire que e, -he
2

-l· e.
A
 soit égal à zéro. Par 

conséquent on peut supposer que 

e, + c, + e9 = o. 
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Alors le théorème d'addition de la fonction p(u) prend la forme 
plus simple 

(37) p(u + P) + p(«> + p(p)= \ ]'· 

cl la formule (36) rlevicnl 

(38) (III — — , : > 

OÙ 
I^l + C2+C3 — °5 

e2e:
, -+- c3c, -+- <?, e

2
 = — ~(e; + e; + e-) = - \g

iy 

S'(M) 2ω Srv(o) 

D'après les définitions (®) (yoin\° 4), on a 

((fio) *h(u) _ ^i(o) 

où 
ω = AK, (V =— = - --> 

et où aux indices h = ι, 2, 3 correspondent respectivement les indices 

ν = 2,3, o. Par conséquent, si l'on prend h — 3, ν = ο, ιι — ω, <v = £> 
011 obtient 

^»(ω) _ "^1 ^ \a) _ 1 S-j (o) Sra(o) 

ou, d'après la formule (2) (n° 6), 

*Αω) _ 

et, d'après la formule (3o), 

\je
f
 c 

3
 — y", 
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donc la formule (29) devient 

(4o) &\je
x
 — = Κ, ω\σ

χ
 — e

a
 — Κ 'i. 

Au moyen de cette formule, la définition (ù>2) donne, pour It — 3, 
ν = o, 

Miiï _ / __ Srt(Q) J(aK^' 6y s/ex—c-A 

(voir n° 7). 
En prenant encore h ~ 1, ν = 2; h — 2, ν = 3, on déduit de la 

définition (ID3), au moyen des formules, établies clans le n° 7, 

( 41 ) 

1 sn(uy/e
i
-e

l)
 k) = -^=L·, 

■ cn(usjex- e3, /0=~==Ξέ.> 

ι dn(wy/e, — , A~) — * If, 

où j'ai ajouté, clans la notation des fonctions elliptiques, le module dont 
elles dépendent. 

Au moyen de la définition cln3« = 1 — /rsnVc, on déduit encore,' des 
formules (4 τ) 

(M) I. s/C 3 e3 l.r ·\·β\ &î 

Enfin comme sn(wy/c'i ~ k) s'annule pour a = o, il résulte, de 
la première formule (4X)> que p( w) = s devient so pour a = 0; donc 
on tire de la formule (38) 

(43) J, g*S — g3 

L'expression différentielle 

v/4-s3— g*s — Xi 
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peut être transformée, au moyen de la substitution 

ov — β as 4-β 

α, β, γ, δ étant des constantes, en l'expression 

TÏÏy) 

OÙ 

/00 = Α'/'+ Ί11'-/1 + 6sy2 + 4(8/ -4- C 

= x(y—a)(y - b){y - c)(y - d). 

Dans une lettre, datée du 6 septembre 1887, dont M. Hcrmitc a 
bien voulu m'honorer, l'illustre géomètre a établi pour l'expression y 
plusieurs formes bien élégantes; on les trouve dans une Note publiée 
dans le tome Y de ce Journal, page 73, formules (8), (9), (10). 

12. Fonctions doublement périodiques de seconde espèce. Re-
marques finales. — Dans les recherches précédentes, ni la fonction ί 
du théorème I, ni la fonction ft du théorème II n'ont joué un rôle es-
sentiel. Cependant pour l'examen de problèmes plus élevés, il est 
important que des fonctions quelconques entrent dans les formules 
des théorèmes cités. Pour en donner un exemple, je vais aborder rapi-
dement les fonctions doublement périodiques de seconde espèce, dé-
couvertes par M. Hermite. 

Dans son admirable Ouvrage : Sur quelques applications des 
fonctions elliptiques (Paris, Gauthier-Villars; i885),M. Hermite, on 
examinant le problème de la rotation (voir loc. cit., nos Χ,..., XX), a 
introduit (à partir du n° XXIII) les fonctions doublement périodiques 
de seconde espèce 

Dans cette expression λ et ν sont des constantes; sest une racine 

φ
 /θ',(ο) Û

s
(« + g)e1"+v

 3) 
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quatrième de l'unité et les fonctions G sont définies par les équations 

0,(β)=&,(®), 0
5
(α)= &,(«>), x-^u, w=^a. 

Si l'on prend ona 

Φ — *'0'<(°)M"-T-A)EU+V 

expression qui met en évidence que Φ, devient égal à la quantité 
v" ~h IP" du théorème I, si l'on y pose s — o, e — i, w = const., dw = o, 
et 

§ = ic^\ 

De plus on voit que, dans ce cas (' ), 

it>;==X + D,
I
log0

<
(a)=5,, 

et que les quantités α,, H~ ia2{
, a

H2
 -+· ia.

2i
, au -f- iai2

 deviennent, sauf 
des constantes, les fonctions Φ

3
, Φ0, Φ3. Enfin, on voit que les coeffi-

cients «31, #32? #33 et, par conséquent, aussi les quantités/)",/)",/)" 
deviennent, sauf des constantes, égales aux quantités U, = ikcnu, 
U

q
 = ksnu, U

3
 = idnw, introduites par M. Hermite (voir loc. cit., 

n°~XXV). 
D'une façon analogue, on obtient, en augmentant convenablement 

l'argument w ou a, la proposition plus générale : 

Les fonctions doublement périodiques de seconde espèce Φ
3

, Φ,,.*, 
Ψ

2+ί
, Φ t-s (s = ο, ι,2, 3), où les indices inférieurs sont pris suivant 

le module 4, et les expressions ε,, U,, U
2
, U„ découvertes et intro-

duites. par M. Hermite dans sa théorie desdites fonctions, sont pro-
portionnelles aux éléments d'un système orthogonal, savoir : 
p"-f- EP", #12+ *#22>

 a

\\ + *#21) #<3+ *#231
 V

Z î #31 °# #32 °# P"l 

#33 Ρ Ζ ' 

(L) HERMITE, loc. cit., n° XXIII. 
ν 

Journ. de Math. ((\· série), tome VI. — Fasc. IV, 1890. Ο I 
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La proposition précédente n'est pas liée seulement aux importants 
résultats de M. Hermite, mais encore plus étroitement aux ingénieuses 
méthodes de cet illustre géomètre. 

En poursuivant la voie, ouverte par Jacobi pour la résolution du 
problème de la rotation d'un corps solide, M. Hermite a réussi à 
exprimer, sous une forme extrêmement élégante, les neuf cosinus a

mn 

des angles formés par les angles rectangulaires fixes et mobiles et les 
composantes de la vitesse de rotation p, y, r; ρ, Ρ', P" au moyen des 
fonctions thêta. Dans ces expressions entrent deux arguments, dont 
l'un reste constant et dont l'autre est une fonction linéaire du temps. 
En sachant par mes recherches, relatives aux fonctions thêta de deux 
arguments (Journal de Borchardt, t. 94; Comptés rendus, 1887), 

que les produits de ces fonctions forment les seize coefficients d'un sys-
tème orthogonal, quelles que soient les deux paires d'arguments 
qui y entrent, j'ai été conduit à examiner la question, si les résultats 
de M. Hermite restent encore valables sous la condition que les deux 
arguments, dont les fonctions thêta dépendent, sont quelconques. 
Après avoir trouvé que c'est le cas, la méthode de M. Hermite, em-
ployée à un problème de Mécanique, pouvait être aussi appliquée à 
l'Analyse, c'est-à-dire à la théorie des fonctions elliptiques et des fonc-
tions hyperelliptiques de première espèce. On n'a besoin que de rem-
placer les quantités p, q, r; Ρ, ν', Ρ" par les quantités p„ p

2
, p

s
 ; p,, P

2
, 

p
3
 et de faire usage des identités qui existent entre ph, ph(h — 1, 2, 3) 

et les différentielles da
mn

 (m, η — ι, 2, 3). 

C'est ainsi que j'ai étudié la théorie des fonctions elliptiques et des 
fonctions hyperelliptiques de première espèce, et que j'ai obtenu les 
résultats dont je me suis permis de proposer, dans ce Mémoire, les 
premières conséquences. 

Si l'on emploie, au lieu des fonctions thêta, les fonctions sigma et si 
l'on pose, dans les formules du théorème II, l'argument p égal à une 
constante, et 

=
 ζ(«ο=2£}. 
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les expressions P"H- et α{/ι-{- ia3h se transforment dans les fonc-
tions 

n°~XXV). 

0 — **(" + <0 _«ζΜ (/* = 1,2,3), 

dont la fonction φ est employée, précisément sous cette forme, par 
M. Halphen, comme fonction doublement périodique de seconde 
espèce ('). 

Or, pour les valeurs introduites de ν et de l'expression de P
3
 s'an-

nule; donc : 

On obtient les propriétés algébriques et différentielles des fonc-
tions φ et φΑ, dont la fonction φ est introduite comme fonction dou-
blement périodique de seconde espèce par M. Halphen, si l'on pose, 
dans les identités du n° 5 et dans celles qui en proviennent, p

3
 égal 

à zéro. 

En terminant ce Mémoire, je me permets d'ajouter encore quelques 
remarques sur les différents points de vue sous lesquels les recherches 
précédentes peuvent être continuées. 

D'abord on peut remplacer les fonctions thêta et sigma d'un seul 
argument par les fonctions correspondantes de deux arguments. Ainsi 
se déduit la théorie des fonctions hyperelliptiques de première espèce, 
d'une façon élémentaire et analogue à la méthode que j'ai exposée, 
pour les fonctions elliptiques, dans ce Mémoire (2). 

De plus, on peut employer les éléments de deux systèmes orthogo-
im\xx. pour en composer les éléments d'un troisième système orthogo-
nal. En prenant pour les éléments des systèmes composants les expres-
sions, formées par les différentes fonctions périodiques d'un ou de deux 
arguments, on obtient plusieurs systèmes composés. Les éléments de 
ces systèmes composants et composés sont liés entre eux par des rela-
tions algébriques et différentielles qui découlent, les unes et les autres, 
d'identités. 

(1) HALPHEN, Traité des fonctions elliptiques, t. 1, p. 23ο. 
(2) Voir Comptes rendus de l'Académie des Sciences, t. CXI, p. 225. 
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Les relations différentielles conduisent à des équations totales et à 
dérivées partielles, dont on connaît les intégrales, formées par des 
fonctions périodiques. Ces équations sont précisément celles qui se 
présentent en Géométrie et en Mécanique, et sont devenues, clans le 
cas des fonctions doublement périodiques, d'après les célèbres recher-
ches de M. Fuchs et de M. Hermite, l'objet des excellents travaux de 
MM.. Appel], Brioschi, Gyldén, Halphen, Mittag-Lcfiler et Picard. 
Pour cela, l'examen détaillé desdites relations différentielles, qui offre 
un vaste champ de recherches, me parait assez important pour le 
poursuivre. J'y reviendrai dans une autre occasion. 

Qu'il me soit permis, en publiant ce Mémoire, d'offrir mes remer-
ciements, aussi sincères que respectueux, à M. Hermite, qui a bien 
voulu m'aider, dans mes recherches, de ses précieux conseils et m'en-
couragerpar son bienveillant intérêt, dont je suis profondément recon-
naissant à l'illustre géomètre. 


