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THEORIE NOUVELLE ET ELEMENTAIRE DE CERTAINES TRANSCENDANTES. 367

Sur les relations qui lient les éléments d’un systeme orthogonal
aux fonctions théta et sigma d’un seul argument et aux
fonctions elliptiques et sur une théorie élémentaire de ces
transcendantes, déduite desdites relations;

Par M. FErpiNanp CASPARY.

Mes recherches, rclatives aux fonctions théta d'un nombre quel-
conque d’arguments, m'ont conduit 4 des relations entre ces fonctions
ct les coefficients d'un systéme orthogonal.

Dans le cas oli le nombre des arguments est égal & 1 et a 2, ces rela-
Lions prennent une forme extrémement simple.

Il y a, dans ce cas, pour les fonctions théta, pour les fonclions
sigma ct, par conséquent, aussi pour les fonctions elliptiques ct pour
les fonctions hyperelliptiques de premiére espéce des théorémes qui
lient, d’ane fagon trés simple, toutes ces fonctions aux neuf coefficients
@y (m, n=1, 2, 3) d’un systéme orthogonal et aux six quantités

Pr=—(au da, + Gy day, + ag, dau),

= gy Ay + Qg dags + Gy dayg

ol h, k, | désignent les nombres 1, 2, 35 2, 3, 13 3, 1, 2.
Entre ces quinze quantités a,,, ps, vs, que jappellerai éléments
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d’un systéme orthogonal, existent un grand nombre d'identités algé-
briques et différentielles.

Les identités algébriques, dues a Euler, sont bien connues et se sont
présentées trés souvent en Mathématiques pures et appliquées.

Les identités différentielles, au contraire, hien que Lagrange ct
Poisson en aient déja donné les plus simples, ont été employées seule-
ment, dans ces derniers temps, par M. Hermite et par M. Darboux.
En me réservant d'établir, dans une autre occasion, ces identités diffé-
rentielles d'une fagon plus compléte qu'on ne I'a fait jusqu’a présent,
et d'en déduire des résultats, relatifs aux fonctions elliptiques et aux
fonctions hyperelliptiques dc premiére espéce, je me permets de si-
signaler icl une seule conséquence.

On connait les recherches élégantes et profondes, dues & M. Her-
mite ct & M. Picard, relatives & l'intégration de quelques équations
différentielles du second et du troisiéme ordre au moyen des fonctions
elliptiques; ces résultats importants peuvent étre lirés des identités
entre les différentielles d”a,,, et d"'p;, d™' ¢, pour r égal & 2 et d 3.
A laide de cette remarque, on peut généraliser ces découvertes de
M. Hermite et de M. Picard et 'on peut établir des résultats analogues
pour les équations différentielles d'un ordre supérieur ct pour les fone-
tions hyperelliptiques de premiére espéce.

Les identités différentielles entre les éléments a,,, p4, ¢ €l entre
leurs différentielles d”a,,,, &' ps, "' v; s’emploicnt en deux sens.

D’une part, on peut en déduire la théorie des fonctions théta et
sigma d’un seul argument et de deux arguments, ainsi que la théoric
des fonctions elliptiques et hyperelliptiques de premiére espéce.

- D’autre part, ces identités conduisent & I'application desdites fonc-
tions aux problémes de la Mécanique et de la Géométrie, a cause de la
nature des éléments @,,,, P, ¥4 Les coefficients @y, (m, n=1, 2, 3)
désignent, comme on le sait, les cosinus des angles, formés par les axes
rectangulaires de deux systémes de coordonnées. Par conséquent, en
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Mécanique, les quantités p, et ¢, sont proportionnelles aux compo-
santes de la vitesse de rotation autour de l'axe eentral suivant les di-
vections des axes rectangulaires pour le mouvement direct ct inverse.
En Géométrie, ces mémes quantités sont lies & la théorie de la cour-
bure des courbes gauches et des surfaces. C'est & M. Darboux que I'on
doit la découverte de cette liaison dont cet illustre géométre a tiré des
résultats du plus haut intérét.

Lc Mémoire présent est consacré exclusivement & la théorie des
fonclions théta et sigma d’un scul argument et & la théorie des fonc-
tions clliptiques.

Aprés avoir exprimé identiquement les quinze éléments d’'un systéme
orthogonal par quatre quantités quelconques (n° 1), je déduis de ces
identités, au moyen des transformations du second degré (n°2), les
théorémes I et 1T qui lient les éléments d’un systéme orthogonal aux
fonctions théta ct sigma (n* 3 ct 4).

Les théorémes énoncés fournissent, d’une facon élémentaire, el
avee Lres peu de calcul, Ja théorie des fonctions théta et sigma, en
toute leur généralité.

Pour en donner les principes, j'établis quelques-unes des identités
qui ont licu entre les éléments @,y ps, 94 (n°8). D’abord je tire de
ces identités les relations, relatives aux fonctions théta (n® 6) qui
fournissent l'inversion des intégrales elliptiques de premiére espéce
(n° 7); de plus je transforme un cas spécial du théoréme I en le théo-
réme 1II qui lie les éléments d'un sytéme orthogonal aux fonctions
elliptiques (n° 8) et, pour montrer, par un seul cxemple, la fécondité
de ce théoréme, j'en tire, sous des formes bien différentes, les for-
mules d’addition des fonctions elliptiques sn, cn, dn (n°9). En joignant
alors le théoréme ILI aux théorémes I ct 1L, j'obticns les expressions
des intégrales clliptiques de deuxiéme et de troisiéme espéce au moyen
des fonctions théta, leurs théorémes d’addition, et les formules fonda-
mentales, relatives 4 la fonction p(z) et aux fonctions sigma (n° 10
ct 41). Enfin jaborde les fonctions doublement périodiques de
seconde espéce et j'ajoute quelques remarcues sur les différents points
de vue sous lesquels les recherches que I'on va lire peuvent étre con-
tinuces (n° 12).

Journ, de Math. (4 série), tome VI. — Fasc, 1¥. 18go. [|7
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1. Expressions identiques des éléments d’un sysiéme orthogonal.
— Les neuf coefficients a,,,(m, n =1, 2, 3) d'un systéme orthogonal,
liés entre eux par les relations

2 9 e
ami + amz + ams =1

(I£m; lym—=1,2,3)

@y Qi = Qe Ay + Qpy Aypy = O

et les six quantités
' ( hykyl=1,2,3)
Ph—'z"(aikdatz"*" @y day + aalrda:u) ’ 3. 1 ’
; ¢ =y

,
3,1,2

et

Pp= a;, day, = Qo day, + ayy day, (

peuvent étre représentées identiguement au moyen de quatre uan-
tités quelconques a,, a., as, a,, comme il suit :

[ S=aa—aa, [=\—1;
dol@y, + i@y, )= a@; + a;,
Ao (@ + ltyy) = — (@] — a3),
Mo ( Gy + (@ay) =~ 21, @y}

() a(a,, —iay))= a;+ a,

A(@a— ity )=—i(a] — a}),
Ko(@yy— 1ayy) = — 21@,04;
M@y, =—i(a,a,+ a,a,),
Ay =— (a,a3—a,a,),

x oy =—(a,a, + a,@y);

&P+ p)= 2 (@, da, — a;da, ),
X(0) +10,) =— 2 (@, da, — a, da,),
) o(ps+0,) =—2i(a,da, — a,da,),
' M(pi—ip)= 2 (a.da,— a,da,),
So(vy — i0)=—12 (a,da, — a,da,),
| &(ps~03) =—2i(a, da, — a,da,).




T (wyg)= 2(—l)i‘q*"c“**""':t—2gcoszw+2q‘éos[uv—2g“cos(5w+
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2. Formules auxiliaires, relatives aux fonctions théta. — Pour
transformer les identités (3) et (4") en relations relatives aux fonc-
tions théta, je rappelle rapidement quelques formules auxiliaires.

Jacobi a défini les quatre fonctions théta par les sérics

[

N SN gy AR R . .
S(wyg)=— 2»-*‘*' q' e = 9 g (sinw — ¢*sin3Iw + ¢®sin 5w — .

w412

, 19 T
y(w,q)= Eq' WY = o g (cosw + ¢F cos 3w + g cos5w +...),
b

Ty q)= 2(/"‘0"’”““ =1+ 2¢C0os20 +2¢" COS{w + 2q° cosGw +...,

w ,
(p=0,=x1,x2,*£3,..., &= )

St 'on forme les produits °(w,q) S(@yq) .- 5y (w,y ) 55(, ),
on lrouve aisément les formules suivantes, connues sous le nom d(-
irans formations du second de gré (') :

RGN CANE A CE N DEACEEN'S
— Sy(w+x,¢*) Su(w — x, ¢*),
Sy ) S(xy )= S (W +2,¢%) S(w — x, ¢*)
= S (W2, §*) (W — , ¢*),
Sy @) (®yg)= Sy (w+w,¢*) S (w -, ¢*)
+ 3, (W + 2, g?) Ty(w — 2, g*),
! %3<g4;’ q)S':‘(a;, g) = %;,(W -+ @, qﬁ) .%3(({’ -, q*’)
\ + % ( 2, ¢*) S (0 — 2, ).

(L)

(1) Voir Bulletin des Sciences mathématiques, t. XIII, p. 93 ; mai 188g.

Les formules qui représentent les transformations du second degré sont les
conséquences les plus spéciales d’une expression importante que M, Schroter a
établie pour les transformations du degré n dans sa célébre Thése de doctorat,
intitulée : De wquationibus modularibus. Regiomonti Pr., p. 75 1854,

On pourra consulter & ce sujet aussi la Note de M. Schroter, publi¢e dans ce
Journal, 2¢série, t. III, p. 258; £838.

),

D,
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En introduisant les quatre quantités

(4 ) f a =A, S‘s(W-'-w,q’), °‘2|='A23:;(W—wa 92),'

‘ t a=A, 3 (w+z, ¢*), U= Ay Jy(w — x, ¢*),
ot Ay, A, désignent deux fonctions quelconques, et en écrivant, pour
abréger la notation, au licu de 3(w, ¢q), 3(=x,¢), ..., J3(w, q),
93(%, ¢), plus briévement 3(w), 3(x), ..., I(w), J.,(x), les for-
mules (&) prennent la forme suivante -
Oy 0y — 0,00 =AA, 3 ()3 (x),
0y 0y Xy 0y = A Ay 3y (W) 3, (%),
%y Oy — Rialyy = A A B (w) 5, (),

Oy Oy Byn 0oy = A A, Sy () Sy ().

()

“De plus, on déduit des formules (&)

= ARG (W a), o+ o= ALE(0) 3 (w— ),
(Ay) é o), —al, =A% (0)TJ (w+x), o3, — o3, =A% (0)3 (w—u),

20, 0, = A} 3,(0) 3, (w + 2); 20, 4y = A3 $,(0) S (w — ).
Enfin on obtient, par la différentiation des formules (&, ), (4, ), (4o5)

Loty dotyy — 0ye doy, =— tAF Y, (0) 3, (w = x)(dw = dx) (A=1,2)
oy Aoty — oy do = — FA AL [T (2) 3y (w) £ ¥ () S(w)] dw

— A AL[S (W) Sy () = ¥ (w) 3(x)| dz
(&) — H(A,dA, — A dA)[3(w) 3y (2) 2 S(w) 3(x)|;
Oy Bgy — %o Aoty = — SA AL, (%) 3, (w) = S1(2) 3, (w)] dw

— A ALY, (W) Sa(2) = F (W) 9, (x)] de

— 3(AdA — A dAL)[S, (W) 9, () =3, (w) 3, (2)];

ot & la valeur A =1 correspond le signe + et 4 la valeur A=2 le
signe —. Dans la troisiéme formule pour A =1 ou 2 l'indice x est égal
a2 ouI.
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3. Théoréme relatif aux fonctions théta. — Sil'on introduit

AA, =5 e'==1, ==, e=ce,
- 1 17 .
et sil’on posc successivenient,

..., . oa=cay as=¢e"ay a,= €"ay a,—¢ a4y
2..... ay=¢'ay, az=¢€"oy a;= e"ay a,= ¢ uy,
3... a=c¢ea, as=e"ay, a;——e"ay, a, = ey,
hoo.o.... ay=¢'u, a,=e"e, ag—— €"ay a,—=ée'a,

1 1 L3 1

les identités (3), (»") fournissent, au moyen des formules auxiliaires
(%) (Bog)y (Ag), (A7), le théoréme :

L. Soient w et x deux arguments quelconques; soient § une fonc-
lion quelconque, ¢ ===1et i =\ — 1. Alors les fonctions théta sont

lides aux éléments d’un systéme orthogonal de lamaniére suivante :

2;(0) I (w+ )

Qy, + lay, = Pt
Qg+ 1@y = — igf‘ié;'();;_%l’

@+ 1y = — 'jsﬂé‘:()z;(;‘:(:)w);

a,, — ia, = § 'E%)_Z;___W,

Gy — iy = — cign 2B o),

s (W) Ue(2)

o s, (W) 35, (2)

="k 3 (5)5,(w)

(h=1,2,3; ¢c,=—e & Ly=—1),

{:2:_6
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P}z="" ia!lhm.\‘;,'
, i (05 (i + 2)
O 0= eF S e (dw + dx),
) " S+l o --|~1(°)~'1 w— ) .
¢y — 10, (—' l) + "—'—m— ((lﬂ dvl'),
0y = — 1N,

ol

= -s-;—(;-)—dcx'—{— ;’((“ )) dx +.dlog 3,

(.] =8y 8y S, '5'3)-

Dans ces expressions Uunité ¢, et les indices s, s,, s,, s, sont ddi-
finis par ce Tableauw :

L. s. s, S, s,
j P +1 o 9 1 3
R | 1 o 2
3 —1 2 o 3 i
/s | 3 1 a 0

Le théoréme précédent comprend quatre systémes de relations dont
j'al déja donné le second qui correspond aux valeurs & =1, s =1,
's,=3, ss= 0, s3=2 antérieurement ('). On déduit de cchii-ci le
théoréme analogue au théoréme précédent, relatif aux fonclions sigma,
si I'on introduit au licu des fonctions théta les fonctions sigma, ct
st on l’emplace Qinty Anay gy Pry P2y Ps PAT Qppay Qipgy Oopy 5 Py Py Pis
substitulion qui ne change pas les quantités ¢,, ¢y, ¢,.

4. Théoréme relatif aux fonctions sigma. — Les fonctions sigma
de M. Weierstrass peuvent étre définies au moyen des fonclions
théta ainsi

Iy () x ~32
1 2 "o
; = — 114

, S %, (0) 2:»6 d< ()’
((Q) . } & (1) 1 et

<y L0 2w

= = e g, (e

\ .7~,(0) Il( )’

(') Voir Comptes rendus, t. GV, p. 839, got, et Bulletin des Sciences ma-
thématiques, t. X111, p. 95.
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ol aux indices v = 2, 3, o correspondent respectivement les indices
h=r1,2,3cton

_ _uwm . d(w)
0)-—-7\K, W—z—wa I]—g(w)a
A étant une constante ( voir n° 11, formule 4o0).
Aumoyen de ces définitions et en posant
2] - —“':‘:,f_ , .=
Co = W] e =N =gy
on obtient
() W(x) | dp(u)dn(v)

5SS (z) A e(u)e(v)

3’;};1 3," (0)31((.‘)‘_":.:1,‘) (clovid$) (:f:l .J_l.ij—_‘_)_.) (du pomans [l‘,);

2 (w) %, (2) BEEEIEID)
' g DO H(WED) oy cadauty)
AN IO O
%) (2) 2 () g ) g W)
AT )dw—i— 50 dz +dlog¥= 705) du+ 1O de + d logg,
H(2) (lW—-i-— ) g 4 dlogf= T g, 4 Tl g, +dlogg,

5 (x F(w) 2" 3, (v) vh( ¢)

v =2,3,0
A\h=1,2,3/)

Alaide de ces formules, on tire du theorcmc précédent, si l'on y
pose

e=+1, &=+ 13 S=1, s, =3, Sy =0, Sy=12
et si 'on introduit

¢, =g, = Cy == &y, 1Cy = &4,

le théoréme suivant :
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1. Soient u et ¢ deur arguments quelconques; soient G une fonc:

tion quelconque et i =\ — 1. Alors les fonctions sigma sont lices aus;
éléments d’un systéme orthogonal de la maniére suivante

. A=)
o g = e, S ED)
al’l a.!’l . d €i d(lt) d((‘)’

N da d;‘
By = ash%, (h=1,2,3),

. Sulw) s () [Sn(s) AR
Pr= & d(({)d’(v) [d;(‘)) du + ——-( )d« + d log¢ ],
P v, = G :((l”)—"(‘() (du %= dv),
o {¢) () 5. o
0, = [ﬂ(“ dir 4+ —— ET0) lo + d log (,

¢, élant des constantes (*).

Lies théorémes précédents fournissent Loutes les propriéiés des fone-
tions théta ct sigma au moyen des identités algéhriques et différen-
tielles qui existent entre les éléments @, p,, 4, identités dont les
plus simples suffisent déja pour obtenir les relalions fondamentales
de la théorie des fonctions théta, des fonctions sigma ct des fonclions
elliptiques.

3. ldeatités entre les éléments d'un systéme orthogonal.
Pour les coeflicients a,,, (m, n =1, 2, 3) d’un systéme orthogonal
dont le déterminant est -+ 1, on a les relations

a‘.’
4

i

A Ay~ Qg+ QA == 0 )

+am’ +a;n! =1

(Lsmy lym=1,2,3);

O \p = @Ay — Ay I”y ka =1

IO
Q»J
~—

i
®

Aop = A} Q¢ — A Ay ¢

H

Ayp =0 Qy— 3y,

dans lesquelles il est permis de changer ordre des indices inféricurs.

(") Voir ne 11, formules (33).



THEORIE NOUVELLE ET ELEMENTAIRE DE CERTAINES TRANSCENDANTES. 377

En différentiant ces relations, on tire, dela définition des quantités p,
¢4y les identités

/ —_— — Y
_ s dam—-a«kpz‘-aaz]’k-— = QgpVy 4+ Agp ¥y,
?
(‘:54) < day, = QP — QuiPr== — Q¥ - A4 ¥y,
'. day;, = QapPy — CyPr= — G;pVs -+ Ay ¥y,

Si les coefficients a,,, dépendent de deux variables, par exemple
de w ct de z, les quantités da,y,, ps, o4 sont fonctions linéaires de dw
et dz. Je désignerai, dans ce cas, les coefficients de dw et de dw
dans les expressions de p, ct ¢, respectivement par py, py et ¢y, o,
Alors on a '

pa=py dw + p; dir,

cp = ¢y dw + of dr.
De plus, on a '

damt ==

0amn dw + Amn dr.
ow dx

Par conséquent, les identités (¥,) entrainent deux autres systémes
d'identités qui proviennent des identités (3, ), si'on y remplace

damn ’ P Ry Y
respectivement par '

pn ,
) p o
dw hY A

et

0a,n O
ox o Y

Sil'on forme, & I'aide de ces définitions, les différences

ooy _0pF, ok _ vk

757 dw Jdx ow

on obtient aisément, cu égard aux identités qui proviennent de (3,),

Journ. de Math. (4° série), tome VI. — Fasc. 1V, 18g0. ['S
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les identités
dpy _ opf W ow
, 2 P= P —pipi= P
(8,)
A

avly _ 99} Wt o
g Tk e =— L%

d "

dont celles, relatives aux quantités py’, p; ont ¢té donndes, pour la
“premiére fois, par M. Darboux ('). Les quantités 3,, B, sont liées
entre elles par les mémes identités que les quantités p,, ¢35 Py €55 Pis
¢y, savoir

[ ®h= a0+ Qy0y + 30y,

(3:)

, )\ Op == Qpy @+ 4 Dy -+ a3 4y,

ou ¢, est écrit au licu de Yy, py, pi et €, au licu de B, o, vy
Ceci établi, je vais exposer rapidement les principes de la théorie
des fonctions théta:

6. Relations relatives aux fonctions théla. — 1Vaprés le théo-
réme I, on a
Pr== — lyp g,

et les expressions analogues, ol & est remplacé par & et /; par consé-
(uent, l'identité

da,,= AyiPr— Q3P
devient

da,,= iayay,(m, — m,) (hykyl=1,2,35 2,3, 13 3,1,2)
et, cn divisant par @,,, on a aussi

f‘l:}_ka:;!

dloga,, =
0%k Ayp

(m, — m,).

(1) Voir Darsoux, Lecons sur la théorie générale des surfaces. Paris, Gau-
thier-Villars; 1887, t. I, p. 49; Cousescure,dnnales de U’I’cole Normale, 1+ sé-
rie, t. IV, p. 108; 3¢ série, t. V, p. 52.
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Sil'on substitue dans cette formule les expressions des quantités g,
Qypy Aypy My, g, Gtablies dans le théoréme I, on obtient, en égalant
dans les deux membres les coefficients de dw, -

(a'\ Fo () _ 7y (w) . e(h)s-"k(“)) I5ie(2) Ty (W) T5(2) {gq (x) n 3-:‘1('”)]’
T g (w)  Te(w) I kW) T (2) D5 (W) T5 () | S0 () F5 ()

ol eM=—1, =41, M= +1.
Sil'on posc s =1, w = o, on cn déduit

Hl2) | = (2) %0, () 1 (@)

=

'a >
(a) @) Sa(@) T T S (@)F(2)
les constantes e, ¢tant définies par
e, = — e(") ..%_"_(9_)_35”_(0).
- F51(0) 9, (0)

Or on a, d’aprés le Tableau du théoréme I, pour s =1,
sy=23, $,=0, Sy = 23

par conséquent, I'équation (@) fournit

(@) F(@) _ 3@ % (2)
%:(2) T(z) T 0 5(2)F(2)
(b) [ Nle)  S(e) o m(@) 3 ()
‘ o 3(e) ¥(2) g (x) Z(x)
(z) (=) —e %_J(x)%(a:),
S(x % () ¥ (@)% (2)
ou
o — 7, (0) Z(0)
ST 5,0 %(0)
) e . 21(0)%:(0)
(o) AR CEON
o . 21000
(““*swm@
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Si 'on porte encore I'expression (@) dans la formule ('), en y
posant, d'ailleurs, s =1, 5, =1, s, =v, s, =1(,, v, 7 =0, 2, 3), on a

(d) 'z ((w) ((v) —”‘i (O) Jg(O) 3\/( 12K ‘r(“))

v) Fu(w) (0)2:(0) Z(w) T (w)’ ("’ vy % =0, 2,3).

En ajoutant les formules (), on obtient, d'unc part,
(1" €, (x)+ 2,9 (z)+2,Si(x)=0o0.
D’autre part, on déduit de U'identité

2 2 2 __
Ay + Ay, Q=
la relation

(1) ()2 (w) — 82(w) 92(m) + B(w) Bi(2) — E(0) B2(@) = o;
d’ow il suit, pour w = o,
(" - F(0)F () +Fi(0) 3‘(90) ~ (o) ¥ (x)=o.
SiTon compare cette formule avee la formule (17), on Lrouve
€o=—12t.5%(0), e,=--¢e.3;(0), €;=¢.7;(0),
ct, cu .égard aux expressions (c), on a

2, (0)=2¢5%(0) 3,(0) F;3(0).

Pour prouver que le facteur ¢ cst indépendant de la quantité ¢
dont ¥ (o) et (o), 3,(0), I,(0) sont fonctions, je différentic deux fois
par rapport 4 w la formule (d), ou plutét la formule qui en dvcoulc,
savoir

() S(w) — 5(w) 3, (w) = é_%_?)) 3,(®) & (w),

(, vy7=0,2,3);
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puis je pose w = o. Alors on trouve (')

f@ 2 O  HO
70 50 T 50 %o

(e)

0,

et comme on a, d'aprés la définition des fonctions théta, -

0*3a(w, 9) _ 93a(v, q)

Jw? ”‘49 97 (“;—‘07 L, 2, 3)’

la formule (¢) devient

log 3 (0)
° 9(0) 7.(0) I3(0) _ dloge
og T d¢g T

(') Ausujet de celte formule importante on peut consulter : KoeNigsseraer,
Vorlesungen itber dic Theorie der elliptischen Functionen, t. 1, p. 385. Leip-
zig, Teubner. — lavenry, Traité des fonctions elliptiques, t. |, p. 255, Paris,
(rauthier-Villars. — Frosenivs, Journ. de M. Kronecker, t. XCVII, p. 247.
Dailleurs, M. Hermite a bien voulu me communiquer, le 16 juillet 18go, Ila
démonstration élégante que voici :

« Ln employant la notation de Jacobi, on a la formule élémentaire

() (z) — N (z)0'(z) = A" Hy(2)8,(x),

ct j'en tire, pour x =0,
0 (o) H' (o) = A'I,(0) 8, (0).

» Ensuite je différentie la formule précédente, ce qui donne
6(z)H" () — H(x) " ()= A"[l,(2) 0, (x) +6,(x)H\ (x)],
je divise les deux membres par x, je [ais de nouveau « = o, ct j'obtiens
8(0) 11" (0) + 11 (0) 8" (0) == A'[H, (0) &' (0) + 6,{0) I, (0)].

» Cela étant, il suffit de diviser membre 3 membre avec Pégalité

e (o) H'(0) = A"H,(0) 8, (0),
pour avoir la relation

i"(0) 8"(0) 8\ (a) [0 —
H'to)  8(0)  6,0) . Hi0)

»
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Donc ¢ est indépendant de ¢, et'on peut en obtenir la valeur, si
I'on pose ¢ = o.

Or on a, d'aprés les définitions des fonctions théta, pour ¢ = o,

%, (0):3,(0) =T,

g(o)=r1, F(0)=1;
donc
E=1
et enfin
(2)

¢, (0) = S(o) 9, (0) 33 (o).

A Taide de cette relation importante, les formules (5) prennent la
forme

(¥ (@) Fhia) 3(2) %1 (2).
s @) @)~ )
!

T (2) T s(‘”)

. g (2) ¥ () a (@) Yy ()
(3) 52 ) — O 3@ 5@
S'(x) (=) I3 () 3 (=)

VS (2) -Jz(z‘) ( )

()5, (.7)
et la formule (d) de

vient, si I'on change encore w en x,

gi(x)  %i(x) W(z) T (x) ' I '
@) 5% aw@ = O5mE @  (WmT=023)
Ces formules établies, I'identité
sh,k,l:l,z,l‘%‘
0;;" = 1@y, @y (M, — M) 2,3, 1"
( 3,1,2]
se change immédiatement dans les relations
i (w) 99 3‘2(3’)32(7')
dxz S(z) — 32 ()
T d 3y(z) ___ 950)%(z) %u(x)
©) dz 5(@ Y@
a5 ( __ 30 m(z)%(z)
dz 9 -

*(z)
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Enfin on tire de I'équation (1*), pour x = o,
(6) 7(0) + 3;(0) = %}(0),

et si 'on prend, dans Iéquation (1), au lieu de w, respectivement
W+ 3T, w+ ;T + 5 ilogg, on obtient, pour w = o,

[ #7(0)33(®) + 53(0) ¥ (2) = 55(0) ¥* (w),

D s+ 51(0) 31 (2) = 81(0) ¥(x).

Ces formules suffisent pour établir 'inversion des intégrales cllip-
tiques de premiére espéce.

7. Iniégrales elliptiques de premiére espéce. — Les formules (7)
permettent de poser

3'(”7' = yksinf,

P i

; oY)
3(&.) \/I.'AB \/.\/ — k¥ sin® 8,
ol
(8%) S =VRh o=

ct, & cause de la formule (6),
P+ k=1
A l'aide des expressions (8), les formules (5) deviennent

(9) | % = 92(0) A

ou

. A .
S(o)e = [ \/_:jAfiT_]:p =F(§)=0.
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1 T T
Comme  la valeur § = ~ correspond la valeur z = - on a
T

‘ arro\T g dp — K- )
(10) *(0) 2 _A/; V1— k¥ sin?B =K

d’ou il suit

BO=2 BO=Thk  90)=2Fk

Silon introduit, d’aprés Jacobi et Gudermann,
B =amb; sinfl = snd, cosB = cnb, AB = dnb,

la formule (g) devient
‘ damb

= dﬂb;
donc
dsnb dcnd ddnb [
(11) —p-=cnbdnb, =-—=—snbdn), = k*snbcnb.
8. Théoréme relatif aux fonctions elliptiques. — Les formules
données dans le numéro précédent ct les formules analogues pour
w = 1-;% transforment le théoréme I en un autre, relatif aux fonctions

elliptiques. Conformément aux quatre cas du théoréme I, on oblient
aussi quatre systémes de formules dont je n’établirai que celui qui cor-
respond au premier cas du théoréme I, c’est-a-dive aux valeurs

e==+1, C=+1; s=o, 8§, = 2, 8y =1, s, = 3.
Les trois autres systémes qui correspondent aux cas 2, 3 et 4§
du théoréme I en proviennent si 'on y remplace les arguments a et b

respectivement par

a+iK', a+K+iK, a+K; b+iK, b+K+ iK', b+K,
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ol
) L .
“2')' K —fo 1 k'3 sin?§

D’aprés cela, on déduit du théoréme I, sil'on y substitue @y, @moy
Qs Pry Pay Ps PAT @may Bingy n(§ Pay Pay Poy €L sil'on posc
b
pa = pida+pl db,
¢, = vida + o} db,
le théoréme :

UL Soient a et b deux arguments quelconques, k, k' les mo-
dules, pour lesquels

P4 2=

el i =y — 1. Alors les fonctions elliptiques sont lices aux éléments
d’un systéme orthogonal de la maniére suivante :

et et . Vi —ivg :
Lt — jksn(a-+b 1t = jksn(a—0b
A3+ LQay ( )’ @3 — Uy ( ),
ay + iay, k ayy — iay k ;
A3 -+ 13, s (a + b)’ Qi3 — s K cn(a ),
alg-l"iazg i d a1g '—'[aga i
L = —dn(a + b); L2 — _ — dn(a—b);
Ay + (@ k' (a+0b); Qg3 — ltsy & ( )3
I
Ay = — 5 dnadnb,
tk
Gy = — 77 €Na cnb,
a3y, = — ksnasnb;
. k? . da,
a a ___ —_— 31
Pl — vy =—idnasnbend = — i —,
k . Oa
a a___ _ a2
Pi— @sn¥s = penasnbdnb=—i-—z,
. - . da,
Pi— @05 =  thsnacnbdnb=—1 T

Dans ces expressions on peut changer Uindice supérieur a en b,
si Uon change aussi U'argument a en b.
Journ. de Math. (}* série), tome VI, — Fasc. VI, 18go. 49
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Pour montrer une seule application immédiate de ce fécond théo-
réme qui fournit la théorie compléte des fonctions elliptiques, je vais
en déduire les théorémes suivants.

9. Théorémes d’addition des fonctions elliptiques. — Si Pon’
.. Y \ . . v =+ 5
multiplie le numérateur et le dénominateur de l'expression e
. 13 P

par @,; — la,g, on obtient, cu égard aux identités (3,) et (3,) du

n° 5,

day,,  day,

"7 -+ “"{;. . 1y "(1‘ —+ Q4 "’; ""‘l‘ (a23 (’(ll — Q3 ":;) —_ ‘I‘ ()b ()(l
Qg3+ @y 1—ai, : i —aj,

ou, d'aprés le théoréme I1I,

snacnbdnb~+snbenadne
1— k?sntasn®d

sn(a+b) =

D’une facon analogue, si I'on multiplic le numérateur et Je dénomi-
o) ?
. ) . V'{' ~+ l'(»"'; a :a
nateur de l'expression ———2 par ¢¢ —-i¢?, on a
A3+ 13y ! :

@il e e
@y + gy { dag;  day
b da

Or, cn ¢levant au carré les trois derniéres formules établies dans le
théoréme IT1, on trouve

(P — a5 )P+ (Py — @52 4+ (P§ — @5,65) = — K (sn*a —sutb),

¢l comme on a, d’aprés les identités (3,),

I

PIPT + PLPS + PPy = viet + viel + ofed,
a a @
@y Py + Gsy Py + C‘:::;Pf,' =y,

il résulte _
‘:‘:9(: -+ v:f(:g = — lr*(sn”a — sn%).
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Par conséquent, on obtient

sn*a — sn?b

sn(a+0) = snacnbdnb —snbcnadna’

Iin réunissant ces deux formules avec les deux autres que I'on ob-
tient, si 'on multiplie le numérateur et le dénominateur de 'expres-

. 0% 4 (p?® . .
sion ———2_par @,,— L@, ¢t par @,,— i, on a enfin
(,M_Hanp " 2y CLP 12° 229
snacnbdnb +snbcnadna
sn(e+b) =

1—k*sn?asnb
sn?a —sn?b
snacnbdnb —snbenadna

(1 .
(13) ] __snacnadnb+snhcnbdna
“cnacnb+snadnasnbdnd

snadnacnd +snbdnbena
\ dnadnd + k*snacnasnbenb

D'une maniére tout & fait analogue, on déduit des expressions
Ay + 1@y @y + Qs
Qyy + sy ’ @y + iasy
teurs par @,, — i@y, @y — i@, @3 — i@, V;— 0}, les relations sui-
vanles : ’

b cnacnb—snadnasnbdnd
Cn(a+ ) 1—k%sn?asn?b

» en multipliant leurs numérateurs et dénomina-

_ én&cnadnb~—snbcnbdna
- snacnbdnb—snbcnavdna
dnfa dn?b — A2
2 (cnacnb+snadnasnbdnb)

(14) {

_cnadnacnbdab— k?snasnd,
" dnednbd + k*snacnasnbend’

dnadnd —ki?*snacnasnbend
1—k?snasn?b

dn(a+ b) =

__snadnacnb —snbdnbcna
) " snacnbdnb —snbecnadna

(15)

__cnadnacndbdnd + k'%snasnd
~ cnacnb4snadnasnbdnd

krenacen?d + k'*
dnadnd + k*snacnasnbend
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10. Intégrales elliptiques de deuxiéme et de troisiéme espéce. —
D’apres I'identité (s)), on a

0F 00w g GE R EY) (O i0]) — (o — i) (T i6).
Jx 0w 12 2 bY)

Orle theoréme I fournit les expressions

'3, . I d ! (o i .1
g FE) _olosf . m(w) dlogd
E Ss() ow 3 () o
(s=0,1,2,3),

. . % (0) &, (v + 1)
ki W T a0 — <2 1 i ,
RIS A = e s )
O — i = — (0% — ) = (— *es 2 9,(0) % (w — ),

5:("’)":( l‘) 5
par conséquent, on a

T(z) d F(w) = (— 1y 22 (0) 2 (w+ x)% (v —a)

| ;/7 3(x)  dw 3 (W) FI(w) 51 (@)

(s=o0,1,2,3).

_ (e ]
EXCORN

on lirc de la derniere formule, pour s =oet w=o,

(lomme on a aussl

(w) _ 3w)
dw T (w) T Fy(w)

4 ) 20 AOEHED)

#z) 30 T FOF(e)
ou, d’aprés les formules (2), (8), (8*),

(o) dx S(av) (O)(I Aﬂ{»'
‘n multipliant cette relation (voir n° 7) par

; _ ___7':[[55
- (16) dr = ST(0)A8 — 2K a9

ct cn jntégrant, on obtient

;. g’ g
(17) e — 5 = T [F(®)— EB@)l,
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(18) £(8) :foﬁAﬁdB.

Pour déduire le théortme d’addition de I'intégrale de deuxiéme es--
péce et pour établir en méme temps linversion des intégrales ellip-
ticues de troisi¢me espéce, j'emploic les identités ().

On déduit de ces identités d’abord

d(@n= i@,y) = 2 i(@4 2 (a44) 04 TF 1004 (0, = i0,);

en divisant par @, % i@, on obtient de plus

. . . oy ey
5 dlog(a,, =& i@,,) = == (v, == l@,, —1—"22
( ,,) o( 1h 2/:) S 3+ U3 an = iaa,

el

Ay, — iy . . 03+ Lo, 0y — Lo
dlog “o——" = — 2ip, +ia, | ——2 + —L—1 ),
@y + W@ap Qyn 1@y, Ayp— Qg

"ol suil enfin, au moyen de I'identité (3,),

, @y —itap | - .
3 fdlog =2 —2% 4 jo. = ia
( ‘) N T+ lasy, ! 3

Ps— ¥y
3
T—= @34

Si I'on applique (') anx premicrs membres des identités (3,), (3))
r 1 g . 1 r b
le théoréme I et aux seconds membres de ces identités le théoréme 111,

(') Pour faire cette application, on se souviendra que les quantités a,,, @,
@y Pis Pay Py dans le théoréme 1 correspondent aux quantités a,ys, @3, Qs
P2 P3» Py dans le théoréme III. Par conséquent, on prendra, dans les premiers
membres des identités (3}), (3;), auxquels on applique le théoréme I, I'indice
h =2, et dans les seconds membres, auxquels on applique le théoréme III, I'in-
dice b =3. .

J'ai introduit ce léger changement de la notation pour obtenir un accord ab-
solu, d'une part, entre les formules du théoréme 1 et les formules de mes recher-
ches antérieures (Comptes rendus, t. GVII, p. 859, go1; Bulletin des Sciences
mathématigues, t. XIII) dont le théoréme I forme la généralisation; et, d'autre
part, entre les formules des théorémes 1{ et IIl. Dans les formules du théoréme 11,
relatives aux fonctions g, ce changement de la notation m’a paru nécessaire, afin
d’obtenir les mémes indices pour les coefficients du systéme orthogonal et pour
les fonctions sigma.
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on obtient, sans aucun calcul, les deux formules suivantes

. F(wt+z)  (w)  Z(=2)
(19) — S * 5w T 5@

K a
= 3;— k*snasnbsn(a+ b),

v d r“.:(x-—w) ' (w) _ 2K k*snacnadnasn?d
2 dx S(x-+w) F(w) = 1—Aisnfasnid

On' déduit des formules (17) et (19)
(21) E(ama)+E(amb) - E[am(a + b)] = k*snasnbsn(a + b),

et de la formule (20), par l'intégration,

b
Z(x— ) -'(w) sn2h db
log 2{# 2g __snihdb
08 (2 + ) T+ (u’) nacnadna , | —Rsna snth)’

-

oll

La premiére de ces formules représente le théoréme d’addition des
intégrales clliptiques de deuxiéme espéce, et la seconde formule établit
Iinversion des intégrales elliptiques de troisi¢me espéce. Pour donner
a cette formule unc autre forme, je change légérement la notation, en
écrivant au lieu de b la lettre u, et cn posant

™ 9' r;
d( “) 0(u), s(;{) =0(a), Fd=12(a).
Alors la derniére formule prend la forme

B \ e(u—-a) — ] u snu du e
(22) 3log ST a) + Z(a) snacnedna T Faias =1l(n, a),

d’ot résulte
(23) (n, a) —I(a, u)=nZ(a) — aZl(n).
Sil'on pose dans la formule (22) u successivement égal & n,, n,,
. 1, + 1, on obtient

(1, — @)8(uy— @) (1, -+, +a)
O+ a)8(u,+ a)8 (u, + u, —q)

(24) H(n,,a)+1(n, @)~ (u, +n,,a) = jlog
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Le second membre de cette relation représente la seule expression
qui ne peut étre transformée immédiatement au moyen des théorémes
précédents, comme contenant plus de deux arguments. Pour transfor-
mer ce sccond membre, je reprends les formules fondamentales (),
établies dans le n® 2. Les deux premiéres formules (&) peuvent étre
résumées ainsi :

L I(w)3(e)+e 3 (w)3 ()= {,{_9,

ote==1etl
| Lo=5(w-+ax, ¢*) — e3(w+m, ¢*),
Lo=%(w—x, ¢*)+eS(w— 2, ¢*).
D'une fagon analogue, on a
)53 +eq(r) A (z) =,
S(")S(x") +e S, (W) T, (") = g, My,
307) $(=) + 3,(7) 2 (5") = o,

ol les expressions J1,, N, proviennent des expressions £ ,, £, si l'on
y ¢change w, z eny, z, et ou

20" =W X+ Y — 3, 2" = w—ur+y+s5,
2" =W —y+3, 23 =— WA X+ Y+ 5.
Comme £,£,. 90,90, = £, My . £,91,, le produit
[3(w)3(2) + 03, () 2,(2)] [3(1) 3(2) + e 5, (1) %, (2)]

ne change pas si 'on y remplace w, z, y, 5 par w’, 2%, y*, 3" (*). Par

(') On reconnait immédiatement que cetle proposition ne différe que légére-
ment du théoréme fondamental de Jacobi ( OEuvres complétes, t. I, p.506), com-
muniqué dans une lettre & M. Hermite (Journalde Crelle, v.32, p. 197; OEuvres
complétes, t. II; p. 116) et devenu la base d'une théorie élémentaire des fone-
tions elliptiques ( OFuvres complétes,t. 1, p. 4gg). La démonstrition, donnée au
texte, met en évidence que ce célébre théoréme se déduit d’un simple change-~
ment des facteurs d’un produit algébrigue; j'ajoute que I'on peut déduire,
d'une facon analogue, aussi sa généralisation relative aux fonctions théta de deny
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conséquent, si 'on pose w” = o, d’o suit

b) b
W =w4xz, Y =wy, F=x+y, s=w4+z+y,
ona

30) 3w+ )W+ e +y)= ST (@) (N (wH+o+y)
+ 5, ()3 @ SN S (W +z+)y)

et, en remplacant « et v par — x et — y, on trouve par division
] b

Fr-2)F(r—y) _ S I(@)I(Y)IWw—a—y) +5 /(W) 5 (D) N (M) & (-x—))
Tw+x)T(v+y)  FWIT@I(TWHz+y)+5 ()3 ()N ()5 (w+2+Yy)

kn prenant dans cette formule

- na . =, =,
= — L= =) = —>
2Kk ok ak

on en déduit

O(n,— a)B(ny— a)d(uy 4+ uy+ a)
O(u+a)e(u,+a)d(un,4+u,—a)

. l—A'zsnasnu,snu.zsn(n,+ug—-a)__(r,u _
T 14 Asnasnugsnussn(iy Uy + @) (1, Uy @)

(25)

Donc le théoréme d’addition des intégrales elliptiques de troisicme
espéce, relatif aux arguments u,, u,, est représenté par la formule

(26) 1(ny, @) + I(uy, @) — I(u, +n,, a) = ;log@(n,, n,, ).

D’unc facon analogue, on obtient, 4 'aide des formules (21), (22),
(23) la relation

o (e, @) + 1, a,) — K, @+ ay)
) = uk?sna, sna, sn(a, + a,) + ;log®(a,, a,, n),

arguments, dont M. Rosenhain a tiré la théorie des fonctions hyperelliptiques de
premitre espéce; et méme les théorémes corrélatifs pour les fonctions théta d’un
nombre quelconque d’arguments (voir mes travaux : Comptes rendus, t. C1V,
p. 1094, 1255; Math. Ann., t. XXVIIL, p. 493; t. XXX, p. 571).
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«qui représente le théoréme d'addition des intégrales ellipliques de
troisicme espéce, relatif aux paramétres.

11. Fonction p (u). Relations entre les fonctions sigma ().
Apresavoir Cabliles formules fondamentales, relatives aux fonctions
théta, il reste & examiner les fonctions sigma. Comme ces recherches
sont Lout & fait analogues aux précédentes, je me borne & déduire les
relations les plus importantes, en introduisanl la fonction p(u) de
M. Weicrstrass.
Dapres le théoréme [T, on a

o:,=-1,'[j,’((:)du+ (( )) -

log( = [ic‘ v — 7((: )) du + [u":; — ;((::))] dv.

de + dlogg

d’ol suil

Comme le premier membre de cette relation est une difféventielle

exacle, on obtient
d |-« 7l(‘) d | .. 3wy
de I_w“— )| _”/“ 3(u)

Si l'on introduit, d’apres M. Weierstrass, la fonclion p(e), délinic
par la formule

on Lire de la dernicre relation
[ ) 12X
"(5(—, = Tn) =p(w) = p(e).
Or on a, d’apres Uidentité (9)),

(L‘_‘l_‘ ()‘ “ —_— l( oo’ — ‘.‘.u‘,«, )
Jdv du 1o 20

= 3| (684 0) (6] — i) — (o) = el (v} =+ ie})]

(") Foir Scuwarz, Formeln und Lehrsitze sum Gebrauche der elliptischen
Functionen ; Havvuex, Traité des fonctions elliptiques, t. 1, 1886.

.
Journ. de Math. (4° série), tome VI. — Fasc. IV, 18g0. 20



394 F. CASPARY.
et, d’apres le théoréme 11,

rd
n . u " . ! F(u~+¢)
o0 = v o, = —————
! 2 e - IR
rd
w__ e v s oy F(ue—e)
O — W, == (¢ — W)=
! : (v D)= F(u)(v)’
donc on a la relation fondamentale (*)
g Flu+v)3(w—)
(28) p(u)=p(o)=— :

() 3*(v)

Si on pose maintenant

-~

(29) o =2AK, w =K'/,

A élant unc constante, on a (voir Jacont, OBucr. compl., . 1, p. 525
mw'  =N'¢ o
e T Ak 087

A P'aide de cette formule et 'aide des relations
4
(o +ym) = Sa(w), S —ilogg)=1iq eI,
1
Si(w+in —tilogg)=1¢q ‘™S (w),

on déduit des délinitions (@) des fonctions sigma, établies dans e
n° 4, les définitions suivantes

G N e (@) e T —w)

u)=~r —_— = " —
\M / (w) F(w)

~ " ~ "
- 1y J(lt +il)—) S -)(ll*—-u) )
(CDI) ‘ ""-’(“)_e ' ‘r(mll) - e 5(0)11)

’3, (u‘)—*r"""‘ F(u+w) e F(u—w)
A A () T 7 F(w')

(") St Pon emploie au lieu des fonctions sigma, les fonclions théta, les identités
dont j’ai fait usage fournissent les formules que M. Scheibner a dounées dans un
trés heau Mémoire (voir Math. Ann., 1. XXXIV, p. 502).
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W=+, '=n+v, N=
Si Pon introduit de plus, d'aprés M. Weierstrass,
s = p(u), e, = p(w), ey = p( + o), ¢y = p(o’),

au moyen des définitions (®,), on déduit de la formule (28)

(30) s—e,= :f‘((;:)), Vp(u)—ey= Gd/o,((:)) (h=n,23).

Ceei établi, je pose pour I'instant

My, = S Zule) d u+ %) 1o 4 d log¢;
h( -‘/4( ’) =
alors on a (woir n° 4)
Pi=— (@3,
day,= (@05, — ),

asl.

dloga,,=1i = (am — Iy),

el, par conséquent, d’apres lc théoréme 11,

) S~ T 2 3a(0) 3(@) Fu(0) (0) | F(©)

Gln) 0w (@) () F(0) 3(e) [ () Fi(e)
7%

(2) T (v) () ) d/,(v)d(w)’
’ gr(v)  Ge) T e Tp(e) 3(0)

" () d'(w) _ dp(u)3(u)
(1) Fu(w)  F(w) T T F(w)F)
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Si 'on remplace dans cette formule Uindice A par A ct £ et si l'on
retranche les deux formules qui en proviennent, on a

) _ i) _ 2w ‘ﬁ(u)—ﬁ(u)],
) 3(u) F(w) | 9a(u)s,(w)

(:))2> d'/‘(ll) d;(l() =~< l) -:/t(ll)d ll)

Iin comparant cette formule avec la formule (), on a

[} s/t
—_— =2~
252y ( L l)’
d’otl suit
. 1
g = ————e
\/e;, ~ € \/el — €
(33 ——
) \/C’l"“ee\/@-z"‘b‘:;
T
Eg= ————— ey
\ \/ez_eu\/e:s"el

les racines carrées prises avee le signe positif.
A Taide de la formule (31), on obtient encore

( /> i F5(u) . ()3, ()
2 du 3(u)y = ()
o 2 3 (1) 3 (u) 35 (0) ()a(
(3?)) I’Z-fé:;/tf";"—‘-“— . ;g()u)l( ) 3{(((,) =1 ():'/

Eu ¢gard aux formules (30), la formule (34) prend les formes

s - : )
9() 1‘ 7[’7::——2\'[(‘9*—0‘)(8“63)(3“‘(33)7
e (= 4pQe) =~ e ]| ple)—e, ][ ple) = eyl
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D’aprés le théoréme T1, on a
oy —+laay, _ Sp(ee4e)

T
R — T %A m = 5/,\!"')( i+ (/) — Cy
1 2 '

NN A RN N '} ' nooru
"apt+‘2"2“‘("|+“2)("1 L(’._,)

_ ) F(u—v

) : ) :
O [p(u)— p(o)].

Par conséquent, Uidentité (voir n°9)

i Oy, dayy,
p+ (Qay dy Jdu

TN TS

se transforme, cu égard d'ailleurs aux formules (30) et (35), en la
survanle

ypLE+v)—ey,

_Vipw—=eallp@®—ed [ —ed—VIp©)—en] [p)— e [p () — /]
- pLe) —p(e)

qui représente, sous unc forme irrationnelle, le théoréme d’addition
pour la fonction p(u). En élevant cette formule au carré, on trouve,
apreés quelques calculs simples,

4

A

'[P(“)__“_P_(‘_)

plu+v)= - IR0 ] — pu)—p(e)+ (e, +ea+ey).

Le premicr membre de la formule (36)

ne change pas si I'on ajoute & s une constanle. Or on peut déterminer
cette constante de fagon que la forme (s —e,) (s —e,) (s — ¢,) soit
une forme réduite, c'est-d-dire que e, + ¢, + ¢, soit égal & zéro. Par
cons¢quent on peut supposer que

e, + e, +e;=o.

e
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Alors le théoréme d’addition de la fonction p(«) prend la forme
plus simple

(37)  pluto)+p(wy+ pee)= ¢ [EEG=ET,

ct la formule (36) devient

) ds
(38) Cdi=—
4s*—gys— g3
ou
(3‘ +ce+ 03-:0,
(39) cge;,+e:,e,+e,82=—%(cf—i—ei—l—ei):‘ 7:'3.‘-”

1
CiCaly= 7-4!3"3‘

1)’aprés les définitions (®) (voir n°® £), on a

. gu(t) = F1(0) Tv(w)
(®2) F(u) ~ 20 %,(0) T (W)

ol
w= 1K, W= = 1,
2w A2k
ct ol aux indices A =1, 2, 3 correspondent respectivement les indices
v = 2,3, 0. Par conséquent, sil'on prend 4 = 3,v =0, u = w,w = ;,
on obhtient ' '

! 3
g3 (w) I = "‘(0)5(2) 1 1 % (0)3s(0)

s@)

!

R 9(0)%n(§> A 33(0) 2(e)%.(e)

\

~

ou, d’aprés la formule (2) (n° 6),

el, d’aprés la formule (30),
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donc la formule (29) devient -

(40) wye,— e, =K,  oye,—e,=K'i

Au moyen de cette formule, la définition (®, ) donne, pour £ = 3,

v = (),

w

(Rva==) =

2 = Vo = 2
s (

o)
s(u 0 U - — )
3 () 3 )’3|< \/el—e,> sn(uy/e, —e;)
(voer n° 7).
En prenant encore L=1,v=12; h=12, v=3, on déduit de la

déhinition (®, ), au moyen des l’ormules, établies dans le n° 7,

7

— .._—Mﬁ.:-_el.’
~S”<“\/°- o K==
(4v) n{uye, = e, k)= \/P(“)_"‘

\/lp(u)— 2y
pse———_
\/J) () — ey

ol j'al ajoulé, dans la notation des fonctions clliptiques, le module dont
clles dépendent.

Au moyen de la définition dn*@=1 — A*sn*e, on déduil encore des
formules (41)

dn(uye, —e¢,, k)=

Cho \/cueJ o \e,—c.
"l*‘) v /
\/el—ea \Ver— ey

Cnfin comme sn(uye, — e,, k) s'annule pour u = o, il vésulte de
la premiére formule (41), que p(w)=1s devient » pour « =o; donc
on tire de la formule (38)

A: o .
S “= f s

L’expression différentielle
ds

\/453”“‘ 8aS— &3
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peut &tre transformée, au moyen de la substitution

s.__a)’““' _as+3B
Ny —_— — >
«—2y vs—+ 8

Dy o
2, B, v, 0 élant des constantes, en I'expression

dy
Vi)

I

S ()

Ay 4wy + 62y + 4Ry + &
=&y —a)(y = 0)(y =)y —d).

Dans une lettre, datée du 6 scptembre 1887, dont M. Hermite a
hien voulu m’honorer, I'illustre géométre a établi pour I'expression y
plusieurs formes bien ¢légantes; on les trouve dans une Nole publice
dans le tome V de ce Journal, page 73, formules (8), (9), (10).

A2. Fonctions doublement périodiques de seconde espéce. Re-
marques finales. — Dans les recherches précédentes, ni la fonction ¥
du théoréme I, ni la fonction ¢ du théoreme 1T n’ont joué un role es-
sentiel. Cependant pour I'examen de problemes plus élevés, il est
important que des fonctions quelconques entrent dans les formules
des théorémes cités. Pour en donner un exemple, je vais aborder rapi-
dement les fonctions doublement périodiques de scconde espéce, dé-
couvertes par M. Hermite.

Dans son admirable Ouvrage : Sur quelques applications des
Jfonctions elliptiques (Paris, Gauthier-Villars; 1885), M. Hermite, en
examinant le probléme de la rotation (voir loc. cit., n® X,..., XX), a
introduit (& partiv du n® XXIII) les fonctions doublement périodiques
de seconde espéce

(0, (0) 05(« + @) ehu+v
a0_s(a) o (u)

O, = (s=0,1,2,3).

Dans cctte expression A ct v sonl des constantes; ¢ ¢st une racine
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quatriéme de I'onité et les fonctions O sont définies par les équations

Os(u)z 9,(-1'), Os(a): Ss(“’), L= 2_1_{ U, o == g_l_\ @

= ™

Sil'on prend s =1, on a

P, = io" (0) 0, (1 +a) ehu+Y
1= 6 (a) 9 (u)

’

expression qui met en évidence que @, devient égal & la quantité
¢ + i) duthéorémeI, sil'ony poses =0, ¢ =1, w = const., dw = o,
ct

§= ,:e)u+v.

De plus on voit que, dans ce cas ('),
wi=A+D,logl,(a)="¢,,

et que les quantités @, + i@y, @,4 + iQyy, @43 + 134, deviennent, sauf
des constantes, les fonctions ®@,, ®,, ®,. Enfin, on voit que les coeffi-
cients dg,, Qse, @5, et, par conséquent, aussi les quantités p7, pt, p;
deviennent, sauf des constantes, égales aux quantités U, = ikcnu,
U, = ksnu, U, = idnu, introduites par M. Hermite (voir loc. cit.,
n° XXV). A

D'une fagon analogue, on obtient, en augmentant convenablement
I’argument w ou a, la proposition plus générale :

Les fonetions doublement périodiques de seconde espéce @, @,_,,
o5, Py (s =0, 1,2, 3), oit les indices inférieurs sont pris suivant
le module 4, et les expressions e, U,, U,, U, découvertes et intro-
duites par M. Hermile dans sa théorie desdites fonctions, sont pro-
portionnelles aux éléments d’un systéme orthogonal, savoir :
O 10y, @y [8ay, Gy 4 18y, @iy + 15 035 Qg OU P,y Gy OU DY,
@y OU P

(1) Hermite, loc. cit,, n® XXIII,
Journ. de Math. (f* série), tome VI, — Fasc. IV, 18go. a1
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La proposition précédente n’est pas liée seulement aux importants
résultats de M. Hermite, mais encore plus étroitement aux ingénieuses
méthodes de cet illustre géomeétre.

En poursuivant la voie, ouverte par Jacobi pour la résolution du
probléme de la rotation d'un corps solide, M. Hermite a réussi &
exprimer, sous une forme extrémement élégante, les neuf cosinus @,
des angles formés par les angles rectangulaires fixes et mobiles et les
composantes de la vitesse de.rotation p, ¢, r'; v, ¢, ¢ au moyen des
fonctions théta. Dans ces expressions entrent deux arguments, dont
'un reste constant et dont P'autre est une fonction linéaire du temps.
“n sachant par mes recherches, relatives aux fonctions théta de deux
arguments (Journal de Borchardt, . 94; Comptés rendus, 1887),
(ue les produits de ces fonctions forment les seize coefficients d'un sys-
ttme orthogonal, quelles que soient les deux paires d’arguments
qui y entrent, j’ai été conduit 4 examiner la question, si les résultats
de M. Hermite restent encore valables sous la condition que les deux
arguments, dont les fonctions théta dépendent, sont quelconques.
Aprés avoir trouvé que c’est le cas, la méthode de M. Hermite, em-
ployée & un probléme de Mécanique, pouvait étre aussi appliquée &
I’Analyse, c’est-a-dire 4 la théorie des fonctions elliptiques et des fonc-
tions hyperelliptiques de premiére espéce. On n’a bhesoin que de rem-
placer les quantités p, ¢, 3 ¢, ¢, ¢” par les quantités p,, p,, py; 9y, ¢,
¢, et de faire usage des identités qui existent entre p,, 0,(h =1, 2, 3)
ct les différentielles da,, (m, n =1, 2, 3).

C’est ainsi que j’ai étudié la théorie des fonctions elliptiques et des
fonctions hyperelliptiques de premiére espéce, et que j’al obtenu les
résultats dont je me suis permis de proposer, dans ce Mémoire, les
premiéres conséquences.

Si 'on emploie, au lieu des fonctions théta, les fonctions s1gmd et si
" 'on pose, dans les formules du théoréme [I, I'argument ¢ égal & une
constante, et

o ’ g'(v)
G = e, C(o)= a(v)’
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les expressions ¢+ i, et @,;+ ia,, se transforment dans les fonc-
tions
= 2t 0) (it
¢ g(u)da(e) ?

= :——————-’E(u‘;:—(::; ek (h=1,2,3),
dont la fonction ¢ est employée, précisément sous cette forme, par
M. Halphen, comme fonction doublement périodique de secondc
espece (*). -

Or, pour les valeurs introduites de ¢ et de G, 'expression de ¢, s'an-
nule; donc :

On obtient les propriciés algébriques et différentielles des fonc-
tions ¢ el g, dont la fonction 9 est introduite comme fonction dou-
blement périodigue de seconde espéce par M. Halphen, si ’on pose,
dans les identitds du n° 5 et dans celles qui en proviennent, v, égal

) I3

a 3ero.

En terminant ce Mémoire, je me permets d’ajouter encore quelques
remarques sur les différents points de vue sous lesquels les recherches
précédentes peuvent étre continuées.

D’abord on peut remplacer les fonctions théta et sigma d'un seul
argument par les fonctions correspondantes de deux arguments. Ainsi
se déduit la théorie des fonctions hyperelliptiques de premiére espéce,
d’une fagon élémentaire et analogue 4 la méthode que j'ai exposée,
pour les fonctions elliptiques, dans ce Mémoire (*).

De plus, on peut employer les éléments de deux systémes orthogo-
naux pour en composer les éléments d’un troisiéme systéme orthogo-
nal. En prenant pour les éléments des systémes composants les expres-
sions, formées par les différentes fonctions périodiques d’un ou de deux
arguments, on obtient plusieurs systémes composés. Les éléments de
ces systémes composants et composés sont liés entre eux par des rela-
tions algébriques et différentielles qui découlent, les unes et les autres,
d’identités.

(*) Haveren, Traité des fonctions elliptiques, t. 1, p. 230.
(%) Voir Comptes rendus de I’ Académie des Sciences, t. CXI, p. 225.



hol ¥. CASPARY. — THEORIE NOUVELLE, ETC.

Les rclations différentielles conduisent & des équations totales et i
dérivées particlles, dont on connait les intégrales, formées par des
fonctions périodiques. Ces équations sont précisément celles qui se
présentent en Géométrie et en Mécanique, ct sont devenucs, dans le
cas des fonctions doublement périodiques, d’aprés les céléhres recher-
ches de M. Fuchs et de M. Hermite, l'objet des excellents travaux de
MM. Appell, Brioschi, Gyldén, Halphen, Mittag-Leffler et Picard.
Pour cela, I'examen détaillé desdites relations différenticlles, qui offre
un vaste champ de recherches, me parait assez important pour le
poursuivre. J'y reviendrai dans unc autre occasion.

Qu'il me soit permis, en publiant cc Mémoire, d’olirir mes remer-
ciements, aussi sincéres que respectucux, & M. Hermite, qui a bien
voulu m’aider, dans mes recherches, de ses précicux conscils et m’en-
courager par son hienveillant intérét, dont je suis profondément recon-
naissant a 'illustre géométre.



