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SUR UNE CLASSE NOUVELLE DE TRANSCENDANTES UNIFORMES. 3i3 

*&/7: une classe nouvelle de transcendantes uniformes; 

PAR M. H. POI1VCARE. 

DEFINITION. 

Nous dirons qu'un système de fonctions d'une variable u 

0) ?iO), ?aO), ···> ?*(») 

possède un théorème d'addition quand 

?»0+ <-·)> <p
2
0 + p)> ···> + 

pourront s'exprimer en fonctions rationnelles de 

et 
φ,(M), ç

a
(tt), <p„(W) 

?aO)> ..., φ«0)· 

Soit maintenant m un nombre quelconque réel ou imaginaire, mais 
tel crue 

|m|>i 

Nous dirons que le système 

(ι) φ,Ο), 9,0), ···> ?«0) 
Journ. de Math. (4e série), tome VI.— Fasc. IV, 1S90. 4° 



3ι4 H. POINCARÉ. 

admet un théorème de multiplication, si 

<p ça(wtt), ..., ç
n
(m#) 

peuvent s'exprimer en fonctions rationnelles de 

?<(«)» ?a(»)> ···> ?»(«)· 

Il est clair, d'après ces définitions, que si le système (i) possède un 
théorème d'addition, et si ρ est un entier quelconque, 

<f,(pu), φ ,(pu), ?„(/>«) 

s'expriment rationnellement par rapport à 

φ. («). ···, ?«(")· 

Tout système qui possède un théorème d'addition possédera donc 
également une infinité de théorèmes de multiplication. 

Les mêmes définitions peuvent facilement s'étendre aux fonctions 
de plusieurs variables. 

Par exemple, le système 

ou le système 
sin M, cosw 

sn«, en#, dnw, 

possède un théorème d'addition et une infinité de théorèmes de multi-
plication. 

Considérons maintenant un système complet de fonctions ahéliennes 
quadruplement périodiques de deux variables 

F ,(#,#'), F ,(#,#')» F «(#,#'); 

ce système admettra un théorème d'addition, c'est-à-dire que les 

P, u'-h v'), 
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s'exprimeront rationnellement à l'aide des 

F
t
(w, u') et des F/(p, (·>'). 

Si nous faisons u'= ν' = o, nous aurons un système de fonctions 
d'une seule variable 

F,(H,O), F
3
(H, o), F„(u, o), 

qui admettra un théorème d'addition et une infinité de théorèmes de 
multiplication; car 

F,(M -t- e, o), + q o), F
e
(«+■ e, o) 

s'expriment rationnellement à l'aide des 

Ff(w, o) et des F/(p, o), 

Il y a aussi des fonctions qui admettent un théorème de multiplica-
tion sans admettre un théorème d'addition. 

Considérons en effet la fontion 0(w), et soit 

φ, (u) = Θ2 (y. — = &(u — a) ®(u -h a. — ω'), 

α étant une constante quelconque. 
Soit ensuite ρ un entier quelconque, et envisageons les expressions 

suivantes 

?.(/>«), 9,(pu), ??(»)9r*(K)> 

q étant un autre entier plus petit que p-. 
Ces diverses expressions admettront la période ω et seront multi-

pliées par un certain facteur exponentiel quand u se changera eri 
u -t- ω'. 

Soit 

il vient 

Θ

("
 +

 Τ)=β""θ("-ΐ·): 

tf(u -h ω')οζ-('(ΐί-(-ω') = 
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Cherchons le facteur exponentiel relatif à 

Il vient 
φ,(/m) et à 

ï,[p(u-t-(ù')] = y
i
(pu-\-p<û/) = e"Pi""e 2 Λ φ,QOM)-

Et de même 

9A [p ( u ρ ω' )] = eî,,s"" e » "ω (JDM). 

11 sort cle là que 

yK(pu)c 2 et yi(pu)c. 2 

out même multiplicateur que les fonctions 

pin—i) pip—i) 

et par conséquent s'expriment linéairement à l'aide de ces fonctions. 
Donc φ, (pu) et y»(pu) sont des fonctions linéaires des diverses 

quantités β 2 Ce sont donc des fonctions entières 
rationnelles et homogènes de 

e 2 i ?.0) et 0,(u). 

D'autre part e 2 est également une fonction entière de a 2. Donc le 
système 

<-'% ?>(")> ?a(«) 

admet une infinité de théorèmes de multiplication; je dis une infinité, 
car on peut donner à ρ telle valeur entière que l'on veut. 

Je me propose de rechercher quelles sont les fonctions qui admet-
tent un théorème de multiplication et qui ne présentent pas pour 
u = ο de point singulier essentiel. 

J'exclus ainsi de très nombreuses catégories de transcendantes, par 
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exemple celle-ci. Soit la fonction φ (M) qui se rattache aux fonctions Θ 

où 
φ ( u) = %q'ni u2m (m variant de — χ à -+- »), 

l?K'· 
Il vient 

Il * I 

ce qui montre que le système 

«, φ(«), 

admet un théorème de multiplication. Mais le point u = ο est pour 
Φ (M) un point singulier essentiel. 

Considérons donc un système 

?!<«)) ···» ?«(")> 

admettant un théorème de multiplication et tel qu'aucune des fonc-
tions du système n'ait un point singulier essentiel en u = o. 

Je puis toujours supposer que 

?i(o) = ?j(o) = ...= ip.(o)=o. 

En effet, supposons qu'il n'en soit pas ainsi. Si çp, est fini, je pourrai 
toujours poser 

?((«)= ?.(")-?/(o), 

et si φ,·(ο) est infini, je poserai 

?;·(«)=i^j· 

Il est clair alors qu'on aura 

?/(°)=··=?«(")=°> 
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et que le système ÇJ(M) admettra comme le système yfu) un théo-
rème de multiplication. 

Je ferai une hypothèse de plus; je supposerai d'abord que le déve-
loppement des fonctions yfu) suivant les puissances croissantes de u 
commence, pour l'une au moins de ces fonctions, par un terme en u. 

Side pareilles fonctions existent, elles sont nécessairement uni-
formes* 

En effet, comme le point u = ο n'est pas un point singulier essen-
tiel, on peut trouver une quantité positive p, telle qu'à l'intérieur du 
cercle 

I "· I = ? 

les fonctions ^i(u) restent uniformes. 
Mais les fonctions yfmu) s'expriment rationnellement à l'aide des 

fonctions si donc | «|<p, les fonctions φfmu) sont encore 
uniformes. 

Donc les fonctions sont uniformes, pourvu que 

fon lies, 

On démontrerait de même successivement qu'elles sont uniformes, 
pourvu que 

Iu I < I nt~ I p9 ···> 

c'est-à-dire pour toutes les valeurs de u. 
Ce raisonnement peut servir à démontrer que les fonctions ellip-

tiques et abéliennes sont uniformes. C'est même la seule démonstration 
rigoureuse qui ait été proposée jusqu'ici, à l'exception des démonstra-
tions indirectes où l'on commence par déhnir la fonction Θ. La dé-
monstration de Riemann dans sa théorie des fonctions abéliennes est 
une de ces démonstrations indirectes; la démonstration de Clcbsch et 
Gordan (Théorie der Abelschen Functionen, 8e Partie) n'est pas 
rigoureuse. Quant aux démonstrations d'Abel et de Jacobi, elles sont 
en réalité fondées sur l'existence d'un théorème de multiplication. 

Il peut se faire que le théorème de multiplication soit tel que les 
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©/ {mu) s'expriment en fonction non seulement rationnelles, mais 
encore entières des <pi(u). 

Dans ce cas, les fonctions 9t(«) sont des transcendantes entières. 
En effet, si les fonctions <$i{u) sont holomorphes à l'intérieur du 

cercle 
M = pi 

il en est de même, des fonctions yfmu), de sorte que les fonctions fy(u) 
sont holomorphes à l'intérieur du cercle 

u = m p. 

Par un raisonnement tout pareil à celui qui précède, on démontre-
rait qu'elles sont holomorphes dans tout le plan. 

FORME DES EQUATIONS FONDAMENTALES. 

Nous appellerons équations fondamentales les équations qui déli-
nisscntlc théorème de multiplication et qui peuvent-s'écrire 

s’cximincni 

ί.Λ ! ?>(»»«)= ••·ι?»(")]ι 
.......... 

1 = R«[<p,(w), 9a(w), ..., 

H,, 11;,, ..., R
w
 étant des fonctions rationnelles. 

Je dis d'abord que l'on a 

R,(o, o, ..., o)=o. 

En effet, par hypothèse, 

?l(0)=Î3(o)=...= f„(o)=0. : 

Si donc on fait dans les équations (2) w = o, le premier membre 
s'annule et le second se réduit à R,(o, o, ..o); donc la fonction R, 
s'annule quand tous ses arguments s'annulent. c. Q. F. D. 
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Les fonctions rationnelles K/ doivent satisfaire encore à une autre 
condition. 

Posons 

<*?/(«) — A _ Η 

|)our u = o. 
Si, dans les équations (2), on substitue le développement des fonc-

tions <p0(
w) suivant les puissances croissantes de u) puis qu'on égale 

dans les deux membres les coefficients de u, il viendra 

wA/—D/
(
, À1-f-B/.>H-...H-13/

>a
A

ft
, (1 — 1, 2,...,/i). 

D'après une hypothèse que nous avons faîte plus haut, tous les A,· ne 
sont pas nuls à la fois. Si donc nous posons 

Β.,.-S B4f8 ... B,,
tt 

^2,1 Β ο, 2 S ... Β2)η 
. . . . 

B,„, B..
a
 ... Β,, „ — S 

on devra avoir 
F (m) = o. 

Ln d'autres termes, féqualion en S, F(S) = 0, a une racine égale 
à m. 

Posons 

ïi(u)= ···)")) 

les α,·
>Λ
 étant des constantes. 

On peut se servir de ce changement linéaire de variables pour 
ramener les fonctions R à une expression plus simple. 

Voici comment nous nous servirons de cette faculté : je me contente 
d'indiquer ici le résultat et j'omets la démonstration, cpie le lecteur 
retrouvera sans peine, car elle est fondée sur les principes les plus 
simples de la théorie cles substitutions linéaires. 

Si l'équation en Sa toutes ses racines distinctes,.on pourra supposer 
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que, après le changement de variables, on a 

lent de variai 

S,, S
2

, ..S
rt
 sont alors les diverses racines de l'équation en S, et l'on 

aura, par exemple, 
S , = m. 

Supposons maintenant que toutes les racines ne soient pas distinctes. 
On pourra encore supposer qu'après le changement de variables 

BW=S, 

et que les 13,
)A

. sont nuls si i < k ou si, i étant plus grand que k, S,· est 
différent de S*. Quant aux 13

ίΛ
, pour lesquels on a 

£>/f, S/= S*, 

nous n'en pouvons rien dire. 
Si, en particulier, l'équation en S a toutes ses racines égales à/», il 

vient 
Β α=° (*<*)> B

tV
=m. 

FORMATION DES SERIES FONDAMENTALES. 

Cherchons à satisfaire aux équations (2) par des séries de la forme 
suivante 

(3) <?/(«) = A ! « + A; u- -h AJ w3 +·..., 

où les AJ sont des coefficients constants, et tout d'abord cherchons à y 
satisfaire formellement. Pour cela nous n'avons qu'à appliquer la mé-
thode des coefficients indéterminés. 

Substituons les séries (3) dans les équations (2) et égalons dans les 
deux membres les coefficients de up, il viendra 

(4) mPAf = B„ A^ + B/t, A{ -κ.. + Β,.. AJ -h Cf 

(i = 1, 2, ..., /»); 

Journ. de Math. (4e série), tome VI. — Fasc. IV, 1890. 4i 
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les Cf représentent un ensemble de termes dépendant des 

A;, AI ..., AR, 

mais ne dépendant pas des Af ni des A/, où.<7 >/?· 
On peut supposer qu'on ait déterminé par un calcul préalable les 

A', A;, ..., elles Af. 

On aura alors, pour calculer les Af, le système des équations Li-
néaires (4). Ce système poi^rra toujours être résolu, pourvu que son 
déterminant ne soit.pas nul. Or ce déterminant est égal à 

Si aucun des déterminants F(mr), F(/?i:l), n'est nul, ou 
pourra alors calculer de proche en proche les coefficients des séries (3 ), 
pourvu qu'on ait commencé par calculer les A·; or les A/ nous sont 
donnes par les équations 

( i bis) m A) — If A| +. · .4- Β/,,Λ',, 

qui ne diffèrent pas de celles qui ont été envisagées dans le paragraphe 
précédent; or ce système (/\ bis) peut toujours être résolu si F (///·) est 
nul. 

Si donc on a 

F(/w)=o, F(/>r)<o, F(/>-fJo, F(mp)Jo, 

on pourra toujours trouver des séries de la forme (3 ), que nous 
appellerons séries fondamentales et qui satisferont formellement 
aux équations (2). 

11 nous reste à chercher combien ces séries (3) contiennent de 
constantes arbitraires. 

J'observe d'abord que, si F(mp) n'est pas nul, le système (4) ne 
comporte qu'une solution unique. 

Pour savoir combien Les séries fondamentales contiennent de con-
stantes arbitraires, il nous suffit donc de savoir combien le système 
(4 bis) comporte de solutions linéairement indépendantes. 
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Je suppose que l'équation 

F(S)=o 

admette q racines égales à m. 
On aura alors 

Bi.i = Bs.» = ...= BM==/ra, (si /> 

D'autre part, 
Β itk = o, 

si i, < k ou bien encore si 2> q, k<q. 
Dans ce cas les η — q dernières équations (4 bis) ne contiennent 

que les η — q variables 

A1 A ' A1 

et leur déterminant par rapport à ces η — q variables est égal à 

"0(Bçh-2,7+2 'Ό'*·(ΒΛ,/Ι 'Ό< Ο· 

On tirera donc de ces équations 

■^•7+·! ^7+2 · · · 

ce qui montre que les équations (4 bis) ne pourront en aucun cas com-
porter plus de q solutions linéairement indépendantes. 

Les q premières équations (3 bis) ne contiennent que les q — 1 
variables 

Λ;, A;, ..., A;„,. 

J'ajouterai même que la première de ces équations se réduit à une 
identité; si nous la laissons de côté, il nous restera q — 1 équations et 
q — 1 variables, et leur déterminant sera égal à 

Δ= B
2()

B
3i2

B
1>3

. .. Bfi?_(
. 
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Si ce déterminant n'est pas nul, on aura 

A; = A;=...=AJ_, = O, 

de sorte qu'il n'y aura plus qu'un coefficient arbitraire, à savoir A^. 
Supposons maintenant que ce déterminant soit nul; dans ce cas, il 

est aisé de voir que le système (4 bis) comporte au moins deux solu-
tions linéairement indépendantes. 

Appelons (5) le système d'équations linéaires formé par les 

2e, 3e, 4% q< 

équations bis) et ou les variables sont 

A' A* 4' 

Considérons le déterminant A de cc système (5). Si A est nul, ainsi 
que ses mineurs des h — ι premiers ordres, le système (3) aura h — ι 
solutions linéairement indépendantes; et, comme A1 reste arbitraire, 
le système (4 bis) en admettra h. 

Donc les séries (3) contiendront des constantes arbitraires. 
Soient β,, β

2
, ..β„. ces constantes. On voit que 

I ' ~V»1 · * · » *V// 

seront des fonctions linéaires et homogènes des β,. 
Les Af seront des polynômes entiers par rapport aux β. Supposons 

en effet que cela soit vrai des A/, des Af, ..., des Af"1, cela sera vrai 
également des Cf et par conséquent aussi des Af. 

Si le système 
9,(0), 9a(a), ..., ?„(» 

admet un théorème de multiplication, il en sera de même évidemment 
du système 

?.(Ya)» Ya(Y«0» ···» ®
Λ
(γα)ι 

où γ est une constante quelconque. 
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Si donc dans les séries (3) on remplace u par γζζ, ces séries ne cesse-
ront pas de satisfaire aux équations (2); changer u en γζζ, cela revient 
à changer les valeurs des constantes β. 

Or changer u en yu c'est changer A/ en y A} et, par conséquent, 

en 
β η βδ? ···> 

γβι, ΐΡ«, ···, τβ*· 

Quand on change u en γζζ, Af se change en ypAp
r 

Donc, quand on change β,· en γβ,·, Af se change en yp Af. 
Donc Af est un polynôme entier homogène el de degré ρ par rap-

port aux β. 
Donc les séries (3) sont ordonnées suivant les puissances crois-

santes de 
β, H, β, M, ... et βΛζζ. 

Si nous posons 
h u = u

h 

nous aurons un système de η fonctions 

?ai ···, ?« 

dépendant de h variables 

U1, ZZ2, . . ., II/, 

et admettant un théorème de multiplication; car on aura 

Oi(mu
n rnuai ..muh) 

— R/[<p, ( ZZ,, ΖΖ
2
, ..., Il/, ), <p

2(ZZ,, ZZ2, ..., zz^ ),..., 1 ♦ zz2, ..., ZZ^)| 

(ζ' = 1, 2, . . ., Λ). 

CAS PARTICULIERS. 

Supposons, en particulier, que l'on ait 

R<= «?((«)+Trr^i 
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M et α sont deux constantes et l'on a posé pour abréger 

S(«)= 9.(m)-+- φ
2
(»-Κ..+ y

n
(u). 

J'observe d'abord que le déterminant des équations (4 bis) a tous ses 
éléments nuls, ce qui me permet de conclure que les séries (3) con-
tiennent η constantes arbitraires; je puis donc me donner arbitraire-
ment les η coefficients 

A' A' A' 

Je remarque ensuite que l'on a 

Oi(mu) - yk(mu) = m [φ,(u) - ; 
d'où 

?<(«)-?*(")=(A;-AJ)«. 

Nous avons, d'autre part, 

S(m«)=mS(«)+ 

Si l'on suppose, en particulier, 

il vient 

M = - ma.. 

S(mu)=
 ̂ L· 

OU 

d'où 

S (mu) mS(u) 

m — iH-aS(w) m — ι 1 

en posant, pour abréger, 

Σ = Α;+- A;+...+ A;. 

U vient donc finalement 

S(?)=— 



SUR UNE CLASSE NOUVELLE DE TRANSCENDANTES UNIFORMES. 32^ 

Ainsi, dans le cas de M = /«a, les fonctions <p/(w) existent et sont 
rationnelles en u. 

Donc, dans ce cas particulier, les séries (3) convergent. 

.Je vais examiner plus particulièrement le cas ou m et α sont réels 
positifs et où 

A;, A;, ..., κ 
sont réels positifs. 

Je dis que dans ce cas tous les coefficients des séries (3 ) sont réels 
positifs. 

En effet, supposons que cela soit vrai des 

A' A2 \p~l 

je dis que cela sera vrai des Àf. 
En effet, les équations (4) s'écrivent 

(mp— m) Af = Cf. 

(if est manifestement un polynôme entier à coefficients entiers positifs 
par rapport à m, à a, aux A·, Af, ..., Af"'. Donc Cf est réel et po<-
sitif. 

D'autre part mP — m est réel positif. 
Donc il en est de même de Af. c. q. F. D. 

CONVERGENCE DES SERIES FONDAMENTALES. 

Reprenons les équations fondamentales 

M S>,:(mu)= R/[<p*-C")J. 

et les séries fondamentales 

(3) 9,·(Κ)=Σ Aftf'. 



328 H. POINCARÉ. 

Je vais chercher à former d'autres équations fondamentales 

(*') I — a ( x, <*'2 ) 

qui seront satisfaites formellement par les séries fondamentales 

(»-) ;fPS· 

Je vais chercher à m'arranger de façon que les équaLions (2') soient 
de la forme particulière qui a été intégrée dans le paragraphe précé-
dent et que chacun des coefficients A'f soit réel positif et plus grand 
en valeur absolue que le coefficient correspondant Af. 

La convergence des séries (3') et par conséquent celle des séries (3) 
sera ainsi établie. 

J'observe d'abord que l'on peut toujours trouver deux nombres 
réels et positifs, M et a, tels que, si l'on considère le développement des 
deux fonctions 

R x /;dfr 
et 

M (Χχ #2H- . . . >T„)* 

suivant les puissances croissantes de χ·,, x
2

, tout terme du 
second développement soit réel positif et plus grand en valeur absolue 
que le terme correspondant du premier. 

Il importe d'observer que ces deux développements ne contiennent 
ni terme indépendant des x, ni termes du premier degré par rapport 
aux XV· 

Soient q et β deux nombres positifs que je me réserve de déterminer 
plus complètement dans la suite. Je prendrai m'= <7. 

Posons, pour abréger, 

s = ?',(")+ ?'» («)+·*·■+·?'.(")·· 

Nous prendrons 

R;= ??;(«) + 7rrp-
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de sorte que les équations ( 2') s'écriront 

?;(?«)=??;o)+Tzrp· 

Pour achever de déterminer les séries (3'), il faut encore se donner 
les η coefficients 

Nous prendrons 
a;1, A;·, A;;. 

av = A;'=...=A^ 

De plus A',' devra être réel positif et plus grand en valeur absolue 
que a;, a;, ..., AJ. 

Il résulte de là que l'on aura également 

?;·(«)=?;(«)> A','=a 7=· · ·=A'/· 

De plus toutes ces quantités A'/ seront réelles et positives. Elles 
satisferont à des équations analogues aux équations (4) et qui s'écri-
ront 

(4') (q"~q)A'f=C7, 

sera un polynôme entier à coefficients réels et positifs par rapport 
aux quantités 

A'1 A"- A'p~{ 

et l'on aura d'ailleurs 

Je supposerai 
C'p C'p C'P 

(6) ?> r, β>«. 

Dans ce cas, si l'on envisage les deux fonctions 

(^OC\ ) 2/0) • • • f 00 

qu'on les développe suivant les puissances des x, chacun des ternies de 
degré deux ou de degré supérieur à deux du développement de R) aura 

Journ. (le Math. (4° série), lome VI. — Fasc. IV, 1890. 42 
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son coefficient plus grand en valeur absolue que le coefficient corres-
pondant de R,. (Je répète que ce que je dis là ne s'applique qu'aux 
termes de degré au moins égal à 2 et ne s'applique pas aux termes du 
premier degré.) On peut conclure de là que la quantité appelée plus 
haut Cf jouit de la propriété suivante. 

Nous avons vu que est un polynôme entier par rapport aux 
A'*(h<p — 1) et que Cf est de même un polynôme entier par rapport 
aux Af (h<p — 1). 

Eh bien, chaque coefficient du polynôme C^ est plus grand en 
valeur absolue que le coefficient correspondant de Cf. 

Cela posé, écrivons les équations (4) 

(4) wfA?-2;B
/lA

AÎ = Cf. 

Le déterminant de ces équations est égal à F (m*); appelons 

F, ,*(»»*) 

les divers mineurs du premier ordre de cc déterminant. 
On tirera des équations (4) les équations suivantes 

F(mp)Af = -f- F,
ia
(wf)Cj4-...-+- F,·,, (///'') Cf. 

Par hypothèse, F(/?z/7) ne s'annule pour aucune valeur de ρ plus 
grande que 1. D'antre part, 

F {m'>) 

considérée comme fonction de mP est une fonction rationnelle dont Je 
numérateur est un polynôme de degré η — ι et le dénominateur un 
polynôme de degré 11. Donc, quand ρ tend vers l'infini, cette fonction 

rationnelle tend vers o, et tend vers une limite finie. 

On peut donc trouver un nombre positif H, tel que 

F {m/') ^ ' 

et cela pour toutes les valeurs de i, k et />, sauf pour/; = 1. 
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On a alors 

(
7
) MIA?|<H[|C>MC£|H-...+|C:;|I. 

Je supposerai que l'on choisisse q de telle sorte que 

(«) ϊ'-ΐ<ΊΠΓ· 

Il est toujours possible de choisir q et β de façon à satisfaire aux 
conditions (6) et (3). 

Soit q
Q un nombre compris entre ι et | m |. 

Soit 

L'équation en q 
1° J0g|m| — logv/,,' 

î'—? - w=° 

admet une racine supérieure à i. Comme elle n'a qu'une variation, 
elle n'en admet qu'une. Il est vrai que jo

0
 n'est pas en général un 

entier, mais Laguerre a montré que la règle de Descartes s'applique 
encore quand les exposants ne sont pas entiers. 

D'ailleurs il est aisé de voir que, pour q > ι, 

q*—q 
est constamment croissant. 

Soit donc q
{
 cette racine plus grande que ι. 

Je dis que, si l'on fait 

| ni ^ | m \'' ^ \ [ m \) ^ \\m | J η H ' 

l'inégalité (8) sera satisfaite tant pour les exposants ρ supérieurs à p0 

que pour les exposants ρ inférieurs àp0. 
En effet, pourp>j30, ona 

9"-9 / JtL ^ (jo.Y^ ( <h VJ"_ J 
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et pour ρ < p0, oil a 

qr-cj 
C. Q. F. I). 

Une fois q déterminé, il reste, pour satisfaire aux inégalités (6), à 
faire 

Cela posé, je dis que 
p>~' β>«· 

ι A? I < A;/\ 

En effet, supposons que cela soit vrai des 

A 1 A2 A ' 

je dis que cela sera vrai des Af. 
En effet, les coefficients du polynôme étant plus grands que ceux 

du polynôme Cf, on aura 
ι Cf I < c;.", . 

d'où 
I v; + c?+... + c; | < c* + c;^+...+c;f= nC/\ 

puisque . 
C'p Γ'Ρ — C'P 

L'inégalité (7) devient alors 

lAfK^c;". 

L'autre part, l'équation (4') donne 

\'p _ cy 

ou, en tenant compte de (8), 

(9) |Af|<A;/\ C. Q. F. D. 
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D'après le paragraphe précédent, les séries (3') convergent et, si 
l'on a égard à l'inégalité (9), on verra que les séries (3) convergent 
également. Elles définissent donc des transcendantes qui jouissent d'un 
théorème de multiplication et qui par conséquent sont uniformes. 

Donc il existe des transcendantes uniformes qui admettent un 
théorème démultiplication quelconque, pourvu que F (m) (détermi-
nant des équations 4 his) soit nul et que F(mp) ne soit pas nul pour 
p>i. 

Si le déterminant des équations (4 bis) est nui, ainsi que ses mineurs 
des h — 1 premiers ordres, ces transcendantes contiendront h con-
stantes arbitraires β,, β

2
, ..., β*. 

Elles en contiendront donc η, si tous les éléments du déterminant 
sont nuls, c'est-à-dire si 

Β B
/)A

=O (i>k) 

FONCTIONS ENTIERES. 

Nous avons vu que, si les fonctions R
t
· se réduisent à des polynômes 

entiers, les fonctions <p,(w) sont des transcendantes entières. 
Si, au contraire, les fonctions R, 11e sont pas des polynômes entiers, 

les fonctions φ/(«) sont méromorphes, mais non holomorphes dans 
tout le plan. 

Mais, dans ce cas, on peut regarder chacune des fonctions <p,(w) 
comme le quotient de deux fonctions entières qui admettent un théo-
rème de multiplication. 

Supposons, en effet, que les fonctions R
t
· soient des fractions ration-

nelles et réduisons ces fractions au même dénominateur. Posons 

R — -~±- R — - • · ) R = Jlï_ 

P
n
 Ρ,,..., P,„ P

ff+I
 sont des polynômes entiers par rapport à φ,(κ), 

φ
8
 (h), ç

w
(M);les η premiers s'annulent quand <p,(w), <pa(

K
)> ···» 
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o
n
(u) s'annulent, cl il est permis de supposer que P

/(+
, se réduit à ι 

pour 
M W)=9

2
W = ...= <M<0 = °. 

Soit q le plus grand des degrés des polynômes P,, P2, ..P
/t+v 

Dans nos polynômes remplaçons y
2
(u), ..., <prt(w) par 

_1L_, _!=_, ..Jul et multiplions-les ensuite par sj ; il viendra 

= Q*(-. ,*„···, *.►.)· 

QA sera un polynôme homogène de degré q en z
n
 s

3
, ..z

a
+t

 qui 
pourra contenir en facteur une puissance de z

H+i
 si le degré de PA 

est inférieur à q. 
Posons maintenant 

*'<">= ï+fâïj 

les équations (2) deviendront 

( .,) ^i(,nu) _ Q/ίΨι (")> ψϊ("). · --1 ψ«(")> ' H- Ψ/1-4-1 (")] 

Nous pouvons les remplacer par les suivantes : 

| ^i(mu) =Q/^,(m), ψ3(«), ι + ψ/ι+.(«)] 

(ίο) < (i= ι, 2, ..., /»>, 
\ ψ

η+ι
 (mu) = Q

e+
, [ψ, (Μ), ψ2(», ..ψ„(u), 1 -h ψ

Λ4
_, (α)| - ι. 

S'il existe des fonctions ψ
{
·(&) qui admettent le théorème de multi-

plication exprimé par les équations (10), les fonctions 

·*"' ι-+-Ψλ+ι(»ιμ) Q^-hi [Ψι ("). Ψΐ.(«)» · · ·> Ψλ(Ό» I + ψ/1+1 (Ό] ' 

admettront le théorème de multiplication exprimé par les équa-
tions (2). 
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Or nous avons vu qu'il existe des fonctions uniformes qui admettent 
un théorème de multiplication quelconque, pourvu que certaines con-
ditions très simples soient satisfaites. 

Voyons si ces conditions sont remplies par les équations ( 10). 
J'observe d'abord que 

Qn Q27 '·'■> Q» et Q«
+

i I 

s'annulent pour 
ψ, = ψ

2
=...= = ο. 

Développons alors les seconds membres des équations (10) suivant 
les puissances croissantes des ψ et examinons les termes du premier 
degré. 

De même que nous avons appelé plus haut le coefficient de 
dans le développement de R,·, nous appellerons le coefficient de ψΑ 

dans le développement de Q,·. On aura manifestement 

B'tt =% (h k = 1, 2, ..., //,), 

B;.a =0 (ί = I, 2, ..., n\ k = /i + 1), 

B//+I 1 Ç· 

Nous avons posé plus haut 

B
M

-S B,
I2

 ... B
(/I 

B
2T

, B
2
,

2
 - S ... B

2I
„. 

. . . . 

β«,. B/,,2 ··· B/
V/

—S 

LNOUS poserons de même. 

B'„-s B;
2
 ... B;„

+

, 

P(S)=
 B;,, B„-S ... B

W1 

. . . . . 

B;,
+

 B
S4

.
m+

,-s 



336 H. POIÎICARE. 

Les condilions qui doivent être remplies pour que le théorème de 
multiplication (10) soit possible sont les suivantes 

0») F'(?n)=o, F'0')>o (p> i). 

Or on a 
F'(S) = F(S) (q — S). 

De plus, les conditions fondamentales étant supposées remplies pour 
les équations (2), on aura 

F(m)=o, F(m/,)^o. 

Les conditions (11) seront donc remplies pourvu que q ne soit pas 
égal à une puissance entière de τη (la première puissance exceptée). 

Les fonctions ψ/(u) existent donc; ce sont des fonctions entières, et 
l'on a 

^ ) 1+ψ
Λ
+ΐ(«)' 

ce qui montre que les fonctions cp/(w) sont bien égales au quotient de 
deux transcendantes entières admettant un théorème de multipli-
cation. 

C'est ainsi que les fonctions elliptiques, par exemple, sont égales au 
quotient de deux fonctions Θ, qui admettent, comme nous l'avons vu, 
un théorème de multiplication. 

Il n'y a de difficulté que si q est une puissance entière de m\ mais 
nous pouvons prendre pour q soit le plus grand des degrés des poly-
nômes PA, soit tout nombre entier plus grand; nous pouvons donc tou-
jours éviter que q soit une puissance entière de m. 

THEOREMES CREM03SIENS. 

Un cas particulier digne d'intérêt est celui où le théorème de mul-
tiplication défini par les équations (2) est crémonien. Voici ce que 
j'entends parla : 
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Considérons les équations (2) 

ç<(m«)=R,[ç,(u), 9>(«), <?,,(«)]· 

Résolvons ce système d'équations par rapport à 

il viendra 
?l(«)> ?»(«)> ···) 

?,·(«) = s,·[φ,{mu), <f,(mu), ?„(/»«)]. 

Si les fonctions S,· sont rationnelles, la substitution 

[?■(")>?«(»)> ···> ?·(«);9ι(««)ι9»('MM)» ···> 

est une substitution Cremona; je dirai alors que le théorème de multi-
plication est crémonien. 

Plaçons-nous dans le cas où les quantités appelées plus haut B,* ont 
les valeurs suivantes 

, ΒΛ/=τη, Β/λ=Ο 

Dans ce cas les séries fondamentales (3) dépendent de η constantes 
arbitraires 

βη Pa> ···> β«· 

Si le théorème défini parles équations (2) est crémonien et si de 
plus on a 

B/,/= m, Β{·,Α = ο (î<k), 

je dirai, pour abréger, que les fonctions 

«fl 11 

sont crémoniennes. Les fonctions crémoniennes méritent par leurs cu-
rieuses propriétés de retenir quelque temps notre attention. 

Le cas le plus simple est évidemment celui où la substitution Cre-
mona se réduit à une simple substitution linéaire, c'est-à-dire celui où 
les fonctions R, se réduisent au quotient de deux polynômes du pre-

Journ, de Math, (.p série), tome VI. — Fasc. IV, 1S90. 43 
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mier degré, le dénominateur étant le même pour toutes les fonc-
tions R

{
·. Mais ce cas ne présente pas d'intérêt; car il est aisé de véri-

fier que les fonctions 9<·(&) se réduisent alors k la forme 

ι — au 

les α et les β étant des coefficients constants. 
Nous ne nous occuperons donc que des fonctions crémoniennes cor-

respondant à des substitutions Cremona d'ordre au moins égal à 2. 
Ces fonctions sont caractérisées par ce fait que 

9, (m'a), y„(mpu.) 

sont des fonctions rationnelles de 

9,(«), φ
2
(», 9„(tf), 

quand ρ est un entier quelconque positif ou négatif. 
Je me poserai d'abord la question suivante : 
Peut-on disposer des η constantes 

β η ?25 "··> β» 

qui entrent dans nos séries fondamentales, de telle sorte que les fonc-
tions 

<?.(«), ?2<», φ 
a
(u) 

puissent prendre tel système de valeurs que l'on veut? 
Soit, par exemple, 

9, (^) — 9a(M) — ^2? ···> γ'«(Ό— 

ce système. 
Considérons alors le système 

?·(=?)· ?«(£)· ·- *(£)· 
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Si nous appelons, pour abréger, 

C, fljj C, . < ·, ûfl c, 

ce que devient le système 

Cli, i?2, . . ., 

quand on lui applique la transformation Crémona envisagée ; si nous 
appelons de même 

α,Ο, a.2Cp, a
n
 O, 

ce que devient ce même système quand on lui applique ρ fois cette 
même transformation Cremona ; si nous appelons 

a ι G , Cl , » « «, C , 

ce que devient ce système quand on lui applique la transformation 
Creinona renversée; si nous appelons 

a
x
Crp, a2C~p, a

n
C~p, 

ce que devient ce système quand on lui applique ρ fois cette transfor-
mation renversée, il est clair que l'on aura 

(£)=*■ °~'· 
[âl// 

5 

(s>) = a»c~' 

Si ρ est entier positif et qu'on le fasse croître au delà de toute limite, 
les premiers membres de ces égalités tendront vers o, car les fonctions 

s'annulent avec a; on aura donc 

lima, C~p = 1ίιηα
2

=... = lima
a

C""* = ο (ρ = <*>)· 
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Cette condition est donc nécessaire pour que l'on puisse disposer 
des β, de telle sorte que 

■ <p,(tt)=a
4

, <p
a
(«)=a

a
, y

n
(u)=a

n
. 

.le dis que cette condition est suffisante. 
En effet, nous avons vu que φ

β
, φ

2
, ..., Φ

λ
 sont des fonctions de 

β, m, β2
ui '·'} §nu φό peuvent se développer suivant les puissances 

croissantes de ces variables pourvu que leurs modules soient assez 
petits. 

Posons donc 

(12) 

a. — φι (β< ^5 β
2

 · · ·? β/t "')' 
*2 ==: (βί β

2
 · · "ι β»"), 

5«=φ«(βι"> β
2
^,..., β„«), 

le déterminant fonctionnel des φ par rapport aux ne s'aiimilc 
pas pour u = o. On peut donc tirer des équations (12 ) 

03) 

/ βι u — γι (·*ο . · ·) ~'η)ι 
) β

2
 U ~ ψ

2
 ("*» ι > ~·'27 ' ' · ) ^η\ 

) -
ι U — ψη(^ ,, ο, . . ., ), 

les fonctions ψ pouvant se développer suivant les puissances des z,· 
pourvu que le module de ces quantités soit assez petit, c'est-à-dire pourvu 
que l'on ait 

[Iρ? ΚI<p, ·"* l-'w'^p· 

Cela posé, des équations 

(>4) φ,·(«)=<»( ('· = 2, ..., Λ) 

nous pouvons tirer 

?■{£)=a<c~'· 
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Si les conditions énoncées plus haut sont satisfaites, c'est-à-dire si 
l'on a 

limcii Qi~p = ο (pour ρ — ce), 

on pourra prendre ρ assez grand pour que 

KC-'Kp (j = 1,2, 

et alors 011 aura, en vertu des équations (i 3), 

β/Μ = C-/,

}
 a

2
C~p

y
 ..., a

n
C~p) ; 

on aura donc trouvé des valeurs de β,, β
3

, ..., qui satisferont aux 
équations (i4)· c· Q· F· D· 

Appelons point analytique un système de η quantités quelconques, 
par exemple le système α,, α3, ..., a

n
 \ appelons domaine un ensemble 

quelconque de points analytiques. 
La question que nous nous sommes posée est la suivante : 
Quand on donne à β,, β

3
, ..., β

/4
 toutes les valeurs possibles, cp, (u), 

φ
2
 ( ζ/,), ..., φ

Λ
( u) peuvent-ils prendre toutes les valeurs possibles, ou 

bien le point analytique φ,(M), reste-t-il compris 
dans un certain domaine? 

Il résulte évidemment de ce qui précède que, si l'on a 

limaiC""J' = o
> 

(|iiel que soit le point analytique a
n
 a

2
, ..., les fonctions φ, (*/'), 

ο
2
(ιι), ..., yn{u) pourront prendre toutes les valeurs possibles. . 
Si, au contraire, les points analytiques qui jouissent delà propriété 

lim 0/0"'= o, 

appartiennent à un certain domaine D, le point analytique o{(u), 
f

2
(u), ·'· ■> φ«(M) restera compris dans ce domaine D. 
Tout dépend donc des propriétés de la substitution Cremona. Je ne 

crois pas que les substitutions Cremona aient été étudiées jusqu'ici 
d'une manière approfondie à ce point de vue spécial; d'autre part, les 
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bornes de ce travail ne me permettent pas d'y insérer une étude aussi 
délicate et aussi complexe. Je laisserai donc sans solution la question 
suivante : 

Comment peut-on reconnaître si une substitution Cremona, appli-
quée une infinité de fois à un point analytique, fait tendre ce 
point analytique vers un même point limite quel que soit le point 
analytique qui ait servi, de point de départ? 

Il est clair d'abord qu'un point limite ne peut être qu'un des points 
doubles de la substitution Cremona, c'est-à-dire un point analytique 
satisfaisant à la condition 

a
K C = αη a2 G = α2, ..., a„C = a

H
. 

Soit a5, · * ·> an un p°int double quelconque. 
Mais tous les points doubles ne sont pas des points limites. Formons 

l'équation suivante en S 

cl (a, C) g d(a„C) 

cl{a{C) d{ci*C) g d{a„C) 

. . . . 

d(a ,C) f/(<7,C) d{a„.C) g 

et faisons, dans le premier membre de cette équation, 

ax = aA, a., = a.>, ..., 

nous aurons une équation algébrique de degré η en S. 
Ou bien les modules des racines de cette équation seront tons plus 

grands que ι. 
Dans ce cas, on aura 

lim ̂  C~p= a ®, po ur ρ — oo, 
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pourvu que | α,· — a] | soit suffisamment petit et le point analytique a°
n 

aj, ..a* sera un point limite de la substitution inverse C~'. 
Ou bien les modules des racines seront tous plus petit que i, et l'on 

aura 
lima,·Cp = a? (pourρ = x), 

pourvu que |aL — aJ | soit suffisamment petit et le point aj, aJ, a]
t 

sera un point limite de la substitution directe C. 
Ou bien les modules des racines seront les uns plus grands et les 

autres plus petits que i, et le point aj, &!!, <z° ne sera pas un point 
limite, ni pour C, ni pour C~'. 

Il y a lieu, en outre, de considérer les points limites oscillants. J'ap-
pelle ainsi les points qui sont des points limites pour une puissance 
entière positive Ο de C sans être des points limites pour C. 

Il est clair que, si une substitution C~' possède plusieurs points li-
mites ou plusieurs points limites oscillants, on ne pourra pas avoir 

lima,· C-^ = ο (ρ = °°)> 

quel que soil le point analytique initial an
 a,, ..., a

K
. 

Il doit être facile de construire des substitutions Cremona qui ad-
mettent plusieurs points limites. Si Ton appelle φ,(κ), φ2(w), ..., 
φ

Λ
(κ) les fonctions crémoniennes correspondantes, le point analytique 

φ,(M), Ç3(M), φ«(κ) restera compris dans un certain domaine D. 
Il est à remarquer que ce domaine D reste le même quel que soit M, 

car il est défini par la condition 

lima
i
C~/>= o, 

où u η intervient pas. 
Je suis parvenu également à former des substitutions Cremona C~' 

qui n'ont qu'un point limite o, o, ..., et qui sont telles que 

lima/G^ss o, 

quel que soit le point analytique α,, «2, ..., an, sauf pour des points 
ou des lignes exceptionnels. Les fonctions crémoniennes correspon-
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dantes sont donc telles que <p2(w), ..., y
n
(u) peuvent prendre 

toutes les valeurs possibles. On trouvera ces exemples plus loin. 
Dans le doute, je me bornerai à appeler D le domaine où le point 

analytique φ, (u), y2(
u)i · · ·> ?«(w) reste compris sans exclure le cas 

où le domaine D comprendrait tous les points analytiques possibles, 
sauf quelques points exceptionnels. 

PROPRIETES DES FONCTIONS CREMONIENNES. 

Reprenons les équations 

(.2) 

j ίι = ?ι(Μ> P««> ···> M). 
) -Sj — W, PJKj ... j βΛι 

J 

β2 ^5 · * ·} β/,"); 

d'où nous avons tiré 

(r3) 

/ βΐ ^ ψΐ ("* ) ) "21 * * · ) S«)5 
j β

2
 II =■ ψ2(-*ι, £

2
, · · ·? ^a)j 

I 

1 β/ι^ " ψη(·^ι ) *25 · · ·) ·*/ι)> 

et proposons-nous d'étudier les fonctions ψ. 
Nous avons vu d'abord que, si 

N< ρ> 

ces fonctions peuvent se développer suivant les puissances croissantes 
des ζ : ce sont donc des fonctions uniformes des z. 

En second lieu, ces fonctions ψ, d'après leur définition, n'existent 
qu'à l'intérieur du domaine D. 

Je dis qu'à l'intérieur de ce domaine tout entier, c'est-à-dire par-
lout où elles existent, elles sont uniformes. 
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On a, en effet, 

β/« = ψί(><> S.» ...,*«)=>»'ψ,-OiC"', C'?, z
n
C-*). 

Si le point analytique z{, z
2) ...,ζΛ

 appartient au domaine D, 011 
pourra prendre ρ assez grand pour que 

|**0*|<p (* = 1» 2> ·■·» »)· 

Alors $tu est une fonction uniforme de z{ C~p, ZiC~p, ..z
tl
Crp. 

Mais z{Q~p, ζ»0~ρ, z
n
Crp sont des fonctions rationnelles de 

S
2

, ..z
n

. Donc β,-W est une fonction uniforme de ,ΣΓ,, z.à, ..z
n

. 
Ainsi les fonctions ψ,· sont uniformes. 
Cherchons quels sont les points où ces fonctions ψ,· deviennent indé-

terminées. 
Si ρ est assez grand pour que 

\zkC~p\<? (k = 1, 2, ..., n), 

β/U. est une fonction uniforme et déterminée des zkCrp. Pour que β,-w 
soit une fonction indéterminée des zk, il faut donc que les zkC~p soient 
des fonctions indéterminées des zk1 ce qui peut arriver : 

i° Si les zkC~~p sont fonctions indéterminées des zkQ~p+* ; 
20 Si les ζΗ0~ρ+{ sont fonctions indéterminées des zk

kC~p+i ; 
î 

p° ou enfin si les zkQr{ sont fonctions indéterminées des zk. 
Or la substitution C étant une substitution Cremona, les ^.C sont 

des fonctions rationnelles de zn z3) ..z
a

 \ ces fonctions rationnelles 
ne peuvent devenir indéterminées que si leur numérateur et leur déno-
minateur s'annulent à la fois. 

Or cela arrive en certains points qui sont connus sous le nom de 
points fondamentaux de la substitution C. 

Si pour 
Λ i — *>2 — ût2 ) · · · 5 % η — &n > 

le numérateur et le dénominateur de l'une au moins des η fonctions 
rationnelles 

1 C, ζ 
2
 C, ..., C 
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s'annulent à la fois, le point analytique α,,α
2

, a
rt
 est un point 

fondamental de la substitution C. 
De même, si, pour 

— Yη ^2 — Y2> ···» 

le numérateur et le dénominateur de l'une au moins des η fonctions 
rationnelles 

MI ^ 5 · * · ) — Il, 

s'annulent à la fois, le point analytique γ
η
 γ

2
, ..., γ

Λ
 est un point 

fondamental de C-1. 
Pour que les soient fonctions indéterminées des zfiC~p^/l+i

1 

il faut donc et il suffit que l'on ait 

— —p-bh +1 _ yf 

le point analytique γ
π
 γ

2
, ..γ„ étant l'un des points fondamentaux 

de C~', ou bien 
- ν ( Λ l>—h—\ 

Pour que les zkCrp soient fonctions indéterminées des r
A

, il faut 
donc que l'on ait 

ou 

ou 

ou 

~'k — Υλ 

— Y A^, 

-Α·~ YA-C2, 

-a—Y*0-'. 

Enfin, pour que les fonctions ψ/soient indéterminées, il faut que Ton 
ait ou bien 

^ι ~ Yn ···? "n == Y«? 
ou bien 

-ι=γ, Cf, -, = γ
2
 a, ..., s„=γ

2
 ο, 

q étant un entier positif. 
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En d'autres termes, les points d'indétermination des fonctions ψ/ 
sont les points fondamentaux γ,,γ2,..., γ„ de C"' et leurs transformés 
par les diverses puissances entières positives de C. 

Je terminerai ce qui regarde les fonctions ψ en disant qu'elles ne 
peuvent avoir de point singulier essentiel à l'intérieur même du do-
maine D, mais seulement sur les limites de ce domaine. Dans le cas 
particulier que nous n'avons pas exclu, où le domaine D comprend 
tous les points analytiques possibles, sauf quelques points exception-
nels, ce sont ces points exceptionnels qui serviront de limite au do-
maine D et qui seront les points singuliers essentiels des fonctions ψ/. 

Cherchons maintenant quelle relation il y a entre 

cl 
?<(«»), ···, ?»(«.) 

^2(^1)» ···» 

u
t
 et u

0
 étant deux valeurs quelconques de u. 

Je dis que φ,·(",) est une fonction uniforme de<p,(«
0
), φ2(&ο)> ···» 

ο
λ
(μ„) tant que le point analytique <p

2
(w

0
), .φΛ(«0) sera 

compris dans le domaine D. 
En effet, d'après ce qui précède, 

β 1^0 5 β 2^0) ···? β»^(Π 

sont des fonctions uniformes de 

D'autre part, 
O ,(a0), ?2(W0), ..., <ρΛ(>ο)· 

β, li
t

, β2 Mi > · · · ) β/t 

sont fonctions uniformes de 

Enfin 
β

2
^05 ·''} β«"θ .. ' 

?ι(«ι)> ?a(".)> ■■■> ?»("·) 

sont fonctions uniformes de 

β, a,, β
2
η

η
 ..., faut. 
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Donc 
92(^1)) ···> 9«(Wl) 

sont fonctions uniformes de 

?.(«»), ?»("«)> ···, ?»(«.)» -

Appelons P0 le point analytique 

?,(«.). ?
2
(0, ···, ?»(«.) 

et P, le point analytique 

?«(«■). ?>(«.), ···! ?»(".)· 

Nous voyons d'abord que, si l'un des deux points P0 et P, appar-
tient au domaine D, il en est de même de l'autre; d'autre part, les 
coordonnées de P, sont fonctions uniformes de celles de P0, et les 
coordonnées de P0 fonctions uniformes de celles de P,. 

En d'autres termes, la correspondance entre P0 et P, définit une 
transformation biuniforme du domaine D en lui-même. 

Cette transformation biuniforme devient birationnelle quand — est 

une puissance entière positive ou négative de m. Il n'en est pas de 

même en général si — est quelconque ; car les points d'indétermination 

des coordonnées de P, considérées comme fonctions des coordonnées 
de P

0
 sont en général les mêmes que les points d'indétermination des 

fonctions ψ. 
Tout me porte à croire que les transcendantes qui définissent les 

coordonnées de P, en fonctions des coordonnées de P0 n'existent en 
général que dans le domaine D. Toutefois je n'ai pu le démontrer 
rigoureusement; il y a certainement au moins un cas d'exception, 

puisque, si — est une puissance de m, les coordonnées deP
1 sont fonc-

tions rationnelles de celles de P
e

. Mais il est possible (et même pro-
bable) qu'il n'y en ait pas d'autre. 
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Cherchons maintenant à exprimer 

?'.(«)> ?'.(«). ···> ?«(») 
en fonctions de 

?iO)> <hO)> ···. ?.(«) 
cl de u. 

En premier lieu, 
β, U, ..., β,,ΐί 

sont fonctions uniformes de 

?aO). ···' ?»(")· 

D'ailleurs φ', (M), <p'2(&), ·.sont fonctions uniformes de 

βπ ··.·* Ρ» ^ "· 
Donc 

?',0). Ç',0)> ···> î'.O) 

sont fonctions uniformes de 

9,0), 9,0). ···. ?»(«). "· 

D'autre part, si nous posons 

P,M=W|, β2Μ = «2, 

&i(u) devient une fonction de η variables u
n

 u«, u,
n
 et l'on a 

?«(") = ?f(«i, w
S)

 ·■·> "«); 
d'où 

?:o)=p.g + ?
3
È+-+?;.^; 

d'où 

iio.(u)= //., + α, -κ. .-h ·— > 

ce qui montre que M φ'/(M) est une fonction de //
;i
 on, ce 

qui revient au même, de β, «, β
8

Μ, ..., β
Λ

Μ. 
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Mais 
β 4 U) βο · · · > β« ̂  

sont fonctions de 
9Ι(Μ), <p2(w;, o

n
(u). 

Donc uy'fu) est une fonction de 

?«(#)> 9i(«0» ···> ?»(")· 

Ainsi les fonctions φ,(a) satisfont à un système d'équations diffé-
rentielles de la forme suivante 

uï\(u)~ ···> ?«(")]>· 

?a(w)» *··' ?»(")]> 
. . . . . 

«?*(«)= F-[?i(«)i ?=(«)> •• •> ?«(“)! 

les fonctions F/ étant des transcendantes uniformes dans le do-
maine D. 

Ces transcendantes uniformes admettront mêmes points d'indéter-
mination que les fonctions ψ. 

.l'ai dit plus haut que les fonctions ψ n'existent que dans le do-
maine D. Cela demande quelques mots d'explication. Supposons, par 
exemple, que 

ψ 15 Ψ21 ···? ψη 

existent dans le domaine δ défini par les inégalités 

I-. ZI I Ρ I 1 1-2 " - ·> I p21 · · · 1 I -/i I pa 1 

if, s!|, ..sj, p,, p
a

, ..ρ
Λ
 étant des constantes. 

Les ψ,· devraient être développables à l'intérieur de ce domaine sui-
vant les puissances des zk-~ z()

k. 
Supposons que le domaine δ soit situé en partie à l'intérieur de D, 

en partie à l'extérieur de D. 
C'est là ce qui devrait arriver si les fonctions ψ pouvaient être pro-

longées au delà du domaine D. 
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Reprenons les fonctions 

?ι(βι«> M, ···, β.«), 

?»(β|«) βι«> ···. β.")» 

?»(β|«, βί", ···. β,") 

et substituons-y ψ,, ψ
2

, ψ„ à la place de β, u, β
2
α, ..β„«; nous 

verrons φ,, <ρ
2

, ..φΛ
 devenir fonctions de ζη

 ζ
2

, ..., ζ
Λ

. 
Dans le domaine δ, nous savons que ψ,, ψ

2
, ..ψΛ

 sont fonctions 
liolomorphes de s.

iy ..3»; donc ψ,, ψ
2

, ..., ψ
Λ
 restent finis dans 

ce domaine. 
D'autre part, nous savons que, quelles que soient les quantités J3, «, 

..., βΛκ, pourvu qu'elles soient finies, les fonctions φ,, φ2, ..., 
<ρ

Λ
 sont méromorphes et le point analytique φη φ2, ..φΛ

 reste dans 
le domaine D. 

Donc, quand le point s,, 3
a

, ..., z
n
 restera dans le domaine δ, les 

quantités φ,· seront fonctions méromorphes des s, et le point φ,, φ
2
,.... 

o
n restera dans le domaine D. 

Mais, d'après la définition des fonctions φ et ψ, on aura, dans la 
partie de δ qui appartient à D et par conséquent dans tout le do-
maine δ, 

?i — S.I ?2 — z-iy · · ·> Çn—zii' 

Le point φ,, φ
2

, ..ne sortant pas de D, il doit en être de même 
du point 5

n
 s

a
, ..., z

n
. 

Donc il est impossible qu'une partie de δ soit extérieure à D. 
Donc les fonctions ψ n'existent pas en dehors de D. c. Q. F. D. 

Les fonctions ψ sont donc uniformes partout où elles existent. 

Nous avons clone cles fondions uniformes de η variables 3,, 
-a» · · ·> zn qui sont multipliées par un fadeur constant m quand ces 
variables subissent une substitution Cremona donnée. 

Le rapport de deux fonctions ψ, par exemple yL demeure inaltéré 
par la substitution Cremona. 
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Tout me porte à croire que la fonction ~ n'existe pas en dehors 

de D et est par conséquent uniforme partout où elle existe; je n'en ai 
pas toutefois de démonstration rigoureuse. 

Toutes les fois qu'on pourra le démontrer, on saura construire une 
fonction uniforme qui n'est pas altérée par la substitution Cremona. 

C'est ce qui arrivera en particulier toutes les fois que le domaine D 
comprendra tous les points analytiques possibles, sauf quelques points 
exceptionnels. 

Je dis que toute fonction uniforme F des s, n'existant que dans le 
domaine D et inaltérée par la substitution Cremona, est une fonction 
rationnelle des rapports des quantités ψ0 ψ2, ..., ψ„, si elle est méro-
morplie dans le domaine D. 

En effet, nous avons 

lH , S2, . . ., 

= b [ίρ, (ψι, ψο, ..., ψη), 2 ( ψ ^ > 4*25 *··5 ψ»)> ··· j φ/ί(ψη ψδ> ···> ψ«)]· 

Celte égalité montre que F est une fonction uniforme de ψη 

ψδ? · · · » Ψ«· 
Quand les s subissent la substitution Cremona, 

se changent en 
ψθ ψί, ■■•1 ψ

Λ 

/«ψ,, /«ψ2, ..., /ηψΛ 

et F 11e change pas. 
Si F est une fonction méromorphe des s, ce sera aussi une fonction 

méromorphe des ψ, et nous aurons, dans le voisinage du point 

nous aurons, dis-je, 
Ψι = Ψϊ = ···=ΨΛ=0, 

F = —, 

S, et So étant des séries ordonnées suivant les puissances croissantes 
des ψ. 



SUR UNE CLASSE NOUVELLE DE TRANSCENDANTES UNIFORMES. 353 

Ee quotient ne doit pas changer quand on change 

011 
ψ π ψm ···» ψ» 

/«ψ'η /?ϊψ
2

, ..., /«ψ„. 

Et cela ne peut arriver que si les deux séries S, et S3 se réduisent à 
des polynômes entiers homogènes de même degré en ψ,, ψ

2
, ..., ψ„. 

c. Q. F. D. 

EXEMPLES PARTICULIERS. 

.l'ai cherché à former des exemples pour lesquels le domaine D 
comprend tous les points analytiques possibles, sauf quelques points 
exceptionnels. 

Les premiers exemples que j'ai obtenus m'ont été fournis par des 
substitutions Cremona qui peuvent être ramenées à la forme 

/_ « . »1*1 β| »2*2 + fts _ ajd±±ll\ 

les α, β, γ, δ étant des constantes, ou dont une puissance peut être 
ramenée à celte forme. 

Les fonctions <p
t
· correspondantes sont rationnelles; ce cas ne pré-

sente donc aucun intérêt. 
.l'ai réussi ensuite à former un exemple un peu plus général. 
Considérons deux variables seulement et, afin d'éviter les indices, 

représentons-les par χ et y et non plus par et s2. 
Envisageons ensuite la substitution Cremona 

f ,N ·*' ay + Ô \ _ 

m, est le nombre que nous avons toujours appelé ainsi; β est une con-
stante; enfin a, 6, c, d sont des polynômes entiers en x; je suppose 
que, pour χ = o, 011 ait 

b = o, a = m, d — γ , c = c0. 
Journ. de Math, (p série), tome VI. — Fuse. IV, 1890. ép 
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Si je désigne par C cette substitution et que je pose, pour abréger 

®'=œ C, y=yC, 
nous aurons 

ι — $x * cy-y-d 

Nous tirerons de là 

X m + Β#' ' ^ — cy' + a 

Or a, b, c, d sont fonctions entières de χ et par conséquent fonc-
tions rationnelles de χ'. Donc χ et y sont fonctions rationnelles de χ 
et/. 

Notre substitution est donc bien birationnelle. 
Je dis que cette substitution admet quatre points doubles. 
En effet, pour que l'on ait 

x = xy=yf, 

il faut d'abord que l'on ait 
χ = x'. 

Or la substitution homo graphique 

Γ' 7=R) 

admet deux points doubles, qui sont 

x = ο, X — —JJ 

Si l'on fai t χ = ο, il vient 

y — i— 

et la substitution homographique 

my 
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a doux points doubles qui sont 

7 = °> y = ~c— 

Si Ton lait χ = —y—> les quatre polynômes a, b, c, d prennent 

certaines valeurs a,, b
n cn

 d
t

, et la substitution homographique 

(v £1y±h\ 

admet deux points doubles, que j'appellerai 

7=7·» y=y2' 

Notre substitution Cremona a donc quatre points doubles 

x=y= o, a?=o, y=—~—, 

a?=—p-, 7=7·» 7=72· 

Avant d'aller plus loin, examinons ce qui se passe dans le voisinage 
du point double 

* = 7 = —— 

Posons, pour abréger, 

ς — , y = η H 

Soient ξ' et η' ce que deviennent ξ et η après qu'on leur a applique 
la substitution Cremona ; il vient 

r< = m\, η'=/(ξ, η), 

/(ξ, η) étant une fonction rationnelle de ξ et de η, s'annulanl avec ξ 
et η. 
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Existc-t-il deux fonctions uniformes ô,(w) et 0
2
(w) admettant le 

théorème de multiplication suivant. 

(ro) 0,(wm/) =/;iO,(m), 0
2
(mtt)=/[0.

1
(w), 0

2
(«)|. 

Pour le reconnaître, formons l'équation définie plus haut 

F(S) = o, 

de telle façon que F(mp) soit le déterminant des équations ). 
Si l'on fait ξ = ο, il vient 

J'en conclus que 
mñTTññ if? 

F(S) = (S-
N
.)(S-L} 

Donc F(/w)==o, F(7h^)^o si ρ est un entier positif plus grand 
qu e i. 

Il existe donc des fonctions uniformes Q,(w) et0
2
(tt) qui satisfont 

aux conditions (i 5). Ces fonctions, d'après les principes exposés plus 
haut, dépendront d'un seul paramètre arbitraire que j'appellerai β,. 

On a d'ailleurs 
0 |(«)=β,«, 

et je puis, sans restreindre la généralité, supposer β, = ι ; d'où 

Cela posé, si l'on a 

on aura aussi 

et, plus généralement, 

0, («)= u. 

η = 0,(ξ), 

η'=0,(ξ') 

7)C=O
a
(SO), 

en désignant par çC'' et r\C ce que deviennent ξ el η quand ces quan-
tités ont subi la substitution et en supposant que ρ soit un entier 
quelconque, positif ou négatif. 
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Lorsque ρ croît indéfiniment, on a 

limξG~p = limm~pξ = ο (puisque | m | > 1), 

cl, si η = 0
2
(ξ), on a 

Posons 
limyjC"*^ 1ΐιηθ2(ξ0~ρ)= θ

2
(ο) — ο. 

m Y) L.~p = 

Quand on aura 

on aura 

et, par conséquent, 

y = »(«). 

η = ·.(*> 

yCp = §(xCp) (p entier positif ou négatif). 

On aura d'ailleurs, pour ρ = », 

donc, si 

on n'a pas 

li m χ C~^ =>.o, limy G~p — m 1 ; 

y = Θ(ΛΓ), 

lim^C^^: IimyC~/,= o. 

Il en est encore de même si 

χ— —ρ- ; 

car on a alors 

xG~p~ HmxC~p=^j^. 

Mais je dis que, dans tous les autres cas, c'est-à-dire toutes les fois 
qu'on n'a pas 

y = 0(x) OU X. = —ρ— > 
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on a 
lim χ G "p = lim y C~p = ο. 

En effet, le point χ = y = ο est un point limite de C""1 dans le sens 
que nous avons donné plus haut à ce mol (les racines de l'équation 
en S sont en effet toutes deux égales à m et | m | > i). Si donc les mo-
dules de a? et dey sont assez petits, xC~p et y C~p tendront vers ο 
quand ρ croîtra au delà de toute limite. 

On pourra donc trouver une quantité ρ telle que, si 

on ait 
M<p. 

lima? C~p — limy C~p = o. 

Supposons maintenant que l'on ait 

l^Kpi lrl>?· 

J'observe que, si l'on regarde χ comme donné, la substitution 

(16) 
V ' cy + d) 

sera une substitution homographique. 
Soient donc 

(χ·, y), 0> y<), Ο./Λ (·«>/.) 

quatre points analytiques ayant même abscisse x. 
Leurs transformés par C*"1 

(*C-,yC-)> (a;C-,y,C-), /.G"), (*G-,y
3
Cr') 

auront même abscisse xC~[ et il en sera de même de leurs pi,iu,es 

transformés 

L-rC-',yC-'), (xCr^y.CrP), (xC~p, y,C-p), (arC-',y
5
C-'), 

qui auront même abscisse xC~p. 
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De plus, la substitution (16) étant liomographique, on aura 

y C~* — y\ G-1 /3C-1—v2C-' _ y — Vj y* —y* 

et de moine 

(>7) yC"7'—71 C~* yaC~p—y»C~p y yt y*—y* 

Le second membre ne pourrait être égal à 1 que si y, = y.2
 ou si 

y = y ά -
Prenons 

ly.Kp. ly.Kp. 7.<r»' y. ='·Κ·Ό> 

Si l'on n'a pas y — 0(o?), le second membre de (17) sera égal à M ̂  1. 
Si ρ — GO, on a 

limy, C~/; = limy2 C~p = o, limy.., C~pJ o. 

et l'équation (17) devient 

lim y Ç--P _ M 

ou, puisque M^i
r 

limy C~p = o. 
On a d'ailleurs 

lima?C~y'= o, 

c. Q. F. 1). 

toutes les fois que œ n'est pas égal à ' ^m · 
Supposons enfin 

M>p· 

Si χ n'est pas égal à 1 > on a 

liniirC"7'—0; 
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on peut donc prendre q assez grand pour que 

On a alors soit 

soit 

|a'0»|<p. 

μ·θ''|<ρ, |yC~f I < p, 

L*C-i|<p, IJK C-» I > Ρ 

et Ton retombe sur un des deux cas précédents. 
Donc on a 

lima? = limy C-/' = o, 

il moms que y = α (a?) ou χ = —^— c. q. f. d. 

Donc le domaine D comprend tous les points analytiques possibles, 

sauf les lignes exceptionnelles y = 0(a?) et a? = —β— Rappelons que 
la fonction 0(a?) est uniforme. 

Formons alors les fonctions 

» N 7 w e2 (//)+· ω 

y = φ
2
(Η) = φ

2
(ρ,ι/., |\u), 

qui admettent le théorème de multiplication suivant 

, . ο \ „ (τπτΛ— ^ /m/A_ «[«>(")]?2(")-ί-^[?,(^)] 

où j'ai désigné par la notation «|9i(w)J le polynôme a où χ a été 
remplacé par ç, ( u). 

La fonction o,(w)est manifestement rationnelle; il ne saurait en 
èlre de même, en général, de la fonction ο2('0· Rn effet, la seconde 
îles équations (18) peut s'écrire 

ο
 3
(mu)= λν» (")·+· H-

? 

λ, [JL, ta et ω étant des polynômes entiers en a. Ces polynômes peuvent 
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être quelconques, de même que les polynômes a, b, c, cl sont quel-
conques·, la seule condition à laquelle ces polynômes soient assujettis, 
c'est que l'on ait pour u = o, 

fjt. = o, λ = ;«ω. 

Je puis donc prendre, par exemple, 

ρ — o, ta = ο, ω = ι, 

11 vient alors 

9
a
(/wa)=m^i-^Jç

a
(«); ' 

d'où Ton tire aisément 

( .9)
 9

,(«)= ρ
ιβ

(, - JLj (1 - jA-) (, - JL-). ·· (ad inf.). 

La fonction M) est donc transcendante et il me suffit évidemment 
d'avoir établi qu'elle est transcendante dans un cas particulier pour 
cire certain qu'elle n'est pas rationnelle en général. 

La parenté de la fonction f2(u), définie par l'équation (19), avec 
les fonctions Θ elliptiques, est évidente. On a, en effet, 

(20) 

d'où 

d'où 

<p
2
(mu)= m ^ φ

2
(«), 

T'\m/ m. u 

«.(£) = fcifO _JL_ 

ou, en changeant u en 

(ai) τ V u ) m u« 

Jouru. de Math. (4* série), tome VI. — Fasc. IV, 1890. 46 
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Si nous multiplions (20) par (21) et si nous posons 

il viendra 
T(«)=<p

9
(«)(p

2
^J, 

~(mu) = - ^τ(κ). 

Cette équation prouve que 

<?l(*0 "p 

est une fonction ©elliptique dont les périodes sont 2 in et logm. 
Revenons au cas général où les polynômes λ, μι, vs et ω sont quel-

conques. 
J'observe d'abord que nous pouvons, sans restreindre la généralité, 

simplifier beaucoup les équations (18). Je dis que l'on peut toujours 
supposer que β est nul, de sorte que la première des équations (18) se 
réduise à 

o,(w«) == nup, (u). 

Si, en effet, il n'en était pas ainsi, on remplacerait la fonction o, (a) 
par la fonction 

<?;<a)= ^ , 

et l'on aurait 
?*(»»")= »»?*(«)· 

Je supposerai donc désormais β = ο ; il vient alors 

mu) = m y* ( 

β, étant l'une des deux constantes définies plus haut qui entrent dans 
les séries (3). 

Alors on obtiendra les polynômes λ, p., 0 et ω en remplaçant tout 
simplement χ par β, u dans les polynômes <2, b, c, d. 

Cela posé, nous savons que <p, (M,) et <p
i
(u

i
 ) sont fonctions uniformes 

de φ,Χ«ο) et de φ3(«0)· 
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Si nous supposons β, = ι, par exemple, il en résultera que φ
8
(Μ,) 

est fonction uniforme de φ2(«0); car <ρ,(α
0
)= u0 est une donnée de 

la question. 
De même, cp2(&0) est une fonction uniforme de φ2(

Μι )· 
Si donc on suppose que β, = ι, et si u

{
 et u

0
 sont deux constantes 

données, il y aura entre <p2(w0) et Ça(Mi) une relation homogra-
phiquc. 

Nos séries (3) dépendant des deux constantes β, et β,, je puis écrire, 
comme je l'ai déjà fait bien des fois, 

r = ?>(«)= Ps«)· 

Si nous faisons β< = ι ; il vient 

y = φ,(α, β,«). 

On voit que y est une fonction uniforme de β2. D'autre part, nous 
avons 

On a évidemment 

β, α = ψ, (a;, y), 

Ps" =ψί(®|^)· 

car 
ψι (®) r)=», 

β, u — φ, (u)=x. 

D'autre part, si l'on fait β, = ι, il vient 

cl 
X — u 

I-L/1 

ce qui montre que, quand β, = i, et que u est regardé momentané-
ment comme une constante, β

2 est fonction uniforme dey. 
Si donc β, = ι et si u est regardé comme une constante, il y a une 

relation homographique entre β2 et y. 
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La fonction y2(u) est donc de la forme suivante 

/ \ β»"'ι(βι«)+ΐ|(βι«) 

σ
η
 τ,, σ

2 etT2
 étant des fonctions uniformes de β, u que nous pouvons 

toujours supposer entières. 
Ces fonctions σ et τ jouissent des propriétés suivantes 

(22) 

[ = ασ{(ιι)~ι- 6σ2(&), 

1 'fi(u)^
i
(mu)=aft

l
(u) + bi

2
(u), 

\ m.-r\(u)o
a
(mu)= οσ,(ιι) ~h &σ2(«ί), 

1 η(α)^
2
(/??^)— άτ

2
(ιι). 

Dans ces équations (22), nous désignons par Y)(&) une fonction 
entière de et nous supposons qu'on a remplacé χ par a dans les 
polynômes a

)
 b, c, d. 

Si l'on pose 

ad — bc = ô(«), £,(Μ)τ
2
(ν)— σ3(α)':ι(ιι) = D(h'), 

il viendra 

(23) w/)2 ( ) D (jnu) — 0 ( u) D (a ). 

Cette équation (23) met en évidence le lien qui relie les fonctions σ 
et τ à la fonction <p

2
 définie par l'équation (19) et par conséquent 

aux fonctions Θ elliptiques. 
On en peut encore tirer une autre conclusion. 
Si la fonction <p

2
 est rationnelle, σ

η
 τ,, σ

2
, τ

2
, η, D et ο sont des 

polynômes, et l'équation (23) montre que le polynôme δ doit jouir de 
propriétés très particulières. Sans entrer dans le détail de la discussion, 
on voit que la fonction <p

2
 ne pourra être rationnelle si le polynôme 

b — ad — bc ne satisfait pas à certaines conditions et, en particulier, 
s'il n'est pas de degré pair. 
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La fonction 

__ ψ«(*ι y) 

est uniforme pour toutes les valeurs de χ el de y et elle demeure 
inaltérée par notre substitution Cremona. 

Elle admet comme lignes singulières essentielles 

et 
y = 9(x) 

ι — m 

(ou <i' = oo si, comme nous l'avons supposé, β=ο). La substitution 
Cremona 

/ nix ay + b Às + BA 

(où a, b, c, d sont des polynômes entiers en x, et À, B, C, D des po-
lynômes entiers en χ ci y) jouit de propriétés analogues. 

Les fonctions dont il a été question dans ce Mémoire et qui demeurent 
inaltérées par une substitution.Cremona et ses puissances, ne sont peut-
être que des cas extrêmement particuliers d'une classe plus générale 
de fonctions uniformes qui demeureraient inaltérées par un groupe 
de substitutions Cremona et qui se présenteraient comme la générali-
sation la plus naturelle des fonctions hyperfuchsiennes et hyperabé-
licnnes de M. Picard. 


