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~Suirune classe nouvelle de transcendantes uniformes;

Par M. H. POINCARE.

DEFINITION.
Nous dirons qu’un sys&me de fonctions d’une variable
(1) 9u(u), 9a()y ..y 9a(u)
posstde un t/w'qrémc d’addition quand
oe(u+9), @(u+90), .oy @u(u+0)
pourront s'exprimer en fonctions rationnelles de
B0 By s (o)

29y (W) s Bal(0):

Soit maintenant 7 un nombre quelconque réel ou imaginairé, mais
tel que '

|m|>1.

Nous dirons que le systéme

(1) o (#)y @u(u)y oy 9a(u)

Journ. de Math. (4° série), tome V1. — Fasc. 1V, 18go. 4o



314 H. POINCARE,

admet un théoréme de multiplicaiion, si

o,(mu), ¢, (mu), ..., @,(mu)

peuvent s'exprimer en fongtions rationnelles de

9(u), pa(w)y oy Gu(m).
Il cst clair, d’aprés ces définitions, que si le syst¢me (1) posséde un

théoréme d'addition, et si p est un enticr quclconque,

oi(pu)y 9:(pu); ...y Pa(pu)

s'expriment rationnellement par rapport &

o (), @a(u)y oy Pa(u).

Tout systéme qui posséde un théoréme d’addition possédera done
¢galement une infinité de théorémes de multiplication.

Les mémes définitions peuvent facilement s'étendre aux fonctions
de plusieurs variables.

Par exemple, le systéme

siny, cosu
ou Je systeme

snu, cny, dnu,
posséde un théoréme d’addition et unc infinité de théorémes de multi-

plication.
Considérons maintenant un syst¢me complet de fonctions abéliennes

quadruplement périodiques de deux variables
F(u, ), Fy(u,w), .., F,(u,u);

ce systéme admettra un théoréme d’addition, c’est-a~dire (ue les

Fi(u+v, 4 +¢),
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s'exprimeront rationnellement & I'aide des
Fi(u, v') ct des F (o, ¢').

Si nous faisons &' = ¢' = o, nous aurons un syst¢me de fonctions
d’nne scule variable

F (u,0), F.,(u,0), ..., F,(z0),

(ui admettra un théoréme d’addition et une infinité de théorémes de
multiplication; car

F.(u+¢,0), Fy(u+e,0), .oy F,(u+v0)

-

s’expriment rationnellement & I'aide des
Fi(¢,0) et des F(v, o).

[1y a aussi des fonctions qui admettent un théoréme de multiplica-
lion sans admettre un théoréme d’addition.
Considérons cn effet 1a fontion @(w), et soit

2, (u)=0°* (a—-f:—,>, o (u)=0(u—a)d(u+a—uow),

o ¢lanl une constante quclconquc.

Soit ensuitc p un entier quelconcue, et envisageons les expressions
suivantes

3 (pu), 9:.(pu), ¢l(uw)9y™(w),

¢ ¢lant un autre enticr plus petit que p*.
Ces diverses expressions admettront la période © ct scront multi-
plices par un certain facteur exponentiel quand u s¢ changera en

-+ o,
O(u+L)=cw0(u—y
(lt -;) =0 <lt -2‘),

Soit
il vient
¢/ (u+ o) 95" (u+ o' )= """ 97 (u) -7 (u).
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Cherchons le facteur exponentiel relatif 4

Pi(pu) et & 9,(pu).

I vient

Pip~1)

21 [p(u+ o) =o9,(pu+pu)y=eve T o (pu).

Et de méme

pip=1)

%[ p(u+po)=c""e T “o,(pu).

1l sort de 1a que

pip—1) pip—1)

in

o (pu)e T " et g (pu)e ?

e

ont méme multiplicateur que les fonctions

97 (u) 4" (u)

ct par conséquent s'expriment linéairement & 'aide de ces fonctions.
Donc ¢, (pu) et 9,(pu) sont des fonctions lincaires des diverses
N .- . .
quantités ¢~ * ¢¥(u#)¢l""(u). Ce sont donc des fonctions enlitres
rationnelles et homogénes de

£t

e®, o (u) ct o,(u)

=
&

to]

apu i
D’autre part ¢ * est également une fonction entiére de ¢*. Done le

systéme

an

‘J,‘T, o (u)y ga(u)

admet une infinité de théorémes de multiplication; je dis une infinité,
car on peut donner a p telle valeur enti¢re que l'on veut.

Je me propose de rechercher quelles sont les fonctions qui admet-
tent un théoréme de multiplication ¢t qui ne présentent pas pour
u = o de point singulier essentiel. :

Jexclus ainsi de trés nombreuses catégories de transcendantes, par
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cxemple celle-ci. Soit la fonction ¢ () qui se rattache aux fonctions @
o(u)=Z¢™u*™  (mvariantde — » 4 +»),

lgi<r.

I1 vient :
¢ u? -
(7)=7 %) |
ce qui montre que le systéme
u, ¢(u),
admet un théoréme de multiplication. Mais le point # = o est pour

% (u) un point singulier essentiel.
Considérons donc un systéme

o), 9a(u)s -y 9a(u),
admettant un théoréme de multiplication et tel qu’aucune des fonc-
tions du systéme n’ait un point singulier essenticl en « = o.
.Je puis toujours supposer que

2,(0)=9,(0)=...=13,(0)=o.

En effet, supposons qu'il n’en soit pas ainsi. Si g, est fini, je pourrai
toujours poser

"?2(“)2 ?z‘(u) - ?i(o)f
et si 9;(o) est infini, je poserai
' I
vi(u)= ooy
I1 est clair alors qu'on aura

2:(0)=19,(0)=...=9,(0) =0,
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el que le systéme ¢;(%) admettra comme le systéme ¢;(#) un théo-
réme de maltiplication.

Je ferai une hypothése de plus; je supposcrai d'abord que le déve-
loppement des fonctions ¢;( %) suivant les puissances croissantes de
commence, pour l'unc au moins de ces fonctions, par un terme en .

Side pareilles fonctions existent, elles sont nécessairement uni-
Jormes.

in cffet, comme le point 2 = o n’est pas un point singulier essen-
ticl, on peut trouver une quantité positive p, telle qu'a intéricur du
cercle

Ilt|::|s

les fonctions ¢;( ) restent uniformes. _

Mais les fonctions §; (i) s’expriment rationnellement a l'aide des
fonclions @;(u); si donc | u|<p, les fonclions ¢;(nue) sont encore:
uniformes.

Done les fonctions 9;( ) sont uniformes, pourva que

| < m)5.

On démontrerait de méme successivement gu'elles sont uniformes,
pourvu que

[ < |m*|, [we] < [m?] g, cen [uj<jm?|z,

c’est-a-dire pour toutes les valeurs de w.

Ce raisonncment peut servir & démontrer que les fonctions ellip--
liques ct abéliennes sont uniformes. C'est méme la scule démonstration
rigourcuse qui ait été proposée jusqu'ici, & Pexception des démonstra-
lions indirectes ou Ion commence par définir la fonction ©. La dé-
monstration de Riemann dans sa théorie des fonctions abéliennes est
une de ces démonstrations indirectes; la démonstration de Clebsch ct
Gordan (Theorie der Abelschen Functionen, 8¢ Partie) n'est pas
rigourcuse. Quant aux démonstrations d'Abel et de Jacobi, clles sont
cn réalité fondées sur 'existence d’un théoréme de multiplication.

Il peut se faire que le théoréme de multiplication soit tel que les
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o; (mu) s’expriment cn fonction non sculement rationnelles, mais
encore entiéres des ¢;(u).
Dans ce cas, les fonctions @,(%) sont des transcendantes cntitres.
En effet, si les fonctions ¢,(x) sont holomorphes & Iintéricur du
cercle
|u|=¢,

il en est de méme, des fonctions @;(mu), desorte quelesfonctions ¢;(u)
sont holomorphes & l'intéricur du cerele

lw|=|m|e¢.

Par un raisonnement tout pareil & celui qui précéde, on démontre-
rait qu’elles sont holomorphes dans tout le plan.

FORME DES IZIQU,\TIONS FONDAMENTALES.

Nous appellerons équations fondamentales les équalions qui défi-
nissent le théoréme de multiplication et qui peuvent s’écrire

‘ pi(mu)=R[3,(u), 9, (w), ..., ga(1)],
P2 (mu) R, [(P,(u), P2 (“)a R q;,,(u)],

fu(mu) Rn[? (), ¢, (U), SR A

R,, R, ..., R, ¢tant des fonctions rationnelles.
Je dis d’abord que I'on a

(2)

R; (o 0y ...y 0)=0.
Iin cifet, par hypothcse,

9, (0)=g,(0)=...= %(0)::9.

Si donc on fait dans les équations (2) # = o,:lc premicr membre
s'annule et le second se réduit & R;(o, o, ..., 0); donc la fonction R,
s'annule quand-teus ses arguments s’annulent. - C.QF I,
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Les fonctions rationnelles R; doivent satisfaire cncore & une autre
condition.

Posons

d o (a) —A. dr; B.
du b dle{w)] —

pour & = o.

Si, dans les équations (2), on substitue lec développement des fone-
tions g4 (u) suivant les puissances croissantes de «, puis qu'on égale
dans les deux membres les coefficients de «, il viendra

"’lAi: Bi,i A, ~+ Bi,‘.’ R B;’,,An, (l:"—‘: Ty 2y 004, Il).

D’aprés une hypothése que nous avons faite plus haut, tous les A; ne
sont pas nuls a la fois. Si don¢ nous posons

B,,,"“'S B"c_, e B"n
F(S): B._),’ ]32’2 - b s e Bz,n \
Bn,o Bn,;» cee Bu,n - S
on devra avoir
F(m)=o.

ln d’autres termes, équation en S, I7(S) = o, a une racine égale
am. ‘
Posons

vi(te)=a;, 9, (&) + oy 9, (8) +...+ 0 3a(8),  ((=1,2,...,n),

les ;4 clanl des constanles.

On peut sc servir de ce changement linéaire de variables pour
-amener les fonclions R & une expression plus simple.

Voici comment nous nous servirons de cette faculté : je me contente
d'indiquer ici le résultat et j'omets la démonstration, que le lecteur
retrouvera sans peine, car elle est fondée sur les principes les plus
. simples de la théoric des substitutions linéaires.

Si I'équation en S a toutes ses racines distinctes, on pourra supposer
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que, aprés le changement de variables, on a
Bi,k=0 (izk), B;;= S

Sy, Sy ..., S, sont alors les diverses racines de I'équation en S, et l'on
aura, par exemple,
S,=m.

Supposons maintenant que toutes les racines ne soicent pas distinctes.
On pourra encore supposer qu’aprés le changement de variables

Bi.i =5

et que les B, sont nuls si i < k ousi, ¢ étant plus grand que k&, S, est
différent de Sy. Quantaux B, pour lesquels on a

ik S,=S,

nous n'en pouvons rien dire.

Si, en particulier, I'équation en S a toutes ses racines égales a m;, il
vient

Bi,k =0 (l. < k), .Bi,i::’ m.

FORMATION DES SERIES FONDAMENTALES.

Cherchons i satisfaire aux équations (2) par des séries de la forme
suivante )

(3) o) =Alu+ Alut+ Alud+...,

oti les Af sont des coefficients constants, et tout d’abord cherchons & y
satisfaire formellement. Pour cela nous n’avons qu'a appliquer la mé-
thode des coefficients indéterminés.

-Substituons les séries (3) dans les équations (2) et égalons dans les
deux membres les coefficients de u?, il viendra

(4) mPA! =B, AP + B A2+..,+ B, ,A2+ C?

(t=1;2,...,0);
Journ. de Math. (4°série), tome VI. — Fasc. 1V, (8go. /|l
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les C? représentent un ensemble de termes dépendant des
L 2 )
i iy e AT

mais ne dépendant pas des AP ni des A}, olt ¢ > p.
On peul supposer qu’on ait déterminé par un caleul préalable les

1 2 1 1p Pt
YUOAL L., elles AP

On’ aura alovs, pour calculer les A?, le systéme des équations li-

néaires (4). Ce systéme poyrra toujours étre résolu, pourvu que son
déterminant ne soit. pas nul. Or ce déterminant est ¢gal & F(m”).
© Si aucun des déterminants F(m?), F@n®), ..., n'est nul, on
pourra alors calculer de proche en proche les coeflicients des séries (3 ),
pourvu qu’on ait commencé par caleuler les Aj; or.les A/ nous sont
donnés par les équations -
(4 bis) mA! =B, A +...+B;,A,,
qui ne different pas de celles quionl été envisagées dans le paragraphe
précédent; or ce systéme (4 bis) peut toujours dtre résolu st I¥(nme) est
nul.

Si donec on a
F(m)=o, F(m*)Z o, F(m*)3o, ceer, F(iP)2 o,

on pourra loujours trouver des séries de la forme (3), que nous
appellerons séries fondameniales el qui satisferont formellement
aux équations (2).

1l nous reste & chercher combien ces séries (3) conticnnent de
constantes arbitraires.

J'observe d'abord que, si F(m?) n'est pas nul, le systéme (4) ne
comporte qu’une solulion unique.

Pour savoir combien les séries foudamentales conticnnent de con-
stantes arbitraires, il nous suffit donc de savoir combien le systéme
(4 bis) comporte de solutions lin¢airement indépendantes.
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Je suppose que I'équation

F(S)=o

admelle ¢ racines égales a m.
On aura alors

B, ,=B,,=...=B,,=m, B,;2m (sti>q).

D'autre part,
By = o,

si £ < k ou bien encore si i>¢q, k<q.
Dans ce cas les n — ¢ derniéres équations (4 bzs) ne contiennent
que les n — ¢ variables

A, A} . %

q+1? q+2? nt

el leur déterminant par rapport & ces n — ¢ variables est égal &

(Bysr,gor = m) (Braggua — m)...(B,n— m)2o.
On tirera donc de ces équations

{ i — A —
A =A,=...=A,=0,
cc qui montre que les équations (4 bis) ne pourront en aucun cas com-
porter plus de g solutions linéairement mdependan tes.

Les g premiéres ¢quations (3 bis) ne contiennent que les ¢ — 1
variables

1 J J
boAy e AL
. Jajouterai méme que la premiére de ces équations se réduit & une
identité; si nous la laissons de coté, il nous restera ¢ — 1 équations et
¢ — 1 variables, et leur déterminant sera égal &

A=B,,B,,B,,...B

q.q-t*
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Si ce déterminant n’est pas nul, on aura
T Y A
Al=A)=...=A _=o,

de sorte qu'il n"y aura plus qu’un coefficient arbitraire, 4 savoir A,.
Supposons maintenant que ce déterminant soit nul; dans ce cas, il
est aisé de voir que le systéme (4 bis) comporte au moins deux solu-
Lions linéairement indépendantes.
Appelons (5) le systéme d’équations linéaires formé par les

2% 3% 4% ... 4°
équations (4 bis) et ot les variables sont
Al AL, L AL

Considérons le déterminant A de ce systéme (5). Si A est nul, ainsi
que scs mincursdes b — 2 premiers ordres, le systéme (5) aura b — «
solutions linéairement indépendantes; et, comme A, reste arbitraire,
le systéme (4 bis) en admettra h. :

Donc les séries (3) contiendront des canstantes arbitraives.

Soient 8,, B., ..., B, ces constanles. On voit que

Al ! At
Al AL L, AL

scront des fonctions linéaires et homogénes des ;.

Les A? seront des polynémes entiers par rapport aux 8. Supposons
en cffet que cela soit vrai des A/, des A?, ..., des A?™', cela sera vrai
également des Cf et par conséquent aussi des A?.

Si le systéme

20(u)y pa(u)y ooy 9a(u)

admet un théoréme de multiplication, il en sera de méme évidemment
du systéme

9. (ya), v.(Yu), ...y ou(yue),

ou vy est une constante quelconque.
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Si donc dansles séries (3) on remplace u par yu, ces séries ne cesse-
ront pas de satisfaire aux équations (2); changer u en yu, cela revient
a changer les valeurs des constantes §.

Or changer « en yu c'est changer A; en ~(A' et, par consequom

@n [32, (RS ] [5/.
By 1Bay o YBA

Quand on change © en yu, A? se change en y? A7,

Donc, quand on change 3; en ¥8;, A7 se change en y?A/.

Donc AZ est un polynéme entier homogéne et de degré p par rap-
port aux B.

Donc les séries (3) sont ordonnées suivant les puissances crois-
santesde

cn

. Biuy, Byuy, ... et B,u.
Si nous posons
gt’u:uia

nous aurons un systéme de » fonctions
Piy P2y ooy Pu
dépendant de A variables
Upyy Ugy oy I,
ct admettant un théoréme de multiplication; car on aura

ci(mu,, muy, ..., muy,)

= Ri[o, (g, oy ooy 4)y 9a (s Uy oony Un)y ooy Dty gy ooy tty)]
(I=1,2, ...,n).

CAS PARTICULIERS.
Supposons, en particulier, que I'on ait

' MS?
R;=mo;(u)+ —3
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M et a sont deux constantes et I'on a posé pour abréger

S(u)=9,(u)+ ¢ (&) +...+ p,(1).

J'observe d'ahord que le déterminant des équations (4 bis) a Lous ses
éléments nuls, ce qui me permet de conclure ue les séries (3) con-
tiennent z constantes arbitraires; je puis donc me donner arbitraire-
ment les n coefficients

hoOAL o, AL
Je remarque ensuite que 'on a
i(mie) — gu(mue) = m () — 2u(u)];
2i(w) = gu(u) =(A; — Ap)w.

Nous avons, d’autre part,

d’ot

nMS?2(uw)

S(mu):mS(u)+ :;—ST‘T;

Si 'on suppose, en particulicr,

]
M= - ma,
n

il vient <
mS(u)
S(mu)= — STa)
ou’
S(mu) . mS(u) .
m—1-+aS(mu) ~ m—i+2aS(u)’
d’olr '

S(w) = u
m—1+a2S(u) m—1 '

en posant, pour abréger,
T=A+A+...+ A

11 vient donc finalement

S(u)= — 5

al
11— U

m-—-1
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« e | . .
Ainsi, dans lc cas de M = - ma, les fonctions 9,(u) existent el sont
rationnelles en u.

Done, dans ce cas particulier, les séries (3) convergend.

-Je vais examiner plus particuliérement le cas ot 7 et a sont réels
positifs et ot
: o AL o A,
sont réels positifs.
Je dis que dans ce cas tous les coefficients des séries (3) sont réels
posiLifs. :
“n effet, supposons que cela soit vrai des

i 2 I L]
'R j\l.’ ceey. .’\-

je dis que cela sera vrai des A7,
En effet, les équations (4) s’écrivent

(mP—m) Al = CF.
(:? est manifestement un polynome entier a coefficients entiers positifs
par rapport a m, d a, aux A}, A7, ..., A7, Donc (7 est véel et pot
sitif.
D’autre part m? — m est réel positif,
Donc il en est de méme de A?. ' C. Q. F. D,

CONVERGENCE DES SERIES FONDAMENTALES.
Reprenons les équations fondamentales
(2) 9:i(mu) = Ri[gu(u)],
et les séries fondamenlales

(3)  gi(u)=ZSAr@r.
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Je vais chercher & former d’autres équations fondamentales

(2) o (m'u)=Ri[gx ()],

qui scront satisfaites formellement par les séries fondamentales
B ' — mp
(3) s (u)=2A u’.

Je vais chercher & m’arranger de fagon que les équations (2') soient
de la forme particuliére qui a été intégrée dans le paragraphe préeé-
dent et que chacun des coefficients A} soit réel positif et plus grand
en valeur absolue que le coefficient correspondant A’.

La convergence des séries (3") et par conséquent celle des sévies (3)
sera ainsi ctablie.

Jobserve d’abord cuec I'on peut toujours trouver deux nombres
réels et positifs, M et a, tels que, sil'on considére le développement des
deux fonctions

R,-(w,, Loy oony .’L',,) -— lgiﬂ-'l/', — B;’Q-'L';) —— . Bi,n"’;n

1“("”1""'1’2""' cob )’
y
1 — (@ + L+ ...+ 2y,)

suivant les puissances croissanles de i, iy, ..., 0, tout terme du
second développement soit réel positif et plus grand en valeur absolue
que le terme correspondant du premier.
1l importe d’observer que ces deux développements ne conlicnnent
ni terme indépendant des «x, ni termes du premicer degré par rapporl
AUX ;.
Soient ¢ ct B deux nombres positifs que je me réserve de déterminer
plus complétement dans la suite. Je prendrai m’ = ¢.
Posons, pour abréger,

S =2a\ (u)+¢,()+...+ ¢,(u).

Nous prendrons

1 ‘o

, , 7 785°
Ri=q9(0)+ =g
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de sorte que les équations (2’) s'écriront

~ 5 785!
(2) g =g9(w)+ T=p5-

Pour achever de déterminer les séries (3'), il faut encore se donner
les 2 coefficients
" " "
' A, AY, ..., AL
Nous prendrons
A'l — A"i — — "

n

De plus A’ devra étre réel pos1t1f ct plus grand en valeur absoluc
que AL AL .. AL
1l resulte de Ia que I'on aura également
e (w)=gi(u),  AV=Af=..=A7
De plus toutes ces quantités A/” seront réelles et positives. Elles

satisferont & des équations analogues aux équations (4) et qui s’écri-
ront

(4) (" — AL =CP,

C}” sera un polyndme entier & coefficients réels et positifs par rapport
aux quantités
" 12 1p—1
A 2 .., AP

i)
et P'on aura d’ailleurs
C’=Cf=...=C?

L.
Je supposerai

- 1
(6) 9>t ’,}qp>M1 B>
Dans ce cas, sil'on envisage les deux fonctions
R,-((L'“ Lay or ey .’L’,,), R;‘(xl.7 Loy =y I’n)

qu’on les développe suivant les puissances des z, chacun des termes de
degré deux ou de degré supérieur 4 deux du développement de R;aura

Journ. de Math. (4° série), tome VI. — Fasc. IV, 18yo. 42
J .
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son coefficient plus grand en valeur absolue que le coefficient corres-
pondant de R,. (Je répéte que ce que je dis A ne sapplique qu’aux
termes de degré au moins égal & 2 et ne s’applique pas aux termes du
premier degré.) On peut conclure de la que la quantité appelée plus
haut C? jouit de la propriété¢ suivante.

Nous avons vu que G est un polynéme entier par rapport aux

AlM(REp—1) et que C? est de méme un polyndme entier par rapport
aux AY(hSp —1). -

Eh ])1en, chaque coefficient du polynéme C” est plus grand en
valeur absolue que le coefficient correspondant de C?.

Cela pos¢, écrivons les équations (4)

h=n

(4) . mP AL~ Y BuAh=Cl.

h=1

Le déterminant de ces équations est égal & F(m:?); appelons

F, .(m")

les divers mincurs du premicr ordre de ce déterminant.
On tirera des équations (4) les ¢quations suivantes

F(mP)A? =T, (m?)Ch 4+ Vo, (mP)Cl 4.+ (m?) CE,

Par hypothése, I¥(m?) ne s'annule pour aucunc valeur de p plus

grande que 1. D’autre part,
Fy (m?)
F(mr)

considérée comme fonction de m? est unc fonction rationnelle dont le
numérateur est un polynéme de degré n — 1 ct le dénominateur un
polynéme de degré n. Donc, quand p tend vers I'infini, cette fonction

rationnelle tend vers o, et “=2% end vers unc limite finic.

1‘
On peut donc trouvei un nombrc positif H, tel que

ml‘l', wHm)
F(mr)

< H,

et cela pour toutes les valeurs de £, k& ct p, sauf pour p = 1.
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On a alors
(7) |mP|A?| < H[|CP|+[CE|+...+|CI|].

Je supposcrai que I'on choisisse ¢ de telle sorte que

| m|p

(8) ¢ — 9 <=

11 est toujours possible de choisir ¢ et § de facon & satisfaire aux
conditions (6) ct (8).
Soit g, un nombre compris entre 1 ct|m]|.
Soit
_ log(nH)
Po= foglm|—Togq,
L’équation en ¢

|m|

4= GE="°

admet une racine supéricure 4 1. Comme elle n’a qu'unce variation,
elle n’en admet qu'une. Il est vrai que p, n'est pas cn général un
entier, mais Laguerre a montré que la régle de Descartes s’applique
encore quand les exposants ne sont pas entiers.

D’ailleurs il est aisé de voir que, pour ¢ > 1,

. h—q
esl constamment croissant.
Soit donc ¢, cette racine plus grande que 1.
Je dis que, si I'on fait

'<q<%)<lm’, '<q<9n

U'inégalité (8) sera satisfaite tant pour les exposants p supéricurs a p,
que pour les exposants p inférieurs & p,.
En effet, pour p > p,, on a

=g _ 9" _{ @\ \'_
| m|? <lm|l'<<[m|) <(—— Y
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el pour p < p,, on a

9"“‘ 9<94" 94< q“—q = I,:);-Il< nH )

¢.Q.F. D,

Une fois ¢ déterminé, il reste, pour satisfaire aux inégalités (6), &
faire

M
B> ’i-, B>a.
Cela posé, je dis que :
|AZ| < A,

En effet, supposons que cela soit vrai des
1 2 p-y
Al, A}, ..., AP

je dis que cela sera vrai des A?.
En effet, les coefficients du polynoéme C étant plus grands que ceux
du polynéme C?, on aura
cri<er,
d’olt

|G+ Cl+...+ C|<CP+CP+.. .+ CP =0},

puisque .

CP=Cl=...=C".

"

L'inégalité (7) devient alors

nH ~,
I\PI<|m|l‘ ',

D’autre part, I'équation (4') donne

Ar— CF
gy

ou, en tenant compte de (8),

(9) ' |AP| < AY. C. Q. F. D,
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D’aprés le paragraphe précédent, les séries (3') convergent et, si
'on a ¢gard & l'inégalité (g), on verra que les séries (3) convergent
également. Elles définissent donc des transcendantes qui jouissent d’un
théoréme de multiplication et gui per conséquent sont uniformes.

Donc il existe des lranscendanles uniformes qui admetient un
théoréme de multiplication quelconque, pourvu que F(m) (détermi-
nant des équations 4 bis) soit nul et que ¥ (mP) ne soit pas nul pour

p>i.

Si le déterminant des équations (4 bis) est nul, ainsi que ses mineurs
des » — 1 premiers ordres, ces transcendantes conuendront h con-
stantes arbitraires B,, 81, ..., B4

Elles en contiendront donc r, si tous les éléments du déterminant
sont nuls, c’est-a-dire si

Bi,i‘_‘ m, 'B“‘=0 (lzk).

FONCTIONS ENTIERES.

Nous avons vu que, si les fonctions R, se réduisent & des polyndmes
" entiers, les fonctions ¢;( ) sont des transcendantes entiéres.

Si, au contraire, les fonctions R; ne sont pas des polynémes entiers,
les fonctions ¢;(«) sont méromorphes, mais non holomorphes dans
tout le plan.

Mais, dans ce cas, on peut regarder chacune des fonctions g,(u)
comme le quotient de deux fonctions entiéres qui admettent un théo-
réme de multiplication.

Supposons, en effet, que les fonctions R; soient des fractions ration-
nelles et réduisons ces fractions au méme dénominateur. Posons

P P
=L, Ry=5%, - R,=
PIL+I

R, =
! PIH-i PIH—l

P,, Py ...y Py, Pryy sont des polyndmes entiers par rapport a ¢,(u),

0 (U), - -, §2(u); les n premiers s’annulent quand ¢, (©), 9,(z), ...,
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9, (u) s'annulent, et il est permis de supposer que P,,, sc réduit & 1
pour

(1) = ga(0) == 9u(w) =0,

Soit ¢ le plus grand des degrés des polynémes P, P, ..., P,,,.
Dans nos polynémes remplacons o, (%), 9,(u), ..., @,(x) par

—t, =%, ...; =% ct multiplions-les ensuite par 52, ; il viendra
Rt BT ~n+1
- Sy Sa Sa . - - -
&;{+,P,‘(, . T ~) = Qu(31, Fay v ey Funt).
“n41 ~nt ~n+1

Qs sera un polynéme homogéne de degré ¢ en 3y, 3, ..., 5,4 qui
pourra contenir en facteur unc puissance de z,,, si le degré de I,
est inféricur a g.

Posons maintenant

i) (l’—

?‘(u):.m—)- —I, 2, vy ”:),

les équations (2) deviendront

(",) l'?‘i(m-u) — Qi[k'{:(u),d.'z(ll)a ) 4‘12(”')7 l'+“\"n+l(u)]
- 1&g (M) - Qn+1[‘!’x(“), balt)y ooy dnlu) 1+ "!(IH-I(”)].

Nous pouvons les remplacer par les suivantes :

Ye(mu) = Qe[ b1 (u), $o(e0)s -+ $a(u); 14 s (0)]

(10) < (i=1,2,...,n),
( \Pn+|(mu)= Qut H’a(u)a '-Pz(u)) cey "Pn<u)> L+ 4’%—! (“)l -

8’1l existe des fonctions $;(«) qui admettent le théoréme de multi-
plication exprimé par les équations (10 ), les fonctions

coy . ba(ue)
)= @

admettront le théoréme de multiplication exprimé par les *¢qua-
tions (2).
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Or nous avons vu qu'il existe des fonctions uniformes qui admettent
un théoréme de multiplication quelconque, pourvu que certaines con-
ditions trés simples soient satisfaites.

Voyons si ces conditions sont remplies par les équations (10).

J'ohserve d’abord que

Qn Q:n sy Qn et Qn+|—'l7

s’annulent pour

4" = ,‘Pg::' = "!/Ilz 4’rz+| =0.

Développons alors les seconds membres des ¢quations (10) suivant
. les puissances croissantes des { et examinons les termes du premier
degré.

Dc méme que nous avons appelé plus haut B;; le coefficient de ¢
dans le développement de R;, nous appellerons B;, le coefficient de
dans le développement de ;. On aura manifestement

A <h

' .
Bi/r = Bi,lr (L, k=1,2,... n),
B, =0 (t=1,2,..,n3k=n+1),
et el — 9-

Nous avons posé plus haut

B,,-S B, . B, .
F(S)= B,, B,,—S .. B, |
B.. B,. ... B,,—9S
Nous poserons de¢ méme.
B,,—S B, .. B, ..
(S) = B,, B,,—S ... B, ..
B, cieen o By —9S
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Les conditions qui doivent étre remplies pour que le théoréme de
multiplication (10) soit possible sont les suivantes

<D F(m)=o, F(m)Zo (p>1).

Orona

F(8)=F(8)(¢ - 9).

De plus, les conditions fondamentales étant supposées remplies pour
les équations (2), on aura

F(m)=o, F(mP)Zo.

Les conditions (11) seront donc remplies pourvu que ¢ ne soit pas -
¢gal & une puissance entiére de m (la premiére puissance exceptée ).

Les fonctions {, (u) existent done; ce sont des fonctions entiéres, et
I'on a

$i(u)

ou(tt) = — V(@)

ce qui montre que les fonctions ¢;(«) sont bicn égales au quotient de
deux transcendantes entiéres admettant un théoréme de multipli-
cation.

(est ainsi que les fonctions elliptiques, par exemple, sont égales au
quotient de deux fonctions @, qui admettent, comme nous 'avons vu,
un théoréme de multiplication.

IIn'y a de difficulté que si ¢ est une puissance entiére de m2; mais
nous pouvons prendre pour ¢ soit le plus grand des degrés des poly-
nomes P, soit tout nombre entier plus grand; nous pouvons donc tou-
jours éviter que g soit unc puissance entiére de m.

.

THEOREMES CREMONIENS,

Un cas particulier digne d'intérét est celui ou le théoréme de mul-
tiplication défini par les équations (2) est crémonien. Voici ce que
jentends parla:
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Considérons les équations (2)

ei(mu)=R;[o,(u), (), --+; 9u(u)].

Résolvons ce systéme d’équations par rapport &

9. (u)y 9.(w), B @a (%),

il viendra

9:(u)=S5:[¢ (Inq), 92 (mue), ...y gu(mu)].

Si les fonctions S; sontrationnelles, la substitution

L0 ()y 92(@0); --oy @u(@); @i (), 9, (mts), ...y 3u(mu)

est une substitution Cremona; je dirai alors que le théoréme de multi-
plication est crémonien.

Placons-nous dans le cas ot les quantités appelées plus haut B, ; ont
les valeurs suivantes ' '

¢ Biy=m,  Biy=o  (i2k).
Dans ce cas les séries fondamentales (3) dépendent de n constantes
arbitraires
ﬁn ﬁea ERY) B"'

Si le théoréme défini par les équations (2) est crémonien et si de

plus on a
B;;=m, Biy=o0 (i2kh),

je dirai, pour abréger, que les fonctions

2.(w); 9.(u); ..y gu(u),

sont crémoniennes. Les fonctions crémoniennes méritent par leurs cu-
rieuses propriétés de retenir quelque temps notre attention.

Le cas le plus simple est évidemment celui ou la substitution Cre-
mona se réduit & une simple substitution linéaire, c’est-a-dire celui ou
les fonctions R; se réduisent au quotient de deux polynémes du pre-
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mier degré, le dénominateur étant le méme pour toutes les fonc-
tions R;. Mais ce cas ne présente pas d’intérét; car il est aisé de véri-
fier que les fonctions ¢;(#) se réduisent alors 4 la forme

Biu
—_—
I—al

les & ct les B étant des coefficients constants.

Nous ne nous occuperons donc que des fonctions crémoniennes cor-
respondant & des substitutions Cremona d’ordre au moins égal & 2.
Ces fonctions sont caracicrisées par ce fait que

o (mPu), o,(mPu), ..., g.(mlu)

sont des fonctions rationnelles de

(@), 9(u)y, oy @),

quand p cst un entier quelconque positif ou négatif.
Je me poserai d’abord la question suivante :
Peut-on disposer des n constantes

347 Bﬁ, try Sn

qui entrent dans nos sérics fondamentales, de telle sorte que les fonc-
tions

?l(u)’ ?2<u)7 ce ey ?n(“)

puissent prendre tel systeme de valeurs que l'on veul?
Soit, par exemple, .

cpv,(u)-—.a,, ?2(“)2552, ey '{‘n(u): Qp

ce systeme.
Considérons alors le systéme

W) B) - ()
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Si nous appelons, pour abréger,
a, C, a,C, ..., a,C,
ce que devient le systéme
ai’ aﬂ’ cry a’l’

«uand on lui applique la transformation Crémona envisagée; si nous
appelons de méme
a,Cry a,Cr, ..., a,C’

ce (ue devient ce méme systéme quand on lui applique p fois cette
m¢éme transformation Cremona ; si nous appelons

a,C', a,C', ..., a,C,

ce que devient ce systéme quand on lui applique la transformation
Cremona renversée; si nous appelons

a,C? a,C? ..., a,C?

ce que devient ce systéme quand on lui applique p fois cette transfor-
malion renversée, il est clair que I'on aura

G (-)%) =a,C?.

Si p est entier positifet qu’on le fasse croitreau dela de toute limite,
les premiers membres de ces égalités tendront vers o, car les fonctions
0;(u) s'annulent avec u; on aura donc

limae,C?=lime,C?=...=lima,C?=0 (p =).
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Cette condition est done nécessaire pour que I'on puisse disposer
des B, de telle sorte que :

‘ go,(u):a., ?2(”)"_“ Qs ceey ?n(u):‘— Uy,

Je dis que cctte condition est suffisante.

n effet, nous avons vu que ¢,, 9, ..., 9, sont des fonctions de
Biu, B, ..., B qui peuvent se dévclopper suivant les puissances
croissantes de ces variables pourvu que leurs modules soient assez
pelits.

Posons donc

g 3= ?;((34“7 B._,L{, ceey B,,u,),
(1,,) . L= ?2(34“) Bsu7 ceey tp’nu>a

............................ LY

( = %(@«U, ?‘2“; ceey B,,u),

le déterminant fonctionnel des 9 par rapporl aux Bz ne sanmule
pas pour u = o. On pcul donc tirer des ¢quations (1) |

' lﬁiuz"pl(sﬂz'z"'w:n),
(13) S 2”’:’#‘-’(;”:27 -"7312)’

-—_t - ~ -
! /1“"‘!'%("”“’27 "’)"'IZ)?

les fonctions ¢ pouvant se développer suivant les puissances des z,

hourvu que le module de ces quantités soit assez petit, ¢'est-d-dire pourvu
q )

(que 'on ait

[3|l<.°7 152

<P’ crry :-,,!<|G.
(Cela posé, des équations
(14) p(u)y=a; (i=71,2,...,0)

nous pouvons tirer
u ~_
?(7) = q;C".
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Si les conditions énoncées plus haut sont satisfaites, c'est-a-dire si
'on a
lime;C?=0  (pourp =),

on pourra prendre p asscz grand pour que
|e;CP| < p (i=1,2,..., n),
et alors on aura, en vertu des équations (13),
Biu=mr{;(a,C?, a,C?, ..., a,C7);

on aura donc trouvé des valeurs de §,, B, ..., B, qui satisferont aux
équations (14). : C. Q. F. D.

Appclouns point analytique un systéme de » quantités quelconques,
par exemple le sysi¢me @, a,, ..., @,; appelons domainc un ensemble
quclconque de points analytiques.

La question que nous nous sommes posée est la suivante :

‘Quand on donne 4 8,, §,, ..., B, toutes les valeurs possibles, 2, («),
92(2), ..., 9,(u) peuvent-ils prendre toutes les valeurs possibles, ou
bien le point analytique 9,(u), 9.(%), ..., 9, (%) reste-t-il compris
dans un certain domaine?

Il résulte évidemment de ce qui précéde que, sil'on a

lima;C?=o,

quel que soit le point analytique @,, @, ..., @,; les fonctions g, (),
9.(1t), ..., 9,(u) pourront prendre toutes les valeurs possibles. .
Si, au contraire, les points analytiques qui jouissent de la propriéié

lima;C~?=o,

apparticnnent & un certain domaine D, le point analytique o, (u),
. . '
9.(), ..., 92 () restera compris dans ce domaine D.
Tout dépend donc des proprictés de la substitution Cremona. Je ne
crois pas que les substitutions Cremona aient été étudiées jusqu'ici
d’une maniére approfondie & ce point de vue spécial ; d’autre part, les
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bornes de ce travail ne me permettent pas d’y insérer une étude aussi
délicate et aussi complexe. Je laisserai donc sans solution la question
suivante :

Comment peut-on reconnaiire si unc substitution Cremona, appli-
quée une infinité de fois a un point analytique, fait tendre ce
point analytique vers un méme point limite quel que soit le point
analytique qui ait servi de point de départ?

Il est clair d’abord qu’un point limite ne peut étre qu'un des poinls
doubles de la substitution Cremona, ¢’est-a-dire un point analytique
satisfaisant a la condition

a,C=a,, a,C = a,, ceny a,C=a,.
Soit af, ay, ..., a, un point double quelconque.

Mais tous les poinls doubles ne sont pas des points limites. Formons
I'équation suivante en S

d{a,C) S d(a,C) . d{a,C)
(la[ o da] i da’
d(a,C) d(a,C) S ... d(a,C)
da, da, ) da, =o,
({((ﬁc) [l(f(g(:) L. {l(a”C)&-q
da, da, da, :

cl faisons, dans le premier membre de cette équation,
4] U [V}
a,=a,, a,=a,, ceey a,=a,,
nous aurons unc équation algébrique de degré nen S.
Ou bien les modules des racines de cette équation seront tous plus
grands que 1. ’

Dans ce cas, on aura

lima,C?=a}, pourp=mx,
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pourvu que |a; — a; | soit suffisamment petit et le point analytique o/,
al, ..., @) sera un point limite de la substitution inverse C—'.

Ou bien les modules des racines seront tous plus petit que t, et 'on

aura

lime,C?=a]  (pourp=w»),
pourvu que |a; — a] | soit suffisamment petit et le point a}, a3, ..., a,
sera un point limite de la substitution directe C.

Ou bien les modules des racines seront les uns plus grands et les
autres plus petits que 1, et le point a}, a3, ..., @, nc sera pas un point
limite, ni pour C, ni pour C'.

Il y a licu, en outre, de considérer les points limites oscillants. J’ap-
pelle ainsi les points ui sont des points limites pour une puissance
entiére positive C? de C sans étre des points limites pour C.

[l est clair que, siunc substitution C~* posstde plusieurs points li-
mites ou plusieurs points limites oscillants, on ne pourra pas avoir

lima;C*=o0 (p =),

quel que sott le point analytique initial a,, a,, ..., G,.

Il doit étre facile de construire des substitutions Cremona qui ad-
meltent plusieurs points limites. Si 'on appelle ¢, (%), ¢.(%), ...,
0, () les fonctions crémoniennes correspondantes, le point analytique
e (&), 9. (u), ..., ¢,(u) restera compris dans un certain domaine D.

Il est & remarquer que ce domaine D reste le méme quel que soit u,
caril est défini par la condition

lima,C?=o,
ol z n'intervient pas.
Je suis parvenu également & former des substitutions Cremona C-'
qui n’ont qu'un point limite o, o, ..., et qui sont telles que

lima‘- C?r= 0,

quel que soit le point analytique @,, @, ..., a,, sauf pour des points
ou des lignes exceptionnels. Les fonctions crémoniennes correspon-
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dantes sont donc telles que 3, (), ¢,(u), ..., ¢,(@) peuvent prendre
toutes les valeurs possibles. On trouvera ces exemples plus loin.

Dans le doute, je me hornerai & appeler D le domaine ou le point
analytique 9, (), 9,(%), ..., 9,() reste compris sans exclure le cas
ol le domaine D comprendrait tous les points analytiques possibles,
sauf quelques points exceptionnels.

PROPRIETES DES FONCTIONS CREMONIENNES.

Reprenons les équations

% =q>.(ﬁ,u, Bgu, ceny Bnu)’
(12) s =29,(Biu, B,u, ..., Byu),

DR R R R R R T R A R

)
5= ?a(ﬁﬂ% pzu, ceey ﬁ,,u);

d’oll nous avons Lliré

Biu="y,(31, 5, .e-) 50)
(I3) B2u:q’n(5|,52,..., Z,‘),

. B,,u = "I"n(zu Syy ey *:"n)v

et proposons-nous d’étudier les fonctions .
Nous avons vu d’abord que, si

|3i|<:°7

ces fonctions peuvent se développer suivant les puissances croissantes
des 5 : ce sont donc des fonctions uniformes des .

En second lieu, ces fonctions ¢, d'aprés leur définition, n'existent
qu'a l'intérieur du domaine D.

Je dis qu'4 l'intérieur de ce domaine toul entier, c’est~a-dire par-
lout ois elles existent, elles sont uniformes.
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On a, en effet,
Biu= (2, 54y ...y 3,)=mPY;(5,C?, 5,C?, ..., 3,CP).

Si le point analytique z,, 5,, ..., 5, apparlient au domaine D, on
pourra prendre p assez grand pour que

|5, CP|<p  (k=1,2,...,n).

Alors B;u est une fonction uniforme de z,C~?, z,C?, ..., 5,C".
Mais z,CP, 3,CP, ..., 5,C? sont des fonctions rationnelles de z,,
gy +++y 5,- Done B,u est une fonction uniforme de z,, z,, ..., 2,.

Ainsi les fonctions §; sont uniformes.

Cherchons quels sont les points ou ces fonctions ; deviennent indé-
terminées.

Si p est assez grand pour que

a G| <L (k=1,2,..., n),

B;u est une fonction uniforme et déterminée des s, C—*. Pour que 8;u
soil une fonction indéterminée des zy, il faut donc que les 5, C7 soient
des fonctions indéterminées des 5, ce qui peut arriver :

1° Si les 5,C7 sont fonctions indélerminées des z,C—#+';

20 Si les z,CP+' sont fonctions indéterminées des s C-7+2;

LY ee oo veesee D A A A A Y Ves s e s s e a e, e e . vee sy

p° ou en

Or la substitution C étant une substitution Cremona, les 5;,C sont
des fonctions rationnelles de 3, z,, ..., 3,; ces fonctions rationnelles
nc peuvent devenir indéterminées que si leur numérateur et leur déno-
minateur s’annulent a la fois.

Or cela arrive en certains points qui sont connus sous le nom de
points forndamentaux de la substitution C.

Si pour

&y =0y, Sy = 0Oy, ey By = Upy

le numérateur et le dénominateur de 'une au moins des n fonctions.
rationnelles
G, 3C, ..., 3G
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‘s'annulent 4 la fois, le point analytique «,,a,, ..., &, est un point
fondamental de la substitution C.
De méme, si, pour

SI=Tn S3= Yo ceey Sn="Yns

le numérateur ct le dénominateur de I'une au moins des » fonctions
rationnelles

z,CY, 5, G, e z,C,

s'annulent a la fois, le point analytique v,, ¥, ..., ¥, ¢st un point
fondamental de C—'.
Pour que les 3,C~2+* soient fonctions indéterminées des 5, G+,
il faut donc et il suffit que 'on ait
3k C—~/)+h+l —_ '\"ln
le point analytique y,, s, - . ., ¥ ¢tant 'un des points fondamentaux

de C', ou hien
Sp== chl)_h_‘ .

Pour que les 5,C~7 soient fonctions indéterminées des 3y, il faul
donc que I'on ait

Sp= Y
ou
5= 1xC,
ou
5= 14 G2,
ou

- p—t
&k__i‘lk(‘/ .

Enfin, pour que lcs fonctions ¢, soient indéterminées, il faut que 'on
ait ou bien
S,:‘Y., :22‘(2, . .'., :,,:*(,,,
ou bien
=10, 5= 12U, cee 3 =Y. (7,

¢ étant un entier positif.
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In d’autres termes, les points d'indétermination des fonctions ¢,
sont les points fondamentaux y,, ¥, ..., ¥, de C* et leurs transformés
par les diverses puissances entiéres positives de C.

Je terminerai ce qui regarde les fonctions ¢ en disant qu’elles ne
peuvent avoir de point singulier essentiel & 'intérieur méme du do-
maine D, mais seulement sur les limites de ce domaine. Dans le cas
particulicr que nous n’avons pas exclu, ou le domaine D comprend
tous les points analytiques possibles, sauf quelques points exception-
nels, ce sont ces points exceptionnels qui serviront de limite au do-
maine D et qui seront les points singuliers essentiels des fonctions ¢;.

Cherchons maintenant quelle relation il y a entre

?4(“0)) C?n(uo)a ceey ?n(uo)

el

'%(uc)) ?2(“4)’ ceey ?,;(“«))

u, el u, étant deux valeurs quelconques de u.
Je dis que ¢;(u,) est une fonction uniforme de @, (%, ), ¢2 (%), ...,

%,(u,) tant que le point analytique ,(%,), ¢2(2y), .-, 9, (1) sera
compris dans le domaine D.
En cffet, d’aprés ce qui précede,

Buuoa @2“07 R Bnum

sont des fonctions uniformes de

0,(1e)y 9a(Ug)y oey Pu(tlg)

D’autre part,
BI“H paun ey @nuc

sont fonctions uniformes de

u,

B|uo, Qauo, coay Bnu'o ot w

Enfin
?l(lh)’ ?2(”’:); ceey "Pn(ul)

sont fonctions uniformes de

Biun Bzun ceey Bnul'
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Donc

?i(ul)" %(ui), coey qo,,(u.)

sont fonctions uniformes de

iy

?'<u°)’ ?2(%)’ ) ?n(uo), .

iy

Appelons P, le point analytique

cpl(uo)f ?2(“0)’ | vy ?n(uo)

et P, le point analytique

¢ (), ?2(%)'1 EEREX) ?n(ui)‘

Nous voyons d’abord que, si I'un des deux points P, et P, appar-
tient au domaine D, il en est de méme de l'autre; d’autre part, les
coordonnées de P, sont fonctions uniformes de celles de P, ct les
coordonnées de I, fonctions uniformes de celles de P,.

En d’autres termes, la correspondance entre P, et P, définit une
transformation biuniforme du domaine D en lui-méme.

Cette transformation biuniforme devient birationnelle quand 2! est

Uy
une puissance enticre positive ou négative de m. Il n'en est pas de

, .u . . , . .
méme en général si —* est quelconque; car les points d'indétermination
[}

des coordonnées de P, considérées comme fonctions des coordonnées
de P, sont en général les mémes que les points d'indétermination des
fonctions ¢. '

Tout me porte & croire que les transcendantes qui définissent les
coordonnées de P, en fonctions des coordonnées de P, n’existent cn
général que dans le domaine D. Toutefois je n’ai pu le démontrer
rigoureusement; il y a certainement au moins un cas d’exception,

. (/3 . ’
puisque, si —u—‘ est une puissance de m, les coordonnées de P, sont fonc-
0

tions rationnelles de celles de P,. Mais il est possible (et méme pro-
bable) qu’il n’y en ait pas d’autre.
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Cherchons maintenant & cxprimer
AN ACH RTINS ACY
P(u)y 92(%)y o Ga(u)

en fonctions de:

ct de w.
‘n premier lieu,
‘ Biu, B.u, Ceeny Pl
sont fonctions uniformes de
e, (u), (), ooy 9u(um).
D’ailleurs @, (u), @,(%), ..., ¢,(u) sont fonctions uniformes de
By By oy B oot
o (u), g.(u), ..., g,(u)

Donc

sont fonctions uniformes de
g (@), o.(u), ..., 9.(u), u.
)’autre part, si nous posons
Byu=u, B = u,, Cee 8,u=u,

o;(u) devient une fonction de 7 variables u,, ., ..., ©,, ct lona

9 (u)= ?i(“n Uyy oovy Uy
d’oli
— d‘?l ' ([J, ,
u) B' du '3 diy ++‘5 du,’

d’otl
. o dy dc?, da;
wo(u)y=u, T, Tl gy e g

ce qui montre que # g,(«) est une fonction de u,, w,, ..., u, ou, ce
qui vevient au méme, de 8, «, B.u, ..., B,
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Mais
: @0“7 B‘.’u? ey nl
sont fonctions de

o (u), ga(u), , o, (1).

Donc u 9,(u) est une fonction de

oi(u); 9a(u)y vy Fa(u).

Ainsi les fonctions 9,(z) satisfont & un systéme d'équations diff¢-
rentielles de la forme suivante

uy,(u)=F[9,(u), 32(u), .., 3a(@)],-
wg,(u)=F,[9,(u), 2 (), ..o 2(2)];

......................................

les fonctions F; étant des transcendanles uniformes dans le do-
maine D.

Ces transcendantes uniformes admettront mémes points d'indéter-
mination que les fonctions .

Jai dit plus haut que les fonctions ¢ n’existent que dans le do-
maine D. Ccla demande quelques mots d’explication. Supposons, par

exemple, que
q’l ) "l’z) et 4’”

existent dans le domaine & défini par les inégalités

lsu"‘z?l<9n '32“32|<92’ ceey Isu*z:zl<9n)

30y Bay coey By Pry Puy + -+ Pn Gtant des constantes.

Les ; devraient étre développables & l'intérieur de cc domaine sui-
vant les puissances des 5, — 5.

Supposons que le domaine ¢ soit situé en partie & I'intéricur de D,
cn partie & 'extérieur de D.

Clest la ce qui devrait arriver si les fonctions ¢ pouvaient étre pro-
longées au deld du domaine D.
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Reprenons les fonctions

P (Bouy B.u, voos Ba u),
? (ﬁ.u, B Uy .oy Batt),

?n(ﬁiu, Bzuy TRy ﬁnu)

ct substituons-y ¢y, {j, ..., ¢, & la place de B, #, 8.z, ..., B,u; nous
VEITons @y, @q, ..., ¢, devenir fonctions de z,, z,, . .., z,.

Dans le domaine &, nous savons que §,, $a, ..., §, sont fonctions
holomorphes de z,, z,, ..., 5,; donc ¢,, ¢, ..., ¢, restent finis dans
cc domaine. -

D’autre part, nous savons que, quelles que soient les quantités £, «,
Bau, ..., Byu, pourvu qu’elles soient finies, les fonctions ¢, ¢, ...,
¢, sont méromorphes et le point analytique 9,, 9,, ..., 9, reste dans
le domaine D.

Donc, quand lc point 5, z,, ..., 3, restera dans le domaine 9, les
quantités ¢; seront fonctions méromorphes des z, et le point ¢,, ,, ...
o, restera dans le domaine D.

Mais, d’apres la définition des fonctions ¢ et ¢, on aura, dans la
partic de ¢ qui appartient & D et par conséquent dans tout le do-
maine &,

9, =3, @y = 34, ey Qn = %y

Le point ¢, ¢, ..., ¢, ne sortant pas de D, il doit en étre de méme
du point 2, 3,, ..., 3.

Doncil est impossible qu'une partie de ¢ soit extérieure a D.

Donc les fonctions ¢ n’existent pas en dehors de D, C. Q. E. D.

Les fonctions ¢ sont donc uniformes partout ou elles existent.

Nous avons donc des fonctions uniformes de n variables z,,
Zay o1y 5, qui sonl multiplices par un facteur constant m quand ces
variables subissent une substitution Cremona donnde.

Le rapport de deux fonctions ¢, par exemple - -qﬂ, demeure inaltéré
A

par Ia substitution Cremona.
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i
Vi

de D et est par conséquent uniforme partout ot clle exisle; je n'en ai
pas toutefois de démonstration rigoureuse.

Toutes les fois qu’on pourra le démontrer, on saura construire unc
fonction uniforme qui n’est pas altérée par la substitution Cremona.

Clest ce qui arrivera en particulier toutes les fois que le domaine I
comprendra tous les points analytiques possibles, sauf quelques points
exceptionnels.

Je dis que toute fonction uniforme F des 5, n’existant que dans le
domaine D et inaltérée par la substitution Cremona, est unc fonction
rationnelle des rapports des quantités ¢, §s, ..., §,, si elle cst meéro-
morphe dans le domaine D.

En effet, nous avons

Tout me porte & croire que la fonction * n’existe pas en dchors

'3(547 5'-’7 S sﬂ)
= F‘[?l(q)l) 4’2) ey H'Jn)a ?2(4’1’ 4’2, I qh&)’ b} ?ﬂ(q’l? '{J‘-’.? "‘7"’{”)]'

Celte ¢galité montre que I' est une fonction uniforme de ¥,
AZTRER %
Quand les 5 subissent la substitution Cremona,

Yoo $uy e
my,, m,, ..., my,

et I ne change pas.
Si I est une fonction méromorphe des z, ce sera aussi une fonction
néromorphe des {, et nous aurons, dans le voisinage du point

4’1 =4’2::":4‘u= 0,

sc changent en

nous aurons, dis-je,
F=

Y

ol

2

S, et S, étant des séries ordonnées suivant les puissances croissantes
des .
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.8, .
[.c quoticnt & ne doit pas changer quand on change

2
'{m 4’21 voey "X’n.
myy, myyy o, m,.

Et ccla ne peat arriver que si les deux séries S, et S, se réduisent &
des polyndmes entiers homogénes de méme degré en p,, $o, ...y P,
C.Q.F. D,

(3]

EXEMPLES PARTICULIERS.

J'ai cherché¢ 4 former des exemples pour lesquels le domaine 1)
comprend tous les points analytiques possibles, sauf quelques points
exceptionnels.

Les premiers exemples que j'ai obtenus m’ont été fournis par des
substilutions Cremona qui peuvent étre ramenées & la forme

(- - L UE R S+
gy Wy ey W - Rl "
Y s+ 8 Y2+

B. @y Sp Bn)
5 e s )

> - ~
2 {n¥n =+ Oy

“les @, B, v, ¢ étant des constantes, ou dont une puissance peut étre
amenée a celte forme.

Les fonctions ¢; correspondantes sont rationnelles; ce cas ne pré-
sente donc aucun intérét.

Jairéussi ensuile & former un exemple un peu plus général.

(ionsidérons deux variables seulement et, afin d’éviter les indices,
représentons-les par «w et y et non plus par z, ct 3,.

‘nvisageons ensuite la substitution Cremona

gy LAy + b\,

s i—pz’ cy+d)
i ¢st le nombre que nous avons loujours appelé ainsi; 8 est une con-
stante; enfin @, b, ¢, d sont des polynomes enticrs en x5 je suppose
([ue, pour £ = o, on ait

b=o, a=m, d=r, “c=c,.

Journ. de Math. (}° sévie), tome VI. — Fasc. TV, 18qo. 0o
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Si je désigne par C cette substitution et que je pose, pour abréger,

nous aurons
g _me o, Ayt b
| 1— B Tey+d
Nous tirerons de la
_ _ dy—b
~ m+pa’ T —c¢y'+a

Or a, b, ¢, d sont fonctions entiéres de 2 ct par conséquent fone-
Lions rationnelles de #’. Donc x et y sont fonctions rationnelles de w«

ety
" Notre substitution est donc bien birationnelle.
Je dis que cette substitution admet uatre points doubles.

n effet, pour que I'on ait

r=ua, )/:-_y’,

il faut d’abord quc l'on ait
rx=ux

Or la substitution homographique

. mx \
VY — B,

admet decux points doubles, qui sont

[ —m
xr =0, L = 7 .
}J
Si Von fait z = o, il vient
‘. my
Y = ey
oy

ct la substitution homographique

' . my
()” +Coy>
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a deux points doubles qui sont

}’=0, }/: o

Si I'on fait & = '_ém> les quatre polynémes a, b, c, d prennent

certaines valeurs a,, 0,, ¢,, d,, ct la substitution homographique
ay + by
(552)
admet deux points doubles, que j'appellerai
Y=Y Y =D

Notre substitution Cremona a done quatre points doubles

m—i

r=y=o0, xr=o, Y=

€T = m = T = — /‘-—‘/
' A AT =g YVFE)x

Avant d’aller plus loin, examinons ce qui se passe dans le voisinage
du point double

X =0, y=

Posons, pour abréger,

Soicnt &' et ' ce que deviennent £ et y apres qu'on leur a appliqué
la substitution Cremona ; il vient

f=mt,  o'=f(E, ),

S (&, n) étant une fonction rationnelle de § et de v, s’annulant avec £
et v. '
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Existe-t-il deux fonctions uniformes 0,(z) et 0,(x) admettant le
théoréme de multiplication suivant

(15) 0, (mu)y=ml,(u), Oy(mu)=f[0,(w), 0,(2)].
Pour le reconnaitre, formons I'équation définie plus haut
F(8S)=o,

de telle fagon que F(m?) soit le déterminant des équations (4 ).
Si 'on fait £ = o, il vient

/(5”]):‘ :

m+ con

J'en conclus que

F(8)=(8—m)(S— %)

Donc F(m)=o0, F(m?)Zo si p est un entier positif plus grand
que 1. _

Il existe donc des fonctions uniformes 9, () ct 8,(x) qui satisfont
aux conditions (15). Ces fonctions, d’aprés les principes exposcs plus
haut, dépendront d’un seul paramétre arbitraire que jappellerai §,.

On a d’ailleurs
0, ()= B, u,

ct je puis, sans restreindre la généralité, supposer §, = 1; d’olt
0, (u)=u.
P 4
n= 0, (\.)7

7= 0.(%)

Cela posé, sil'on a
on aura aussi

et, plus généralement,

’(]Cp = 02<ECI’),

en désignant par £C» et nC ce que deviennent & et  quand ces (uan-
tités ont subi la substitution C? ct en supposant que p soit un entier
quelconque, positif ou négatif.
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Lorsque p croit indéfiniment, on a
limECr=limm>Pt=0  (puisque|wm|>1),
ety sin=10,(f),ona

limnC?=lim0,(EC?)=0,(0)=o.
Posons

m-—1 xr
% +eg(x—_—[—_m =0(w\).
\ B

Quand on aura

¥y =0(=),
n="0,(§)

on aura
cl, par consc¢quent,
yCP=0(xC?)  (pentier positif ou négatif).
On aura d’ailleurs, pour p = =,

m—i,

N )

limzC~? =0 ImyC-?=
3 Yy e

donc, si

y=160(z),

on n'a pas .
imzC*=limyC-? = o.

Il en est encore de méme si

car on a alors

\—m . —_
2C?=—7, limzC—*= 1",

B g

Mais je dis que, dans lous les autres cas, c’est-i-dire toutes les fois
(u’on n’a pas

y=0(x) ou w= 21,

B
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on a
limzC?=IlimyC+=o.

Ln effet, le point & = ¥ = o est un point limite de C-' dans lc sens
cue nous avons donné plus haut & ce mot (les racines de I'¢quation
en S sont en cffet toutes deux égales & m et |m|>1). Si done les mo-
dules de ¢ et de y sont assez petits, 2 C=7 ct y G tendront vers o
quand p croitra au deli de toute limite.

On pourra donc trouver unc quantité p telle que, si

le|<e,  |yI<es

limz C~7 = limy C~*= o.

on ait

Supposons maintenant que P'on ait

lel<py ly|>e-
J’observe que, si I'on regarde 2 comme donng, la substitution
. ay+b
(10) <)/, c__—y—&—d)
sera une substitution homographique.
Soient donc
(@, 0), (&y ye)y (%)) (£,)4)

(uatre points analytiques ayant méme abscisse .c.
Leurs transformés par C-*

(C yC), (xCy,C), (G y, G, (26 y, )

auront méme abscisse #C~* et il en sera de méme de lears pieme
transformés

(wC?,yC?), (@Cry C?), (xC?y,CP), (xC7y, C-»),

qui auront méme abscisse  C*.
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De plus, la substitution (16) étant homographicque, on aura

yC'— 3Gt yCt— Gy — 2 ya— )
y'C"' —yzc“ ysC"’—-y,C“’ Y—Y2 Ys— Y

et de méme

(17) yCr—yG? y,CP— pyCp =L TN TS,
yCtr=plo? 3G = G0y = ya=n

Le sccond membre ne pourrait étre égal a1 que si y, =y, ousi

Y=Y

Prenons

<o |yel<ey Y2y ya=0(x),

Sil'on n'apas y = 0(z), le second membre de (17) sera égalaM Z1.
Sip=w, ona ‘

limy, C?=limy,C?=0, limy,C-Zo,

et 'équation (17) devient

limy C-»
iy co =M
ou, puisque M2,
limy C?=o. C.Q. F. D,

On a d’ailleurs
limz C-?= o,

) . v 1 —m
toutes les fois que x n’est pas égal & o
Supposons enfin
2] >¢.
alhd 1] \ I - nl
Si x n'est pas égal A > ona

B

limz C-?= o;
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on peut donc prendre ¢ assez grand pour que

|z G <5.
On a alors soit
jo G <p, |yC‘7|<p,

s0it

lx G- <p, lyCH| >

«t I'on retombe sur un des deux cas précédents.
Donc on a

limz C—*=limy C"=o,

. . 1—m
i moins que y =0(x) ouxr = o C. Q. F. D,

04

Donc le domaine D comprend 1ous les points analyliques possibles,
I—m

B

sauf les lignes exceptionnelles y = () etz =

- Rappelons que
la fonction 0(a) est uniforme.
Formons alors les fonctions

z=2()=9,(fi& ),
Yy = ?2(55): ?2(31 u, Bzu)7

(qui admettent le théoréme de multiplication suivant

moy(u) . __ale(u)]o.(a)+ b2 ()]
1—fa(e) 7 (mu) = clo ()] o () +dl g (@)

(18) g, (mu)=

ol )’ai désigné par la notation a9y, ()| le polynome @ ot wx a éLé
remplace par g, (u). ,

La fonction 9, («) est manifestement rationnelle; il ne saurait en
¢lre de méme, en général, de la fonction g,(x). En effet, la scconde
des équations (18) peut s’écrire

Aoy (1)

o, (mu)=
‘2( ) m’?g(ll)+(0’

A, ., @ et o étant des polyndmes entiers en «. Ces polynomes peuvent
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éire quelconques, de méme que les polyndmes a, b, ¢, d sont quel-
conques; la scule condition 4 laquelle ces polynémes soient assujettis,
c’est que I'on ait pour = o,

%= o0, A= muw.

Je puis donc prendre, par exemple,

11 vient alors
: 4 o l‘ ' . .
gy(mu)=m ([ — -—u») es(u);

d’oti 'on lire aisément

. : / « u u e g
(19) ()= o1 = 2) (1= 2 ) (1= )+ (adink).

La tonction 9, () est donc transcendante et il me suffit ¢videmment
d'avoir ¢tabli qu’elle est transcendante dans un cas particulier pour
¢ire cerlain qu'elle n'est pas rationnelle en général.

La parenté de la fonction ¢,( %), définie par 'équation (19), avec
les fonctions @ elliptiques, est évidente. On a, en effet,

(20) @ (mu)= m(r — 50) 9a(u),

d'ol

() =m (1= ) 0u (L),

d’of

2

mus
ou, en changeant z en 0

u

2

. o (muo>
(21) %<u5> _ u 1
I —

Journ. de Math. (4 série), tome VI. — Fasc. TV, 18go. 46
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St nous multiplions (20) par (21) et si nous posons

“(u)=9a(w) 9a (),

il viendra
i
(mu)=— . ().
Cette équation prouve quc

2.(e)a ()

est une fonction O elliptique dont les périodes sont 2= et logm.

Revenons au cas général ot les polyndmes A, 1, @ et w sont quel-
conques.

J’ohserve d’abord que nous pouvons, sans restreindre la généralite,
simplifier beaucoup les équations (18). Je dis que 'on peut toujours
supposer que {3 est nul, de sorte que la premiére des équations (18) se
réduise & ‘

go,(md) =mg,(u).

Si, en effet, il n’en était pas ainsi, on remplacerait la fonction 4, ()
par la fonction
o1 (u)

et 'on aurait
: .
oy (mu)=my, ().

Je supposerai donc désormais 3 = o3 il vient alors

?,(U): 3.%

B, étant I'une des deux constantes définies plus haut qui entrent dans
les séries (3).

Alors on obtiendra les polynomes A, , @ et @ en remplagant toul
simplement x par 3, dans les polynémes &, b, ¢, d.

Cela posé, nous savons que ¢, (u,) et 9,(u,) sont fonctions uniformes

de 9,(u,) et de g,(u,)-
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Si nous supposons §, =1, par exemple, il en résultera que @,(u,)
est fonction uniforme de ,(u,); car ¢,(u,)= u, est une donnée de
la question.

De méme, 9,(«,) est une fonction uniforme de 9,(x,).

Si donc on suppose que 3, =1, et si u, et &, sont deux constantes
données, il y aura entre 9,(u,) et ¢,(u,) une relation homogra-
phique. '

Nos séries (3) dépendant des deux constantes 3, et f,, je puis écrire,
comme je I'ai déja fait bien des fois,

¥ = 92(u)=92(B, Bru).

Si nous faisons §, = 13 il vient

¥ =0(2, Bu).

On voit que y est unc fonction uniforme de B,. D'autre part, nous
avons

Biu =4 (z,y),

_ 28 =y (0, ¥ ).
On a évidemment

b (@, y)= =,

car

Biu=9,(u)=x.
D’autre part, si 'on fait 8, =1, il vient
rT=u
ol

B.= 71, s (12, ),

ce qui monire que, quand f§, =1, et que z est regardé momentané-
ment comme une constante, 3, est fonction uniforme de y.

Sidoncf, =1 et si u est regardé comme une constante, il y a une
relation homographique entre B, et y.



364 II. POINCARE,

L fonction 9,(%) est donc de la forme suivante

Batw oy (Byee)+ = (Biu)
Bauoa(Byu)+ Tz(pr“),

9a(u)=

T4y Ty, O, €L, élant des fonctions uniformes de B, « que nous pouvons
toujours supposer entiéres.

Ces fonctions o et 7 jouissent des propri¢iés suivantes

- m.n(u)e,(mu)=ac,(u)+ bo,(u),
\ n(e) T, (mu)=ax,(u)+ bz,(u),
] m.n(u)o,(mu)=co,(u)+ bo,(u),
( n(u)w(mu)= cz,(u)+ dy(w).

(22)

Dans ces équations (22), nous désignons par (@) une fonction
cnliere de «, et nous supposons qu’on a remplact 2 par « dans les
polyndmes a, b, ¢, d.

Si 'on pose

ad — be =o(u), s(w) 7, () — sy ()=, (u) = D(u),
il viendra
(23) mr?(w)D(mw)=S(e)D(u).

Cette équation (23) met en ¢vidence le fien qui velie les fonctions o
et = & la fonction g, définic par I'équation (rg) et par conséquent
aux fonctions 0 elliptiques.

On en peut encore tirer une autre conclusion.

Si la fonction ¢, est rationnelle, 7, %,, 6, 4, 1, D ct ¢ sont des
polynémes, et I'équation (23) montre que le polyndme & doit jouir de
propriétés trés particuliéres. Sans entrer dans le détail dela discussion,
on voit que la fonction ¢, ne pourra étre rationnelle si le polynéme
6 = ad — bc nc satisfait.pas & certaines conditions et, cn particulicr,
shl n'est pas de degré pair.
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La fonction
b (2, ¥) — Ya (2, y)
$1(2, y) z

est uniforme pour loutes les valeurs de x elde y et elle demeure
inaltérée par notre substitution Cremona.

Elle admet comme lignes singuliéres essentielles

y=0(z)

T—m

B

el

X =

(ou«x=%% st, comme nous l'avons supposé, § =o). La substitution
(iremona

s o mz ay+b As+B
‘L’y’“’l—px’ cy+d Cs+D

(ou a, b, ¢, d sont des polyndmes entiers cn «, ct A, B, C, D des po-
lynémes entiers en x et y) jouit de propriétés analogues. _
Lesfonctionsdont il a été question dans ce Mémoire et quidemeurcut
inaltérées par une substitution Cremona et ses puissances, ne sonl peult-
étre que des cas extrémement particuliers d'une classe plus générale
de fonctions uniformes qui demeureraient inaltérées par un groupe
de substitutions Cremona ct qui se présenteraient comme la générali-

sation la plus naturelle des fonctions hyperfuchsiennes et hyperahé-
liennes de M. Picard.
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