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SUR LES INTEGRALES PSEUDO-ELLIPTIQUES D’ABEL.

[
O
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Sur les intégrales pseudo-elliptiques d’Abel;

-

Par M. J. DOLBNIA.

1. M. Giinther nomme intégrales pseudo-elliptiques les intégrales
qui, tout en présentant toutes les apparences extérieures des ellip-
tiques, peuvent étre expriméces par les fonctions algébriques et loga-
vithmiques ('). Nous nommerons intégrales pseudo-elliptiques
d’ Abel celles de la forme suivante

/‘ (z+ H) oz .
\/aom‘+ ha,z8+6ay 2+ Lhasx +az’

dans le cas ol ces derniéres sont exprimables par des logarithmes.
M. Tchebycheffa créé la théorie d'exprimabilité des intégrales pseudo-
elliptiques d’Abel par des logarithmes (*); les théortmes de M. Tche-
bycheff ont été démontrés par feu M. Zolotareff dans un Mémoire
inséré dans le tome XIX, 2 série, du Journal de Mathématiques.
Malgré tout le mérite du travail de Zolotareff, on ne peut s’empécher
de remarquer que sa méthode de démonstration est trés compliquée,
ce qui s'explique par le fait que 'auteur s’est servi pour cette démon-
stration des fonctions elliptiques anciennes, & l'aide desquelles I'znoer-

(') Bulletin de la Société mathématique de France, t. X, p. 88; 1882,
(*) Bulletin de U Académie impériale des Sciences de Saint-Pétersbourg,
t. III; 1861.
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sion des intégrales elliptiques s'obtient avec une grande difficulté. Tl

est bien connu que la théorie nouvelle des fonctions elliptiques de

Weierstrass a opéré un grand progrés dans 'Analyse. En se servant

des nouvelles fonctions clliptiques, on peut atteindre la plus grande

simplicité dans la question qui nous occupe.

- Nous commencerons par 'inversion des intégrales cllipticues.
Etant donné le polynéme

(1) X =a,z'+ fa,x* + 6a,2* + fa,x + a,,

le probléme nommé inversion consiste, comme on le sait, 4 expri-
mer la variable 2 et yX & l'aide des fonctions elliptiques d'un méme.
argument. Chaque polyndme (1) se transforme cn

X =a,(8"+ 60,8+ 4o,k + a,)=@a, T,

a l'aide de la substitution

(4]
T =— L4+ E
Qy
Nous avons éncore
a,a, —a?
Un_) = Ehall 9 ! )
@,

__ A @i—3apa ar+2a]
Ly a

En extrayant la racine carrée W, nous trouverons que la partic

entiére de la racine sera
£+ 3a,,
donc
W= (8 +30,)* + (40, + o, — ga2).

Posons
2
>

Lin chassant le radical et le dénominateur dans cette équation, nous
obtiendrons les deux formes suivantes :

(a) (4“35-%0‘4—9d§)$f+4(‘52+3a?)x| — 4 =o,
(®) [lx'gﬁ—*—[‘%w?z+<a~‘*9“§)w?+12“2-”1"420.
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En résolvant ces équations relativement & z, et &, nous trouverons

r__ —nalEyalei+ (9l —a) 2l —2aal+ o,
S = P
2z,
[ Y
. (P+3%)+V?+6%E+4%E+m
, =
al
2a,E+ 9%
2
ou
€T _(;2+ 3&2)+ﬁ
L= 2, —Qal
20y 4 .l_.__).iz._.
2
E_ —13@'?t\/X1
- 22, ’
¢n posant

ay ) + (ga; — a,) &) — 120,85 + 4o, = X,.

D’aprés la propriété bien connue des équations doublement qua-
dratiques, nous aurons

_t_i_i__ == @__—' (")
Vv VX,
Prenons
d _ dz
Ve o VX,
Posons :
T
L, = - y
S -+ %a
alors

\/X, =

m\/llz“—(éu2+ )3~ (@yt, — a — a2 );

ds
| doy=— oy
done
ilE_ — dw1 *d.-v

e v

(') Haveuex, 7raité des fonctions elliptiques, t. 11, p. 333; 1888
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gy=3a}+ «,,

o 2
L= a0, — &, — 0.

— _____:u’
\/\\/47* 828 — &

de 1 dx 1

VX = Va VK, =y
Z=J)(u; gmg:{)?
- \//4» — 23— g = J)/(ufgﬁ’g“>‘

En posant

nous aurons

Posons, avec M. Halphen ('),

o, = —P(", gzyg:s)’

alors
[P/ (¢ Gor )P = — by + 3a; + a0, — a0, + 2 + 25 = a3,
prenons
| %233'(0‘,3'2,5’3)»
Alors
X
T, = ——
J)ll—‘])"
SOt LU
VX, (pu—poy’
—p' pu 1 plu—p'e

Y

a(pu—pe) 2(J)u——pv) 2 pu—pe

par conséquent,

T = 1 (Re=pe) .
\/qf—-4<pu~—p()) 3po—2pu+ 2pe.

(*) Haveen, Traité des fonctions elliptiques, t. 1, p. 120.
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Mais, d’aprés la formule d’addition, nous aurons

1/pu—pe\t , .
71(;)-7:—‘)—"—) =p(e+ o)+ pu-+ pe,

par conséquent,
VO = p(u+ 9)— pu,
VX = Va, [ p(u+ ¢) — pu],

e, 1 plu—ype
@ 2 pu—pe

X = —

97

in exprimant les invariants g, et g; par les coefficients de X, nous

AUTONS
1 9
§:= 2 (aya, — ha,a,+ 3a,),
1 . . \
g3= — (@ @8, + 20,a,a,— &} — a; — a,a,).
€0 ’

2. Comme base de 'argument elliptique, nous avons pris

ds d./v
~ e = Va [

1Posons

alors

par conséquent,
___/' de __ (dx
\/463—- fog & — Joy ——f \/X’

d’ou il découle que, pour le passage de 'argument

==

Joura. de Math. (4° série), tome VI, — Fase, III, t8go. 38
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a Pargument
“dr

‘/—i.’

il faul changer s en @, 3, g, en @} 2., g, cn @) g,.
Par ceLte raison, nous aurons

v 2 3.0\ -
J)(—;,a(,g._,,a(,g;,)_ g0,
\/ao

kY
~’ aoc b 1»-:‘3 =a,o
\/fo

Douc, en rapportant pe & I'argument

dx
VX

nous devons changer les invariants

dans les invariants

@G Oy,
et alors nous aurons

El
p(e)=— a,a,, pe=a,%,. .

Celte remarque importante nous servira dans la suite.

o. Trouvons maintenant les conditions d’intégrabilité de diftéren-
ticlles
(x+H)dz
Vayot+fa, 2 + 6a, 2+ fa, v + a,

par des logarithmes.
En l'emarquant que

rplu—pv
pu—pe

x+H= ————-i—H+
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el
d. I
d = - du

Vo @' + fa, 28+ 6ay 23+ hayx + a, Ve,
nous ohtiendrons

z + W) dzx i (1 pu—pv «

. et} — = = (-‘]———-———’] +H - =) du.
Vaoz* + a2 + ba, 2+ fa,z +~a,  \a,J \2 pu—py ay/ "

in remarquant que

LRU=D vy o)~ L)~ (o) (1),

2 pu—pe

nous aurons

(z+H)dez
J Vagxt+ ha, 28+ 6as 2+ hayx + «,
:-’:f[‘(,(u—l—v)—-?.fu~‘(o+ﬂ—— ‘-z-'] du.
ay
= —log Hexe) (H — 2 'C,v) u.
a

Ju 0
En posant

a
H— 51 —Le=1,

0
nous aurons

/ (x+ H)dz

Vay2* + ha, 2’ + 6 a,2* + fa, x + a,
— ! . Jlld(u+(’)
— L log [c —-—-J

\/;‘; Ju

= ! ].Oo'emlu l—j(u -+ ‘;)]m
= — 102 —_— 3
mya, Ju

ou 1 est enlicr positif.
On sait que

Cm.lu [d(“' —+ ")A—I "

Su

(') Haveues, Traité des fonctions elliptiques, etc., t. 1, p. 138,
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est exprimable rationnellement par p(u) ct p’(z) si

2 G
| —_ 2
)
. 2»‘;’1
2 J=2 ().
(’ ) m ( )
Le choix de H, par la nature du probléme, dépend de notre vo-
[} N 2&"
lonté, Si p= — —> nous prendrons
2 f‘ D 20 a,
m m)" a,
alors
2:“
J=11
n

mais avec cetle valeur de J, U'intégrale

(z+ 1) dz
J Vayzt + fa,x* + 6yt + fazx + a,

s’exprime par les Jogarithmes.
Ainsi ayant

ct supposant

on peut cxprimer

” (.‘23+H)d.'l'
./ Vayzt+ a2 +- 6a, 2 + hax + a,

par unc fonction logarithmique des quantités

pu=3 et pu=—Vis'— g5 - g

et, par conséquent, par une fonction logarithmique de .

(V) Havrues, Traité des fonctions elliptiques, etc., L. 1, p. 224.
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4. Soit m un nombre impair; alors on peut satisfaire & la con-
graence
2'=1 (modm)
par s enticr ct positif.
Posons
2 —1=1Im,
[ étant entier; alors

26
2’0 =—(lm+1)—
m
ot
~ 20
280 = — 2l® — 22,
m

par conséquent,

p('0)=p(3)=p().

D’ou il suit qu'en doublant successivement argument s fois, nous
arriverons au résultat
P(2f0) = —a,.

Maintenant posons m pair; alors nous aurons
m = 2'n,
ol n est impair. En doublant I'argument

. 28
0= — —
n

successivement ¢ fois, nous trouverons

Posons
of —1=In;
nous aurons
‘ 23
P, === = ——
2k p, (In+1)=>

p(2*to)=p(o,)=p(2'v).



302 J. DOLBNIA,
D’oti il suit, qu'en doublant 'argument ¢ successivement (¢ + k)

fois, nous trouverons

P2ty = p(a‘e).

Donc, si I'intégrale

(z+ 1) de
Vaozt + hayx® + 6 + fayz +a

est exprimable par des logarithmes, nous trouverons nécessairement
cn doublant 'argument o, défini par I'équation,

,])(V)" 2 aoa,
ou
p(2'0)=p(0),
ou
- p(are) = p(aie).

1 est facile de prouver que le théoréme inverse est aussi juste. En

cflet, de la condition

p(2te)= p(¢)

nous tirons

250 = p+
d’olt
L’:i 2© :i _(i_
2% —1 m

Egalement de la condition

p(2tte) = p(2‘v)

nous tirons
2i+hp = ofp 4= 26,
d’ol
b 28 28
- - m’

2i(2k—~1)

mais dans le n°® 3 nous avons démontré que, si

20
== —,
m
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Iintégrale

j‘ (x+H)dx
Vaozt+ ha, 2+ 6agz? + hayx + a,
S :
s'exprime par des logarithmes.
5. Dans le n® 2 nous avons transform¢ le polynéme
X=gaez'+ fa,2’ +0a,z* + fa,z + a,
c¢n un nouveau polyndme
X, =iz +(9a; — o)) — 12,2} + 4x,,

et nous avons obtenu
dz 1 dz,

R Va VK

Ifaisons la méme transformation avec le polynéme X,. Dans ce but
notus posons
. 9% .
Ly=—pm— + £
3
nous aurons

X,= o, 2: + 6‘32& —+ 4@321 + 34)7

ou les cocfficients B,, 8,, B, sont composés des coefficients du poly-
nome X, comme «,, &, o, des cocfficicnts du polynéme X; par consé-~

quent,
9"‘3"“.'.)2
2%, %3 4 | T2
{r)‘ . B ( 4 =—3222a§+(gd§—15)3‘
L a} 164

3

Calculons maintenant, & I'aide de la formule de duplication de l'ar-
gument, p(2¢). Nous avons

. 1 /2p"o\*
p(2v)=—2po+ Z(;J;’—V)

— T /12p%0 —go\* _ 324525+ (9% — %)
== 2J)0+4< s ) = 67 .
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L calcul montre que

plav)=—alf,.
Calculons maintenant p’(2¢) et ;. Nous aurons
” e 1 lp//‘) lp/// 0 PI/ o\ 2
pee)=—pe+ e — (7)) |
De Péquation
PEO)=4p'e — g.po — g
nous tirons
2p"v =12p% — g,

" —_ /
pr(e)=12pep,
par conscéquent,

pe 21, 2%
n
pe
[\
—— e - 120
J),V 2

done

' 32af + 48asa} (923 — )+ (9] — =)°
P(ee)=—— — 324 - ’

nous trouverons cncore

ﬁ _ 32+ 489503 (995 — %)+ (925 — ,)*
3 EPYH ’
d’ott

p(20)=— B,

- L’expression ci-dessus s'accorde pleinement avee la remarque du
ne 2. En cflet, nous avons
dr, 1 dz,
ou
Xo =0, + (9B — Ba)al — 128,23 + (.

Si nous prenions comme hase de argument

dz,

—_—

e
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en supposant

—~ B = p(w),
Nnous aurions :
N p(w)== B,

Pour passer de I'argument
dz,

VX,

dzy

VX,

avec les invariants g,, g,, il faut multiplier p(w) par a3, p’(w) par

(«3)? = a}; par conséquent, nous obtiendrons les résultats

I’argument

p(20) =— a3f,,
p(20) == alfs.

Le calcul a montré que
p(2v)=—aB,  p'(20)=—af,.

in répétant, avec le polyndme X,, la méme transformation, nous

aurons, ¢videmment,

p(4e)=— a3 7a
p49)= afs
ou les coefficients y sont composés des coefficients du polynéme X,,

comme les coefficients B sont composés des coefficients du polynéme
X,. Plus loin nous aurons évidemment

p(8o)=—a3Biy30s,
P (80)=— a;Bivids,

p(160) = — Biy28 e,
P (16">" 333‘{33353,

----- .. e 4 ey

Journ. de Math. (4* série), tome VI. — Fasc. III, 18gon.
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d’ott il suit que les séries

. ap: ap2,.,2 202,222 .
oy 03fs  alBiva 0Bivsls aiBivilie, ..
dyy By, o Bive —oiBivels, «iBiviSies, ...

doivent étre périodiques.
Donc, étant donnée l'intégrale

(z+H)dx ’
Vay &t +fa, 23+ 6a, 2%+ fa, x + a,

ou H est indéterminé, et devant résoudre la question d’exprimabilité
de I'intégrale par des logarithmes, on peut le fairc de deux maniéres :
1° En recherchant le polynome

W =&+ 60,8 + fa, & +
nous obtiendrons

Au moyen des formules de duplication de Pargument, nous calcu-
lerons successivement

p(2) p(4e), p(89),
’ ’ . ’ N
p2e) plae) p(80),
Si ces séries sont périodiques, on peut choisir H de telle maniére que
Iintégrale s’exprime par des logarithmes.
o) e}
2° En composant la série des polynémes
X, X, X3, ...
nous calculons les séries des quantités
2 202
%y B BT -

3 103
O3, “;;B:n LydyYay  ovee
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Si ces séries sont périodiques, l'intégrale s'exprime par des loga-
vithmes. Dans ce cas il est indifférent que la période commence au
terme pe ou & un autre terme quelconque.

6. Dans le n° 1, en faisant l'inversion de l'intégrale clliptique,
nous avons trouvé qu’en prenant

A — da= P(9y 82y 1)
nous avons

oty = P'(9, g2y &3 )-

Mais, dans le n° 5, nous avons vu que

. 2
2p"v=9u,—ay;=gpv — «,
donc
a,=9gptv —2p’e.
D’aprés la transformation, nous avons changé le polynome

X, =ajz} +(9u; — o) &} — 120, 2% + 4,
en le polynéme

X, =0z + (9B, — Bi)z; — 120, 7, + f .
Par cette transformation nous avons eu

dz, _ 1 dzy
VXi % VK,

Si nous prenons pour base de I'argument elliptique

./\/.7\"2’
_ Bg’:(p((-’.),

(5;1 = J)'(‘)l )v,
Bi=9p*(01) —2p"(v.).

cn posant

nous aurons
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Si nous passons & l'argument
. dx;

r—24
VX
c’est-a-dire aux invariants g,, g5, ¢, se transforme en a¢, 8,, §,, B, se
transformeront en 3B, a3 B;, a3B,.
D’ou il découle qu’aprés les transformations nous aurons encore
une série périodique
] LR R
%y “3@4’ 233%7 aspsYaSH
7. Supposons que nous ayons
%3 Ys - Tapa = s,
3 —
S R Y
AL,
“3B3Y3 ‘e “‘Tspﬂ = Gy

Grice a la séric des transformations, nous trouverons

doy _rdwy 1 odwy 1 e,
VX, Xy % X, % Bavae -7 X
Az, ds,

ol
W, =&+ 6,50+ 4 bnt 01
Supposons
=
" “3{53‘{3 T3
alors
w"—'a‘p,ﬁ‘ 1:;(71~+6°‘§§ Tapa )’
+ Gopfy . Tmpam By e
ou
\/IIF;ZW\/H +67 " Py 4o, N -+ Uy,
33 J
d’out
d, dn

-2 =4 o TC, >
Vo, BYs -3 \/n"+6az’n2+ fagn +a;
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par conséquent,
dn

.Z“ —
VX, Vit + Bagn®+ fuyn +

En posant

V' 6a,n? -+ fagn + a, =2+ 3o, — §~

nous aurons
dzy __dy

VK WY
Y =iyt + (ga; — a,)y* — 12a,¥% + 4y,

c’est-a-dire que les polyndmes X, et Y se distingueront seulement par
des variables. Donc, si I'intégrale

. (z +H)dx
Vaozt+ fa 23+ 6 a, 2%+ hasx + a,

peut s’exprimer par des logarithmes, par une série de transformations,
nous devons obtenir

dr, 1 dx, 1 dz; I AZpey iil

X, wyX  uhyk, T wbm X, VY

ot le polynéme final possede les mémes coefficients que le polynéme
primitif.
De I’équation d'Euler

dm _ 4y,
| VX, WY
nous tirons
dz, dy
= + C.
v - J WY

En passant aux intégrales définies, nous pouvons prendre pour li-
mites inférieures une méme quantité. En effet, les variables z,, z,,
Lyy vevy Lyiyy y sont lies entre elles par (n + 1) équations double-



310 J. DOLBNIA,

ment quadratiques auxquelles nous pouvons toujours adjoindre 1'éga-
lité
z, =Y.
Tz _ (Tl
« VX Ja VY
Par conséquent, il est toujours possible de faire

C=o,

Alors nous aurons

alors
Ty =y.
D'apres les formules du n® 4, nous avons
a a — 0, Z I
B T )
0 2 2,

par conséquent,

(z+H)dr 1 <2aoH—za,—aoa,x,

X v e ) R

d’ot1 il suit que nous avons, en général,

(z+Mdx ' loga, -+ (aH+b+cxl)dx,’
= Vs X,

J X VX,
ol @, b, ¢ sont des constantes déterminées.
Il est clair que nous obtiendrons la série des équations

/'(aH+b-_|—;cx,)dx, ___a)']ogwl+/((llll+bl+clrg)dlg

VX, VX,
/(a,H + b, ic,xz) dz, =p. log 2, + (a.H + bg-}:CgCU;;) d.r,,,
VXs T VX
(@an-1H+byoy+ ooy @) dz, =p looa, + (_a'n H -+ bn»tcny) dy
. VXa e VY

= p,logx,

a
L" + ca
I
= p,logx, + : dx,.

/’(anH—i-b + ¢,z ) dzy
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En posant
anC byc ,
aH+b+cox,=2H+ 2 +cx,,
C’L cll
nous trouverons l'indéterminée H et nous obtiendrons des équations,

en nombre suffisant, pour évaluer l'intégrale

(z +H) oz
VX
Nous ne nous arréterons pas 4 examiner le cas ol dans les séries du
n® 5 la période ne commence pas dés le premier terme, car cc cas est
clair par lui-méme.
Il faut examiner encore un cas, ot
24

p=— —.

ok

Dans cc cas, cn doublant 'argument (& — 1) fois, nous aurons

2flp=— o,
el comme
"(8)=o0
v P -
dans la série des nombres
3 Ny
%3 — “;;B:n “353.‘(3, tres

il s’en trouvera un égal a zéro.
Donc, si dans la série des polyndmes

U =5 4 Gy + fayk + a,
W, =&+ 6B.5 + 48,5 + B,

le dernier est de la forme

‘Fn= E:+6932i+ P-n

I'intégrale

(z+H)ox
Vao 2 + ha 2* + 6a,2* + fa,+ a,
2 M 2
s’cxprime par des logarithmes.

et 3 R —ee .



