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Sur les formes différentielles associées ;

Par M. G. HALPHEN.

Voici d’abord une formule qui sera trés utile.

Soit y une fonction d'une variable indépendante, par rapport a
laquelle on prend les dérivées, dénotées par des accents. Ona succes-
sivement

. o (a2

2y =0,

2y =) — 2
(1) ¢

2),),:" — (yg )lll — 3()//3)1,

2),),1v: (),2 )tv_ [}(),//2>//+ 2)//1‘."

Dans ces formules apparaissent les mémes coefficients numeériques
sjue dans les suivantes :

acosa = (2co0sa),
2c0s20 = (2c0s0)? — 2,
2cos3a= (acosa)® — 3(2cosa),

2cos4a= (2cosa)’ — 4(2cos2a)’ + 2.

ID’unc maniére générale, on a, comme on sait,

) . — _n —2
2 cosna = (2 cosa)’ — — (2 cosa)"

“+ M (2 cosa)""‘ —

1.2

n(n—§)(n—

1.2.3

) (2cosa)~*. ..
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On aura de méme

2)’)’(”)2 (),2)01) . _I'E <yl:z)(n—2)

1.2

o)

+ n(’::‘; 3) (yIIQ)(Il—Ib) _ n(”“&)f";_ 5) (‘ng)m,g). )

La démonstration, sur laquelle je ne crois pas utile d’insister, ré-
sulte immédiatement des deux formules comparées

2¢08(n +1)e = (2¢cosa) 2 cosno — 2cos(n — 1)a,

) yy(u-a-l) — (2 yy(n) )' — 9 yl ty(n)'

Dans cette derniére, le second terme du second membre s'exprime
au moyen dela formule (2), oul'on change y eny’ ct nen (n — ).

Par le changement de y en y’ ou y”, ", ... la formule (2) permet,
comme on voit, d’exprimer tout produit de deux figures y, ', y", ...
par les carrés et les dérivées de ces carrés.

Unc expression U, contenant unc ou plusicurs indélerminées
comme ¥, fonction, laissée arbitraire, de la variable indépendante, est
dite dérivée cxacte sl existe une autre expression V, contenant les
mémes indélerminges, et dont la dérivée V' reproduisc exactement U.
Ainsi par les formules (1) on voit que yy’, yy” sont des dérivées exactes,
tandis quc yy”, yy™ n’en sont pas. Kt généralement, dans la for-
mule (2), on voit que yy* cst, ou non, une dérivée exacle, snivant
(ue n est impair ou pair.

Dans ce qui va suivre, nous emploicrons le signe == pour exprimer
une égalité dans laquelle on néglige des dérivées exactes. Par exemple,
d’aprés la formule (2), ot I'on suppose n pair, on déduit en retenant
sculement le dernier terme, dont le coefficient est égal & 2,

(3) 4 yy(z m) == (___ ])m (y(m;):l ;

tandis que, si 2 est impair, on conclut

(3 bis) o yyemen=o.
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Soit @ une autre fonction quelconque de la méme variable indé-
pendante.
Prenons 'identité, base de l'intégration par parties,

a y(m) 4 ( _ I)m—l y a™
= [ay(ln—l) —_— aly(m—2) -+ a//),(m—a) —_—t (__ l)m—l a(m_g)yl,

ou, suivant nos conventions,

(4) ay™=(—1)"a"y,

Multiplions les deux membres de la formule (2) par a, puis, au se-
cond membre, remplagons chaque terme par son équivalent d’aprés la
formule (4) oul’on change successivement y et men y* et z, en y'*
et (n — 2) eny” et (n — 4), et ainsi de suite. Il en résulte la formule
suivante qui est d’une grande utilité :

/ ‘ ¢ 3 n{n — 3 ”e
s (— ) 2ayyP=a"y*— f’f a" Ny’ 4 (r —3) — )a‘”“"’y *
(5)
n(n—4)(n —3) (R—0) o112
( - 1.2.3 ammy s A

Par le changement de y eny’, y”, ... cctte formule permet de ré-
duire tout produit de deux figures y, ', ¥”, ... aux seuls carrés >,
y?,¥", ..., en négligeant une dérivée exacte.

Nous aurons & considérer des formes quadratiques, c'est-i-dire des
polyndmes homogénes et du second degré, par rapport ay, y', v", ...,
avec des coefficients, qui seront censés dépendre, d’unc maniére quel-
conque, de la variable indépendante. Appelons-les, pour abréger,
Jormes quadratiques différentielles; on aura soin de ne pas les con~
fondre avec les formes quadratiques ordinaires, que nous aurons aussi
A envisager, avec d’autres indéterminées, et dans lesquelles les coeffi-
cients sont toujours supposés constants ou numéricues.

Nous aurons aussi 4 envisager des formes linéaires différenticlles,
polynémes homogénes et du premier degré en y, y', »", ..., avec des
coefficients dépendant de la variable.

Dans I'un et l'autre cas, 'ordre de la forme sera toujours le plus
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grand indice de dérivalion avee lequel figure, dans cetie forme, 'indé-
termingée y. Ainsi,
U=ay +a2ay +a'y,
Ve=aayy"—obyy" +3dyy" — I/ y* + 3a’yy + a”y*

sont des formes différentielles, la premiére linéaire et du second ordre,
la seconde quadratique et du troisiéme ordre. Ces formes sont toutes
deux des dérivées exactes, cc qui s’écrira ainsi

) U:=o, V:-o.
On a, en effel,
U =(ayy,

V=|2ayy" —(a+0)y*+dyy +ay?).

Lies formes quadratiques différenticlles, qui sont des dérivées exacles,
sonl précisément celles que nous aurons & envisager, et le bul pour
lequel j'ai ¢tabli la formule (5), cest de discerner facilement ces
formes. Voici comment :

Par la formule (35) on peut immédiatement réduire la forme ¢ ane
somme de carrés, en négligeant une dérivée exacte, el éerire ainsi,
pour une forme W quelconque,

(6) Weom Ay 4+ BOy 2 4 o+ 1,

Pour que W soit une dérivée exacte, il faut que Lous ces carrés
manquent; ainsi la réduction au moyen de la formule (5) fait néces-
“sairement apparaitre le caractére de dérivée exacle, s'il existe. En eflet,
si W est une dérivée exacle, on aura identiquement

(7) T =A(") -+ BOW) ...+ 17,

et T sera aussi une forme quadratique différentielle. Mais, si n esl
Pordre de cette derniére, les termes qui, dans T, contiennent y, don-
nent, par la diflférentiation, les termes de T'ordre le plus élevé p+!
dans T'; ceux-ci ne peuvent se réduire avec d'autres et sont du pre-
micr degré par rapport a ", Donc, dans la dérivée T', les termes
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de Pordre le plus élevé ne peuvent étre des carrés. Done, dans l¢
second membre (6), aucun des indices p, ¢, ... ne peut étre le plus
grand. Donc tous ces termes doivent manquer. '

En iésumé, pour qu'une forme quadratique différentielle W soit
une dérivée exacte, il faut et il suffit que sa réduction par la for-
mule (5) aboutisse a W :=o0. '

On remarquera, en passant, que la réduction d’unc forme W en car-
rés, telle que (6), peut se faire d'une seule maniére; sans quoi une
somme de carrés, non identiquement nulle, serait unc dérivée exacte.

Prenons pour exemple la forme V considérée précédemment; voici
le caleul

s2ayy” =— a"y*+ 3a'y?,
9 /)'yl'},ll:_-_,“ . bl)/nz’

3 a'_yy” ook : a"'y-: —3 a,)/,g’
['l.ylez"i 4 b”y/z’
Ya'yy's=—1a"y?,
C(,'"yz e a”lye,
\[ =0

Considcérons deux formes linéaires différenticlles Gy, Gry; leur pro-
duit est quadratique. Si ce produit est une dérivée exacte, les deux
lormes Gy, (1, scront dites assocides.

Soient :

Gy = a.y(") + b)’("'” RaRREP

(-"l'l :a.)/”’) + b')/(P"') -+ ...

deux formes associées. Sileurs ordres p, n étaient égaux entre cux, le
produit G, Gy, réduit en carrés, contiendrait, pour premicr carré
wa,(y™)?, et nc scrait pas une dérivée exacte. Les ordres sont done
inégaux. Soit p < n. Sila difference (n — p) était paire, on aurait,
d’apres (5),

2aa,y(1"cyi");t—_ (aa, Y= ()’“”)2 Bl 4 T/) (aa, Yu=p=A(plpei )

n=p

+(—1) T 2aa, (),
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Le dernier terme de cette formule a 'ordre lc plus élevé, parmi tous
ceux que fournira la réductions il est seul et ne peut disparaitre. Donc
I’hypothése que 7 et p soient de méme parité est incompatible avec la
propriété d'association. Done, dans deux formes associces, les ordres
sont de parités opposées.

Je vais, & ce sujet, résoudre un premier probléme : Trouver toutes
les formes associées a la forme la plus simple, G, = y. Elles sont
d’ordre impair, comme on vient de le reconnaitre, puisque (i, esl
d’ordre zéro.

Je dis d’abord que la forme suivanie

(8> . ) F::(ay)(’”*")_‘_ aymn-)-l)

est une associée de G,. Si, en effet, dans la relation (4), on suppose
m=2n-+1, et u'on mettc @) au lieu de a, ona (en mettant les
termes au second membre)

y (ay)(m-H) 4+ a}’y(z’H”:{—; 0,
c’est-a-dire

G, F=o.

Soit maintenant G, une forme quelconque, d’ordre (27 + 1), asso-
ci¢e & Gr,; prenons son premier terme 2", composons la forme 1Y
avee le méme coefficient @. La différence (G, — I¥) est ¢galement asso-
ciée a G, ; mais elle est d’ordre inféricur & (22 + 1), car I a, comme
Gy, 2ay®+" pour premier terme. Donc (G, — F) est unc forme
d’ordre au plus égal a (2n — r1). En poursuivant, on voit que I'expres-
sion générale de G, se compose de la somme de plusieurs formes parti-
culiéres, telles que I, d’ordres décroissants, ct de coefficients a, 0, .. .,
cuelconques

& G.o :(ay)(an-uj -+ a),(:znw)
+(by)Er=N - by =Y+ (ly) + 1y

(9)

- Par exemple, en supposant n =1, @ = g, on Lrouve la forme

G=y"4+2by' + Uy,
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ayant cette propriété que .y G est une dérivée exacte

yG=(yy' —sy*+by*).

Voici un second probléeme analogue : Trouver les assocides de la
SJorme G, =y'. En mettant & part, dans la forme cherchée, le terme
ol y w'est pas dérivé, on peut écrire cette forme f(y’) + cy. Mais la
réduction du produit y’f(y'), d’aprés la formule (5), ne saurait
amencr le carré y*, tandis que le produit cyy’ améne, au coniraire, le
terme — ;¢ y*. Pour que la forme soit associée de 7, il faut donc que
¢ soit nul, donc c constant. Cela étant, cy)y’ est une dérivée exacte,
et il faudra que y'f(y’) le soit aussi. Donc les formes cherchées
(d’ordre 2n) sont contenues dans la formule suivante, o le dernier
coefficient ¢ est une consiante,

oy | G ey
‘ + by = (ly') + by + ey

Par exemple,
G=yv+2by" + Uy + ¢y,
Y'G=(yy" — 5y +by* + eyt

Le probléme général sur les formes associées consiste & trouver
toutes les formes Gr,, assocides & une forme donnée G,. Je vais faire
voir d'abord que ce probléme se réduit & la recherche des formes dont
Pordre est moindre que celui de G,.

Supposons G, d'ordre supérieur & celui de Gy, et soit (2n +1) la
différence des ordres, qui est nécessairement impaire.

En mettant dans P'expression (9) G, au lieu de y, composons la

forme
H= (aG,)em+) 4 a G

(Il) +(1)G‘)(2""')+I)G'(‘”‘“-&-...+(lG|)'+lG",

Cette derni¢re H est associée 4 G, et du méme ordre que la forme
cherchée G,.

Par un choix convenable de a, on abaissera 'ordre (G, — H), en
Journ. de Math. (4 série), tome VI. — Fasc, 11, 18go. ' 28
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faisant disparaitre le terme de P'ordre le plus élevé. Mais (G, — H)
étant associée & G, son ordre surpasse celui de G, d’'un nombre im-
pair d’'unités, (2n— 1) au plus. Par le choix de b on pourra donc ré-
duire cette différence au-dessous de (22 — 1), puis, par le choix du
coefficient suivant, au-dessous de (22 — 3), ..., cnfin par le choix de /,
(G, — ) sera réduit & un ordre moindre que celui de G,

Donc une forme quelconque G, associce & G, a pour expression
H + G,, H étant Uexpression (11) et G, une forme associde a Gz,
mais d’ordre inféricur a celui de G,.

La recherche directe de G,, étant donnée G, constitue un probléme
de Calcul intégral sur lequel nous reviendrons. Mais actuellement je
vais le résoudre indirectement en construisant de la maniére la plus
générale deux formes associces.

Pour ce but, employons un symbole distinctif qui représente la com-
binaison (g). Ecrivons

(l”) \ F(a, y):(a}/)(ﬂll+l)__i;_a)/(2,,+|)
~ + (by )= - hytn=n e (Ly Y + 1y,

en sous-cntendant les cocfficients b, ..., , qui sont toujours cuelcon-
ques ¢t scront changés arbitrairement en méme lemps que @, sous-
entendant aussi Uordre (22 -+ 1), qui pourra changer aussi en méme
temps. Je vais cmployer une suite de pareils symboles F(a,, y),
IF(a,, ¥), ..., ctil est entendu que l'ordre de chacun d’cux, 2n,+ 1,
2n,+1, ..., est quelconque, ainsi que les coefficients analogues i
b, ..., L. Scul le premier coeflicicnt @ cst rappelé par la notation.

Soient Gy, Gr, deux formes assocides, la premiére de Pordre le plus
éleve. Nous avons démontré la relation

G,=I(ay G,)+ (,,
ol G, estassoci¢e a G, mais d’ordre inféricur. On a donc de méme

G,=F(a,, G,)+ G,
G, =T (ay, G,)+ G,

ct ainsi de suite jusqu'a ce qu'on parvienne & une forme d’ordre zéro.
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La suite se termine donc de la maniére suivante :

G, = F(a,.s, G,_\)+ G,
G,_, = F(ar-n G‘r>1 .
r =CY.

"p.

Le dernier coefficient ¢, comme les précédents, est une fonction -
arbitraire de la variable indépendante.

Par ce moyen, le probléme est résolu. Examinons un peu la solu-
tion. Le symbole I(a,y), qui est d'ordre (22 + 1), contient seule-
ment (n + 1) coefficients arbitraires, moins, par conséquent, de coeffi-
cients qu'il y a d'unités dans son ordre, sauf au cas n =o. D’autre
part, G, a pour ordre la somme des ordres des symboles F employés.
‘n comptant le dernier coefficient ¢, on voit que le nombre des fonc-
tions arbitraires contribuant 4 composer les coefficients de G, nec
surpasse pas d’une unité l'ordre de Gy, comme cela doit arriver pour
unc forme linéaire arbitraire ; sauf cependant le cas ou tous les sym-
holes IF sont du premier ordre.

Nous devons donc considérer comme cas général celul ou tous les
symboles I sont de premier ordre

F(a,y)=(ay) +ay' =20ay'+dy.

Quand il en est ainsi, la forme G, peut étre envisagée comme arbi~
traire. Une forme G, construite avee des symboles F d’ordre supé-
rieur & I'unité, a des propriétés particuliéres, dont nous reconnaitrons

*quelques-unes. Mais on peut la construire aussi avec des symboles
d’ordre égal & 'unité.

Le mode de formation de G, par des symboles du premier ordre est
le plus général, non sculement & cause du nombre des fonctions arbi-
bitraires qu'il entraine, mais comme comprenant, en outre, a titre de
cas particulier, 'autre mode. C'est ce que je vais prouver.

Supposons, dans I'échelle des formes G, que quelques-unes des der-
niéres G,, G,_,, -.., Gy, Gy soient composées avec des symboles
arbitraires, et les trois suivantes avec des symboles & coefficients infi-
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niment grands ou infiniment petits, de cette maniére :
I - '
G]‘_{ = g (U. G'/,)l -+ o aGk+ Gk-H’
Gro=e[(aGy )™+ aG% " .. .+ (IGy, )Y + G | + Gy,

Gror=— L [(aGis) + 4G}, ]+ Gioye

Nous supposons ¢ indépendant de la variable et infiniment petit. En
employant la notation (12) et posant, pour abréger,

(aGk)'+ a G =z,
nous avons pour limite de Gy_,
(13) Giy=—[aF (e, 3)] — al¥(a, 3) + Gy, ).
La différence limite Gz_, — G,..,, comme on le voit ici, cst linéaire

par rapport & Gy et ses dérivées, et de I'ordre (2n + 3). Jedis que c'est
une forme associéc & G;. On a, en cffct,

—[2F(a, 5)] Ge=F(q, 5) G,
—al'(a,3) Gy=F(a, 3)(aGy);

d'ou, en ajoutant membre & membre et d'aprés (13),
G (Ghey — Gy )=F(a, 5)[a G|+ (aG,) | =3 F(a, 5)=0.

On a donc
GA‘—:t = F(au Gk) -+ G.’H-H

avec a, =— 4a’a, et
F(a,, G)=(a,, G;)***+ a, G+ (b, G + b,G;"' +. ...

Les coefficients b,, ... de cette forme sont liés d’une maniére assex
compliquée aux précédents, et nous n’avons pas & approfondir ces
liaisons. Il suffit d’observer que les coefficients de cette forme d’ordre
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2n + 3 sont composés avec une fonction arbitraire & en plus des coef-
ficients de la forme F(a, 3) d'ordre 27 + 15 elle peut donc étre envi-
sagée comme arbitraire relativement & son ordre. Donc une échelle
contenant une forme d'ordre 2z +3 peut étre considérée comme la
limite d'une échelle ott cette forme est remplacée par trois autres,
d’ordres respectivement égaux & 1, 27 + 1, 1. Enrépétant ce procédé,
on voit qu'une échelle quelconque peut étre considérée comme la
limite d'une échelle ot toutes les formes sont du premier ordre seule- -
ment. '

Celte remarque est utile pour mettre en lumiére les propriétés de
'échelle 4 I'égard des changements de variables. Soit

F(a,s)=(az) +az'.
Nous avons :

sF(a, z) = (az®).

Changeons s en pz, p ¢tant une fonction quelconque de la variable;
nous aurons de suite

(14) 0:F(a, p3)=zF(ap? 3).

Prenons maintenant P'échelle des fonctions G, en supposant tous les
I du premier ordre. A
Soit, en mettant la variable y en évidence,

Go()’), Gi(}”)y vy GI’()/)’

la suite de ces fonctions.
Soit, d’autre part,

g &) o &)

la suite analogue construite en remplacant les coefficients ¢, a,_,, a,_,,

I o
@reyy ... Par c, a,_,p’, Qg ?’ CQpy 92, .... Nous aurons successive-
ment

G, (py)=coy=0g(r);
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puis, d’apres (14),
Gomr(p) = F(armsy p8r) = F(arerp% 80) = ; £ (1)

huis, Loujours d’apres (14), oi 'on change ¢ ¢n son inverse
) L} ’ )

Groy (py) =T (a,..a, ; gr_.) + G, () :

@Apg

=PF<“PT“’5"-> +p8r=p&r2());

et ainsi de-suite. En résumé, si d’'une part on construit la forme G,(y)
avec les coefficients ¢, a@,_,, @,_,, ..., a, ct 'indéterminée y; d’autre

(,....o

part, la forme g é__,,,( y) avee les cocfficients ¢, a,-, g%, = gy oo e,

on a
Fg'o(y), st 7+ est pail',
G = .
o(pY) z (ro(y), s1 7 est impair.
Sil'on pose

G('(.y) = e'T"(ao, Qyy oy ooy Qpyy )’)a

cela s’exprime par I’équation

- a " .
‘ p&(;,;”, - R RN ) (r pair),
F(@y @1y < or Qs € pY) = a, N
J aop , ;;, coey @y £, 0, y) (r impair).
Supposons (g (7y) développé ainsi

Go(y) =a(y 4+ 0, Y4+ oy);

a sera égal 4 2"'ae@, ... q,_,c.
Soit de méme

(V) =B+ By 4+ By)s
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on aura

2

B=wa,  sirestpair,
B=ap? sircstimpair.

Soit maintenant
Go(py) = 2y + Ay + ...+ Ary);
on aura, dans 'un et 'autre cas,

g (Y Ay ) = (04 By L),
d’ol
Al = {3., ceey Arzﬁ,..
Soit done
% :fi<ar-'4, @r_gy .- -)

I’expression de «; au moyen des coefficients @; on aura, cn méme

temps,
A\

. {
——— — '2
A= Bz‘ —fi (ar—lr' ?y Qr—ay 37 °° )

v

Si inversement on exprime les @ au moyen des coefficients «, de telle
sorte qu’on ait
Qs = Pros(yy %oy ooy %),
on aura aussi .

1

5 Gr-s(Ayy Ay oo Ay) (s impair).
*0,5(Ayy Ay .y A) (s pair).

Cpes =

|
|

O o

. . . N T A
Alnsi, les @ s'expriment, au facteur g2 ou — prés, de la méme ma-
bl p_ b

niére au moyen des o oudes A. Clest une propriété d'incariance rela-
tive au changement de 3 en py. Nous allons en reconnaitre une autre
relalive au changement de la variable indépendante.

Soil, en mettant en évidence la variable indépendante,

ds

< { .
F(a, :):: Fa(a, :') = ;1(7(“5)‘*"“2’12
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Prenons une nouvelle variable X, telle que lon ait

dx *
X =

on aura

(15) Fx(‘za 5)= f"Fx(aa 3).

Composons, d'une part, la svite G,, G,-,, ..., G, avee les coeffi-
clents ¢, @,_q, @, ... et la variable X, ct, d'autre part, la suite y,,
Yr_1s +++y Yo avec les coefficients ¢, @._,, @, 4?, @pgy @, 0% ... clla
variable z. On aura d’abord '
' Gr = Yr3
puis

G"' = Fx(a"*“ G’) = P‘Fx<ar~n Yr) = ;M Yr—s
G,y =Fx(a,-s, G’—') + G, = l‘*Fw(ar-‘-‘a “Yrar) + Yo

Mais, d'aprés (14), ot l'on remplace p par @, ceci peut s'éerire
G, = x(ar—2 P‘zv 'Yr—l) +Yr = Yr-a
On aura ensuite
Gy = Fx(@ryy Grp) + Grsy = (s Yrea) + WYres = 0¥
et ainsi de suite, en sorte que l'on a

Gy = Vr—2ky

Grosiy = M Yrmabmi
et, par conséquent,
Yo» SI I esL pair,

G.,=l

Yo, Si 7" est impair;

ou en employant l'algorithme § olt nous mettons la variable en évi-
dence

Fo(an’y a, aapdy . @y, ¢, ) (1 pair),

jx(ao, Qyy ooy c)}’) =‘

pEe(@,y a0y oy ayy ey v (r impair).
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Par-ces changements de variables, on peut réduire simultanément
deux formes associées. Prenons le cas ot la différence de leurs ordres
est (quelcongue. Soit donc

dmY dm-1Y
G ——l,)< X”‘ P1W+-'ot>

' d2n+1 (an) 2+t G1

Gy = axne T @ o +...
> d’"‘*‘”“"lY . d’”""—"’Y
=20l (;‘"*“‘,x,mm R gXmeen >

Lie coefficient Q, aura pour valeur

. dP d.
(16) Q'=P'+(2n+l><{3dx i%)

in posant,

(s, sera Lransformé cn

P'O[J.m <dlu.y + ilil.__lvly “+.. .> =

dzm P' dzm=1 o1

le coefficient p, ayant la valeur suivante :

—Ip 4m dp | m(m—i) dp]
p= P [l o dX + op dX.

Quant & G, il est changé en

2 1 2
o a P qum+en+ d’:ﬁ"'__y drreny N
2 P\ dxrntin+! Ql dw"'“/l cee ]y

¢XPression que nous représcnterons par i g,.

Puisque G, G, est une dérivée exacte par rapport a X, telle que ‘i
O 0 = —d-(—-l'— = ili
808 = WUX T da
vront deux formes associées.

X’
sera dérivée exacte par rapport a «, et g, g, se-

Journ. de Math. (4° série), tome VI. — Fasc. II, 18qgo. 29
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La transformée g, manquera de second terme si I'on pose

1de  m—1idp 1 g,
ST T X T T m b
d’oll
et ~Lipax
PP’ 2 =e m ,

Achevons de déterminer p et i par cette seconde ¢égalilé

D —
l PP’m 2 al)m_"m—rm

dont nous désigncrons les deux membres par p. 1l viendra

- dm ), +
01——p ‘{mm ve o |
I dm+‘:n+1 ¥
Eo= (3;7:7:1 + )

I

din+t oy ) 1 dﬁ/z-;-ly

——— — —_———————
a2+t (21)2 o1 21)2 dzn+!

Le cocfficient ¢, du second terme de g, scra donné par la formule

(16),0u l'on remplace X, Y, P, P, @, par @, y, p, 0, — 2; d’olt

I

d—
_ dp p:oopt )
¢ =(2n+1) p dz T v ) =Y

Ainsi les deux formes g,, g, manqueront toutes deux du second
terme, ct les cocfficients des premiers termes scront réciproques.
Il est maintenant loisible de prendre, au licu de g, et gy, les deux

. 1 . . ,
formes Y, = ~ g, et Y, = pg,;on obticndra ainsi les deux formes ré-

duites
dm v dlll-—?. }/
Ti= dx™ +1)2 dam=2 +ey
o = d’”’"""’“y dmnt2n—1 ¥

107 pm+2n+l + 9 dxpm+2in—t +.
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Exemple. — Sil'une des formes associées est du premier ordre, on
peut la supposer réduite 4 )/, et son associée réduite a la forme

y2n+(b}/>2n—s I

Sila forme G cst d’ordre zéro, on peut la réduire a y sans changer
la variable indépendante. Donc, quelle que soit la variable x, on peut
ramener G, &

G.o:y‘.'n-i-i +(by)2lt—i -+ by’.’/z-l_l__“__*_(ly)'_’_ l),r

Voici une des propriétés les plus curieuses des suites composées
comme i| vient d'étre dit.
Dans la relation (4) supposons / impair; on aura, en mettant y au
licu de @,
.,]yﬁ'l—H +y.ll‘uu-l =0.

Remplagons y par ay, nous aurons
('qay)"’”*‘ +- ay.q:m-;—l =0.
Lichangeons 7 ct y ¢t inversons les deux termes ainsi
M@y y (an)=o
et ajoutons membre & membre. Voici le résultat
l(ay )+ ayr el y[(an) e )
Pav conséquent, le symbole général (12) a la propriété
(r7) nF(a,y)=~y¥(a,1).
Cecl posé, prenons simultanément les deux suites

G, =c¢y, I, =cy,
G,_,= F(a'r—u Gr)$ L, = F(ao’ l‘r)a
Gr—z == F(a,._g, (},._,)—I-— G,., .. = F(a” Fl._|)+~ ",

............... R
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ou lordre des opérations est renversé, les symboles I¥ étant d’ailleurs
(’ordre quelconque.
Considérons maintenant le produit

G, T,
Nous aurons
- " N Al
G,=1 (ak, (_’n',”_, ) 4+ (e,

Par suite, d'apres (17),

M ~ al e 1 N AY - Al hl
Gl p= Gya U+ 14 B (aln (IIH-I )::(J/H-‘.EI pot— G K ((’In lﬂr---l.")‘
Mais, d’apres la loi de formation des Ty on a

].?(a/,-, F,._./.-) == I‘,.__k_| -_ 1‘,-_/;_,_ i

Done
(;'/rl‘r—lv - G'lu-q I1r—lr+~| =— (G/H-n Frpey — ¢ ;/r—‘.' vl‘r'—lf)'

Ainsi, posant
Pr= Gkrr—k - C‘Iv—H | P
on a
Pr=E— Qhsi 5

(] ’ ’

d’ol, généralement,
— heck
C?/l::< — I ) ?/, .

Soit & = o, alors [, étant nul, on a
Fo= G,T,= e,
Soit semblablement 2 = r, on a
o,=G.Ty=cyl,.

Par conséquent
enGo=(—1)ceyl,.
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Faisons
cG, = G(y), cly=T(n),

cette relation s'écrit

(18) nG(y)+(=1y~'yT(n)=o.

Dans cette formule, r est I'ordre des deux formes G, I, si tous les
symboles I' sont du premier ordre. Dans le cas général, » differe de
cet ordre d’un nombre pair, en sorte que la relation (18) a lieu tou-
jours, en y désignant par 7 I’ordre commun aux deux formes G(v)
et (7).

Jtant donné G (), il n'existe qu'une forme I'(7) donnant licu & la
relation (18); car, s'il en existait une seconde, I'(n) + W' (n), on en
conclurait que y W () est une différentielle exacte, y et v restant arhi-
traires, cc qui est impossible, puisque ce produit ne conticnt pas la
deérivee de y.

On pourrait donc déduire I'(n) de G(y) par tout autre moyen,
sans changer le résultat.

Or soit .

G’(y)_—: goy("” . g"y(’”’” -+
Ona
NGm—py P=(— 1)y (Gu-pn)®,

¢t par conséquent

(19) T(n)=(gen)™ = (g:0)" "+ (gan)" ¥ ~...,

ct l'on reconnait laforme I'(), adjointe de G (), telle que Lagrange
Pa découverte.

Ainsi, ayant une suite G, G,_,, .., Gy, si 'on pose G(y)=1cG,;
si, d’autre part, avec les mémes opérations faites dans un ordre inverse,
on construit une suite I}, T',_,, ..., Ty; si on pose enfin I'(n) =T,
les deux formes G (i) et I'(n) scront adjointes.

Par ce moyen, on reconnait qu'il y a des formes identiques & leurs
adjointes. Pour les composer, il suffit de supposer la suite des symboles
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I" symétrique par rapport 4 son milicu. Si P'ordre 7 est impair, en sup-
posant 7 =y, on aura

2y G(y)=o.

Done les formes d’ordre impair qui sont leurs propres adjointes
sonl associées & . Dans le cas ot 7+ est pair, on ne voil pas de pro-
priété immédiale.



