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SUR LE THEOREME D’ABEL. 81

Sur le théoréme d’ Abel et quelques-unes de ses applications
a la Géométrie;

Par M. G. HUMBERT.

1. Dans un Mémoire publié¢ au tome [II (4¢ Séric) de ce Journal,
nous avons fait connaitre une formule simple, qui permet, étant données
une courbe algébrique plane et une intégrale abélienne appartenant i
cetie courbe, de calculer @ priori la somme des variations de Pinté-
garale proposée sur les ares décrits par les points d'intersection de la
courbe considérée et d'unc courbe algébrique variable, faisant partie
«"un faisccan ponctuel.

(ctte somme est, comme on le sait, depuis Abel, une fonction algé-
brique ct logarithmique du paramétre du faisceau, ct la formule (ue
nous rappelons donne un moyen facile de calculer cette fonction,
ou plutdt sa dérivée par rapport au paramétre : on est ramené a une
simple évaluation de résidus.

Il n'y aurait presque rien & changer & cette théorie pour passer du
cas de la courbe plane & celui d’une courbe gauche : les coordonnées
d’un point d’une telle courbe peuvent en effet s’exprimer en fonction
fuchsicnne d’'un méme paramétre, et, cn partant de ce principe, on
n'a qu'a répéter pour la courbe gauche les raisonnements faits pour la
courbe plane. La formule fondamentale du Mémoire précité permet
ainsi de calculer la somme des variations d'une intégrale abélienne sur
les ares décrits par les points d'intersection d’'une courbe gauche et
d'une surface algébrique variable appartenant & un faiscean ponctuel.

Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fase. I, 1889 I
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Au lieu de supposer que la surface variable appartient & un faisccau,
on peut considérer le cas plus général ou elle fait partie d'un systéme
algébrique : la question se traite d’'une maniére toute semblable, ct
I'on arrive 4 une formule de méme nature que celle dont nous venons
de parler.

(7 est cette nouvelle formule que nous allons tout d’abord démontrer :
nous étendrons ainsi aux courbes gauches, en les généralisant notable-
ment, les résultats que nous avons établis pour les courbes plancs.

Iin second licu, de la formule nouvelle, nous déduirons un certain
nombre de conséquences analytiques, dont la plus importante nous
permettra de donner une extension du théoréme d’Abel aux intégrales
doubles et triples, ct de retrouver, pour ces intégrales, un certain
nombre de propriétés que nous avons rencontrées dans le cas des inté-
grales abéliennes ordinaires.

Ces développements analytiques constituent la premicre Partie du
présent Mémoire : la deuxiéme contiendra les applications géomé-
triques, parmi lesquelles nous signalerons celles qui concernent les
aires et les courbures sphériques des surfaces algébriques, et les vo-
lumes limités par de telles surfaces.

PREMIERE PARTIE.

I. — LE THEOREME D'ABEL POUR LES INTEGRALES DEPENDANT
D'UNE COURBE GAUCHE.

2. Soient deux surfaces algébriques
X, Y, Z)=0 et (X, Y,Z)=o,

de degrés m et n, sc coupant suivant une ou plusieurs courbes gauches
indécomposables; considérons spécialement 'unc de ces courbes que
nous désignerons par C.

Les coordonnées X, Y, Z d’un point de C peuvent, d’aprés un théo-
réeme de M. Poincaré, s’exprimer en fonction fuchsienne d’un para-
meétre A3 ou, si 'on veut, les coordonnées homogénes x, y, z, ¢ d'un

point de la courbe (étant posé X = “;, Y= %', Z=

~l

) peuvent se
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mettre sous la forme
x=0,(0), y =0,(}), z2=10,(0), t=0,(0),

9, ..., 0, désignant des fonctions thétafuchsiennes holomorphes de la
variable A.

Ces fonctions appartiennent & la premiére famille de M. Poincaré;
le polygone fuchsien correspondant i 4p cotés, les cotés opposés sont
conjugués deux a deux, et la somme des angles est égale 4 a.

Cela posé, considérons une intégrale abélienne quelconque appar-

tenant a la courbe C,
(XY, 27)
(= [3&Tn 9%

Q, et S, étant des polyndmes entiers. Remplacons-y X, Y, Z parf,

—Jt—, 7» el supposons z, y, 3, ! exprimés en fonction thétafuchsienne
de A; l'intégrale prend la forme

Q(xy )’, <)y t) ’ 1
[= fs(x))’)"’t)(l;l——xt)d)\’

&'y U désignant les dérivées de . et ¢ par rapport & A. Par suite de la

différence des degrés des polyndomes Q, et S, et du facteur i, provenant

de la différenticlle d ( ), il a pu s'introduire, au numérateur ou au

dénominateur de 'expression soumise au signe f, un facteur #; nous ne
le mettrons pas en évidence, le supposant compris dans Q ou dans S,
mais alors la différence des degrés en x, y, 3z, ¢ des polyndmes S et Q
sera égale a 2.

Nous désignerons par ¢ le degré de Q; celui de S sera ¢ + 2.

3. Soit maintenant un systéme de surfaces algébriques dont I'équa-
tion dépend algébriquement d’un paramétre u,

®(X,Y,Z,u)=0
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ou, en coordonnées homogénes,
&(x,y, 3, u)=o.

’roposons-nous d'évaluer la somme des intégrales 1, dont les limites
inféricures sont respectivement les arguments des points communs a la
courbe C et a unc surface

®(x,y, 3,1, uy) = o,
et les limites supéricures les arguments des points communs a Cet & la
surface

®(x,y, 3, t, u)y=o.

Considérons, a cet effet, l'intégrale

AT

_ Q(-l‘:.)’u 3,0) ' ’ 'b:l('z's Yis,t ) g
! —fS(-l‘, Y5 ‘)(x =l ) —q’("")’y s, t u) d

x, ¥, 3, étant toujours supposés exprimeés cn fonction thétafuchsienne
de A
La fonclion soumise au signe f, c'est-a-dire la fonction que nous

désignerons par O(A),
O(r) = %(w'l —xl')

est une fonction thétafuchsicnne de degré un, car elle peut s'écrirve
Qe ¢, ,(x
e\ =32y 7),

et, sous cette forme, on voit qu’elle est le produit de trois facteurs,
dont les deux premiers sont des fonctions fuchsiennes, comme étant
les quotients de deux fonctions thétafuchsiennes de méme degré, ct
dont le troisi¢éme est la dérivée d’une fonction fuchsienne, c'est-a-dire
une fonction thétafuchsicnne de degré un.

H résulte de 1 que I'intégrale f 8())d), prise le long du polygone
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fuchsien fondamental, est nulle : nous n'insistons pas sur cette démon-
stration qui est, sans aucun changement, celle que nous avons donnée
dans le Mémoire mentionné plus haut (*).

On en conclut que la somme des résidus de la fonction 8(A) dans
I'intéricur du polygone fondamental est nulle : c'est en évaluant ces
résidus que nous allons arriver a la formule cherchée.

Les infinis de ©() sont les zéros de S et ceux de @, c’est-a-dire les
arguments des points de C situés sur les surfaces S=o et ® =o.

Soit d’abord A I'argument d’un point de C situé sur la surface

O(w,y,3,t u)=o0;
le résidu correspondant g a pour valeur

-~ _Q_(_xay, 57_‘_) [ y) q,:t(‘zi Yy 3 8, “)
r—s('l',ya & t)(‘vt xt) ‘)‘(m:.}":: ¢, ou)

Or on a, par hypothése, cntre les coordonnées du point considéré, la
relation
d(x,y,3,t,u)y=o.

On cn conclut, lorsque 'on passe de la valeur « du paramétre a la
valcur # + du, que I'argument, A, du point éprouve unec variation dé-

fini¢ par 'équation

@, (e, ¥y, 5, L, u)dh+®,(x,y,3,(, u)du=o;

d'oun
* __d)
" du
et, par suite,
S, di
p=— g(a; L —xl)-s

cc qu’on peut écrire,-cn sc reportant & la définition de I'intégrale |,

—_4a
P=—du

(') Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4 série, t. 111, p. 33a.
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La somme des vésidus p, changée de signe, est donc égale a la dérivée
de la somme cherchée par rapport au paramétre u.

D’aprés ce gui précéde, cette derniére somme est égale i celle des
résidus, par rapport aux zéros de S, de la fonction O().

On a donc, en désignant par 7 un de ces résidus,

= 27‘;
don
() 21:[.“(2r>du,

N\ ' . , )
2‘ r désignant la somme des résidus par rapport aux zéros de

S(x,y,3,1)

de Ta fonetion

() o(n) = L ('t —t).

C’est I'extension de la formule démontrée dans notre Mémoire sur le
théoreme d'Abel.

4. Remarque I. — Si tous les zéros de S sont simples, c'est-a-dire
si la surface S = o ne touche pas la courbe C, il est aisé¢ d’évaluer les
résidus correspondants.

Soit A 'un de ces zéros; on aura, pour le résidu,

Q(x (—rt) g
SO
or
‘ dS as ,
S)‘= }" -3+ Wt .

Drailleurs on a, par la formule des fonctions homogénes,

a5 dS aS
i +..0,+t _(q+2)S_.o,

puisque le point x, y, 3, ¢ est sur la surface S = o.
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Si I'on tire de celte relation la valeur de S, en la portant dans celle
de S;, il vient

1S, = ——(rt—xt’)+ (yt— U)+ %%(z’l— st).

D’un autre cdté, les quantités (x't — xt'), (y't —yt'), (3't —st')
sont proportionnelles aux différenticlles d(%), d(-’:-'), d (%’), c’est-

a-dire aux cosinus directeurs de la tangente & la courbe C au point

£ vV S . . N . .
77 %72 7 Ces cosinus, puisque C cst a 'intersection des surfaces f= o,

% = 0, sont cux-mémes proportionnels aux fonctions

f)l?lz z?r’ fz,?.lz‘_f.!"?':‘ f:?; —-f';?fr'

et 'on a dés lors

Q(fyl‘?'.. S:9y)
Asfq)‘b q)

¢n posant

: _ QUfyei—sr9y)
(3) —-—————’Am >

et en désignant par Ay, le déterminant

| S, 8, S|
Apo=\ fo S, s i
% By @

Il vient donc

(4) 21=Z£“rdu

ou, puisque Q et S sont indépendants de ,
(2, ¥, 3¢, u)
[= ' Y 3
2 zclog ®(z, y, 3 ¢, uo)

a somme du second membre étant étendue aux points connnuns a la
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courhe Cet a la surface S = o, et ¢ étant défini, cn chacun de ces

points, par la relation (3), c'est-a-dire ¢ = st—’%-;;-;-————m On peut

dive aussi que o est le résidu, au point considéré, de la fonction
8.(M)=S(z't —xt).

5. Remarque II. — 1. intégration par rapport a u de la quantité¢ Xr,
(qui ligure dans la formule (1), est tout aussi aisée si 'on supposc que
S(r,y, 5,t) admette des zéros multiples. Soit, en effet, A un zéro
d'ordre & de S; écrivons ®(A) sous la forme

O(\)= Q(x’ts—— xrt') % i

Le rvésidu de ©(R), correspondant au zéro considéré, sera de la
forme -
@, dn-1 o

e

d
~$+me-$ +.+{;—1—)-\7:; @’

A, W, ..., £ ¢tant indépendants de «, puisque Q et S le sont enx-
mémes, et Pintégrale correspondante, (7 du, scra

e [ d ¥,
/:‘lg ;:dll —f-‘/ 'I"g);{-)“ T({Il “+ ... +j{('rﬁ_—l “'T([ll.

¢

La premicre intégrale est & log®; une quelconque des autres se calcu-
lera par la formule

dt &, dv e, ok
a7 wlu= Wf? du = 7 log®.

6. La formule (1) montre que la somme des intégrales I sera nulle
lorsque 7 sera lui-méme nul. Ce cas se présente, en particulier, si la
fonction @(A) ne devient infinie pour aucun des zéros de S, parce que
tous les résidus 7 sont alors nuls.

Comme exemple, supposons que les surfaces ® = o forment un fais-
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ceau ponctucl ®, + u®, = o; @, est alors égal & @, ct la fonction O(2)
devient

. _Qa(2't—x!)
) ON) = “S(@, ey

Elle n‘aura pas d’autres infinis que les zéros de @, + u®, si®, s'an-
nule pour tous les zéros de S qui n’annulent pas Q (&'t — x¢'). De la
résulte cette proposition (ue nous avons ¢noncée déja dans le cas des
courbes planes (*).

Soit 1 une intégrale abélicnne, relative @ une courbe gauche algé-
hrique C. La somme des intégrales 1, dont les limites inféricures
el supéricures sont respecticement les systémes de valeurs des coor-
données qui correspondent aure points d’intersection de la courbe C
avee dewx surfaces quelconques de méme degré, est nulle, si, parmi
les surfaces du faisceau ponctuel déterminé par les surfaces sé-
canles, il en est une, B, qui passe par tous les points de la courbe C
rendant Uintégrale infinie.

Si la quantité sous le signe f decient infinie d’ordre h en un
point de C, la surface T doit acoir au méme point acec C un conlact
dordre h — 1.

On suppose que foutes les surfaces du faisceau considéré ne passent
pas par un de ces points, sinon @(A) pourrait devenir infini en ce
point, comme le montre I'expression (5).

7. Si les surfaces @ = o forment un systéme algébrique quelconque,
on arrive 4 un résultat analogue.
Soit
O(u,y, 5, ,u)=uPA +w'B+...+ ke~ L.

Pour que O(A) reste fini aux points de la courbe qui annulent S, il
faut, d'apres (2), que @), s’'annule en ces points, quel que soit u, c’esl-
a-dire que I'on ait en chacund’ecux A=B=...=K =o.

Cela montre qu'une scule et méme surface du systéme ® = o passe
par lous ces points; cette surface est la surface L = o.

(1Y Loc. cit., p, 338.

Journ. de Math. (}* série), tome V. — Fasc. I, 188g. 12
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Celte condilion nécessaire est évidemment suffisante, et Fon peut
dive que :

La somme des intégrales 1 dont les limites infericures et supe-
rieures sont respecticement les systémes de valeurs des coordonnées
qui correspondent aux points d’intersection de la courbe C avee
deur surfaces quelconques d’un systéme algébrigue a un para-
métre est nulle, si les surfaces de ce systéme qui passent respectice-
ment par les points de la courbe C, rendant Uintégrale infinie, se
réduisent @ une seule ol méme surface du systéme.

8. Un autre cas particulier intéressant st celui oty S n'ayant que
des zéros multiples, la fonction @), a, quel (que soit «, les mémes zéros,
a un ordre de multiplicité inféricur.

Supposons d’abord que 'on ait ® = @, + ud,; O(X) est encore
donné par la formule (5).

Soit A, un zéro dordre A de S : le vésidu correspondant de O est,
comme on I'a vau au n° 3, de la forme

L q)l ) d 1’| 5 ' ("l
7 —-A\.;(—p“*'l‘o)d—)‘m "'+'\d‘,‘/l~|;;.

La fonction @, sannule pour la valeur &, par hypothése; supposons

- . . . . @
que A, soit pour cette fonction un zéro d'ordre k. Les fonctions 7|7|’
d @, k-1 D,
e’ T R e
cnsuite :

s'annuleront dans 'expression de 75 on aura

([k ",l 1 flk

o s war Po

A+ g 1 b+ . doodr
e = s (kD F g s,

............................................

Si I'on remplace @ par ®, + u®,, on voit que, pour A = A, « dis-
parait dans les dénominateurs @, @2, ... de ces expressions; pour gu'il

. C e .o odro Y
apparaissc au numérateur, dans une des dérivées T c'est-a-dire
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’

dr 1 . . . ) . . " ‘o
» 1l faut que p soit au moins ¢gal & k, puisque ies déri-

dne Py + u Py
vées de @, s'annulent pour A = A, jusqu'a 'ordre A — t inclus.

] R ‘b . oy . .
Il en résulte que les dérivées de s jusqu'a l'ordre A — 1 inclus,
scront indépendantes de u, pour kA = A, si 'on a

h—t1—kSh =1,
c'est-a-dire

b <ak.
Si, au contraire, & — 1 — k = k, c’est-a~dire st b == 2k +1, u appa-
d/l—-‘ &
\ M4 ’ ' 1 ' 3
raitra au premier degré au numérateur de T B ct, en général, on

. « . e . !
voit aisément, en discutant la forme des dérivées successives de ?17’

(que « n'apparaitra pas au sccond degré dans les numérateurs si 'on a

h <3k,
ct ainsi de suite.

Le résidu 7 sera donc un polynome entier en «; il sera de degre
zéro si b est inférieur ou égal & 2k, de degré 1 si & cst compris entre
2k +1 et 3k, de degré 2 sih est compris entre 3k +1 et 4k, el
ainsi de suite.

Nous pouvons ¢noncer maintenant la proposition sutvante :

Soit 1 une intégrale abélicnne relative @ une courbe plane ou
gauche algébrique C, et telle que la quantité sous le signe [ n’ait
que des infinis d’ordre de multiplicité supérieur a un. La somme
des intégrales 1 dont les limites inféricures et supéricures sont res-
pecticement les systémes de valeurs des coordonnées qui corres-
pondent aur points d’intersection de la courbe C avec deus: surfaces
quelconques d’un faisceau ponctuel, ®y+ u,®, = o0, O+ ud, =0
sexprimera par un polynéme entier en u, el u si la surface ®, = o
passe par tous les potnts de la courbe C rendant Iintégrale infinie,
quel que soit d’ailléurs Uordre du contact qu’elle ait en ces points
avee C.

Le degré du polyndme entier se calculera aisément par ce qui
précede.
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9. On a une proposition tout & fait analogue dans le cas ol les sur-
faces ¢ = o forment un systéme algéhbrique quelconque.

La somme des intégrales I prises sur la courbe C, entre les points
d'intersection de cette courbe avee deux surfaces @ (x,y, 3,8, 1,) =0
ot @(x,y,s,t,u)=o0, sera cncorc exprimable par un polynome
entier en u, et v, si®, sannule, quel que soit w, pour les points de
la courbe C qui rendent Pintégrale infinie.

Soit toujours

P=wtA +u'B+... +~Ku~+ g
il faudra, pour cela, que les surfaces
A=o, B=o, ey K=o

passent toules par les points considéres.

Nous n'insisterons pas davantage sur les conséquences analviiques
qu'on pourrait déduire de ces résultats; nous nous bornerons, au poinl
de vue des applications géométriques, a développer le cas on inte-
grale abelienne considérée est de seconde espeéce, ety en particulier,
celui our elle est la dérivée d'une fonction rationnelle.

Il. — APPLICATION AUX FONCTIONS RATIONNELLES ET AUN INTEGRALES
DE SECONDE ESPECE.

10. Soit une fonction rationnelle quelconque de &, y, 3, ¢

U= Qr.y.s0
TS(wy )5, 8)

Q et S désignant des polynomes homogénes en ., y, 3, {, de méme
degré, ¢ : celle hypothse ne restreint pas la généralité, car nous sup-
poscrons toujours u'on a mis en facteur, au numérateur ou au déno-
minaleur, une puissance de ¢ convenable, de manitre a réaliser la
condition indiquée.

La formule fondamentale (1) permet de calculer la somme des va-
leurs que prend la fonction U, aux pointscommuns i la courbe gauche C
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ct aux surfaces ®(x, y, 5,1, u)= o; il suffit en cffet d’appliquer cette

formule & I'intégrale
dU
I —_-f_-,: d\,

en supposant toujours les coordonnées des points de C exprimées en
fonction thétafuchsienne de A.

On a ainsi
IU=2Xfrdu,

1 désignant le résidu de la fonction

par rapport a un quelconque des infinis de @(A) qui ne sont pas des
zéros de @, c'cst-a~dire par rapport & un zéro de S.

Soit A, un de ces zéros, supposé simple. On a, dans le voisinage de
la valeur A,,

- SN
U= — +h+2(A—=RA)+...,

du _ L .
BT G=Rp Tt

et, par suite, il vient, pour le résidu 1 de O(A),

r—=—— tfloi{" ‘i""‘

dr &

j: rdu=— [.L%log@]:. —_ — [J., %’2]:.’

ct la formule qui donne ZU devient

On a donce

[EU];;:——}:[J.%’!J" ,

"y

la somme du second membre étant étendue aux points communs a la
courbe C et & la surface S = o.
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*

Il est aisé de transformer cette formule.

Ona, en effet, puisque -4 est le résidu de U = %, pour A =2,
=9
b=
et, par suite,
- 4’) Q ‘1‘
o T @ S)

Or

oS dS, oS,
S, = +d)+d- 7)21,

et, puisque le point z, y, 3, £ est sur la surface 5 = o,

as J8 cJS_ JS
0=g34+3 )/+0_ +0t’
d’on
S

- S ’ 4 ’ ’
0, = (;—i(x’l—xl')—f- g—y(‘yl-—yl)ﬂ—i‘)—:(:l— ).

De méme

N DD D S
¢, = Friciinn 6)7)' + 575+ 50
ety si p est le degré de @,
a¢ .
p(l)-— +o‘,y+0—:~+(—ﬁ.

) vy . ()‘b .y .
d’ot, en ¢liminant 5= entre les deux derniéres relations
? dt )

1P, = 0"’(;,; 1— rt’)-i-— (yt——yl )+ — (3= 3U)+ pl'd.
Il vient ainsi
s Q[g’;(xlt—“')‘*‘---+g(:‘t—:z')] o
S - Te7mer P R

La quantité £ S? ¢ est indépendante de u; prisc entre u, et «, clle donne



SUR LE THEOREME D’ABEL. 95

donc un résaltat nul, et il reste

o® “
. g[d_x(m't—-xt’)+...]c ‘
[ZUJ""— 2 ) [z_si(x',_;[;t')—i-...]s

Remplagant 2'¢ — x ¢, . .. par les valeurs proportionnelles, introduites
déji plus haut, f,9;. — f.%,, et désignant par A,z le déterminant

N

is;. S, 8.
-\s/?=,./:' fv, /.-., ly
% % 9;}

on arrive & la formule exprimée par le théoréme suivant :

Soit Y& 51

Sy, 3,t)

2, U la somme des valeurs que prend cette fonction aux points

communs a une courbe gauche C, et a une surface algébrigue® = o,
est donnée par la formule

une fonction rationnelle de degré séro en x, y,

- O ) A
2‘%= —2% K—3§+const.,
la constante étant indépendante des coefficients de la sur face ® = o,
et la somme du second membre étant étendue aux points communs
ala courbe C et é la surface S = o.
On suppose toulefois que cetle courbe et celte surface ne sont lan-
gentes en aucun de leurs points communs.

Cette formule met en ¢évidence la maniére dont les cocfficients de
la surface variable, ® = o, entrent dans la somme cherchée; sans y
insister davantage, nous tircrons de ce qui précéde D'extension aux
surfaces de propriétés simples indiquées par nous dans le cas des
courhes planes.

11. Nous avons trouvé, pour un résidu r de la fonction
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correspondant & un zéro A, de S, supposé simple, la relation

d %, \ d &

X du @

. . LB ., < -
If résulte de la que 7 sera nul si = est indépendant de , pour k = 7,.
l &P p 1 l
Or soit
Q= wPA + ' B+...+ L,

A, B, ..., L étant des polyndmes en x, y, 3, (.
Ona
O, = wPAy + v 'B, +~ ... + L.

,

P, . . . . .
Pour que = ne dépende pas de #, il faut et il suffit quion ait,

pour A = A,,
N B ¥

ATB

>

Pl

Ces relations peuvent s'interpréter géométriquement d'une maniére
simple; clles signifient que toutes les surfaces du systéme

P(x, )y s, u)=o0,

qui passent par le point d'argument A, sur la courbe C, sont tangentes
a cette courbe en ce point.
Si donc cette condition est vérifiée pour tous les points communs
a C et i la surface S = o, les résidus 7 seront nuls, et par suite la
y ) 1
fonction EU sera conslante.
En d’autres termes, si 'on suppose que la surface S = o ne touche

en aucun point la courbe C, la somme 2 %, ¢tendue aux points com-

muns a cette courbe et & chacune des surfaces du systeme
®(x,y,5,1, u)=o,

sera indépendante du paramétre u, si toutes les surfaces du systéme
qui passent par les points communs & la surface S = o et & la courbe C
touchent cette courbe en ces points.
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Cette proposition peut s'¢tendre aisément au cas ol la surface S=o a,
en un ou plusieurs points, un contact d'un ordre quelconque avec la
courhe C.

Supposons en effet ue la surface S = o ait avec la courbe C, en un
point d’argument A,, un contact d'ordre 2 — 1, et admetions, pour
plus de géndralité, que la surface Q = o passc aussi par ce point et
qu'elle ¥ ait, avee la courbe, un contact d’ordre A — 1.

On aura, dans le voisinage dc la valeur A, du paramétre %,

-0 A L L .
. = §= (WZ -+ ()-.——- AT + ...+ P 'y + M + .

L.e résidu 7 de la fonetion

a(n) =2 %,
pour la valeur 4,, sera
N R T L'y sy gy S
ce quon peut éerire

1 . - l'i’ll [ v
Ciette valeur sera nulle si la quantité - et ses dérivées par rapport

a A, jusqu'a l'ordre o — k — 1, sont indépendantes de «, pour A = 2,.
Or on a

d

s

®;?
P2

el %

P
T

- . . .
ct, si I'on suppose que 75)' est indépendant de u, il faut et il suffit, pour

. e b3 .
(ue le premier moml)rc le soit également, que ~! ne dépende pas de «.

d: @)
On voit de méme que, pour que —; —= soit indépendant de u, il faut

ct il suffit, les conditions précédentes étant supposées remplies,
@7 . . . .
que —é ne dépende pas de u; et ainsi de suite.

Journ. de Math. (§* série), tome V. — Fasc. I, 188g. 13
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T 75\
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En résumé, » sera nul si les quantités

% % aff®
=3 ==y ey

P P %

sont indépendantes de  quand on y fait A =A,.
Soit toujours pos¢

O =utA +u'B+...+1,
on a
D, =uwPA\+..ooi L,

........................ “ce e s o 00y

’

b By . .
3’3" soient 1n-

dépendants de u est que les équations en «, de degré p,

La condition nécessaire et suffisante pour que

®=0, & =o, veey DR = o,

aient les mémes racines, quand on y fait A = A,.

Soit #, une racinc de I'équation ® = o; dire qu’elle annule aussi
®, = o, c'est dirc que la surface ®(x,y,s,!, u,), qui passe par le
point d’argument A, sur la courbe G, touche cette courbe en ce point ;
si 1, annule aussi ®;, ¢’est que la surface ®(x, y, 5, ¢, u,) a, au méme
point, un contact du second ordre avec la courbe, ct ainsi de suite.

Il en résulte que la surface ®(x,y,s,t 4,) a, au point A,, un
contact d'ordre & — k avec la courbe C, ct, par suite, la fonction

‘l’(.l‘, ¥ 5? t? “o) Q(.Z‘, Y3 3, t) $4 : L
S . s'annule cn ce point, en désignant par ¢ une
we S(.‘I‘,)',:, t) P ! J P t*

fonction linéaire quelconque de z, y, 3, ¢, ne sannulant pas au point
considéré, et introduite pour 'homogénite.

Ainsi la somme )| -g—), étenduc aux points communs a la courbe C ct

a chacunc des surfaces du systéme ®(x, y, 3, ¢, u) = o, scra indépen-
dante de u si, en chaque point de la courbe C rendant la fonc-

Q

tion ¢ infinie, les surfaces du systéme passant par ce point

O(z,y, 3, Uy) =0, O(x,y,35t u)=o,
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(2,7, 6 4) Q25,5 8)

..+ s’annulent
pPS(x,y,35,¢)

sont telles que les fonctions

au point considéré.

Nous pouvons donc énoncer le théoréme snivant, qui est une géné-
ralisation de celui que nous avons démontré dans le cas des courbes
plancs.

La somme des valeurs que prend une fonction rationnelle,
Q(x, y,3,t)
S(z,y,3,¢)
courbe gauche algébrique C et a chacune des surfaces d’un systéme
algébrique de degré p, ®(x,y,s,1,u)=o, dont I'équation ren-
JSerme un paramétre variable u, veste constante, si les surfaces de
ce systéme, ®(x, y, 3,1, u;)= o, qui passent respectivement par les

homogéne et de degré séro, aux points communs ¢ une

points de la courbe Crendant la fonction g infinie, sont telles qu’en
O(r, x5 6 w) Q2,y,5,8)

we S(x,y,3,¢)
nulent, v. étant une fonction linéaire quelconque de x,y, 3, t ne
s’annulant en aucun des points considérés.

chacun de ces points les fonctions san-

Géométriquement, cela revient a dire que les surfaces
O(x,y,5,,u;)=o0

ont, en chacun des points considérés, avec la courbe C, urn contact
d’ordre supérieur au contact de cette courbe avec la surface S = o,
et méme, dans le cas o la surface Q = o passe par le point, il suffit
(ue le contact de la courbe C et des surfaces ® = o soit d’ordre supé-
ricur & la différence entre les ordres des contacts de la courbe avec les
surfaces S=o ct Q =o.

12. Ce théoréme s'étend immédiatement aux intégrales abéliennes
de seconde espéce, puisque toute la démonstration repose sur ce fait

. . dU .
que, dans le développement de la fonction —+ au voisinage d’un de ses

, . . . 1 ]
infinis, A,, il n’existe pas de terme en T, onpeut donc énoncer la pro-
position suivanle :

Soit 1 une intégrale abélienne de seconde espéce appartenant a
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une courbe gauche C. La somme des intégrales 1, dont les limites
inférieures et supérieures sont respectivement les systémes de va-
leurs des coordonnées x, y, 3, t, qui correspondent aur points
d’intersection de la courbe C acec deur surfaces quelconques du
systeme ®(x,y, 3,1, u)=o, est nulle, si les surfaces de ce systeme
O(x,y, 3,1, u;) = o, qui passent respectivement par les points de la
courbe C rendant Uintégrale 1 infinie, sont telles qi’en chacun de

®(r, v, 35,¢ u) 1§

" annulent.

ces points les Sonctions

On peut dire aussi qu'en ces points les fonctions

O, )y 5 6 w) dl

e

13. On peut étendre le théoréme du n° 14 au cas ot la courhe (.
cst variable dans I'espace, ct énoncer i cet égard la proposition sui-
vante, qui se déduit sans difficulté de ce qui précede :

doivent rester finies.

La sonmumne des valeurs que prend une f onction rationnelle

O, v, 35,0

)

S, ¥y 5,0 L)
homogéne el de degré séro, aur points communs a lrois surfaces
algébriques,

S(xy 3,6, u)y=o0, G(Ly ), 35 6 v)= o0, Y(y v, 5,4, w)=o0.

est indépendante des paramétres u, v, w, dans le cas suivant :

Sotent fiy [y «oo5 91y Bav o+ 3 Y1y Py ... les swrfaces de chacun
des trois systémes qui passent par wun méme poinl, A, situé sur la
surface S =o: il faudra d’abord qu’elles admetient en A une
méme tangente conunune T,

Sotent de plus (fiy @)y (fir Y1)y (955 ¥u) les courbes communes a
deux de ces surfaces, de systéme différent; il faudra que les courbes
de ces trois séries aient entre clles, au point A, un contact d’un
ordre supérieur au contact de 'une quelconque d’entre elles, en ce
méme point, avec la surface S = o.
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Dans le cas ou la surface S = o est une surface simple, c’est-a-dire,
st S n'est pas la puissance d’un polyndme X, la seconde condition est
vemplic d’elle-méme si la premiére est vérifiée, pourvu toutefois que
la tangente T ne louche pas S. Si T touche S au point A, il faudra que
les courbes (f; 2), (f5 4), (%, ¥) soient osculatrices entre elles en ce
point, cte.

Le théoréme s’applique en particulier si I’équation f = o ne renferme
pas de paramctre variable : il peut alors s’énoncer un peu plus simple-
ment.

. ) .
La somme des valeurs que prend la foncuoni‘g aux poinls com-

muns ¢ une surface fice f = o, et a dewr surfaces mobiles
(L, )55, 4, ¢)=o, (2, y, 3,1, w)=o0,

est indépendante des paramétres ¢ et w, si, toutes les fois gu’un de
res poinls vient a coincider avee un point A, situé sur la surface
S = o, les sur.faces des systémes mobiles 3,y 34y « ooy 4y $ay + . ., pas-
sant par A, sont telles que les courbes (95, Yi) aient en ce point
avee la surface f=o un contact d’ordre supérieur au contact de
UCune quelconque d’entre elles avec la surface S = o.

14. Lec produit des valeurs que prend unc fonction rationnelle ho-

mogene ct de degré zéro, %, aux points communs & la courbe C et A
chacune des surfaces du systéme ®(z, y, 3, ¢, u) = o, donne également
licu & quelques remarques intéressantes.

Soit Hu% ce produit, pour lasurface correspondant i la valeur « du
parametre. Pour I'évaluer, nous considérerons, cn posant toujours
U = 3, Pintégrale

1= *dU _ dU 1

- =) & o™

Les infinis de la fonction % % sont tous simples, ce sont les zéros

de S et les zéros de Q. Nous pouvons donc appliquer a I la formule
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du n° 14, et nous aurons, les intégrales I étant prises entre les points
communs a C et aux surfaces,

@(w,)’yz,h uo)=01 (I’(x?y’z’ L, u)=0:

F.‘.I._Ecrlog;%ﬁ’_:’"’_t‘:»_l"‘_“)S

la somme du second membre s’étendant aux points communs & la
courbe C et aux surfaces Q = 0, S = o, ct ¢ ¢tant en chacun de ces
points le résidu de la fonction

o.(\)=22 1.

Soit A, I'argument d’un point commun & C et & la surface Q = 0. On
a, au voisinage de cette valeur,

U= =a( =Ry u— A+

dU
Y T

et, par suite, le résidu correspondant de @(A) sera
oo= k.

i, de méme, A, est l’argument. d’un point commun a Cet i la surface
= o, et si I'on a, au voisinage de cette valeur,

Si
S =
= a, (=),

on trouvera, pour résidu correspondant,

o, =—h.
Il vient ainsi

dU yeooy Yooy
B1=3 [T = ko — Dhlos s
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Dans le second membre, la premi¢re somme est étendue aux points
communs & la courbe C et 4 la surface Q = o; dans la deuxiéme, aux
points communs 4 C et 4 la surface S = o.

Si l'on passe des logarithmes aux fonctions, on arrive & la formule
suivante :

M3=II

Les produits [ ] s'étendent aux points communs a C et 4 la surface
0

g H (2, y,35¢ @) (P(.z,','y, 3, ¢, llo).
S 0 ®(®,y,5,¢ uy) s ®(z,y,3, ¢t u)

iy

0 = o les produits aux points communs & C et 4 S = 0. On peut
[ 4 k] p 8 p p

écrire plus simplement

N Q — “Q"’(@‘,)’, 5t u)
(6) H,j _AHSQ(w,y, 50 u)

A étant une constante indépendante de .

15. Il est aisé¢ de trouver la condition nécessaire pour que le second
membre soit lui-méme indépendant de u.
Lec numérateur I, ®(x, v, 5, ¢, &) est un polynéme en «, dont les ra-
cines sont celles des équations
<I>(x,,y,,:‘,l,,u)=o, Q(zyy ...y sy u)=o, .

‘9

Lyyoooy Uy Layoonyly; - étant’les coordonnées des points communs &
la surface Q = o et a la courbe C. Ces racines sont donc les valeurs de
u qui correspondent aux surfaces du systéme ®(zx,y, 3, ¢, u), passant
par les points en question.

De méme, les racines du dénominateur Hy®(x,y, 3, ¢, u) sont les
valeurs de u qui correspondent aux surfaces du systéme passant par les
points communs a la surface S = o et a la courbe C.

Pour que le second membre de la relation (6) soit indépendant de
u, il faut ct il suffit donc que les deux séries précédentes de valeurs de
u soient identiques.

Donc :

Le produit des valeurs que prend une fonction rationnelle,



104 G. HUMBERT.

( £, Yy 3y L), homogéne et de degré séro, aux points communs & une

nourbe gauche algébrique, C, et a chacune des surfaces du systéme
®(x,y, 5,1, u) = o, est indépendant du paramétre u, silessurfaces
de ce systéme qui passent par chacun des poinls communs a la
courbe Cet a la surface Q = o sontles mémes que celles qui passent
par chacun des points communs a la courbe et & la surface S = o.

En particulier, le produit restera constant si toutes les surfaces
du systéme qui passent par un quelconque des points communs @ la
courbe C et a Uensemble des dewe surfaces Q) = o, S = o, passent
en méme temps par lous les autres.

Cette proposition subsiste sans modification, quels que soient les
contacts de la courbe C avec les surfaces Q =0, S = o.

III. — ExTtExsiox p'UNE FORMULE DE Jacosi.

16. Pour 'application du théoréme d’Abel aux intégrales multiples,
nous nous appuicrons sur une formule qu'on peul considérer comme
I'extension d'une formule célébre, donnée autrefois par Jacobi, et (ui
jouc en Analyse un role important. Elle se déduit de considérations
analogues a celles dont nous venons dc faire usage.

La formule de Jacobi est la suivante.

Sif(X,Y)=o0ctg(X,Y)=o sont les ¢qualions de deux courbes
planes algébriques, de degrés vespectifs m et n, ct si Q(X, Y) est un
polynéme en X, Y, de degré égal ou inféricur & m + n — 3, on a iden-

tiquement
3 QXY
fiev—figx —

la somme étant étendue i tous les points (X, Y) communs aux deux
courbes f = o, 9 =o0. Jacobi a méme donn¢ un moyen de calculer
cette somme, dans le cas ol le degré du polynéme Q est égal a
m+n— 2.

L'importance de la formule de Jacobi est mise cn évidence par ce
fait qu’on peut, en la prenant comme point de départ, ¢tablir le théo-
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réme d’Abel pour les intégrales de premiére et de troisitme espéce :
c'est la marche qu'ont suivie MM. Clebsch et Gordan.

Cette formule s’étend sans difficulté au cas d’un plus grand nombre
de variables et de fonctions : Jacobi 1'avait observé lui-méme; aprés
lui, Liouville et Clebsch ont donné des démonstrations de la formule
ainsi généralisée, qui, dans le cas des surfaces, peut s'énoncer comme
il suil :

Si f(X,Y,Z)=0, ¢(X, Y,Z)==0, $(X,Y,Z)= o0 sont les équa-
tions de trois surfaces algébriques de degrés respectifs m, net p; si 'on
désigne par A lc déterminant

Ix fv S
9 Py fa
b 4§

et si Q(X,Y,Z) est un polynome cn X, Y, Z, de degré inférieur au
degré de A, c’est-a-dire & m + n + p — 3, on a identiquement

X, Y
Zgz\ =0

Ia somme étant étenduc aux points (X, Y, Z) communs aux trois sur-
faces f=o0, 9 =0, § =o.

17. Que devient cette formule dans le cas ou le degré de Q est su-
néricur ou ¢gal & celui de A? Clest ce que nous allons rechercher, en
examinant méme le cas ou Q est non plus un polyndme, mais une
fonction rationnelle quelconque; nous arriverons ainsi 4 une expres-
sion relativement simple, qui servira de basc & nos recherches ulté-
rieures sur le théoréme d'Abel.

Désignons toujours par C la courbe gauche, intersection compléte
ou partielle, des deux surfaces f(X,Y,Z)=o, ¢(X,Y,Z)=0, de
degrés respectifs m et a.

Soient Q(X,Y,Z) unpolyndme de degré g en X, Y, Z; ¢(X,Y,Z)
un autre polynéme de degré p : désignons toujours par z’, y’, 7', ¢’ les
dérivées des coordonnées z, y, z, ¢ d’un point de la courbe C par rap-

Journ. de Math. (4 série), tome V. — Fasc. I, 188q. 1
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port au paramétre fuchsien A, et considérons I'intégrale

_ Q(X,Y,7)
= [rxr S ihasTm 4%

X, Y, Z étant liés par les relations f = o, 9 = 03 ou, plus exaclement,
X, Y, Z étant les coordonnées d’un point de la courbe C. Si nous ren-

dons cette intégrale homogéne par la substitution de ?, '%, ft a\,Y,Z

et si nous remplagons z, y, 3, ¢ par leurs valeurs en fonction théta-
fuchsienne de A, l'intégrale devient

| = [ Q(r, v, 5,0) .r’t—-.r(’(n
—. q’("',y,5?‘)[/;‘?'3"/._-,(?}] t* o

Dans cette expression, A est un entier défini par la relation

k=q—(m+n+p)+4.

Désignons par O(A) la fonction de A soumise au signe f )

O() = g i

Nous savons (n°3) que la somme des résidus de cette fonction,
dans I'intéricur du polygone fondamental, est égale a zéro.

Les infinis de la fonction @(A) sont de trois sortes :

1° Ceux qui correspondent a un zéro de :[/(.L', ¥, 5. 0), clost-a-dive
les arguments, A, des points communs & la courbe C et & la surface
YL,y 5, 0)=0;

2° Ceux qui correspondent & un zéro de la fonction f,9, — /;9,;

3¢ Ceux qui correspondent & un zéro de ¢, dans le cas oti le nombre &
cst au moins égal & 1, c’est-d-dire si 'ona g2m +n+p— 3.

Soit d’abord A I'argument d'un point de la courbe C situé sur la
surface Y(z, y, 3,1)=o.

Si nous admettons quc cette surface ne touche C cn aucun point,
A est un zéro simple de §(=,y,3,¢) et le résidu r est donné par la
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formule
Q(z,y,3,8) v't—xl 1

"—— r A
fr‘?~ —Jf:% tk Yo'+ 4y -+ i3 EX e

et, d'aprés un calcul déja fait plusieurs fois,

Q(r, ¥, 5 ) r't—al : 1
f,w- —f:0 k-1 %(x’t—-xt’)-{t—%(y’t—yt’)+¢',(z’t—:t’)'

Remplacant z't — xt', y't — yt, z't — 3¢ par les quantités propor-
tionnelles (n° 4)

Sov.— [29) 20 —Seber S — Sy

on trouve

_ Oz, y,5,00  _ Q(X,Y, Z)

p= -

FA(z, 3,5 0) - AX Y, Z)

A étant le déterminant défini au n® 16, et X, Y, Z étant les coordonnées
d’'un des points communs a la courbe Cet ala surface ¢(X, Y, Z)=o.
La somme des résidus de la fonction ®(\), correspondant aux zéros

de Y, est donc précisément égale a la somme cherchée, z%, étendue

aux points communs & la courbe Cet 4 la surface ¢ = o.
Soit maintenant un zéro, A, de f, ¢, — f; ¢,
On a en chaque point de la courbe C (n° 4)

t—xl ylt—yt  St—st
Sre:—Si9y fz‘?x fl‘?« fa?v“‘ y P

Si le zéro, X, de f 9, — f, ¢, n'annule pas x't - xt, c'est-a~dire si
le point correspondant de la courbe C n’est pas le point de contact
d’une tangente paralléle au plan des YZ, il annulera nécessairement
les fonctions f; ¢, — f.9, et foo,. — f/9,. Deux cas sont donc a dis-
linguer : '

1° Le zéro, A, de f; ¢, — f.9, annule 2t — x¢'; la relation

000 = 32 77
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montre que @ reste fini pour cette valeur, et par suite le résidu corres-
pondant est nul.

2° Le zéro considéré annule f£79. — . 0.5 £.9.— f19. 5 fo9, — [, 9
les deux surfaces f:= 0, ¢ = o sont alors tangentes au point corres-
pondant de la courbe C, ou, plus exactement, leur intersection pré-
sente en ce point un point singulier. Ce cas va lui-méme se subdiviser
cn deux autres, selon que le point singulicr de 'intersection sera ou
non un point singulier de la courbe C; ce sera nécessairement un point
singulier de C, si C constitue I'intersection compléte des deux surfaces,
ce que nous allons supposer.

18. Admettons, dans cette hypothése, qu'il s'agisse d'un point
double, A, de la courbe C, de coordonnées a, b, ¢, auquel correspon-
dent les deux valeurs . et w, du paramétre A.

Posons, pour simplificr,

Le résidu 7, de la fonction ©(1), correspondant a l'infini simple v,
sera
. _Q(a, b0 a
* 7 Y(a, b,¢) Ra + R, 0~ R.¢"’

o, Uy ¢ élant les dérivées X, Y, Z par rapport & A, pour la valeur
‘= w: ces dérivées sont proportionnelles aux cosinus directeurs de la
tangente menéc, au point A, & la branche de la courbe C qui corres-
pond & la valeur w du paramétre.
On a de méme, pour lc résidu correspondant 4 A = w.,,

R Q(a, by ¢) ay .
W e by o) R, w1, 6, F e,
d’ot
Qe bo) "’ TR,
Tt 7o, = $(a, b,¢) \R @'+ Ry b -~ R, ¢’ - Roa, -+ R, b, + Ri.c|

Je dis que la quantité entre crochets dans le second membre esl
égale a zéro.
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Soit, en effet, P(X, Y, Z) un polyndme de degré m + n — 4 en X,
Y, Z.

On voit, comme plus haut, que I'intégrale, appartenant a la courbe C,

P(X,Y,Z)
ff\% —ft"?'vd‘(

prise le long du polygonc fondamental est nulle. Cette intégrale peut
s'écrire

‘;("” o) ") (z't—at)d),
et, ¢ n’étant pas en factcur au dénominateur a cause du degré de P, la
quantité sous le signe f n’a pas d’autres infinis que les valeurs de A
qui correspondent aux points singuliers de la courbe C. La somme
des résidus relatifs & ces valeurs est donc nulle. Or, on peut choisir
pour P le premier membre de P'équation d'une surface de degré
m + n — 4, présentant en tous les points singuliers de la courbe C, le

point A excepté, le caractére d’une surface adjointe ('); les seuls infinis
P(x —xt)

ye:—J2 ey
des résidus correspondants étant nulle, on a, comme plus haut,

de la fonction sont alors les quantités p et i, ; la somme

!
o A a a,
“—'ru’*‘ru-_l(a’b’c)(R;a’—f—R},b’ R, ’+R'a'+R'b + Rc¢ )

ct, par suile, on a bien aussi, puisque P(a, b, ¢) n’est pas nul,
ry—=+ry =o0.

Il n’y aurait d’exception que si, dans I'expression de r, + 7, , on ne

%————((a’ : 2 c)), c’est-a-dire si {(a, b, c) était

nul, ce qui, géométriquement, signifierait que la surface ¢ = o passe
par le point singulier. Ecartons ce cas particulier ; nous voyons que, si
la courbe C est I'intersection compléte des deux surfaces f =o, 9 = o,

pouvait pas mettre en facteur

(') Voir, pour la démonstration de I'existence d’un tel polynéme P le Mé-
moire de M. Nother sur les courbes gauches (Journal de Crelle, t. 93).
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il n'y a pas, dans I'évaluation des résidus de ®(1), a tenir compte
L4 " ' U ' ’

des zéros de f,9,— f,%:- .

Si G ne forme pas l'intersection compléte des deux surfaces f = o,
% = 0, nous nous bornerons & faire observer qu'on n’a pas & lenir
compte de ces zéros s'ils annulent en méme temps Q(x, y, 3, ), parce
qu’alors ®() reste fini pour les valeurs correspondantes.

19. Revenant au cas od C est 'intersection compléte des deux sur-
faces f=o0,¢ = o, il résulte de tout ce qui précéde que la somme &
¢valucer, 2 %), ou, en coordonnées homogénes, ;A,-_Q»,—A, étendue a
tous les points communs aux trots surfaces f=o0, p=o0, ¢ =o0,

est égale et de signe contraire a la somme des résidus, correspon-
dant aux zérosde t, de la fonction

_ . Q(r,y,50) xt-—-xt
(7) 0N = yzs, Olfier—faeyl

ol I'on suppose les coordonnées de la courbe f =0, ¢ = o exprimées
cn fonction thétafuchsienne d'un paramétre A,
Rappelons que m, n, p, g sont les degrésen X, Y, Z de /, 3, 4, Q
ct qu’on a
h=g—(m+n+p)+4.

Pour arriver & ce résultat nous avons di faire plusieurs hypothéses,
dont il est ais¢ de nous débarrasser.

Nous avons admis que la surface ¢ = o ne touchait pas la courbe C
ct ne passait par aucun des points singuliers de cette courbe.

S’il en est autrement, désignons par z, y, 3, ¢ les coordonnées d’un
point de contact de { = o et de C, ou celles d’un point double de C
par lequel passerait la surface § = o. Il est clair qu’en ce point le dé-
terminant A s’'annule; de plus, deux des points communs aux trois sur-
faces f = 0, 9 = 0, ¢ = o étant confondus avec le point z, y, z, ¢, deux

des termes de la somme 2 —QA- deviennent infinis, et cette somme est

indéterminée.
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Mais, si nous supposons que la surface § = o dépende d’un paramétre
variable, le théoréme précédent s’appliquera lorsque cette surface,
par exemple, sera sur le point de toucher la courbe C, et il restera

vrai 4 la limite, lorsqu’elle touchera cette courbe; la somme Z %, dont

deux termes tendent vers I'infini, aura ainsi une limite bien détermi-
née. Il en sera de méme si la surface § = o vient a passer, en variant
d'unc maniére continue, par un point multiple de C.

1l faut seulement que la surface mobile, § = o, ne passe pas con-
stamment par un point multiple de C, et ne touche pas constamment
cette courbe en un méme point.

Remarquons enfin qu'il n’est pas nécessaire, pour qu’on puisse ap-
pliquer la formule précédente, que les surfaces f=o0, ¢ = o se cou-
pent suivant une courbe indécomposable : si ces surfaces se coupaient
en cffet suivant plusieurs courbes distinctes, on pourrait modifier in-
finiment peu leurs cocfficients de fagon a rester dans I’hypothése d’une
interscction indécomposable, ct le théoréme serait applicable. II res-
tera donc a la limite, puisqu'il conduit & une formule parfaitement dé-
terminée; seulement il faudra former autant de fonctions O() qu'il
y a de courbes distinctes dans l'intersection des deux surfaces, ct
faire la somme des résidus de toutes ces fonctions pour tous les zéros
de ¢.

20. On peut, dans certains cas, transformer ce résultat, pour lc
présenter sous une forme plus simple.

Soit A, un zéro de ¢, ¢’est-a-dire 'argument d’un point a 'infini sur
la courbe f = o, 9 == 0. Le résidu correspondant de ©(A) est égal, au

facteur ;';;. prés, a la valcur de l'intégrale fO () d\ le long d’un petit
contour entourant le point A,. Effectuons un changement de variable,
cn prenant pour nouvelle variable, a la place de A, la quantité 'ti’ et

posons

&1
i
{\'

Soient 0, 1, §, les valeurs de 0, v, { pour A =1,; l'intégrale pré-
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cédente peut s’écrire

/@()x)d)\:/@(?\)(égj db,
@

. o/
¢'est-a-dire

— Q(l’rl, rl’ e) tz"tq(l‘" .'I?’ mq-p-'n—”—.k‘-, (
f@<l)d)\ T (5,1, 8,0) faer— fron Ca— 2"t 0% b,

ou, en simplifiant et remarquant que A = ¢ — (m + n + p)+ 4.

~ — Q(l,'ﬂ,z,o) fl_(.’.
Jedn= fqa(-,r.,c,ﬁ)[/;w':——fé?'n] b

1

Si A, est un zéro simple de ¢, pendant que la variable A déerit un
conlour autour du point A, la variable 0 décrira une fois un contour
autour du point 6 = o, et, par suite, le résidu que nous cherchons sera

" . | o "
¢gal au produit de — par la valeur de I'intégrale dusecond membre le

long d’un pelit contour entourant le point 0 = o, les fonctions v, et J
étant définies par les équations

S(,1,80)=0, %(1,10,80)=0o0,

et ayant les valeurs initiales %, ct {, pour 0 = 0. On peut donc dire
que le résidu cherché est le résidu de la fonction de 0

S S
Y [fage— R ?”
pour 0 =o, 7 et { étant définis comme on vient de T'expliquer. Ce

résidu est évidemment égal au coefficient de 0~ dans le développe-
ment, suivant les puissances croissantes de 0, de la fonction

-9
YL/ner—Jegnl
c’est-a-dire a 'expression

—1 _d‘;‘[ Q(s,+,8,0) ]
2. (k—1) do%=1 | §(1, 7, 5 0) [ fner—JSienl )

ou l'on a fait 6 = o.
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Nous sommes ainsi arrivé 3 la formule suivante :
y e . . .
Soent trots surfaces algebrlques,

f(x,,y9zat):07 ?(.’l‘,)’,z, t):o, \!J(I,)’, Sy t>=0’
de degrés respectifs m, n, p; soit de plus Q(x,y,3,1) un polynéme
homogéne en x,y, 3, t, dont le degré q est supérieur ou égal a
m+n+ p—3, et soit posé

k=qg—-(m+n+p)+4.

Désignons par Ale déterminant

L fy 1
b 4 i
Q

La valeur de la somme 2 jioiy’ ¢tendue d tous les points communs

aux trois surfaces [ = o0,% = 0, Y = o, est donnce par la formule:

R \? Q — I (_1‘__1 Q(""n C30)
(8) Z T8 Tt (k—1) dd dO51 [q,(n,r,,g,e)[f,;qu_fg?',,]Jo'

Dans le second membre, la somme s’étend a tous les points
’: . . _ . s Yy z U
Uinfini de la courbe f = o, p =03 0,{, 0 désignent == et

sont considérées comme des fonctions de 0 définies par les équa-
tions

S(1,1,8,0) =0, 9(1,m,%,0)=o,

et, dans la dérivée d’ordre k — t calculée d'aprés ces bases, on fail
finalement 0 = o.

On suppose toutefois que la courbe f =0, 3 = o ne touche pas le
plan de I'infini.

Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. I, 188qg. 15
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21. Remarque 1. — Dans cet énoncé, nous n’avons pas laissé sub-
sister la restriction faite plus haut que la courbe commune aux surfaces
Jf=0, 9= o0 estindécomposable : si en effet les deux surfaces se cou-
pent suivant plusieurs courbes distinctes, modifions infiniment peu
leurs coefficients de maniére qu’clles se rencontrent suivant une courbe
indécomposable; le théoréme cst alors applicable, et il est clair qu'il
reste vrai & la limite, puisque la formule continue & se présenter sous une
forme bien déterminée. Seulement il importe d’observer que la somme

0 - . » ] ) M
2 =y ainsi calculée s’élend a tous les points communs aux surfaces

f=o0,9=o0, =0, et qu'clle ne serait pas vraic si on I'appliquait
seulement aux points communs a la surface ¢ = o et & une partie de
I'intersection des surfaces f= o, ¢ = o.

22. Remarque Il. — La formule sc présente sous une forme non
symétrique par rapport aux fonctions f, ¢ ct ¢ : il est clair qu’elle peut
prendre deux autres formes, par la permulation entre eclles de ces
fonctions. Dans chaque cas particulier, on choisira ainsi la forme la plus
commode pour le développement de la dérivée d’ordre A — 1.

23. Remarque III. — Sile degré de Q est inféricur ou égal a
m—+n+p—Ai,

k est négatif ou nul, et ¢ ne figure plus en dénominateur dans O(X ) :

il n'y a donc pas de résidus correspondant aux zéros de ¢, et la somme
FARtS

Z k ~— ¢tendue aux points d'intersection des trois surfaces f= o,

2 =0, y =0, est nulle. C'est le théoréme de Jacobi, Liouville et

Clebsch.

24. Remarque IV. — Si Q est de méme degré que A, c'est-i-dire
de degré m + n + p — 3, on aura k =1, ct la formule devient

22_2 Q(',‘G»C,O\
A7 L (1,7, 8, 0) [fnor—Si9n]

29_2 zQ(z,y.3,0)
AT '4'(-”:}', "'7‘)[.[)‘?-‘ - I°,

ou, si 'on veut,
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la somme du second membre étant étendue aux points & l'infini de la
courbe f=o0, ¢ =o.

Cette somme nc dépend que des termes des degrés le plus élevés en
x,y, 5 dans les polyndmes f, ¢, ¢ et Q, c’est-d-dire des courbesa I'in-
fini sur les surfaces f =0, 9 = 0,y = 0, Q = o0; clle ne change donc
pas si 'on remplace ces surfaces par des surfaces qui leur soient respec-
tivement asymptotiques.

3. Remarque V. — On voit de méme, en géncral, que la somme
E Z’?:QT&’ étenduc aux points d’intersection des trois surfaces f= o,

5 = 0, $ = o, ne change pas si I'on remplace £, ¢, et Q respective-
ment par [+ & f; 0+ tho s b+ £, 5 Q + Q45 /1, 94y $4) Q, étant
des polynomes quelconques de degrés respectifs m — k, n — k, p —k,
g — k; car, dans la dérivée d'ordre k — 1 qui figure dans le second
membre de (8), £, %1, 41, Q, et leurs dérivées n'apparaitront que
multipliés par des puissances de §, ct par suite nc subsisteront plus
dans I'équation quand on y fera § =o.

26. Remarque VI. — La forme de la fonction O(A)

) — ' ,Q _ 't—al
0( ) '{'(fr?: —f:"?_y) tk

montre que les résidus par rapport aux zéros de ¢* seront tous nuls, non
sculement si Q est divisible par ¢, ce qui est le cas de la Remarque 111,
nais encore si % reste fini pour les points de la courbe f=o0, ¢ = o,

situé¢s dans le plan de l'infini, 7 = o. Donc :

o - 4 ’ . . .
La somme 2 —,;?,Llﬁ ), étendue aux points d’intersection
1A (e, v, 5,0)

des trois surfaces f=o, p=o0, $=o0, est nulle si la fonction
O(x, v, 3,¢) n . g .

—\_Z':Tfl’—-f’_— reste finie pour les points a Uinfini de la courbe com-
mune a deux de ces surfaces, en désignant par p. une fonction linéaire

(uelconque de ., y, 3, ¢, introduite pour’homogénéité, et ne s’annulant
en aucun de ces points.
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27. Laformule du n° 19 est susceptible d’une extension importante,
a laquelle on arrive par I'application des principes employés plus haut.
Si I'on part en effet de l'intégrale, appartenant toujours a la courbe
S=o0,9=0,
I = Q(X,Y,7) X
J XY, 2)[fvy — fagy] RETE....

Q ¢élant un polynome de degré ¢; R, T, ... des polynémes dc degrés
rys,...cn X, Y, Z, on voit qu’en la rendant homogéne et ¢n substi-
tuant & x, y, 3, ¢ leurs valeurs en fonction thétafuchsicnne de A, clle

prend la forme
1= [ Q x't—xt d_l
— Ve =gy BETEL

étant posé
h=q+4—(m+n+p)y—(ar+Bs+...).

Le facteur ¢ ne figurera pas au dénominateur si I'on a A <o, c'est-
a-dire si
m+n+p+ar+3s+...2¢+ 4%

Cela posé, on voit, comme plus haut, que la somme des résidus,
dans le polygone fondamental, de la fonction

xr't— .zl

(9) (k)= .;,(f;?':gf:' o) RaTa.. ¢’
est nulle, et qu'iln'y a pas licu de tenir compte de ceux qui provienncnt
des zéros de f,9,— f,¢,, pourvu toutcfois qu'aucune des surfaces
¢=o0;R=0;T=o0;...; =0 ne passe par un point singulier de la
courbe f=o0,% =o.

Le résidu de ©(1) pour un zéro de ¢, correspondant & un point
T, ¥, 3, t de la courbe f=o0, 9 = o, est, d'aprés le calcul du n 17,

¢gal &
Q

ARTH...’
On a donc la relation

(10) EK% +zpn+zp.,+...=o,
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la premiére somme s'étendant aux points communs aux surfaces f = o,
¢=0,¢=0; 29"’ Ep.,, ... désignant les sommes des résidus de la

fonction ®(X) par rapport aux zéros de R, T, ..., ¢

Si l'on supposc « = 3 = ... =1, et si k est nul ou négatif, la for-
mule devient

Q Q. Q _
(1) DT ¥ 2EaiT . T AER S T =0

A/ désignant toujours le déterminant dont les lignes sont les dérivées

fob. ) gn !
particlles de f, 9, ¢ par rapport 4 &, y, 5. La premiérc somme s’¢tend
aux points communs aux surfaces f=o, $ =0, ¢ = o0; la scconde
aux points communs a f= 0, = 0, R = o, et ainsi de suite.

28. Remarquel. — Laformule (10) montre que la sommczﬂp—%—pjt

cst nulle si ®(A) n'a pas d’autres infinis que les zéros de ¢ et ccux de
Sy9: — [. %y, c'est-a-dire si la surface Q = oaun contact d’ordf‘eof —1
avece la courbe f=o0, ¢ = o, en tout point de cette courbe situé¢ sur
R = o3 un contact d’ordre § — 1 en tout point situé sur T =o, .
un contact d'ordre & — 1 en tout point situé sur ¢ = o, [k 21].

. . \‘ 13 . - Q
D’une maniére plus précise, on peut dire que la sommez ARETE
¢tendue aux points communs aux surfaces f=o0, 9 =0, ¢ ==0 esl

: : Q . : ‘
nulle, si la fonction RETE, 160 reste finie pour tous les points de la

courbe f = o, 9 = o situés sur les surfaces R =0,T=0, ..., t=0,
w ¢tant une fonction linéaire de 2, y, z, ¢, introduite a une puissance

convenable pour I’homogénéité, et ne s’annulant en aucun de ces
points.

29. Remargque I1. — Si, dans ce qui précéde, on remplace le poly-
néme Q par un polyndme de méme degré, Q,, de la forme

Q=Q+Af+Bo+Cy,

A, B, C étant des polyndmes entiers, la somme EW?I‘—'#_’ étendue
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aux points d'intersection des surfaces f=o0, ¢ = o, ¢ = o, scra égale
A la somme analogue, ol Q, est remplacé par Q.

Elle aura encore pour valeur la somme, changée de signe, des rési-
dus par rapport aux zéros de R, S, ..., ¢ de la fonction

— Q+Af+Bo+Cy x't—zt
e,N)= TY(fye. = fl9,)  RETR.. &

Q+Af+By+Cy
RET3. .. thpt
les points de la courbe f= 0, 9 = o, et en particulier si

Q-+ Af+ By~ CY,

est divisible par R*T®... ¢

Ille sera nulle sila fonction

reste finic pour tous

IV. — APrpPLICATION AUX INTEGRALES MULTIPLES DU THEOREME D ABEL.

30. Soit f(X,Y,Z)=o0 Péquation d'unc surface algébrique de

degré m; considérons l'intégrale double, appartenant a cette surface,

J= [ (QUX,Y,Z) dNdY
“JJ ST S

Soient maintenant deux systémes de surfaces algébriques :
o(X,Y,Z,u)=o, (\,Y,Z,¢)=o0,

dont les équations, de degrés netp en X, Y, Z, renferment respective-
ment deux parametres, u et ¢.

Deux surfaces voisines du premier systéme et deux surfaces voisines
du second découpent sur la surface fixe, f(X, Y, Z)= o, des quadri-
latéres curvilignes infiniment petits, dont le nombre est égal a celui des
points de rencontre des surfaces f=0,® =0, ¥ = o, c'est-a-dire &
mnp.

Si l'on fait varier la deuxieme surface du systéme u, en laissant la pre-
micre fixe, ct si 'on fait de méme varier la deuxi¢me surface du sys-
téme ¢, les quadrilatéres découpés prendront des dimensions finies : le
probléme que nous nous proposons est d’é¢valuer la somme algébrique



SUR LE THEOREME D’ABEL. 119

des valeurs de I'intégrale J, prise dans tous les quadrilatéres ainsi dé-
termings.
Soient

o(X,Y,Z,u)=o, o(X, Y,‘Z,u +du)= o,
¥v(X,Y,Z,¢v)=o0, ¥(X,Y,Z,v+do)=0

les équations de deux surfaces voisines du systéme z ct de deux sur-
faces voisines du systéme v. Transformons I'intégrale J en prenant pour

variables u ct v & la place de X, Y.

Il faut, pour cela, remplacer dX dY par z‘; : ;'1, H désignant le ja-

cobicn de « et ¢, considérés comme fonctionsde X et Y.
Or on a les relations

F(X,Y,Z)=o,
‘I)(X, Y, Z, u): o,

v(X,Y,Z,¢)=o,
d'otr
o v . Of o oy

oY Jd
‘—,de—*— ................ _—%du,
g%'dx-.u ................ =_-glfdo.

Silon tire dZ de la premiére de ces équations pour le porter dans
les deux autres, on trouve

o of b df 0 of e o ;o 0% if
[xaz*azat\*]dx““[awz*ozzﬁ]“——wazd“’

¢t une ¢équation analogue pour dy.
o]

du du Oy Oy

Ces relations donnent 5=, =< 5> 5 etl'on a, par suite,

H du dv dv du

X oY ~ 9X 9Y
l (oq» of o df) (o_w of v gi)_ (ow of v df\) (aq» o ovof

oX 0L~ 9Z 9X)\0Y 0Z ~ 0Z oY) \0X 9Z ~ 9Z 9X/\aY

0X 0L ~ 0% oX
b gV Iy
du 9v dZ)
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c'est-a-dire

A
H=g@wovy
du ov 02
en posant

of of of

0X 9d9Y JZ

A—| 92 0% o0

10X odY JdZ

av v v

oX oY JZ

1.’élément de I'intégrale double J devient ainsi

QadXdY _ Q dudv
S fi " 8f; A
med| g ov a7
du dv 0L

La somme de ces éléments dans les quadrilatéres infiniment petits
découpés sur la surface f = o par les quatre surfaces considérées a donc

pour valeur
9% IV of

dudozsfln d()u dv dZ_

Au lieu de considérer la somme de ces él¢ments, considérons leur
somme algébrique, en supprimant le signe mod ; nous aurons alors &
évaluer I'expression

Q v ov
du d"z SA du o’

la somme s’étendant a tous les points communs aux surfaces / = o,
® = o, ¥' = o; et par suite, la somme algébrique des valeurs que prend
I'intégrale J dans les quadrilatéres curvilignes compris sur la surface
[ = o, entre les surfaccs

o(X,Y,Z,u,)=o, o(X,Y,Z,u)=o,
(X, Y,Z,¢,)=o0, IF(X$ Y,Z,¢)=o,
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aura pour expression
a® ¥

(r2) ffdud Zﬁdu %,

la somme s’étendant aux points communs aux trois surfaces
/=o, ®(X,Y,Z,u)=o, v(X,Y,Z,v)=o0.

Comme nous I'avons fait observer, c'est 1 'expression de la somme
algébrique des valeurs de l'intégrale J; pour préciser, on peut dire que,

dans cette somme, chaque élément de I'intégrale J ?. dXdY figure,

9% oW df
multipli¢ par (—1)d« o oz

ol. Dans la nouvelle intégrale double (12), en u et¢, entre unce
somme de la nature de celles que nous avons étudiées précédemment.

Cette somme est unc fonction symétrique des coordonnées des points
communs aux surfaces f=o0, ® =0, ¥ =o0: c’est donc unc fonction
rationnelle de « et ¢.

L. 'intégrale double K est donc de la forme

“M(u, )
f N ~——dude,

M et N ¢tant des polyndmes entiers. Cette intégrale ne peut donc, en
général, sc ramener aux fonctions rationnelles et logarithmiques,

comme dans le cas d’unc seule variable.
Unc ¢tude approfondie des différentes formes dont elle est suscep-
tible sortirait du cadre du présent Mémoire, et nous nous réservons de
revenir plus tard sur ce point; nous nous contenterons de signaler ici,

en raison de leurs applications géométriques, quelques cas particuliers
trés étendus ou l'intégrale K se présente sous une forme simple.

32. Supposons d’abord que les systémes de surfaces ® = o, ¥' =0
soient deux faisceaux ponctuels, et posons

®(X,Y,Z,8)=8,(X,Y,Z) +u®,(X,Y,Z),
Y(X,Y,Z, 0)=V,(X,Y,Z) + o ¥, (X, Y, Z).

Journ. de Math. (4 série), tome V. — Fasc. I, 1889, 16
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K =ffdudvzgg-§ﬂ,

lasomme 2 s'étendant aux points communs aux surfaces f = 0, ® = o,
¥ =o.
Soient toujours m, n, p, g, s les degrés,enX, Y, Z,de f, @, ¥, Q, S.

On aura

@, W, . : ,
La somme E%—-’ devient, en coordonnées homogénes,
Qe,v,
Ztk—'SA’

k=qg—s—m-+4.

¢tant posé

Nous distinguerons deux cas, selon que k est ou n’est pas supérieur
A zéro.

1° Soit d’abord £<o.

D’aprés les propositions du n° 28, la somme précédente sera nulle
si la fonction

(13) Qe ¥: 7

S =‘,.Ix

reste finie en tous les points de la courbe f=o0, ® = o, situés sur la
surface S = o; . désigne une fonction linéaire quelconque de «, y, =,
{, ne devenant pas nulle en ces points, et A est défini par la relation

h=m+n-+p—Ai.

A fortiori, la somme dont il s’agit sera nulle si la fonction (13) reste
finie cn chacun des points de la courbe commune aux surfaces f= o;
S = o: cette condition est plus avantageuse a ¢tudier que la précédente,
parce que la courbe f = 0, S = o est une courbe fixe, indépendante des
paramétres u et ¢.

Seulement, il importe de remarquer que p. est alors une fonction
linéaire de z, y, 3, t, qu'on devra faire varier d’un point i I'autre de
cette courbe, de telle facon qu’elle ne s’annule pas au point de la courbe
que 'on considére.
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Posons, pour abréger,

F(z,y,5,t)= Qq”:;’t—k,

ct supposons que 1'on ait
S = R*TH....

Imaginons que les coordonnées d'un point de la surface f = o soient
exprimées en fonction de deux paramétres, o et w; $(z, y, 2, ) devient
alors une fonction (o, w).

g (o, w)
RaTB. ..
point, de paramétres w,, g, situé sur la surface R = o.

Si ce point est un point ordinaire de la surface /= o, et si la surface

It = o ne la touche pas en ce point, on aura, au voisinage des valeurs
Wy, G :

Cherchons d’abord & quelles conditions restera fini en un

R(w,s)=w(w —w))+ (e —0))+ (0 —w,)+...,

-\ et ¥ n'étant pas nuls & la fois.
Si les surfaces T = o, ... ne passent pas par le point considéré, il

faudra, pour que s— reste fini pour © = ,, ¢ = g, que l'on ait,

pour ces valeurs,

, oF 0%

5(0),0'):0, 6;-: y E:o, ey
g P F 013
——()w“" =0, 0——w°‘-'dc =0, ceny —dc“" = 0.

Si la surface R = o touche au point w,, o, la surface f =o, ou,
plus généralement, si la surface S =o0 a en ce point, avec cette der-
niére, un contact d'ordre ! —1 (! étant supérieur & «), ce qui sc
présente notamment aux points communs & f= o et 4 deux des sur-

. ¥ . .
faces R=o0, T=o, ..., il faudra, pour que fate ** reste finiau point
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considéré, ajouter aux équations qui précédent les suivantes :

*F __ 0*F
5;;-— 0, ey 5;;——0,
........ , . ceeeeay
13 -7
Jol 1 = 0, ey =T = 0.

Comme la fonction g ne s’annule pas pour w = ©,, ¢ = g,, il faut évi-
demment que ces conditions soient vérifiées par la fonction Q®, ¥, ¢~
qui figure au numérateur de §; géométriquement, d’apres la théorie
du contact, cela revient & dire que la surface Q®, W, ¢* = o passe par
’ q 2 %2 p P
la courbe commune aux surfaces f = 0, S = o, et que, si en un point
) b q b p
de cette courbe la surface S = o0 a un contact d’ordre I -1 avee la sur-
face f = o, la surface Q®,¥,1~* =0 a, au méme point, avec cette
2 ]

derniére, un contact d’ordre supérieur.

La surface Q®, W, #* = o se décomposant cn surfaces distinctes, il
suffit que la condition précédente soit remplie par I'une d’elles, et en
particulier par la surface ®, ¥, = o.

2° Soit maintenant A > o. La somme ZQ

nées homogénes,
O QP Vs
Z Sy ¢k-1?

ct I'on voit comme précédemment qu'elle sera nulle st la fonction

L2

9 4 .
22 g’écrit, en coordon-
SA !

(14) AL

RYL f"h

reste finie en tous les points de la courbe commune 4 la surface /== o
ct a la surface St*= o.

On arrive ainsi & un résultat semblable & celui que l'on a trouvé
plus haut, cn ayant soin de traiter le facteur # qui figure au dénomi-
nateur comme on a traité les facteurs R, T8, .. ..

33. Toutes ces conséquences peuvent se résumer cn unc formule
simple.
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Soit I une intégrale double abélienne appartenant & une surface algé-
brique, f(X,Y,Z) = o, de degré m,

I=ff§9f—z,dXdY,

Q ct S étant des polyndmes de degrés getsenX, Y, Z.

La somme algébrique des valeurs que prend l'intégrale I dans les
polygones curvilignes découpés sur la surface f= o par deux surfaces
quclconques d'un premier faisccau ponctuel de degré n, et deux sur-
faces quelconques d’un second faisceau de degré p, est égale & zéro si
I'on peut trouver une surface ®, = o du premier faiscecau et une surface
¥, = o du second, telles que la fonction

Q®, W,
w tk lJ-h

reste finie en chacun des points de la surface f = o situés sur les sur-
faces s = 0, I = o, étant posé

k=q —s —m+4,
h=m+n+p —4.

Dans cette fonction, i désigne une expression linéaire quelconque
en &, y, 5, I, introduite pour I'homogénéité, et qu’on choisira de ma-
nidre 4 ne pas s’annuler au point de la surface f= o que I'on consi-
dérera.

Géométriquement, cette condition est équivalcute a la suivante : il
faut qu'on puisse trouver unc surface @, = o du premier faisceau, ct
une surface ¥, = o du second, telles que la surface ®,¥,= o passe
par tous les points de la surface f = o situés sur la surface S¢¥=o, et
qu’elle ait avec f= o, en chacun de ces points, un contact d’ordre
supéricur a celui des surfaces f= o0, S#* = o au méme point.

34. On peut encore transformer ce résultat pour lui donner une
forme identique a celle du théoréme du n° 6, relatif aux intégrales ab¢-
liennes simples.
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A cet effet, soit I, une intégrale double abélienne de la forme

1.=ff‘sl:d.‘<d¥,

(Q, et S, étant des polyndmes en X, Y et Z, de degrés ¢, et s,, et
X. Y, Z élant liés par I'équation f(X,Y,Z)=o.
Cherchons & déterminer les infinis de I'intégrale I,. A cet effet, rem-

[/ ‘-T .'Y <~ - o
placons X, Y, Z par 5 ;> 75 et supposons , ¥, 3, £ exprimés en fonc-

tion de deux paramétres, o et w. 11 vient

wer [0 (0]

dw de ds dw

ce (ui s'éerit

t do Y ow o0 Yo Jds ds

’K({\.ng[to_x "dt][tdy ()t]_[,gi_;vgi][tdr ydt

¢est-d-dire
xc oy 0
dr dy Jt
do't:[(l) 6(; &l-, 'd—(-l-) .
dr dv d¢
95 03 09

(13) dXdY =

On a dailleurs

1
O = R a0,

Ces expressions montrent que les infinis de I'élément différentiel de
I'intégrale I, sont les points de la courbe f=o, S, (% ***=o.

Nous dirons que cette courbe, ou une portion de cette courbe, est un
infini d’ordre ! pour I'¢lément différentiel si la surface S#4—4+% = o a,
le long de cette courbe, avec f= o, un contact d'ordre I — 1. Ainsi,
cn géncral, le long de la courbe a l'infini sur la surface f = o, I'élé-
ment différentiel sera infini d'ordre ¢, — s, + 3.

Dans le cas ou f; figure au dénominateur de I'élément différentiel, il
est ais¢ de voir que, le long de la courbe f=o, f; = o, I'élément dif-

do 7 Ju

]

|
{



SUR LE THEOREME D’ABEL. 127

férentiel ne devient pas infini, parce que le déterminant qui figure dans
P’expression (15) s'annule en tousles points de cette courbe qui ne sont
pas des points singuliers.

Ainsi, en revenant aux notations des n°* 30 et suivants, 'élément
différentiel

Q
S/ dXdY
devient infini le long de la courbe S¢#-"+* = o, c’est-d-dire de la
courbe St*=o0; il devient en outre infini aux points singuliers de la
surface f = o.
Si maintenant on se reporte & la proposition du n° 33, on voit qu’elle
peut s’énoncer ainsi :

I. La somme algébrique des valeurs que prend une iniégrale
double abélienne appartenant a une surface algébrigue

S(X,Y,Z)=0,

dans les polygones découpés sur cetle surface par deux surfaces
quelconques d’un premier faisccau ponctuel et deux surfaces quel-
conques d’un deuxiéme faisceau est égale a séro, s'il eriste une
surface £, formée par I’ensemble d’une surface du premier fais-
ceau et d’une surface du second, passant par tous les poinis de la
surface f = o, qui rendent Uélément de ’intégrale infini, acec la
condition d’acoir avec la surface f=o, en tout point de cetle sur-
Sface qui est infini d’ordre 1 pour Uélément de U’intégrale, un con-
tact d’ordre l —1.

De plus, quand I'intégrale est sous la forme f f % dXdyY, il n’y

a pas, dans I'énoncé précédent, a tenir compte de ceux des infinis de
I'élément différentiel qui annulent f;, méme s'ils correspondent & des
points singuliers de la surface /= o.

Dans le cas ou les surfaces @ == o, ¥ = o forment deux systémes
algébriques quelconques, il faut que la condition précédente soit rem-

. . . ®
plie, quels que soient les paramétres u et o, par la surface o0r oW _ o,

du dv
comme le montre la formule (12).
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35. On peut signaler, en raison de l'intérét géométrique de ses ap-
plications, un nouveau cas particulier, o la somme algébrique des
intégrales doubles I, au lieu d’¢tre nulle comme dans I’exemple précé-
dent, s'exprime en fonction rationnelle et logarithmique des para-
métres u et ¢.

Soit, pour fixer les idées, I'intégrale

1_ f Q axay,

ot le degré de S(f' est égal & — 35 et soit posé
S=ReT"....

Lis infinis de I'¢lément différentiel sont les points communs & /= o
cl aux surfaces R =0, T=o,....

Imaginons que, parmi les surfaces de I'un des faisceaux séeants, il en
existe unc passant par les courbes d’intersection de f= o et des sur-
faces R =0, T =o, ..., soit par exemple

®,=Af+DRT....

Nous ne supposons pas que cette surface ait avec /= o, lc long de
ces courhes, des contacts d'ordre plus ou moins ¢levé, comme on I'ad-
mettait dans le théoréme précédent.

L'intégrale K est ici

K= ffdud EQ—W’HT— _f[(ludvz Iii*'(\:“: ‘B..A.

Nous avons supprimé au numérateur de la somme £ le terme A f,
parce que la somme s'étend aux points communs aux trois surfaces
f=o,(D.+u(I>,=o, ¥, + oW, =o0. '

La proposition que nous allons établir est (ue I'intégrale K est une
fonction enti¢re de u, et une fonction rationnelle et logarithmique
de ¢.

On a, en effet, en remarquant qu’en vertu de I’hypothése faite sur le

degré de (; le numérateur de la quantité sous le signe X est de degré
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inférieur au dénominateur et en appliquant la formule (10) du n° 27,

ARB:,I;,’p_ + 2 pr+ 2 prt...=0,

Sop Spry ... désignant les sommes des résidus, par rapport aux zéros
de R, T, ..., de lafonction

— Qv,B ’L"l;-.l‘t'
o) = (f¥y—f V) [P+ u®,] Ra-1TB-1,

Dans cette fonction, x, y, 5, ¢ sont les coordonnées, cxprimées cn
fonction thétafuchsienne de A, d’un point de la courbe f=o0, ¥ =o.

Si 'on remarque maintenant que @, s'annule pour les points de cette
courbe situés sur les surfaces R =0, T = o, ..., on voit que dans les
résidus de ®(A) par rapport aux zéros de R, T, ..., u ne figurera pas
au dénominateur, car il n’entre, au dénominateur, que dans des puis-

sances de la fonction

1 . . . .
, int commun a li
P fonction prise en un point commun a k

courbe f =0, W=0 et & I'une des surfaces R=o0, T =0,

Comme pour ces points @, s’annule, # ne figurera pas au dénomina-
teur,

On voit ainsi que la somme

Qv,B
ARFTTRT,

qui cst une fonction rationnelle de « et de ¢, est une fonction entiére

de u. Il serait aisé de préciser son degré cn «; nous en donnerons des
cxemples dans les applications.

Cette fonction cst donc de la forme
Fo(0) + ud, (v)+ ud,(v)+. ..,

%, %, ... étant des fonctions rationnelles de ¢. On a donc

K= ffdudo[f(o)+af(o)+ 1
=(u—-u.,)f:?

ce qui démontre la proposition énoncée.

Journ. de Math. (4 série), tome V. — Fasc. I, 188g. 17
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Dans le cas ou la surface du sccond faisccau ¥, = o passe égale-
ment par les courbes situées sur f= o rendant 'intégrale I infinic, on
voit de méme que K est une fonction entiére de ¢; cette intégrale est
alors fonction enti¢re des paramétres u et e.

On aurait un résultat analoguc si S_‘(\;" ¢tait de degré supéricur & — 3.
Nous pouvons donc ¢noncer la proposition suivante :
II. La somme algébrigue des valeurs que prend une intégrale
8 q 2
double abélienne, appartenant ¢ une surface f(X,Y,Z2)= o, dans
’ . . y Ly ’
les poly gones découpés sur cetle surface par deux surfaces quel-
= o o
conques d’un premier faisceau ®,+ u®,= o, et deur surfaces
quelconques d’un autre faisceau, U, + ¢ W, = o, est une fonction
entiére du paramelre u et une fonction rationnelle et lo «ramlhmzqut'
du paramétre ¢, si la surface ®,= o du premier faisceau passe
!
par tous les points de la surface f= 0 qui rendent Uélément de
Pintégrale infini.
Si la surface W, = o du second faisceau satisfait également & la
2 o g o
méme condition, la somme précédente est une fonction enlicre des
deux paraméires u et ¢.

36. On a un résultat semblable dans le cas ou les surfaces ® = o,
¥ = o forment deux systémes algébriques quelconques.
La somme des intégrales I sera une fonction enti¢re de « et une

. . . . b
fonction rationnclle et logarithmique de ¢ si la surface %

quel que soit u, par tous les points rendant I'élément différentiel infini.
Si® = Auf + Bur™ + ... + Ku + L, il faut pour cela que les sur-
faces A = o0, B =0, ..., K = o passent par ces points.

= 0 passc,

V. — LE THEOREME D’ABEL POUR LES INTEGRALES DE DIFFERENTIELLES
TOTALES.

37. Soit toujours f(X,Y,Z)= o I'équation d’unc surface algé-
brique de degré m; considérons l'intégrale, appartenant & cetic sur-

face,
_ [[AUX,Y,Z) R(X,Y,Z)
I_fS(X Y, Z)dx T(X)Y, L)dY
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Q, R, S, T étant des polyndmes de degrés ¢, 1, $, ¢, et les fractions

rationnelles T, & satisfaisant 4 la condition d'intégrabilité

S'T
59)-%0)

On suppose, dans cette intégrale, que Z est unc fonction de X et Y,
salisfaisant a I'équation £ (X, Y, Z)=o.
Cela posé¢, soient deux systémes de surfaces algébriques

(I’(\'a Y, Z, ll) =0, IF(X9 Y, Z, "') =0

dont les équations, de degrésm et p en X, Y, Z, renferment respective-
ment deux paramétres ¢ ct ¢.

Considérons deux surfaces du premier systéme, correspondant aux
valeurs u, et 4, du paramétre «, ct de méme deux surfaces du second,
correspondant aux valeurs o, et ¢, ; proposons-nous d’évaluer la somme
des intégrales I, dont les limites inférieures sont les valeurs de X et Y
(ui correspondent aux points communs a f = o et aux surfaces de pa-
ramétres u, et ¢y, et dont les limites supérieures sont les valeurs de X
et Y correspondant aux points communs &4 /= o ct aux surfaces de
paramdétres u, et v,

Soient « et ¢ des valeurs des paramétres, comprises respectivement
entre a, et u,, ¢, ct ¢ transformons I'intégrale [ en prenant pour
variables w et ¢ & la place de X et Y.

On a les relations

f(‘yY,Z\’=O' @(X,Y,Z,u):o, ‘F(XvY’Z7V)=U;

d’on

of of 9 47

ob o
a—x‘dx-}-c..............—"&: u,
dqﬁ o‘l’.
‘Txdx-# == % o.
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On tire de la

oY 0Z ~ 9Z 9Y
IV (of 0¢ _9f 9% | 4

_\dx*z«:’gdfdw af Iv zdu

+ 50 | 9Z oY oY OZ |
ct
od ( JIf ow of ov
AdY = o= ﬁax—o—xazgd
o

af 9% ov

e A - On a done, pour

A désignant toujours le déter mmantz
Félément de I'intégrale I,

Qi v, R v 02[0Q R\ VT Q R N .
.gflx+TdY_%[ﬁxt,+ﬂx,]du+m[s—5*ﬁl,+ﬁ\2_ .

; . . P ¥
M,, N;5 M,, N, étant les coefficients de :—))—Jtlu cL%T(lc dans les va-
leurs de AdX et AdY.
La somme de ces ¢léments, pour les points communs & la surface

S =octaux surfaces (X, Y, Z, u) = 0, ¥'(X, Y, Z, v') = 0, est done

de la forme
d‘b () i

(16) du 2 < " du 4 d 2 - ”"

les sommes s’étendant aux points communs aux trois surfaces.

On est donc encore ramené au calcul de sommes analogues a celles
que nous avons si souvent introduites dans ce travail, et ¢e calenl se
fera par I'application de la formule générale du n° 27.

Il est clair d’ailleurs que chacune des sommes (ui figurent dans
I'expression (16) est une fonction rationnelle de « et de ¢, et T'on en
conclut aisément que I'intégrale de cette expression est une fonction
rationnelle et logarithmique de u ct de ¢.

En effet, soit la fonction

] =fM(u, o)du + N(u,¢)dv,

ou M et N sont rationnels.



SUR LE THEOREME D AREL. 133

Ona
V= [ M(u,0)du+ [ Ny, o)ds.

La premicre intégrale étant une fonction rationnelle et logarithmique
de u, et la scconde étant indépendante de u, on voit bien que J est
fonction rationnelle et logarithmique de # et, par suite, de ¢, puisqu’on
peut répéter pour v le raisonnement fait pour u. Clest I'extension évi-
dente du théoréme d’Abel aux intégrales de différenticlles totales.

Le cas ol les surfaces @ = o, W' = o appartiennent respectivement
a un faisccau ponctuel donne des résultats simples.

Soit toujours

=0, +ud,,

V=W, 0V,

L'intégrale & calculer est

J = /.(luz g’l—(‘fA + dvz %

On arrive sans difficulté, en répétant les raisonnements faits dans le
paragraphe précédent, aux propositions suivantes.
Soit l'intégrale

Y S T R
= f§ dX + T dyY,
que nous ramenerons a la forme

[ — [’M,dx—f—N,dY.
. Sl

Nous appelleronsinfini de I'élément de 1, en désignant pav m, n,, s,
les degrés de M,, N, S,, les infinis des fonctions

M (z, y, 3, ¢) 1 Ni(z, y,35.¢) 1
S, (z, ¥) 3, t) ey S\ (%, 7, 5 t) =52
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L'ordre d'un infini, défini comme au n® 34, sera l'ordre de cet intini
dans celle des deux fonctions qui 'admet avee ordve e plus éleve.

L. La somme des valeurs des intégrales 1, dont les limites infe-
ricures sont les valeurs de X, Y, Z qui correspondent awr points
d’intersection de la surface f = o avee dewr surfaces @, + uy®, = o,
Y, + ¢, W, = 0, et dont les limites supéricures sont les valears qui
correspondent aux points d’intersection de f= o avee les surfaces
O, 4+ 4, =0, ¥, + oW,= 0, est nulle si Pune des surfaces du fais-
ceau O, + ¢®, = o et Pune des surfaces du faisceau 'y + ¥, = o
passent par les points de la surface f= o qui readent Uélément de -
Cimégrale Uinfini, acee la condition d’avotr aver la surface f = o,
en lout point de celte surface qui est pour Iélément deVun infini
d’ordre 1, un contact d’ordre [ — 1.

. La somme des valeurs précédentes des intégrales | sera une
onction entiére de u st la surface ®, = o passe simplement par les
. . 2 /
points de = o qui rendent Uélément de Uintégrale infini.
Elle sera de miéme une fonction enticre de v si la surfaee ¥, = o
satisfait a la niéme condition.

On ades résultats analogues dans le cas ot les surfaces @ =0, ¥ =0
apparticnnent a deux systémes algébriques quelcongues.

(A suicre.)



