
G. HUMBERT
Sur le théorème d’Abel et quelques-unes de ses
applications à la Géométrie
Journal de mathématiques pures et appliquées 4e série, tome 5 (1889), p. 81-134.
<http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1889_4_5__81_0>

Article numérisé dans le cadre du programme
Gallica de la Bibliothèque nationale de France

http:// gallica.bnf.fr/

et catalogué par Mathdoc
dans le cadre du pôle associé BnF/Mathdoc

http:// www.numdam.org/ journals/ JMPA

http://www.numdam.org/item?id=JMPA_1889_4_5__81_0
http://gallica.bnf.fr/
http://www.numdam.org/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.bnf.fr/
http://gallica.bnf.fr/
http://www.mathdoc.fr/
http://www.numdam.org/journals/JMPA


SUR LE THÉORÈME D'ÀREL. 8l 

Sur le théorème d*Abel et quelques-unes de ses applications 

à la Géométrie; 

PAR M. G. HUMBERT. 

1. Dans un Mémoire publié au tome III ( V Série) de ce Journal, 
nous avons fait connaître une formule simple, qui permet, étant données 
une courbe algébrique plane et une intégrale abélienne appartenant à 
colle courbe, de calculer a priori la somme des variations de l'inté-
grale proposée sur les arcs décrits par les points d'intersection de la 
courbe considérée et d'une courbe algébrique variable, faisant partie 
ι Γ nu faisceau ponctuel. 

dette somme est, comme on le sait, depuis Abel, une fonction algé-
brique et logarithmique du paramètre du faisceau, et la formule que 
nous rappelons donne un moyen facile de calculer cette fonction, 
ou plutôt sa dérivée par rapport au paramètre : on est ramené à une 
simple évaluation de résidus. 

Il n'y aurait presque rien à changer à cette théorie pour passer du 
cas tie la courbe plane à celui d'une courbe gauche : les coordonnées 
d'un point d'une telle courbe peuvent en effet s'exprimer en fonction 
fuchsicnnc d'un même paramètre, et, en partant de ce principe, on 
n'a qu'à répéter pour la courbe gauche les raisonnements faits pour la 
courbe plane. La formule fondamentale du Mémoire précité permet 
ainsi de calculer la somme des variations d'une intégrale abélienne sur 
les arcs décrits par les points d'intersection d'une courbe gauche cl 
d'une surface algébrique variable appartenant à un faisceau ponctuel. 
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82 G. HUMBERT. 

Au lieu de supposer que la surface variable appartient à un faisceau, 
on peut considérer le cas plus général où elle fait partie d'un système 
algébrique : la question se traite d'une manière toute semblable, et 
Ton arrive à une formule de même nature que celle dont nous venons 
do parler. 

C'est cette nouvelle formule que nous allons tout d'abord démontrer : 
nous étendrons ainsi aux courbes gauches, en les généralisant notable-
ment, les résultats que nous avons établis pour les courbes planes. 

En second lieu, de la formule nouvelle, nous déduirons un certain 
nombre de conséquences analytiques, dont la plus importante nous 
permettra de donner une extension du théorème d'Abel aux intégrales 
doubles et triples, et de retrouver, pour ces intégrales, un certain 
nombre de propriétés que nous avons rencontrées dans le cas des inté-
grales abéliennes ordinaires. 

Ces développements analytiques constituent la première Partie du 
présent Mémoire : la deuxième contiendra les applications géomé-
triques, parmi lesquelles nous signalerons celles qui concernent les 
aires et les courbures sphériques des surfaces algébriques, et les vo-
lumes limités par de telles surfaces. 

PREMIÈRE PARTIE. 

I. — LE THÉORÈME D'ABEL POUR LES INTÉGRALES DÉPENDANT 

D'UNE COURBE GAUCHE. 

2. Soient deux surfaces algébriques 

./(X,Y,Z)=o et ?(X,Y,Z) = o, 

de degrés m et n
y
 se coupant suivant une ou plusieurs courbes gauches 

indécomposables; considérons spécialement l'une de ces courbes que 
nous désignerons par C. 

Les coordonnées Χ, Y, Ζ d'un point de C peuvent, d'après un théo-
rème de M. Poincaré, s'exprimer en fonction fuchsienne d'un para-
mètre λ; ou, si l'on veut, les coordonnées homogènes #, y, s, t d'un 

point de la courbe pétant posé X=y> Y = ^, Ζ = ^ peuvent se 
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mettre sous la forme 

·* = β,(λ), Χ = ^(λ), ζ = θ
3
(λ), / = θ

4
(λ), 

0|, ..θ
4
 désignant des fonctions thêtafuchsiennes holomorphes de la 

variable λ. 
Ces fonctions appartiennent à la première famille de M. Poincaré; 

le polygone fuchsien correspondant à l\p côtés, les côtés opposés sont 
conjugués deux à deux, et la somme des angles est égale à air. 

Cela posé, considérons une intégrale abélienne quelconque appar-
tenant à la courbe C, 

r ΓQi(X> Z)l-J S,(X, Y,Z) ' 

(,), et S, étant des polynômes entiers. Remplaçons-y Χ, Y, Ζ par y> 

y? ji el supposons χ, γ, ζ, / exprimés en fonction thètafuchsienne 

de λ; l'intégrale prend la forme 

r ΓQi(X> Z)l-J S,(X, Y,Z) ' 

χ·', l' désignant les dérivées de χ et / par rapport à λ. Par suite de la 

différence des degrés des polynômes Q, et S, et du facteur ^ provenant 

de la différentielle d ^ a Pu s'introduire, au numérateur ou au 

dénominateur de l'expression soumise au signe /, un facteur/*; nous ne 
le mettrons pas en évidence, le supposant compris dans Q ou dans S, 
mais alors la différence des degrés en χ, y, ζ, t des polynômes S et Q 
sera égale à 2. 

Nous désignerons par q le degrc de Q; celui de S sera q -f- 2. 

5. Soit maintenant un système de surfaces algébriques dont l'équa-
tion dépend algébriquement d'un paramètre «, 

Φ(Χ,Υ, Ζ, w) = ο 
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οιι, en coordonnées homogènes, 

q(xy ι -,f» u) — °· 

Proposons-nous d'évaluer la somme des intégrales I, dont les limites 
inférieures sont respectivement les arguments des points communs à la 
courbe C et à une surface 

ΦΟ-, Λ "o) = o, 

et les limites supérieures les arguments des points communs à C et à la 
surface 

q(x,y-, /, */) = o. 

Considérons, à cet effet, l'intégrale 

.1 = fQ<"'·>-· =·'\(χΊ _ xf) %<*·*· =<'·"><&. J S(.c,7,5,0v ; *('<·,7, -, t, II) 

r, y, -, t étant toujours supposés exprimés en fonction thètafuchsienne 
de λ. 

La fonction soumise au signe /, c'est-à-dire la fonction que nous 
désignerons par Θ(λ), 

®w=¥$«*(*)· 

est une fonction thètafuchsienne de degré un, car elle peut s'écrire 

®w=¥$«*(*)· 

et, sous cette forme, on voit qu'elle est le produit de trois facteurs, 
dont les deux premiers sont des fonctions fuchsiennes, comme étant 
les quotients de deux fonctions thêtafuchsiennes de même degré, et 
dont le troisième est la dérivée d'une fonction fuchsienne, c'est-à-dire 
une fonction thètafuchsienne de degré un. 

Il résulte de là que l'intégrale Jθ(λ)ύ?λ, prise le long du polygone 
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fuchsien fondamental, est nulle : nous n'insistons pas sur cette démon-
stration qui est, sans aucun changement, celle que nous avons donnée 
dans le Mémoire mentionné plus haut (* ). 

On en conclut que la somme des résidus de la fonction θ (λ) dans 
l'intérieur du polygone fondamental est nulle : c'est en évaluant ces 
résidus que nous allons arriver à la formule cherchée. 

Les infinis de θ (λ) sont les zéros de S et ceux de Φ, c'est-à-dire les 
arguments des points de C situés sur les surfaces S = o et Φ = o. 

Soit d'abord λ l'argument d'un point de C situé sur la surface 

Φ(χ·,/, -, /, w) = o; 

le résidu correspondant ρ a pour valeur 

„ Ο ( ,γ>> 4 rf'\ .X' lt)~ S'Φί(χ,Υ, 3, t, II)' 

Or on a, par hypothèse, entre les coordonnées du point considéré, la 
relation 

Φ(Λ·,/, -, /, u)-o. 

On en conclut, lorsque l'on passe de la valeur u du paramètre à la 
valeur u -λ-du, que l'argument, λ, du point éprouve une variation dé-
finie par l'équation 

Q(xy, 3, w)dk -+- Φ'
α
(*, y, 3, /, u) du = o; 

d'où 
îk
 =

_ ̂  
Φ), du 

et, par suite, 
p__ g (Λ* / xl)du, 

ce qu'on peut écrire, en se reportant à la définition de l'intégrale l, 

dl 
Ρ du 

(») Journal de Mathématiques pures et appliquées, 4e série, t. Ill, p. 33a. 



86 G. HUMBERT. 

La somme des résidas p, changée de signe, est donc égale à la dérivée 
de la somme cherchée par rapport au paramètre u. 

D'après ce qui précède, celte dernière somme est égale à celle des 
résidus, par rapport aux zéros de S, de la fonction Θ(λ). 

On a donc, en désignant par r un de ces résidus, 

Edl du=Er 

d'où 

(1) l = u uo(Er) du, 

r désignant la somme des résidus par rapport aux zéros de 

S(x,y,z t) 
de la tone!ion 

(2) O(h) = u S (xt-xt) 

C'est l'extension de la formule démontrée dans notre Mémoire sur le 
théorème d'Abcl. 

4. Remarque /. — Si tous les zéros de S sont simples, c'est-à-dire 
si la surface S = ο ne touche pas la courbe C, il est aisé d'évaluer les 
résidus correspondants. 

Soit λ l'un de ces zéros; on aura, pour le résidu, 

r= Q(xt-xt) Sh Qk 

or 
c/ dS , dS , dS , dS , 

D'ailleurs on a, par la formule des fonctions homogènes, 

dS dS dS dS , ν c +y^ +ζτζ+ιτι 2>s=°» 

puisque le point x
1
 y, ζ, t est sur la surface S = o. 
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Si l'on tire de celte relation la valeur de S'
t
 en la portant dans celle 

de Sx, il vient 

ts
*~

 - xi
">
++ë^7 _ :i

')· 

D'un autre coté, les quantités (x't — a?/'), (y'I — yt), (z'l — zt' ) 

sont proportionnelles aux différentielles ^y^)'
 d

(?)'
 ccs

^-
à-dire aux cosinus directeurs de la tangente à la courbe C au point 

jt j) ces cosinus, puisque C est à l'intersection des surfaces f = o, 

cp = o, sont eux-mêmes proportionnels aux fonctions 

f'q'z — f'q'y, f'zq'x — f'xq'z, f'xq'y — f'yq'x, 

et l'on a dès lors 

r = Q(f'yq'z — f'zq'y) Q'u = oqu, 

en posant 

(3) o = Q(f'yq'z — f'zq'y), 

et en désignant par larf le déterminant 

s; s'
r
 s; 

Δ8/<ρ — fx f y f ζ j · 

?* 1, 9'z 
Il vient donc 

(4) 2
i==

2 /
 l dlt 

ou, puisque (,) cl S sont indépendants de M, 

EI = Eolog O(x, y, z, t, u); 

a somme du second membre étant étendue aux points communs à la 
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courbe C et à la surface S = o, et σ étant défini, en chacun de ces 

points, par la relation (3), c'est-à-dire σ= · On peut 

dire aussi que σ est le résidu, au point considéré, de la fonction 

(-), (A) = — xt')-

li. Remarque II. — L'intégration par rapport à u de la quantité Ir, 
<Iui ligure dans la formule (i), est tout aussi aiscc si l'on suppose que 
S(./·,/, s,/) admette des zéros multiples. Soit, en effet, λ un zéro 
d'ordre Λ de S; écrivons θ(λ) sous la forme 

®\KJ — s Φ' 

Le résidu de θ(λ), correspondant au zéro considéré, sera de la 
forme 

φd Φ' dn~1 φ' 
''='lï+Î«+- + (5iRÎ' 

ν, \iî,, ..e étant indépendants de u, puisque Q el S le sont eux-
mêmes, et l'intégrale correspondante, frdu, sera 

J «*· Τ d" +/ Λ S. IT''" + ' · ' +j ΤΓ''"· 

La première intégrale est eidogO; une quelconque des autres se calcu-
lera par la formule 

ÇfL î»
 =

 ÉL f?» Un = — Ιθ"Φ. 

β. La formule (i) montre que la somme des intégrales I sera nulle 
lorsque Σ/* sera lui-même nul. Ce cas se présente, en particulier, si la 
fonction Θ(λ) ne devient infinie pour aucun des zéros de S, parce que 
tous les résidus r sont alors nuls. 

Comme exemple, supposons que les surfaces Φ = ο forment un fais-



SUR LE THÉORÈME D'ABEL. h9 
ceau ponctuel Φ

0 4- «Φ, = ο; Φ,] est alors égal à Φ, et la fonction Θ(λ) 
devient 

<J> θ(λ)=
 8(φ

,
+ιιφι)

 · 

Kile n'aura pas d'autres infinis que les zéros de Φ
0
 -+- </Φ,, si Φ, s'an-

nule pour tous les zéros de S qui n'annulent pas Q(jft — xt'). De là 
résulte cette proposition que nous avons énoncée déjà dans le cas des 
courbes planes ('). 

Soit I une intégrale ah é lie η ne, relative à une courbe gauche algé-
brique C. Im somme des intégrales I, dont les limites inférieures 
et supérieures sont respectivement les systèmes de valeurs des coor-
données qui correspondent aux points d'intersection de la courbe C 
avec deux surfaces quelconques de même degré, est nulle, si, parmi 
les surfaces du faisceau ponctuel déterminé par les surfaces sé-
cantes, il en est une, Σ, qui passe par tous les points de la courbe C 
rendant l'intégrale infinie. 

Si fa quantité sous le signe f devient infinie d'ordre h en un 
point de C, la surface Σ doit avoir au même point avec C un contact 
d'ordre h — i. 

On suppose que toutes les surfaces du faisceau considéré ne passent 
pas par un de ces points, sinon Θ(λ) pourrait devenir infini en ce 
point, comme le montre l'expression (5). 

7. Si les surfaces Φ = ο forment un système algébrique quelconque, 
on arrive à un résultat analogue. 

Soit 
Q(x,yζ, t, u) = A h- u? 'B 4-.. .4- Ivî/ 4- L. 

Pour que Θ (λ) reste fini aux points de la courbe qui annulent S, il 
faut, d'après (2), que Φ]

4
 s'annule en ces points, quel que soit «, c'est-

à-dire que l'on ait en chacun d'eux A = Β = ... = Κ. = o. 
Cela montre qu'une seule et même surface du système Φ = ο passe 

par tous ces points; cette surface est la surface L = o. 

(') Loc. cit., p. 338. 
Joum. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. I, 1889. 12 
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Celte condition nécessaire est évidemment suffisante, et Von peut 
dire que : 

La somme des intégrales I dont les limites inférieures et supé-
rieures sont respectivement les systèmes de valeurs des coordonnées 
qui correspondent aux points d'intersection de la courbe C avec 
deux surfaces quelconques d'un système algébrique à un para-
mètre est nulle, si les surf aces de ce système qui passent respective-
ment par les points de la courbe C, rendant l'intégrale inflnie, se 
réduisent à une seule et même surface du système. 

8. Un autre cas particulier intéressant est celui où, S n'uvant que 
des zéros multiples, la fonction Φ), a, quel que soit «, les mémos zéros, 
à un ordre de multiplicité inférieur. 

Supposons d'abord que l'on ait Φ = Φ
0
4-ΜΦ,; Θ(λ) est encore 

donné par la formule (o). 
Soit λ

0 un zéro d'ordre h de S : le résidu correspondant de Θ est, 
comme on l'a vu au n° *>, de la forme 

Φ, ft Φ, (th~x Φ, J' — -1. — h Ul) -jr — h . . . H- C -jrj—: — · 

La fonction Φ, s'annule pour la valeur λ„ par hypothèse; supposons 
que A

0
 soit pour celte fonction un zéro d'ordre k. Les fonctions^, 

d) ψ ' ' dP~i 4' s'annuleront dans l'expression de /·; on aura 

ensuite : 

rlA «I', ι <tk , (îhk Φ Φ d\k ' ' 

,μ+i ψι | d | dk . -hl φ φ 1 ft). Φ (f/λ 1 ' 

Si l'on remplace Φ par Φ„ + M Φ,, on voit que, pour λ = λ
0

, u dis-
parait dans les dénominateurs Φ, Φ2, ... de ces expressions; pour qu'il 

apparaisse au numérateur, dans une des dérivées c'est-à-dire 
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l- , il faut que d soit au moins égal à k, puisque les déri-

vécs de Φ, s'annulent pour λ = λ
0
 jusqu'à l'ordre k — ι inclus. 

Il en résulte que les dérivées de^> jusqu'à l'ordre h — ι inclus, 

seront indépendantes de u, pour λ = λ
β

, si l'on a 

Λ — ι — Λ < Λ ~ ι, 
c'est-à-dire 

h <2k. 

Si, au contraire, h — ι — A = k, c'est-à-dire si h — 2A -h 1, u appa-

raitra au premier degré au numérateur de ̂
/f
_, ·—; et, en général, on 

voit aisément, en discutant la forme des dérivées successives de1 q 

(jue u n'apparaîtra pas au second degré dans les numérateurs si l'on a 

Λ <3Λ-, 
et ainsi de suite. 

Le résidu r sera donc un polynôme entier en u ; il sera de degré 
zéro si h est inférieur ou égal à 2 A, de degré 1 si h est compris entre 
2k -h 1 et 3Λ, de degré 2 si h est compris entre 3λ* H- 1 et 4A, et 
ainsi de suite. 

Nous pouvons énoncer maintenant la proposition suivante : 

Soit 1 une intégrale abélienne relative à une courbe plane ou 
gauche algébrique C, et telle que la quantité sous le signe f n'ait 
que des infinis d'ordre de multiplicité supérieur à un. La somme 
des intégrales I dont les limites inférieures et supérieures sont res-
pectivement les systèmes de valeurs des coordonnées qui corres-
pondent aux points d'intersection de la courbe C avec deux surfaces 
quelconques d'un faisceau ponctuel, Φ

0
 μ

0
Φ, = ο, Φ

0
 -+- ΑΦ, = ο 

s'exprimera par un polynôme entier en u
0
 et u si la surface Φ, = Ο 

passe par tous les points de la courbe C rendant l'intégrale infinie, 
quel que soit d'ailleurs l'ordre du contact qu'elle ait en ces points 
avec C. 

Le degré du polynôme entier se calculera aisément par ce qui 
précède. 
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9. On a une proposition lout à fail analogue dans le cas où les sur-
faces Φ = ο forment un système algébrique quelconque. 

La somme des intégrales 1 prises sur la courbe C, entre les points 
d'intersection de cette courbe avec deux surfaces r, /, f/0) = ο 
et Φ(λ·,^', ;, /, u) — o, sera encore exprimable par un polynôme 
entier en f/

0
 et w, si Φ

#
, s'annule, quel que soit //, pour les points de 

la courbe C qui rendent l'intégrale infinie. 
Soit toujours 

Φ = a? A //Ρ 1
Β H- ... -h Κ u -+- L ; 

il faudra, pour cela, que les surfaces 

A = ο, Β = ο, ..., Κ = ο 

passent toutes par les points considérés. 
Nous n'insisterons pas davantage sur les conséquences analytiques 

qu'on pourrait déduire de ces résultats; nous nous bornerons, au point 
de vue des applications géométriques, à développer le cas où l'inté-
grale abélicnnc considérée est de seconde espèce, et, en particulier, 
celui où elle est la dérivée d'une fonction rationnelle. 

II. — APPLICATION AUX FONCTIONS RATIONNELLF.S ET AUX INTÉGRALES 

DE SECONDE ESPÈCE. 

10 Soit une fonction rationnelle quelconque de JP, y, τ, / 

~ S(-r,y,c,0' l', = e\ 

(,) et S désignant des polynômes homogènes en .c, y, z, /, de même 
degré, q : cette hypothèse ne restreint pas la généralité, car nous sup-
poserons toujours qu'on a mis en facteur, au numérateur ou au déno-
minateur, une puissance de t convenable, de manière à réaliser la 
condition indiquée. 

La formule fondamentale (i) permet de calculer la somme des va-
leurs que prend la fonction U, aux pointseommuns à la courbe gauche C 
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et aux surfaces Φ(#,/,£, /, α)= ο; il suffit en effet d'appliquer cette 
formule à l'intégrale 

'-/S*. 

en supposant toujours les coordonnées des points de C exprimées en 
fonction thétafuchsienne de λ. 

On a ainsi 
SU — Σ j'rdu, 

r désignant le résidu de la fonction 

(h) = dU dh qq 

par rapport à 1111 quelconque des infinis de Θ( λ) qui ne sont pas des 
zéros de Φ, c'est-à-dire par rapport à un zéro de S. 

Soit λ„ un de ces zéros, supposé simple. On a, dans le voisinage de 
la valeur λ„, 

I " = 5^ -+- Λ -ι- ε(λ - λ.) +.. 

I " = 5^ -+- Λ -ι- ε(λ - λ.) + 

et, par suite, il vient, pour le résidu r de Θ(λ), 

R ~ *ΛΛ ca Φ ' 

On a donc 

I " = 5^ -+- Λ -ι- ε(λ - λ.) +.. 

et la formule qui donne Σϋ devient 

I " = 5^ -+- Λ -ι- ε(λ - λ.) +.. 

la somme du second membre étant étendue aux points communs à la 
courbe C et à la surface S = o. 
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II est aisé de transformer cette formule. 
On a, en effet, puisque -A. est le résidu de U = 2, pour λ = λ

0
, 

.1. = I 
et, par suite, 

Λ φ> _ Q Φ>. 
Φ Φ S) 

Or 

Sy = dSx' + dSy' + dSz' + dSt', 

et, puisque le point .r, y, -, t est sur la surface S = o, 

0 = dSx + dSy + dSz + dSt, 

d'où 

tS'y = dS (x't — xt') + dS (y't — yt') + dS(z't — zt'). 

De mènie 

Qy = dQx' + dQy' + dQz' + dQt'. 

et, si ρ est le dc«*ré de Φ, 

pQ = dQx + dQy + dQz + dQt, 

d'où, en éliminant ~ entre les deux dernières relations, 

'φ>=τΛχΊ 'xO+%(yt-yf)+^(^ - ->■)+pr*. 

11 vient ainsi 

-ΙοΦ). _ 4-
 dz

 (z't ζί) ^ 

Q Q[dS(x't — xt')+...] Sk 

La quantité ̂  l' est indépendante de «; prise entre u
0
 et M, elle donne 



SUR LE THÉORÈME D'ABEL. 95 

donc un résultat nul, et il reste 

[EU]" = — E {Q[dQ (x't — xt') + ...]} 

Remplaçant x't — xi',... par les valeurs proportionnelles, introduites 
déjà plus haut, f'yy

z
 — et désignant par le déterminant 

s:, s; s; 

ν = fr /; /; \, 

°·>· it ?= 

on arrive à la formule exprimée par le théorème suivant : 

Soit Q (x, y, z, t) une fonction rationnelle de degré zéro en x, y, 

r, / ; la somme des valeurs que prend cette fonction aux points 
communs à une courbe gauche C, et à une surface algébrique Φ = ο, 
est donnée par la formule 

E Q = — E Q AQfq + const., 

la constante étant indépendante des coefficients de la surface Φ = o, 
et la somme du second membre étant étendue aux points communs 
à la courbe C et à la surface S = o. 

On suppose toutefois que celte courbe et celte surface ne sont tan-
gentes en aucun de leurs points communs. 

Cette formule met en évidence la manière dont les coefficients de 
la surface variable, Φ = o, entrent dans la somme cherchée; sans y 
insister davantage, nous tirerons de ce qui précède Fextension aux 
surfaces de propriétés simples indiquées par nous dans le cas des 
courbes planes. 

11. Nous avons trouvé, pour un résidu r de la fonction 

θ<λ> = ̂  ν 
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correspondant à un zéro λ
Λ
 de S, supposé simple, la relation 

__ . , sL Û ~ 'Λ> d)> Φ ~~ du φ ' 

Il résulte de là que ν sera nul si ̂  est indépendant de υ, pour λ = λ
0

. 
Or soit 

Φ = - //PA -f- 13 -h ... -h L, 

Λ, Β,..., L étant des polynômes en a?, y, zy /. 
On a 

Φ^ — tû + ifî ' Β) + ... -|- U. 

Pour que^ ne dépende pas de w, il faut et il suffit qu'on ail, 

pour λ = λ0. 
A = B B= L L 

Ces relations peuvent s'interpréter géométriquement d'une manière 
simple; elles signifient (pie toutes les surfaces du système 

Φ (y,y, z, /,«/) = o, 

qui passent par le point d'argument λ„ sur la courbe C, sont tangentes 
à cette courbe en ce point. 

Si donc cette condition est vérifiée pour tous les points communs 
à C et à la surface S = o, les résidus r seront nuls, et par suite la 
fonction SU sera constante. 

En d'autres termes, si l'on suppose que la surface S = o ne touche 

en aucun point la courbe C, la somme ̂  étendue aux points com-

muns à cette courbe et à chacune des surfaces du système 

Φ ζ, /, u) — o, 

sera indépendante du paramètre M, si toutes les surfaces du système 
qui passent par les points communs à la surface S = o et à la courbe C 
touchent cette courbe en ces points. 
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( '.ette proposition peut s'étendre aisément au cas ou la surface S = oa, 

«MI un ou plusieurs points, un contact d un ordre quelconque avec la 
courbe C. 

Supposons en effet que la surface S = ο ait avec la courbe C, en un 
point d'argument λ

0
, un contact d'ordre h — i, et admettons, pour 

plus de généralité, que la surface Q = ο passe aussi par ce point et 
qu'elle \ ait, avec la courbe, un contact d'ordre Λ — ι. 

On aura, dans le voisinage de la valeur λ
0
 du paramètre 

1 = -jr = -ί - .. τ -+- r. ·—Γ/7ΖΓχ.~ι -h > r—h t)TL . .. . 

Le résidu r de la fonction 

ew = arv 
pour la valeur λ

0
, sera 

1 = -jr = -ί - .. τ -+- r. ·—Γ/7ΖΓχ.~ι -h > r—h t)TL . .. . 

ce qu'on peut écrire 

1 du Φ " ' * ^ du di/l~k~l Φ> 

( iette valeur sera nulle si la quantité ~ et ses dérivées par rapport 
à λ, jusqu'à l'ordre h — A — ι, sont indépendantes de //, pour λ = λ0. 

Or on η 

Δ. Î* = Îî _ ÎL cfk Φ Φ Φ5 ' 

et, si l'on suppose que ̂  est indépendant de «, il faut et il suffit, pour 

que le premier membre le soit également, que -- ne dépende pas de w. 

On voit de même que, pour que ̂  ~ soit indépendant de u, il faut 

et il suffit, les conditions précédentes étant supposées remplies, 

que — ne dépende pas de u\ et ainsi de suite. 

Journ. de Math, (/j* série), tome V. — Fasc. ï, 18S9. i3 
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En résumé, r sera nul si les quantités 

Φχ Φr"A) 

Φ* φ » Φ 

sont indépendantes de u quand on y fait λ = λ
0

. 
Soit toujours posé 

Φ = v? A H- u?~s B+...4-L, 
on a 

Φλ — «Ρ Αχ 4- H- Εχ, 

La condition nécessaire et suffisante pour que ··· soient in-

dépendanls de u est que les équations en w, de degré p, 

Φ = ο, Φχ=ο, ..., Φ^ΛΑ, = ο, 

aient les mêmes racines, quand on y fait λ = λ
0

. 
Soit κ

β
 une racine de l'équation Φ = ο ; dire qu'elle annule aussi 

φχ = ο, c'est dire que la surface Φ(#,/, -, /, w
0
), qui passe par le 

point d'argument λ
0
 sur la courbe G, touche cette courbe en ce point ; 

si u
0
 annule aussi Φ£, c'est que la surface Φ (χ, y, t, u

9
) a, au même 

point, un contact du second ordre avec la courbe, et ainsi de suite. 
Il en résulte que la surface Φ (χ,γ, ζ, l, u

0
) a, au point λ

0
, un 

contact d'ordre h — k avec la courbe C, et, par suite, la fonction 

• - . m s annule en ce point, en désignant par p. uneΦ(.γ, y, z, ty I/o) Q(x, Y,t) * 1 · . J' · » 

fonction linéaire quelconque de a?,y, -, t, ne s'annulant pas au point 
considéré, et introduite pour l'homogcnité. 

Ainsi la somme ̂  étendue aux points communs à la courbe C et 

à chacune des surfaces du système Φ (a?,/, -, t, u) = o, sera indépen-
dante de u si, en chaque point de la courbe C rendant la fonc-

tion 2 infinie, les surfaces du système passant par ce point 

Φ Ο»,/» "·) = °> Φ<>>/> «ι ) = °> 
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sont telles que les fonctions Φ^,Γ> ■?» *» *» tfo) Q(y > 0
 f
 s'annulent 

au point considéré. 
Nous pouvons donc énoncer le théorème suivant, qui est une géné-

ralisation de celui que nous avons démontré dans le cas des courbes 
planes. 

La somme des valeurs que prend une fonction rationnelle, 

g/ - t \ homogène et de degré zéro, aux points communs à une 

courbe gauche algébrique C et à chacune des surfaces d'un système 
algébrique de degré ρ, Φ(χ, y, ζ, /, u) — ο, dont Véquation ren-
ferme un paramètre variable u, reste constante, si les surfaces de 
ce système, Φ(χ, y, 3, /, «,·) = o, qui passent respectivement par les 

points de la courbe G rendant la fonction ^ infinie, sont telles qu'en 

chacun de ces points les fonctions ̂  s 0
 ,9 α/ί

" 
nu lent, IA une fonction linéaire quelconque de χ, y, -3, / ne 
s'annulant en aucun des points considérés. 

Géométriquement, cela revient à dire que les surfaces 

Φ(x,y,z, t, u()—o 

ont, en chacun des points considérés, avec la courbe C, un contact 
d'ordre supérieur au contact de cette courbe avec la surface S = o, 
et même, dans le cas où la surface Q = o passe par le point, il suffit 
(juc le contact de la courbe C et des surfaces Φ = o soit d'ordre supé-
rieur h la différence entre les ordres des contacts de la courbe avec les 
surfaces S = o et Q = o. 

12. Ce théorème s'étend immédiatement aux intégrales abéliennes 
de seconde espèce, puisque toute la démonstration repose sur ce fait 

que, dans le développement de la fonction au voisinage d'un de ses 

infinis, λ
0

, il n'existe pas de terme en λ ; on peut donc énoncer la pro-
position suivante : 

Soit I une intégrale abélienne de seconde espèce appartenant à 
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une courbe gauche C. La somme des intégrales I, dont les limites 
inférieures et supérieures sont respectivement les systèmes de va-
leurs des coordonnées χ, y, z, t, qui correspondent aux points 
d'intersection de la courbe C avec deux suif aces quelconques du 
système Φ(χ,^-, ζ, t, u) = o, est nulle, si les surfaces de ce système 
q(x,yζ, t, Uj) — ο, qui passent respectivement par les points de la 
courbe C vendant Γintégrale I infinie., sont telles qu'en chacun de 
ces points les fonctions ̂  ^ l s'annulent. 

On peut dire aussi qu'en ces points les fonctions 

Φ(,Γ, f, Λ //,·) ./I 

- * ;

(f

) 

doivent rester nines. 

15. On peut étendre le théorème du n° 11 au cas où la courbe Ο 
est variable dans l'espace, et énoncer à cet égard la proposition sui-
vante, qui se déduit sans difficulté de ce qui précède : 

La somme des valeurs que prend une fonction rationnelle 

*>(«'", -i t)' *>(«'", -i t)' 

homogène et de degré zéro, aux points communs à trois surfaces 
algébriques, 

/(«*·, y, -, t, u)= o, <p(.r,y, ζ, /, v')= ο, ψ(./:,y, z, /,«· ) = «. 

est indépendante des paramètres u, r, w, dans le cas suivant : 
Soient /n/2, .φ,

}
 o3, .. ; ψ,, ψ2, ... les surfaces de chacun 

des trois systèmes qui passent par un même point, A, situé sur la 
surface S = o : il faudra d'abord qu'elles admettent en A une 
même tangente commune Τ. 

Soient de plus (f, o/), (/,·, ψ*), (φ7·, ψ
Α
) les courbes communes à 

deux de ces surfaces, de système différent; il faudra que les courbes 
de ces trois séries aient entre elles, au point A, un contact d'un 
ordre supérieur au contact de l'une quelconque d'entre elles, en ce 
même point, avec la surface S = o. 
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Dans le cas où la surface S = ο est une surface simple, c'est-à-dire, 
si S n'est pas la puissance d'un polynôme Σ, la seconde condition est 
remplie d'elle-mcmc si la première est vérifiée, pourvu toutefois que 
la tangente Τ ne louche pas S. Si Τ touche S au point A, il faudra que 
les courbes (/, φ), (/, ψ), (y, ψ) soient osculalrices entre elles en ce 
point, etc. 

Le théorème s'applique en particulier si l'équation / = ο ne renferme 
pas de paramètre variable : il peut alors s'énoncer un peu plus simple-
ment. 

La somme des valeurs que prend la fonction ̂  aux points com-

muns à une surface fixe f = o, et à deux surfaces mobiles 

f(x,y,zL Ψ( y y L **0 —o, 

est indépendante des paramètres ç et w, si, toutes les fois qu'un de 
ces points vient à coïncider avec un point A, situé sur la surf axe 
S = o, les surfaces des systèmes mobiles φ,, φ

2
, ..., ψ,, ψ

2
, ..., pas-

sant par A, sont telles que les courbes (φ;·, ψΑ) aient en ce point 
avec la surface /= o un contact d'ordre supérieur au contact de 
l'une quelconque d'entre elles avec la surface S = o. 

14. Le produit des valeurs que prend une fonction rationnelle ho-
mogène et de degré zéro, aux points communs à la courbe C et à 
chacune des surfaces du système Φ(#,^, ζ, t, u)= o, donne également 
lieu à quelques remarques intéressantes. 

Soit JJ S ce produit, pour la surface correspondant à la valeur u du 
paramètre. Pour l'évaluer, nous considérerons, en posant toujours 
U ~ 2, l'intégrale 

~ J ΤΓ ~ J ~d\ u 

Les infinis de la fonction ~ g sont tous simples, ce sont les zéros 
de S et les zéros de Q. Nous pouvons donc appliquer à I la formule 
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du n° 14, et nous aurons, les intégrales I étant prises entre les points 
communs à C et aux surfaces, 

Φ(α?,7, 5, /, m
0
) = ο, Φ(#,7, z,t,u) = ο : 

ΣΙ=Σσ1ο8*(*'^.,','"), 

la somme du second membre s'étcndant aux points communs à la 
courbe C et aux surfaces Q = o,S = o, et σ étant en chacun de ces 
points le résidu de la fonction 

2 — (λ — λ, ) A-h ..., 

Soit λ
0 l'argument d'un point commun à G et à la surface Q = o. On 

a, au voisinage de cette valeur, 

U = ^ = *(λ - λ„)*+ *(λ - λ,/-' -+-..., 

^ = Λ*(λ-λ
0
)*-+..., 

et, par suite, le résidu correspondant de Θ (λ) sera 

σ0 = A\ 

Si, de même, λ, est l'argument d'un point commun à C et à la surface 
S = o, et si l'on a, au voisinage de cette valeur, 

2 — (λ — λ, ) A-h ..., 

on trouvera, pour résidu correspondant, 

σ, = — h. 
11 vient ainsi 

Σ'-Σ/τ? =Σ*"*ί&^3 -Σ*"» ÎfeS-
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Dans le second membre, la première somme est étendue aux points 
communs à la courbe C et à la surface Q = o; dans la deuxième, aux 
points communs à C et à la surface S = o. 

Si l'on passe des logarithmes aux fonctions, on arrive à la formule 
suivante : 

n Q _ Π 2 TT *> TT φ(^"q> . 

Les produits IL s'étendent aux points communs à C et à la surface 

Q = o; les produits a aux points communs à C et à S = o. On peut 

écrire plus simplement 

\ / 11» S Π8Φ(Λ?,^, ζ, t, u)' ΓΤ Q A flQfrÇa?,,y> zi Llt) 

A étant une constante indépendante de u. 

15. Il est aisé de trouver la condition nécessaire pour que le second 
membre soit lui-même indépendant de u. 

Le numérateur Π0Φ(^, y, s, t, u) est un polynôme en w, dont les ra-
cines sont celles des équations 

Q(x,y zΛ> Ό — Φ(Λ?
2

, ...,/j, iî) — o, 

x
{

; x.,,..., t
2
 ; ... étanfles coordonnées des points communs à 

la surface Q = o et à la courbe C. Ces racines sont donc les valeurs de 
u qui correspondent aux surfaces du système Φ (a?, y, ζ, f, a), passant 
par les points en question. 

De même, les racines du dénominateur ΠδΦ(#,^, s, £, u) sont les 
valeurs de u qui correspondent aux surfaces du système passant par les 
points communs à la surface S = o et à la courbe C. 

Pour que le second membre de la relation (6) soit indépendant de 
u, il faut et il suffit donc que les deux séries précédentes de valeurs de 
u soient identiques. 

Donc : 

Le produit des valeurs que prend une fonction rationnelle, 
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Q S(χ, y, z, l), homogène et de degré zéro, aux points communs à une 
courbe gauche algébrique, C, cl à chacune des surfaces du système 
Φ(χ, y, z, t, u) — o, est indépendant du paramètre u, si les surfaces 
de ce système qui passent par chacun des points communs à la 
courbe Cet à la surface Q = ο sont les mêmes que celles qui passent 
par chacun des points communs à la courbe cl à la surface S = o. 

En particulier, le produit restera constant si toutes les surfaces 
du système qui passent par un quelconque des points communs à la 
courbe C et à l'ensemble des deux surfaces Q = o, S = o, passent 
en même temps par tous les autres. 

Celte proposition subsiste sans modification, quels que soient les 
contacts de la courbe C avec les surfaces Q = o, S=o. 

III. — EXTENSION D'UNE FORMULE DE .IACOBI. 

16. Pour l'application du théorème d'Abel aux intégrales multiples, 
nous nous appuierons sur une formule qu'on peut considérer comme 
l'extension d'une formule célèbre, donnée autrefois par Jaeobi, et qui 
joue en Analyse un rôle important. Elle se déduit de considérations 
analogues à celles dont nous venons de faire usage. 

La formule de Jacobi est la suivante. 
Si/( X, Y) = o et φ(Χ, Y) = o sont les équations de deux courbes 

planes algébriques, de degrés respectifs m et n, et si Q(X, Y) est un 
polynôme en X, Y, de degré égal ou inférieur à m 4- ιι — 3, on a iden-
tiquement 

V Q(X>Y) -Π * fi <p'v — fi ' 

la somme étant étendue à tous les points (X, Y) communs aux deux 
courbes/ = ο, φ = o. Jacobi a même donné un moyen de calculer 
cette somme, dans le cas où le degré du polynôme Q est égal à 
m -+- η — 2. 

L'importance de la formule de Jacobi est mise en évidence par ce 
fait qu'on peut, en la prenant comme point de départ, établir le théo-
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rèmc d'Abel pour les intégrales de première et de troisième espèce : 
c'est la marche qu'ont suivie MM. Clebsch et Gordan. 

Cette formule s'étend sans difficulté au cas d'un plus grand nombre 
de variables et de fonctions : Jacobi l'avait observé lui-même; après 
lui, Liouville et Clebsch ont donné des démonstrations de la formule 
ainsi généralisée, qui, dans le cas des surfaces, peut s'énoncer comme 
il suit : 

Si /(Χ, Υ,Ζ)—ο, 9(X, Υ,Ζ)-- ο, ψ(Χ, Y,Z)= ο sont les équa-
tions de trois surfaces algébriques de degrés respectifs m, η et/?; si l'on 
désigne par Δ le déterminant 

Λ /; Λ 
?χ 9* ?* 
ψγ ψ Υ ψ/ 

el si Q(X, Υ,Ζ) est un polynôme en X, Y, Z, de degré inférieur au 
degré de Δ, c'est-à-dire à m -h η -t- ρ — 3, on a identiquement 

V Q(X>Y) -Π * fi <p'v — fi ' 

la somme étant étendue aux points (X, Y, Z) communs aux trois sur-
faces /= o, 9 = 0, ψ = o. 

17. Que devient cette formule dans le cas où le degré de Q est su-
périeur ou égal à celui de Δ? C'est ce que nous allons rechercher, eh 
examinant même le cas où Q est non plus un polynôme, mais une 
fonction rationnelle quelconque; nous arriverons ainsi à une expres-
sion relativement simple, qui servira de base à nos recherches ulté-
rieures sur le théorème d'Abel. 

Désignons toujours par C la courbe gauche, intersection complète 
ou partielle, des deux surfaces/(Χ, Y, Ζ) = ο, φ(Χ,Υ,Ζ)=ο, de 
degrés respectifs m et n. 

Soient Q(X, Y, Z) un polynôme de degré q en Χ, Υ,Ζ; ψ(Χ, Υ,Ζ) 
un autre polynôme de degré ρ : désignons toujours par a?', γ', z\ V les 
dérivées des coordonnées x, y, z, t d'un point de la courbe C par rap-

Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. I, 1889. i-i 
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port au paramètre fuchsien λ, et considérons l'intégrale 

τ Γ Q(X,Y>Ζ) ,γ - J ψ(Χ,Υ) Ζ)[/γ»2—/z®Y J ' 

Χ, Y, Ζ étant liés par les relations /= o, 9 = 0; ou, plus exactement, 
Χ, Y, Ζ étant les coordonnées d'un point de la courbe C. Si nous ren-

dons cette intégrale homogène par la substitution de y» y, - à Χ, Y, Ζ 

et si nous remplaçons a?, y, z, t par leurs valeurs en fonction thèla-
fnehsienne de λ, l'intégrale devient 

τ Γ Q(X,Y>Ζ) ,γ - J ψ(Χ,Υ) Ζ)[/γ»2—/z®Y J ' 

Dans cette expression, k est un entier défini parla relation 

/1 = 7- (m + η + ρ) -f- ι· 

Désignons par Θ(λ) la fonction de λ soumise au signe j > 

Q(X,Y>Ζ) ,γ - J ψ(Χ,Υ) Ζ)[/γ»2—/z®Y J ' 

Nous savons (n°5) que la somme des résidus de celle l'onction, 
dans l'intérieur du polygone fondamental, est égale à zéro. 

Les infinis de la fonction Θ(λ) sont de trois sortes : 
i° Ceux qui correspondent à un zéro de '«{/(.r,y, 3,/), c'est-à-dire 

les arguments, λ, des points communs à la courbe C et à la surface 
ψ(χ,/, 3,0= ο; 

•i° Ceux qui correspondent à un zéro de la fonction J'
y

^'
z
 — ; 

3° Ceux qui correspondent à un zéro de lk
y
 dans le cas où le nombre k 

est au moins égal à 1, c'est-à-dire si l'on a q > m -t- η -+- ρ — 3. 
Soit d'abord λ l'argument d'un point de la courbe C situé sur la 

surface ψ(.τ, y, 3, t) = o. 
Si nous admettons que cette surface ne touche C en aucun point, 

λ est un zéro simple de ψ(#^, s, t) et le résidu r est donné par la 
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formule 

, Q(x,y> z, t) x't — xt' 1'— /riz —/à <&· tk y**' -+- +Ύζ s' -h ψ; t19 

et, d'après un calcul déjà fait plusieurs fois, 

, Q(x,y> z, t) x't — xt' 1'— /riz —/à <&· tk y**' -+- +Ύζ s' -h ψ; t19 

Remplaçant x't — χ t\ y't — y t', z' t — zt' par les quantités propor-
tionnelles (n° 4) 

friz-f'ziy* fzix-fxizifx y - fy qx 

on trouve 

(x,y> z, t) x't — xt' 1'— /riz —/à <&· tk y**' -+- +Ύζ s' -h ψ; t 

Λ étant le déterminant défini au n° 16, etX, Y, Z étant les coordonnées 
d'un des points communs à la courbe C et à la surface ψ(Χ, Y, Z) = o. 

La somme des résidus de la fonction Θ(λ), correspondant aux zéros 

de ψ, est donc précisément égale à la somme cherchée, 23* étendue 

aux points communs à la courbe C et à la surface ψ = o. 
Soit maintenant un zéro, λ, de f

y
y'

s
 — f

z
^
y

. 
On a en chaque point de la courbe G (n° 4) 

x't — xt' y't — yt' z't — zt' 

fy ?* -/= iy ~~ J* <P*-JÏÏz ~ f'xiy—fyix 

Si le zéro, λ, de f
y

tf
z
 — f

z
y'

y
 n'annule pas x't — xt\ c'est-à-dire si 

le point correspondant de la courbe C n'est pas le point de contact 
d'une tangente parallèle au plan des YZ, il annulera nécessairement 
les fonctions f'

z
y

x
 — f

x
y

6
 et f '

x
yy— f'ytfx· Deux cas sont donc à dis-

tinguer : 
i° Le zéro, λ, de fytf

z
 — fy'y annule x't— xH\ la relation 

, Q(x,y> z, t) x't — xt' 1'— /riz —/à <&· tk y**' 
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montre que Θ reste fini pour cette valeur, et par suite le résidu corres-
pondant est nul. 

2° Le zéro considéré annule fy φ! - f'z <?;. ; f 'z ^ - f'x φ'. ; f xyy - f'y ; 
les deux surfaces /-- ο, φ = ο sont alors tangentes au point corres-
pondant de la courbe C, ou, plus exactement, leur intersection pré-
sente en ce point un point singulier. Ce cas va lui-même se subdiviser 
en deux autres, selon que le point singulier de l'intersection sera ou 
non un point singulier de la courbe C ; ce sera nécessairement un point 
singulier de C, si C constitue l'intersection complète des deux surfaces, 
ce que nous allons supposer. 

18. Admettons, dans cette hypothèse, qu'il s'agisse d'un point 
double, Λ, de la courbe C, de coordonnées «, b, c, auquel correspon-
dent les deux valeurs ρ et p, du paramètre λ. 

Posons, pour simplifier, 

^ Jz? V 

Le résidu /*μ de la fonction Θ(λ), correspondant à l'infini simple p. 
sera 

Q( a, b, c) a1 ' ι* ψ («ι, 0, c) Ha«' -t- \\hb'-r Hi-c' ' 

ab\ c étant les dérivées Χ, Y, Ζ par rapport à λ, pour la valeur 
λ = ρ : ces dérivées sont proportionnelles aux cosinus directeurs de la 
tangente menée, au point A, a la branche de la courbe C qui corres-
pond à la valeur ρ du paramètre. 

On a de même, pour le résidu correspondant à λ = p
n 

Q( a, b, c) a1 ' ι* ψ («ι, 0, c) Ha«' -t- \\hb'-r Hi-c' ' 

d'où 

Q( a, b, c) a1 ' ι* ψ («ι, 0, c) Ha«' -t- \\hb'-r Hi-c' 'Q( a, b, c) a1 ' ι* ψ («ι, 0, c) Ha«' -

Je dis que la quantité entre crochets dans le second membre est 
égale à zéro. 
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Soit, en effet, P(X, Y, Z) un polynôme de degré m -h η — 4 en X, 

γ-ζ· . On voit, comme plus haut, que l'intégrale, appartenant à la courbe C, 

J f\ù --/*?* Dx 

prise le long du polygone fondamental est nulle. Cette intégrale peut 
s'écrire 

J f\ù --/*?* Dx (xt-xt)dh 

et, t n'étant pas en facteur au dénominateur à cause du degré de P, la 
quantité sous le signe f n'a pas d'autres infinis que les valeurs de λ 
qui correspondent aux points singuliers de la courbe C. La somme 
des résidus relatifs à ces valeurs est donc nulle. Or, on peut choisir 
pour Ρ le premier membre de l'équation d'une surface de degré 
m-h η — 4, présentant en tous les points singuliers de la courbe C, le 
point A excepté, le caractère d'une surface adjointe (1 ) ; les seuls infinis 

de la fonction ^ ^
 sont a

l°
rs

 l
es quantités ρ et (λ, ; la somme 

des résidus correspondants étant nulle, on a, comme plus haut, 

Ο — Γ
Μ
+ Γ

ΜΙ
 — Ρ (Α, Ô, c)

 H'
c&

 + R<«
e

.
 + + R;C;)' 

et, par suite, on a bien aussi, puisque Ρ (a, ô, c) n'est pas nul, 

ΓΜ+ΓΜ|=0. 

Il n'y aurait d'exception que si, dans l'expression de Γμ4- /μι, on ne 

pouvait pas mettre en facteur ττ—φ—τ' c'est-à-dire si ψ(α, ô, c) était 

nul, ce qui, géométriquement, signifierait que la surface ψ = ο passe 
par le point singulier. Ecartons ce cas particulier ; nous voyons que, si 
la courbe G est l'intersection complète des deux surfaces / = ο, φ = ο, 

(1 ) Voir y pour la démonstration de l'existence d'un tel polynôme Ρ le Mé-
moire de M. Nôlher sur les courbes gauches ( Journal de Crelle, t. 93). 
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il n'y a pas, dans l'évaluation des résidus de θ(λ), à tenir compte 
des zéros de frf,. 

Si C ne forme pas l'intersection complète des deux surfaces / = o, 
9 = 0, nous nous bornerons à faire observer qu'on n'a pas à tenir 
compte de ces zéros s'ils annulent en même temps s, /), parce 
qu'alors Θ(λ) reste fini pour les valeurs correspondantes. 

19. Revenant au cas où C est l'intersection complète des deux sur-
faces /= ο, 9 = ο, il résulte de tout ce qui précède que la somme à 

évaluer, ̂
 011

 »
 cn coordonnées homogènes, 2 d/e/irfuc à 

tous les points communs aux trois surfaces /=0, 9 = 0, ψ = o, 
est égale et de signe contraire à la somme des résidus, correspon-
dant aux zéros de /, de la fonction 

(η) 0(V)= gifi/i-' '1 £lL--■r',
) 

où l'on suppose les coordonnées de la courbe / — ο, φ = ο exprimées 
en fonction thêtafuchsienne d'un paramètre λ. 

Rappelons que m, /?, jt>, y sont les degrés en X, Y, Ζ de /,9, ψ, Q 
et qu'on a 

k = q — (m -h 11 -h p) -h 4· 

Four arriver à ce résultat nous avons dû faire plusieurs hypothèses, 
dont il est aise de nous débarrasser. 

Nous avons admis que la surface ψ = ο ne touchait pas la courbe C 
et ne passait par aucun des points singuliers de cette courbe. 

S'il en est autrement, désignons par #, y, s, t les coordonnées d'un 
point de contact de ψ = ο et de C, ou celles d'un point double de C 
par lequel passerait la surface ψ = ο. Il est clair qu'en ce point le dé-
terminant Δ s'annule; de plus, deux des points communs aux trois sur-
faces / = ο,φ = ο,ψ = ο étant confondus avec le point x, y, s, /, deux 

des termes de la somme ̂  ^ deviennent infinis, et cette somme est 

indéterminée. 
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Mais, si nous supposons que la surface ψ = ο dépende d'un paramètre 
variable, le théorème précédent s'appliquera lorsque cette surface, 
par exemple, sera sur le point de toucher la courbe C, et il restera 

vrai à la limite, lorsqu'elle touchera cette courbe; la somme 2 dont 

deux termes tendent vers l'infini, aura ainsi une limite bien détermi-
née. Il en sera de même si la surface ψ = ο vient à passer, en variant 
d'une manière continue, par un point multiple de C. 

Il faut seulement que la surface mobile, ψ = o, ne passe pas con-
stamment par un point multiple de G, et ne touche pas constamment 
cette courbe en un même point. 

Remarquons enfin qu'il n'est pas nécessaire, pour qu'on puisse ap-
pliquer la formule précédente, que les surfaces /= ο, φ = ο se cou-
pent suivant une courbe indécomposable : si ces surfaces se coupaient 
en effet suivant plusieurs courbes distinctes, on pourrait modifier in-
finiment peu leurs coefficients de façon à rester dans l'hypothèse d'une 
intersection indécomposable, et le théorème serait applicable. Il res-
tera donc à la limite, puisqu'il conduit à une formule parfaitement dé-
terminée; seulement il faudra former autant de fonctions Θ (λ) qu'il 
y a de courbes distinctes dans l'intersection des deux surfaces, cl 
faire la somme des résidus de toutes ces fonctions pour tous les zéros 
de t. 

20. On peut, dans certains cas, transformer ce résultat, pour le 
présenter sous une forme plus simple. 

Soit λ
0
 un zéro de /, c'est-à-dire l'argument d'un point à l'infini sur 

la courbe / = ο, φ — ο. Le résidu correspondant de Θ(λ) est égal, au 

facteur près, à la valeur de l'intégrale /θ(λ) <Fk le long d'un petit 

contour entourant le point λ
0

. Effectuons un changement de variable, 

en prenant pour nouvelle variable, à la place de λ, la quantité et 

posons 

— — y, — — Λ, — — s,. 

Soient ο, η
0

, ζ
0
 les valeurs de 0, η, ζ pour λ = λ

0
 ; l'intégrale pré-
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cédente peut s'écrire 

^θ(λ)Λλ= /β(λ) '-Λ, 

c'est-à-dire 

J &Wdl -J ψ(.,η.ζ,Ο) /^-/ζΦη ϋ* dQ 

ou, en simplifiant et remarquant que k = q — (tn -h η -hp)-h /\* 

/β(λ)^ = -/»
(ι

,
η
,%^,^ρ· 

Si λ
0
 est un zéro simple de /, pendant que la variable λ décrit un 

contour autour du point λ0, la variable 0 décrira une fois «n contour 
autour du point θ = o, et, par suite, le résidu que nous cherchons sera 

égal au produit de par la valeur de l'intégrale du second membre le 

long d'un petit contour entourant le point 0 = o, les fonctions r, et ζ 
étant définies par les équations 

/(ι,η,ζ,0) = ο, φ(ί,η,ζ, 0)=o, 

et ayant les valeurs initiales ri0 et ζ0
 pour 0 = o. On peut donc dire 

que le résidu cherché est le résidu de la fonction de 0 

Ψ L/ηβζ—./ζβή]ο*·' 

pour 0 = ο, η et ζ étant définis comme on vient de l'expliquer. Ce 
résidu est évidemment égal au coefficient de 0A~' dans le développe-
ment, suivant les puissances croissantes de 0, de la fonction 

Ψ L/ηβζ—./ζβή]ο*·' 

c'est-à-dire à l'expression 

■ .a — (/r— 1) ίΛ*"1 Ι_ψ(ΐ,η, ζ, β) [/η<?ζ — /ζ®η]_Γ/β(λ)^ = -/»(ι,η,%^,^ρ· 

où l'on a fait θ = ο. 
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Nous sommes ainsi arrivé à la formule suivante : 

Soient trois surfaces algébriques, 

f(x,y, z,t)~ o, <p(d:,7,^/)=o, ΨΟ,/, /) = o, 

de degrés respectifs m, n,p; soit de plus z, t) an polynôme 
homogène en x, y, s, t, dont le degré q est supérieur ou égal à 
m -h η -¥· ρ — 3, et soit posé 

k = q -(/n + «+/))+i 

Désignons par Δ le déterminant 

/; /; /,· ! 
A= ?* ?',■ f'z ■ 

Ψ!τ ψν ψ* 

I. a valeur de la somme V t . > étendue à tous les points communs 
aux trois surfaces f = ο, ο = ο, ψ = ο, est donnée par la formule 

/S* V —9— — 1 Y Γ Ί . V ' Ζά tk~l A 1.2 .. .{k — i) £a [ψ(«>τι. ζ>θ) [/η?ζ— /ζΤήΙϋο' 

Dans le second membre, la somme s'étend à tous les points à 
l'infini de la courbe f = ο, φ = ο; η, ζ, 0 désignent —, -, —; η el ζ 
sont considérées comme des fondions de 0 définies par les équa-
tions 

/(ι, Y), ζ, 0) = ο, φ(ι, η, ζ, 0)= ο, 

et, dans la dérivée d'ordre k — ι calculée d'après ces bases, on fail 
finalement 0 = o. 

On suppose toutefois que la courbe / = o, s = o ne touche pas le 
plan de l'infini. 

Journ. de Math. (4* série), tame V. — Fasc. I, 1889. 
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21. Remarque /. — Dans cet énoncé, nous n'avons pas laissé sub-
sister la restriction faite plus haut que la courbe commune aux surfaces 
/= ο, <p = ο est indécomposable : si en effet les deux surfaces se cou-
pent suivant plusieurs courbes distinctes, modifions infiniment peu 
leurs coefficients de manière qu'elles se rencontrent suivant une courbe 
indécomposable ; le théorème est alors applicable, et il est clair qu'il 
reste vrai à la limite, puisque la formule continue à se présenter sous une 
forme bien déterminée. Seulement il importe d'observer que la somme 

Σ calculée s'étend à tous les points communs aux surfaces 

f — ο, φ = ο, ψ = ο, et qu'elle ne serait pas vraie si on l'appliquait 
seulement aux points communs à la surface ψ = ο et à une partie de 
f intersection des surfaces /= ο, φ = o. 

22. Remarque II. — La formule se présente sous une forme non 
symétrique par rapport aux fonctions/, φ et ψ : il est clair qu'elle peut 
prendre deux autres formes, par la permutation entre elles de ces 
fonctions. Dans chaque cas particulier, on choisira ainsi la forme la plus 
commode pour le développement de la dérivée d'ordre A — ι. 

25. Remarque III. — Si le degré de Q est inférieur ou égal à 

m -f- H -l· ρ — L 

k est négatif ou nul, et l ne figure plus en dénominateur dans Θ(λ) : 
il n'y a donc pas de résidus correspondant aux zéros de L et la somme 

^ étendue aux points d'intersection des trois surfaces f = o, 

ο = ο, 'p = ο, est nulle. C'est le théorème de Jacobi, Liouville et 
Clebsch. 

2 i. Remarque IV. — Si Q est de même degré que Λ, c'est-à-dire 
de degré m η -+-ρ — 3, on aura A = i, et la formule devient 

^ Δ ~ ^ΐψ(ΐ,η, ζ,θ)[/^'ζ— /ζψη] 

ou, si l'on veut, 

^ Δ ~ ^ΐψ(ΐ,η, ζ,θ)[/^'ζ— /ζψη] 
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la somme du second membre étant étendue aux points à l'infini de la 
courbe/= o, 9 = o. 

Cette somme ne dépend que des termes des degrés le plus élevés en 
x,y, ζ dans les polynômes /, φ, ψ et Q, c'est-à-dire des courbes à l'in-
fini sur les surfaces/ = o, 9 = 0, ψ = o, Q = ο ; elle ne change donc 
pas si l'on remplace ces surfaces par des surfaces qui leur soient respec-
tivement asympto tiques. 

2Î>. Remarque V. — On voit de même, en général, que la somme 

^
 fkSi^ > étendue aux points d'intersection des trois surfaces f— o, 

ο = ο, ψ = o, ne change pas si l'on remplace /, <ρ, ψ et Q respective-
ment par/-h /*/, ; 94ψ 4- Q 4-£*Q,;/,, 9,, ψ,, Q, étant 
des polynômes quelconques de degrés respectifs m — A*, η — k, ρ — A*, 
q — A; car, dans la dérivée d'ordre k— 1 qui figure dans le second 
membre de (8), /,, 9,, ψ,, Q, et leurs dérivées n'apparaîtront que 
multipliés par des puissances de 0, et par suite ne subsisteront plus 
dans l'équation quand on y fera 0 =0. 

26. Remarque VI. — La forme de la fonction Θ(λ) 

^ Δ ~ ^ΐψ(ΐ,η, ζ,θ)[/^'ζ— /ζψη] 

montre que les résidus par rapport aux zéros de Useront tous nuls, non 
seulement si Q est divisible par t*, ce qui est le cas de la Remarque III, 
mais encore si ̂  reste fini pour les points de la courbe f= o, 9 = 0, 
situés dans le plan de l'infini, / = o. Donc : 

La somme Σ ί\γ étendue aux points d'intersection 
des trois surfaces f ~ o, 9 = 0, ψ = o, est nulle si la fonction 

Q(x,y,z t)^ reste finie pour les points à l'infini de la courbe com-
mune à deux de ces surfaces, en désignant par p. une fonction linéaire 
quelconque de x,y, ζ, t, introduite pour l'homogénéité, et ne s'annulant 
en aucun de ces points. 
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27. La formule du n° 19 est susceptible d'une extension importante, 
à laquelle on arrive par l'application des principes employés plus haut. 

Si l'on part en effet de l'intégrale, appartenant toujours à la courbe 
/ = ο, φ = ο, 

if Q(X, Υ,Ζ") dX-J -ψ<χ,γ,ζ)[7νφ' K*TP...' 

Q élant un polynôme de degré q\ R, T, ... des polynômes de degrés 
/·, .v, ... en X, Y, Z, on voit qu'en la rendant homogène et en substi-
tuant à χ, y, ζ, t leurs valeurs en fonction thètafuchsienne de λ, elle 
prend la forme 

~J Ψ t/r fi-/=?>·] K*TP... F' 

étant posé 
A == q -+- \ — (m -4- η -hp) — (α/* -h -h ...). 

Le facteur t ne figurera pas au dénominateur si Ton a Afro, c'est-
à-dire si 

m -h η -+- ρ H- α/· -h fis -h ... > q -t-

Cela posé, on voit, comme plus haut, que la somme des résidus, 
dans le polygone fondamental, de la fonction 

(9) m -h η -+- ρ H- α/· -h fis -h ... > q -t-

est nulle, et qu'il n'y a pas lieu de tenir compte de ceux qui proviennent 
des zéros de — f pounm toutefois qu'aucune des surfaces 
ψ = ο ; R = ο ; Τ = ο ; ... ; t = ο ne passe par un point singulier de la 
courbe / = ο, φ = ο. 

Le résidu de Θ(λ) pour un zéro de ψ, correspondant à un point 
x, y, z, t de la courbe / = ο, φ = ο, est, d'après le calcul du n° 17. 
égal à 

Q 
ARaTP... 

On a donc la relation 

(M) SAFVTP... ΣP
T

— °* 
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la première somme s'étendant aux points communs aux surfaces /=0, 

φ = ο, ψ = ο; £p
h

, 2pT, · · · désignant les sommes des résidus de la 

fonction Θ (λ) par rapport aux zéros de R, Τ, ..tk. 
Si Ton suppose α = β = ... = ι, et si k est nul ou négatif, la for-

mule devient 

(") 4~ΣΔλι,ΨΤ... "^ΣΔ^τψΒ...4"··· °' 

Ay-φψ désignant toujours le déterminant dont les lignes sont les dérivées 
partielles de/, φ, ψ par rapport à a?, y, z. La première somme s'étend 
aux points communs aux surfaces /= ο, φ = ο, ψ = ο; la seconde 
aux points communs à/= o, φ = o, R = o, et ainsi de suite. 

28. RemarqueI. — La formule (10) montre que la somme^ — 
est nulle si Θ(λ) n'a pas d'autres infinis que les zéros de ψ et ceux de 
f'ry'

z
 — c'est-à-dire si la surface Q = ο a un contact d'ordre α — ι 

avec la courbe /=0, φ = ο, en tout point de cette courbe situé sur 
R == o; un contact d'ordre β — 1 en tout point situé sur Τ = o, .... 
un contact d'ordre A — 1 en tout point situé sur t = o, [A> 1]. 

D'une manière plus précise, on peut dire que la somme ̂  ÀRâTji— 
étendue aux points communs aux surfaces /=0, φ = ο, ψ= o est 

nulle, si la fonction
 tk ̂

 reste finie pour tous les points de la 

courbe/ = ο, φ = o situés sur les surfaces R — ο, Τ = o, ../ = υ, 
u étant une fonction linéaire de x, y, z, £, introduite à une puissance 
convenable pour l'homogénéité, et ne s'annulant en aucun de ces 
points. 

29. Remarque II. — Si, dans ce qui précède, on remplace le poly-
nôme Q par un polynôme de même degré, Q,, de la forme 

Q, — Q 4- A/-H Βφ -t- Οψ, 

A, B, C étant des polynômes entiers, la somme Σ AR«TP—
5 étendue 
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aux points d'intersection des surfaces/=ο,φ = ο, ψ = ο, sera égale 
à la somme analogue, où Q, est remplacé par Q. 

Elle aura encore pour valeur la somme, changée de signe, des rési-
dus par rapport aux zéros de R, S, ..., I de la fonction 

λ Q-+-A/+ Ββ-+-Οψ x't — xt'1 ^ } ψ"(/;'& —fz<?;) κ··» 

Elle sera nulle si la fonction ^ ^ ^
 rcste

 P
olir

 t°
us 

les points de la courbe/= ο, φ = o, et en particulier si 

Q -+- A/-1- Βφ -4- βψ, 

est divisible par R"TP... tk. 

IV. — APPLICATION AUX INTÉGRALES MULTIPLES DU THÉORÈME D'ABEL. 

30. Soit /(X, Y, Z) = o l'équation d'une surface algébrique de 
degré m ; considérons l'intégrale double, appartenant à cette surface, 

ι ffQ(X,Y,Z) dXdY JJ S(X,Y,Z) fi 

Soient maintenant deux systèmes de surfaces algébriques : 

Φ(Χ,Υ,Ζ,«) = ο, Ψ(Χ,Υ,Ζ,υ) = ο, 

dont les équations, de degrés η elp en X, Y, Z, renferment respective-
ment deux paramètres, u et t\ 

Deux surfaces voisines du premier système et deux surfaces voisines 
du second découpent sur la surface fixe,/(X, Y, Z)= o, des quadri-
latères curvilignes infiniment petits, dont le nombre est égal à celui des 
points de rencontre des surfaces /= ο, Φ = ο, ψ = ο, c'est-à-dire à 
mnp. 

Si l'on fait varier la deuxième surface du système M, en laissant la pre-
mière fixe, et si l'on fait de même varier la deuxième surface du sys-
tème v, les quadrilatères découpés prendront des dimensions finies : le 
problème que nous nous proposons est d'évaluer la somme algébrique 
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des valeurs de l'intégrale J, prise dans tous les quadrilatères ainsi dé-
terminés. 

Soient 
Φ(Χ, Y, Z, u)= ο, Φ(Χ, Y, Z, «4-au)=o, 
Ψ(Χ, Y, Ζ, Ρ) = ο, Ψ(Χ, Y, Ζ, ν -+-dv) — o 

les équations de deux surfaces voisines du système u et de deux sur-
faces voisines du système v. Transformons l'intégrale Jen prenant pour 
variables M et ρ à la place de X, Y. 

Il faut, pour cela, remplacer dXdY par H désignant le ja-

cobicn de u et p, considérés comme fonctions de X et Y. 
Or on a les relations 

/(X, Y, Z) = o, 
Φ(Χ,Υ,Ζ, «) = o, 

Ψ(Χ,Υ,Ζ,0 = ο, 
d où 

iidx + VdY + MdZ = o, 

dQ dX + ...................................... = — dQ du, 

dY dX + ...................................... = — dY dv, 

Si l'on tire dh de la première de ces équations pour le porter dans 
les deux autres, on trouve 

[dQ df — dQ df] dX + [dQ df — dQ df] dY = — dQ df du, 

et une équation analogue pour dv. 

Ces relations donnent et l'on a, par suite, 

H = du dv — dv du 

I (dQ df — dQ df)(dY df — dY df) — (dY df — dY df)(dQ df — dQ df) 

dQ dY (df)2 
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c'est-à-dire 
IT Δ 

<}Φ dV df ' 
du de dZ 

en posant 
ÈL ÈL dl 
dX dY dZ 

A = dQ dQ dQ. 

dv dv dv 
dX dY dZ 

L'élément de l'intégrale double J devient ainsi 

Q dX dY = Sf'z mod du dv 

dQ dY df 

La somme de ces éléments dans les quadrilatères infiniment petits 
découpés sur la surface f — ο par les quatre surfaces considérées a donc 
pour valeur 

dQ dY df 

du dv E Sf'z mod du dv dz. 

Au lieu de considérer la somme de ces éléments, considérons leur 
somme algébrique, en supprimant le signe mod ; nous aurons alors à 
évaluer l'expression 

du dv E SA du dv, 

la somme s'étendant à tous les points communs aux surfaces f = o, 
Φ = ο, ψ = ο ; et par suite, la somme algébrique des valeurs que prend 
l'intégrale J dans les quadrilatères curvilignes compris sur la surface 
f — o, entre les surfaces 

Φ(Χ, Y, Z, u
e
) = ο, Φ(Χ, Y, Z, u) = o, 

Ψ(Χ, Y, Z, c
0
 ) = ο, Ψ(Χ, Y, Z, Ç) - o, 
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aura pour expression 

(ia) K = f f <1ιι(1νΣ SA dv 

la somme s'étendant aux points communs aux trois surfaces 

/ = ο, Φ(Χ, Y,Ζ, u) = ο, Ψ(Χ, Y, Ζ, p) = o. 

Comme nous l'avons fait observer, c'est là l'expression de la somme 
algébrique des valeurs de l'intégrale J; pour préciser, on peut dire que, 

dans cette somme, chaque élément de l'intégrale J ̂ dXrfY figure, 

multiplié par (— i)°" dl . 

51. Dans la nouvelle intégrale double (12), en u et r, entre une 
somme de la nature de celles que nous avons étudiées précédemment. 

Cette somme est une fonction symétrique des coordonnées des points 
communs aux surfaces / =0, φ = ο, Ψ = ο : c'est donc une fonction 
rationnelle de u et v. 

L'intégrale double K. est donc de la forme 

f f'^dudr, 

M el Ν étant des polynômes entiers. Cette intégrale ne peut donc, en 
général, se ramener aux fonctions rationnelles et logarithmiques, 
comme dans le cas d'une seule variable. 

Une étude approfondie des différentes formes dont elle est suscep-
tible sortirait du cadre du présent Mémoire, et nous nous réservons de 
revenir plus tard sur ce point; nous nous contenterons de signaler ici, 
(m raison de leurs applications géométriques, quelques cas particuliers 
très étendus où l'intégrale Κ se présente sous une forme simple. 

52. Supposons d'abord que les systèmes de surfaces Φ = ο, Ψ = ο 
soient deux faisceaux ponctuels, et posons 

Φ(Χ,Υ,Ζ,ΐί)=Φ
ι
(Χ, Y, Ζ) Η-«Φ2(Χ,Υ, Ζ), 

Ψ(Χ, Υ, Ζ, Ρ) = Ψ, (Χ, Υ, Ζ) -μ Ρ Ψ, (Χ, Υ, Ζ). 
Jour η. de Math. (4e série), tomé V. — Fasc. I, 1889. 16 
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On aura 
K
 =//dude^^T' 

la somme ̂  s'étendant aux points communs aux surfaces / = ο, Φ = ο, 
Ψ = ο. 

Soient toujours m, η, ρ, q, s les degrés, en X, Y, Z, de/, Φ, Ψ, Q, S. 

La somme devient, en coordonnées homogènes, 

f f'^dudr,AtkQ 
étant pose 

k = q — s — ηι -h 4· 

Nous distinguerons deux cas, selon que k est ou n'est pas supérieur 
à zéro. 

i° Soit d'abord k<o. 
D'apr ès les propositions du n° 28, la somme précédente sera nulle 

si la fonction 

(LJ) 5|ΧΛ ' 

reste finie en tous les points de la courbe / = ο, Φ = ο, situés sur la 
surface S = o; {i. désigne une fonction linéaire quelconque de χ, y, -, 
/, ne devenant pas nulle en ces points, et h est défini par la relation 

h = m -H η -H ρ — 4 · 

A fortiori, la somme dont il s'agit sera nulle si la fonction (i3) reste 
finie en chacun des points de la courbe commune aux surfaces /= ο ; 
S == ο : cette condition est plus avantageuse à étudier que la précédente, 
parce que la courbe / = o, S = ο est une courbe fixe, indépendante des 
paramètres u et e. 

Seulement, il importe de remarquer que ρ est alors une fonction 
linéaire de x, y, ζ, t, qu'on devra faire varier d'un point à l'autre de 
cette courbe, de telle façon qu'elle ne s'annule pas au point de la courbe 
que l'on considère. 
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Posons, pour abréger, 

Z1 0 jj^A ' h u 

et supposons que l'on ait 
S = R"TP — 

Imaginons que les coordonnées d'un point de la surface / = ο soient 
exprimées en fonction de deux paramètres, σ et ω ; z, t) devient 
alors une fonction £(σ, ω). 

Cherchons d'abord à quelles conditions restera fini en un 

point, de paramètres ω
0
, σ

0
, situé sur la surface R = o. 

Si ce point est un point ordinaire de la surface /= o, et si la surface 
Κ = ο ne la touche pas en ce point, on aura, au voisinage des valeurs 
(*>0, σ0 ι 

|{(ω, σ) = Λ(ω — ω
0
) + ιΐ!»(σ — σ

0
)π- ©(ω — ω

0
)2-4-..., 

■ι, et n'étant pas nuls à la fois. 
Si les surfaces Τ = o, ... ne passent pas par le point considéré, il 

$ faudra, pour que — reste fini pour ω = ω
0

, σ = σ
0

, que l'on ait, 
pour ces valeurs, 

£(ω, σ)_ο, — ο, o, ..., 

£(ω, σ)_ο, — ο, o, ..., d^1 ~ °' &■>«-'d» ~~ °' ' " ' <Μ~ι ~ °* 

Si la surface R = o touche au point ω
β

, σ
0
 la surface / = o, ou, 

plus généralement, si la surface S = o a en ce point, avec cette der-
nière, un contact d'ordre Ζ—ι (l étant supérieur à a), ce qui se 
présente notamment aux points communs à /= o et à deux des sur-
faces R = ο, Τ = o, ..., il faudra, pour que · · · reste fini au point 
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considéré, ajouter aux équations qui précèdent les suivantes : 

â*rf _ d* J _2 = o 

dw'-'-0' ··'* dT17-0,=o 

Comme la fonction JJL ne s'annule pas pour ω = ω
0

, σ = σ0, il faut évi-
demment que ces conditions soient vérifiées par la fonctionQ2 2t k 
qui figure au numérateur de géométriquement, d'après la théorie 
du contact, cela revient à dire que la surface (2Φ2Ψ2ί~* = ο passe par 
la courbe commune aux surfaces/ = o, S = o, et que, si en un point 
de cette courbe la surface S = o a un contact d'ordre l — ι avec la sur-
face / = o, la surface 0Φ2Ψ2/~*=ο a, au même point, avec cette 
dernière, un contact d'ordre supérieur. 

La surface (5Φ
2
Ψ

2
ΓΑ = o se décomposant en surfaces distinctes, il 

suffit que la condition précédente soit remplie par l'une d'elles, et en 
particulier par la surface Φ

2
ψ

2
 = o. 

2° Soit maintenant k ]> o. La somme s®crit, cn coordon-
nées homogènes, 

dw'-'-0' ··'* dT17-0, 

et l'on voit comme précédemment qu'elle sera nulle si la fonction 

(14) dw'-'-0' ··'* dT17-0, 

reste finie en tous les points de la courbe commune à la surface /— o 
et à la surface S tk = o. 

On arrive ainsi à un résultat semblable à celui que l'on a trouvé 
plus haut, en ayant soin de traiter le facteur lk qui figure au dénomi-
nateur comme on a traité les facteurs R", TP, 

35. Toutes ces conséquences peuvent se résumer cn une formule 
simple. 
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Soit I une intégrale double abélienne appartenant à une surface algé-
brique, /(X, Y, Ζ) = o, de degré ira, 

l-fffetUt, 

Q et S étant des polynômes de degrés q et s en X, Y, Z. 
La somme algébrique des valeurs que prend l'intégrale I dans les 

polygones curvilignes découpés sur la surface /= ο par deux surfaces 
quelconques d'un premier faisceau ponctuel de degré Λ, et deux sur-
faces quelconques d'un second faisceau de degré p

y
 est égale à zéro si 

l'on peut trouver une surface Φ2 = ο du premier faisceau et une surface 
Ψ

2 = ο du second, telles que la fonction 

Q<W 
Si* μ* 

reste finie en chacun des points de la surface f — ο situés sur les sur-
faces s = o, / = o, étant posé 

A* — q — s — m-h 4» 
h = m -ι- η -+- ρ — 4· 

Dans cette fonction, μ désigne une expression linéaire quelconque 
en x, y, 5, t, introduite pour l'homogénéité, et qu'on choisira de ma-
nière à ne pas s'annuler au point de la surface f— o que l'on consi-
dérera. 

Géométriquement, cette condition est équivalcutc à la suivante : il 
faut qu'on puisse trouver une surface Φ

2
 = o du premier faisceau, cl 

une surface Ψ
2
 = o du second, telles que la surface Φ

2
Ψ

2
 = o passe 

par tous les points de la surface f — o situés sur la surface S<*= o, et 
qu'elle ait avec / = o, en chacun de ces points, un contact d'ordre 
supérieur à celui des surfaces /— o, Si* = o au même point. 

54. On peut encore transformer ce résultat pour lui donner une 
forme identique à celle du théorème du n° 6, relatif aux intégrales abé-
liennes simples. 
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A cet effet, soit I, une intégrale double abélienne de la forme 

', =//$««* y, 

Q, et S, étant des polynômes en X, Y et Z, de degrés q
s et s„ et 

Χ, Y, Ζ étant liés par l'équation /(Χ, Y, Z) = o. 
Cherchons à déterminer les infinis de l'intégrale I4. A cet effet, rem-

plaçons Χ, Y, Ζ par j » y» et supposons χ, y, s, t exprimés en fonc-
tion de deux paramètres, a et ω. Il vient 

dXdY = [d(x) d(y) — d(x) d(y)] dodw, 

ce cpii s'écrit 

dXdY = dodw {[tdx — xdt][tdy — ydt] — [tdx — xdt][tdy — ydt]} 

c'est-à-dire 
* y ' 

(15) dXdY = dodw dx dy dt. 
dx dv dt 
dy dy dy 

< )n a d ailleurs 

Q1 = tq-s1 Q1 (x, y, z, t). 

Ces expressions montrent que les infinis de l'élément différentiel de 
l'intégrale I, sont les points de la courbe/= o, S, f* ι-5·"4"3 — o. 

Nous dirons que cette courbe, ou une portion de cette courbe, est un 
infini d'ordre l pour l'élément différentiel si la surface = o a, 
le long de cette courbe, avec f= o, un contact d'ordre l — i. Ainsi, 
en général, le long de la courbe à l'infini sur la surface f = o, l'élé-
ment différentiel sera infini d'ordre q

t
 — 5, -h 3. 

Dans le cas où/z' figure au dénominateur de l'élément différentiel, il 
est aisé de voir que, le long de la courbe /= o, /z' = o, l'élément dif-
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férenticl ne devient pas infini, parce que le déterminant qui figure dans 
l'expression (i5) s'annule en tousles points de cette courbe qui ne sont 
pas des points singuliers. 

Ainsi, en revenant aux notations des n04 30 et suivants, l'élément 
différentiel 

£r, dXdY 

devient infini le long de la courbe §ιι~*-'Λ+·* = o, c'est-à-dire de la 
courbe Si*= o; il devient en outre infini aux points singuliers de la 
surface /=0. 

Si maintenant on se reporte à la proposition du n° 35, on voit qu'elle 
peut s'cnoncer ainsi : 

I. La somme algébrique des valeurs que prend une intégrale 
double abélicune appartenant à une surface algébrique 

/(X,Y,Z) = o, 

dans les polygones découpés sur cette surface par deux surfaces 
quelconques d'un premier faisceau ponctuel et deux surfaces quel-
conques d'un deuxième faisceau est égale à zéro, s'il existe une 
surface Σ, formée par l'ensemble d'une surface du premier fais-
ceau et d'une surface du second, passant par tous les points de la 
surface f = o, qui rendent l'élément de l'intégrale infini, avec la 
condition d'avoir avec la surf ace f = o, en tout point de celte sur-
face qui est infini d'ordre l pour l'élément de l'intégrale, un con-
tact d'ordre l — 1. 

De plus, quand l'intégrale est sous la forme J J dXdY, il n'y 

a pas, dans l'énoncé précédent, à tenir compte de ceux des infinis de 
l'élément différentiel qui annulent/z', même s'ils correspondent à des 
points singuliers de la surface /=0. 

Dans le cas où les surfaces Φ — ο, Ψ = o forment deux systèmes 
algébriques quelconques, il faut que la condition précédente soit rem-

plie, quels que soient les paramètres u et v, par la surface ̂  = o, 
comme le montre la formule (12). 
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55. On peut signaler, en raison de l'intérêt géométrique de ses ap-
plications, un nouveau cas particulier, où la somme algébrique des 
intégrales doubles I, au lieu d'être nulle comme dans l'exemple précé-
dent, s'exprime en fonction rationnelle et logarithmique des para-
mètres a et v. 

Soit, pour fixer les idées, l'intégrale 

l=fJèdXdY' 

011 le degré de est égal à — 3 ; et soit posé 

S = ReTP 

Les infinis de l'élément différentiel sont les points communs à / = ο 
cl aux surfaces R = ο, Τ = ο, 

Imaginons que, parmi les surfaces de Tun des faisceaux sécants, il en 
existe une passant par les courbes d'intersection de/ = ο et des sur-
faces R = ο, Τ = ο, ..soit par exemple 

Φ
2
=Λ/+ΒΙΠ\... 

Nous 11c supposons pas que cette surface ait avec /=0, le long de 
ces courbes, des contacts d'ordre plus ou moins élevé, comme on l'ad-
mettait dans le théorème précédent. 

L'intégrale Κ est ici 

£r, dXdY du dv QB Rz T 

Nous avons supprimé au numérateur de la somme Σ le terme A/, 
parce que la somme s'étend aux points communs aux trois surfaces 
/ = ο, Φ, Η- «Φ2 = ο, Ψ, -f- = ο. 

La proposition que nous allons établir est que l'intégrale Κ est une 
fonction entière de «, et une fonction rationnelle et logarithmique 
de ç. 

On a, en effet, en remarquant qu'en vertu de l'hypothèse faite sur le 

degré de ̂  le numérateur de la quantité sous le signe Σ est de degré 
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inférieur au dénominateur et en appliquant la formule (10) du n° 27, 

£r, dXdYAR Tb Pr Pt =o 

Σρ
κ

, Σρ
τ

, ... désignant les sommes des résidus, par rapport aux zéros 
de R, Τ, ..de la fonction 

Q(h)r, dXdY QVjB x't— xt' 

Dans cette fonction, a?, y, ζ, t sont les coordonnées, exprimées en 
fonction thétafuchsienne de λ, d'un point de la courbe /= ο, Ψ = ο. 
Si Ton remarque maintenant que Φ2 s'annule pour les points de cette 
courbe situés sur les surfaces R = ο, Τ = ο, ..on voit que dans les 
résidus de Θ(λ) par rapport aux zéros de R, T, ..., u ne figurera pas 
au dénominateur, car il n'entre, au dénominateur, que dans des puis-

sances de la fonction -—l—fonction prise en un point commun à la 1 + 2 

courbe f = ο, Ψ = ο et à l'une des surfaces R = ο, Τ = ο, — 
( iOmmc pour ces points Φ2 s'annule, u ne figurera pas au dénomina-
teur. 

On voit ainsi que la somme 

2Q^»B Δ H*-1 TH...' 

qui est une fonction rationnelle de u et de c, est une fonction entière 
de u. Il serait aisé de préciser son degré en u\ nous en donnerons des 
exemples dans les applications. 

Cette fonction est donc de la forme 

^>(*0 -+· wi,(p)-4- ua$
a
(p)-K.., 

fo, f1... étant des fonctions rationnelles de v. On a donc 

K= Γ f dudv[âb(v)-\- «#,(?)-κ ·.] 

= (u — u
0
)u j£,(p)tfe-K.., 

ce qui démontre la proposition énoncée. 
Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. 1,1889. '7 
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Dans le cas où la surface du second faisceau Ψ
2
 = ο passe égale-

ment par les courbes situées sur f == ο rendant l'intégrale I infinie, on 
voit de même que Κ est une fonction entière de e; cette intégrale est 
alors fonction entière des paramètres u et c. 

On aurait un résultat analogue si était de degré supérieur à — 3. 

Nous pouvons donc énoncer la proposition suivante : 

II. La somme algébrique des valeurs que prend une intégrale 
double abélienne, appartenant à une surface /(X, Y, Z) = o, dans 
les polygones découpés sur cette surface par deux surfaces quel-
conques d'un premier faisceau Φ,Η-ΜΦ

2
=Ο, et deux surfaces 

quelconques d'un autre faisceau, Ψ, -h ν ψ
2
 = ο, est une fonction 

entière du paramètre u et une fonction rationnelle et logarithmique 
du paramètre e, si la surface Φ

2
 = ο du premier faisceau passe 

par tous les points de la surface f — ο qui rendent l'élément de 
l'intégrale infini. 

Si la surface Ψ
2
 = ο du second faisceau satisfait également à la 

même condition, la somme précédente est une fonction entière des 
deux paramètres u et ç. 

36. On a un résultat semblable dans le cas où les surfaces Φ = ο. 
ψ = ο forment deux systèmes algébriques quelconques. 

La somme des intégrales I sera une fonction entière de u et une 
fonction rationnelle et logarithmique de c si la surface — = ο passe, 

quel que soit u, parlous les points rendant l'élément différentiel infini. 
Si Φ = A«P -+- Β MP"*1 -4- ... H- Κ u -f- L, il faut pour cela que les sur-

faces A = ο, Β = ο, ..., Κ = ο passent par ces points. 

V. — LE THÉORÈME D'ABEL POUR LES INTÉGRALES DE DIFFÉRENTIELLES 

TOTALES. 

37. Soit toujours /(Χ, Y, Ζ) = ο l'équation d'une surface algé-
brique de degré m ; considérons l'intégrale, appartenant à celle sur-
face, 

l _ TQ(X,Y,Z)^V , R(X,Y,Z)^V S(X,Y,Z)aA+~T(X,Y,Z)ai> 
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Q, R, S, Τ étant dos polynômes de degrés q, /·, s, /, et les fractions 

rationnelles^» γ satisfaisant à la condition d'intégrabilité 

JL(9.\ —<?YVS/ ~ dX\T/' 

On suppose, dans cette intégrale, que Z est une fonction de X et Y, 
satisfaisant à l'équation f (X, Y, Z)= o. 

Cela posé, soient deux systèmes de surfaces algébriques 

Φ(Χ,Υ,Ζ,<0=ο, Ψ(Χ,Υ,Ζ,() = ο, 

dont les équations, de degrés m et ρ en X, Y, Z, renferment respective-
ment deux paramètres a et v. 

Considérons deux surfaces du premier système, correspondant aux 
valeurs u

n
 et u, du paramètre //, et de memo deux surfaces du second, 

correspondant aux valeurs v0 et e, ; proposons-nous d'évaluer la somme 
des intégrales I, dont les limites inférieures sont les valeurs de X et Y 
qui correspondent aux points communs à/= ο et aux surfaces de pa-
ramètres //„ et c

w
, et dont les limites supérieures sont les valeurs de X 

et Y correspondant aux points communs à /= ο et aux surfaces de 
paramètres M, et c,. 

Soient u et ν des valeurs des paramètres, comprises respectivement 
entre n0 et //,, c0 et c, ; transformons l'intégrale I en prenant pour 
variables u et c à la place de X et Y. 

On a les relations 

/(Χ, Y, Ζ) = ο, Φ(Χ, Y, Z, u) = ο, Ψ(Χ, Y, Ζ, v) = o; 

d'où 

/(Χ, Y, Ζ) = ο, Φ(Χ, Y, Z, u) = ο, Ψ(Χ, Y, Ζ, v) = o; 

àxd* + =~ΛίΛ' 

/(Χ, Y, Ζ) = ο, Φ dΧ, Y, , dv 
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On tire de là 

*dX=Tu\â m-Âw\da 

+ de \ dZ à\ àY dZ j *dX=Tu\â m-Âw\da 
el 

»"=£|££-£SI«« 

dZ à\ àY dZ j *dX=Tu\â m-Âw\da 

Δ désignant toujours le déterminant ̂  ± ^ On a donc, pour 
l'élément de l'intégrale I, 

idx + rdY
 = £ [â

 Μ

·
+

 ώ *·]
d

"
 +

 [§λ
 M

»
+

 τι
 N

*J '*'· 

M
n
 Ν,; M

a
, N

2
 étant les coefficients de ^cfoet^c/c dans les va-

leurs de AdX et AdY. 
La somme de ces éléments, pour les points communs à la surfac e 

f = ο et aux surfaces Φ(Χ, Y, Z, u)= ο, Ψ(Χ, Y, Z, r)= o, est done 
de la forme 

G? H S(I(>) Σ STÏ + Σ sTS' 

les sommes s'étendant aux points communs aux trois surfaces. 
On est donc encore ramené au calcul de sommes analogues à celles 

que nous avons si souvent introduites dans ce travail, et ce calcul se 
fera par l'application de la formule générale du n° 27. 

Il est clair d'ailleurs que chacune des sommes qui ligurent dans 
l'expression (iG) est une fonction rationnelle de u et de c\ et l'on eu 
conclut aisément que l'intégrale de cette expression est une fonction 
rationnelle et logarithmique de u et de ç. 

En effet, soit la fonction 

. .1 = JM(m, v)du -+- N(w, v)d\", 

où M et Ν sont rationnels. 
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On a 

j-r «(., v)du->r j* Ν (u
ûy

v)dv. 

La première intégrale étant une fonction rationnelle et logarithmique 
de m, et la seconde étant indépendante de w, 011 voit bien quo J est 
fonction rationnelle et logarithmique de u et, par suite, de e, puisqu'on 
peut répéter pour ν le raisonnement fait pour u. C'est l'extension évi-
dente du théorème d'Abel aux intégrales de différentielles totales. 

Le cas où les surfaces Φ = ο, Ψ = ο appartiennent respectivement 
à un faisceau ponctuel donne des résultats simples. 

Soit toujours 
φ = φ, -h w Φ2, 
ψ=ψι4-ρψ2. 

L'intégrale à calculer est 

S,(*, /, -, t) -, t) i*.-',-*' TA H dv 

On arrive sans difficulté, en répétant les raisonnements faits dans le 
paragraphe précédent, aux propositions suivantes. 

Soit l'intégrale 

I= Q S dX + R T dY 

que nous ramènerons à la forme 

I — + S1 

Nous appellerons infini de l'élément de I, en désignant par m,, st 

les degrés de M,, Ν,, S,, les infinis des fonctions 

Mi (a?, .y, 5. t) 1 Ni(x
t
 7, -s, t) 1I 

S,(*, /, -, t) -, t) i*.-',-*' 
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L'ordre d'un infini, défini connue au n° 54, sera l'ordre de cet infini 
dans celle des deux fonctions qui l'admet avec l'ordre le plus élevé. 

I. La somme des valeurs des intégrales I, dont les limites infé-
rieures sont les valeurs de Χ, Y, Ζ qui correspondent aux points 
d'intersection de la surface f = ο avec deux surfaces Φ, -+- ί/0Φ2 = ο, 
Ψ, -h υ,,ΐΓ., = ο, et dont les limites supérieures sont les valeurs qui 
correspondent aux points d'intersection de f — ο avec les surfaces 
Φ, -ι- //Φ, = ο, Ψ, -t- υψ

2
 = ο, est nulle si l'une des surfaces du fais-

ceau Φ, 4- ΓΦ
2
 = ο et l'une des surfaces du faisceau ιΓ, -h ( Y, = ο 

passent par les points de la surface f — ο qui rendent l'élément de 
l'intégrale ï infini, avec la condition d'avoir avec la surface f = o, 
en tout point cle celte surface qui est pour l'élément de 1 un infini 
d'ordre /, un contact d'ordre f — ι. 

II. La somme des valeurs précédentes des intégrales I sera une 

fonction entière de u si la surface Φ
2
 = ο passe simplement par les 

points de f = ο qui rendent l'élément de l'intégrale infini. 
Elfe sera de même une fonction entière de ν si la surface — ο 

satisfait à la même condition. 

< In a des résultats analogues dans le cas où les surfaces Φ = ο, \Γ — ο 
appartiennent à deux systèmes algébriques quelconques. 

( 1 suivre. ) 


