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Sur le développement des fonctions implicites ;

Piar M. F. GOMES TEIXEIRA,

Professeur i P'Ecole Polytechnique de Porto, ancicn professenr a V'Université de Coimbre,

Dans une Note Sur le développement des fonctions implicites,
publiéce dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées,
3¢ série, t. VII, 1881, nous avons présenté¢ une formule pour déve-
lopper en séric ordonnée, suivant les puissances croissantes de «, une
fonction « définie par les équations

5 u=f(s),

| s =t+u5(3) +225,(3) +...+ &* 9 (3).

(1)
A savoir

s u=/[f()+xf(t)p,(t)+...

2 Q@O O] o2 (OIP. . [9 ()]
( Bl 2 z z[i?éw]x.[.?x(zztlu»-n Leet 2l RRRRED

(2)

ou la sommez se rapporte i toutes les solutions entiéres positives de
I'éqnation
ca+28+3y+...+hkk=n,
et ol
b=a+B+y+...+ A

De cctte question se sont ensuite occupés M. E. Cesaro dans les
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Nouvelles Annales de Mathématiques, 3¢ série, t. IV, 1885, ct
M. David dans le Journal de I’ Ecole Polvtechnique, LV1Ie Cahier:
188~.

Nous revenons aujourd’hui sur ce sujel pour déterminer cquelle
valeur de u doit étre considérée comme représentée par la série (2).
et pour ¢tudier les conditions de convergence de cette sérice.

Tueorene. — Sorent

S(3)s 5(3)y 92(3)y -5y §4(3) des fonetions holomorphes dans Uin-
térieur d’un contour K

L un point intéricur a ce conloury

a une quantité positive asses petite pour que la condition (| A | repré-
sentant le module de A)

A}

c25(35)

(3) ] s—

2oy (3) L2k 5p(3)

l—l— 1+...+i-:7—_7|<|

~

soit satisfaite le long du contour K. -l chaque valewr de v, qui satis-
Jait a la condition | x| <L a, correspond une valeur unique z, de s
extstant a Uintéricur du contour K, et f(3,) est susceptible d'étre
développée en série ordonnée suivant les puissances croissantes de «
aw mayen de la formule (2).

En effet, de la condition (3) et de la condition | .e| < 2 on tire

Done, on peut appliquer la série de Lagrange aux équations

" '_;./(3)9

s=1t+cF(3),

F(5) = 2.(3) + £ 5.(3) +. .4 1% " 54(3)s
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ce qui donne (*)

. 3’f(z.):f(t)+wF(t)f'(t)+---

rm dm—lg F(t)'” I(t):
m? e R,

R,— /‘.c"'*‘[F(:,)]'"*"f(s)[l —Z2¢y(3) —...~shg (3] ds
oy

- m+ 'tF(:)
(s=0 ’[l— 5 —¢

On sait que, pour les valeurs de x considérées, la série (4) est con-
vergente; nous allons faire voir qu'elle est uniformément conver-
gente.

L’expression de R,, donne

< 3) .I’F(S) m+i “-1—'1‘?;(3)[-%—.-i—I»L"t?k(S)léd@
R | H_, =7 | _2F () ’
& - s—t |
mais
'JLF( )|< Nl( )\ x‘.f?_:_(s)\_’_“d._lw‘;?:(:)
< 1‘31( )‘ 2 0,(3 )|+ - ﬁ:’?_li:_)
| s — S —
1}'
xF(3) i F(s)
- 53— >l_| s—t
{ J‘On( ) 2% 92(3) J""«A( )
Z1= 1 e H
2l )
Jone
< ' ak 9,(3) {'”""}I-O—iﬁ?’,(;)l*.“ 199, (s) | tds
HWe—e |77 | s—¢ _3 3 a‘qu()(
s—t s$—t

(*) M. C. Joroan, Cours d’Analyse, 1. 11, p. 308.
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Soient maintenant

M le maximum de

b

S(3)
S—t

M, le maximum de
L 25 (3) | |2 53

M, le maximum de

191( )|+ '1"?44(3)[

s—

le long du contour K. Nous avons
\ m+1
IR, | < f “'_‘{I ds,

et, par conséquent, s représentant la longueur du contour K,

MM, M2+
T =M,

i Rm !<

pour toutes les valeurs de ., dont le module est inféricur & a.

Comme M, <1, on voit donc que 'on peut, quelque petite (ue
soit la quantité ¢, déterminer m de maniére que 'on ait | R,, | < & pour
toutes les valeurs de x qui satisfont & la condition | x| < a.

Donc la séric considérée est uniformément concergente dans le
cercle de rayon a.

Cela posé, si -dans la série (4) on pose

F(t)= wi(1) +x9(8) +.. + A w4(1),

on voit facilement qu’on peut développer chaque terme suivant les
puissances de x, et qu'on obtient des polynomes respectivement des
degrés oy ky 2k, ...

Donc, cu vertu d'un théoréme bien connu de la théorie des séries (),

(") M. WeigrsTraASS, Monatsberichle der k. Akademie der Wissenschafien
su Berlin, 1880; Bulletin des Sciences mathématiques. p. 160; 1881.
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la fonction f(3,) est susceptible d’étre développée en série ordonnée
snivant les puissances croissantes de x, et convergente dans le cercle de
rayon a.

Le théoréme énoncé est donc démontré.

La méthode précédente donne méme la série trouvée dans mon
article antéricur.

En eflet, le terme général de la série (4) est

xb dh=r e () +. . ko (D ()
b dev=1

ou

! B.. . Jex(OP )
ab b= 2 b'[?l(t)]!u[!?{;!(.t.ﬂ.)\! Lo () B L
l)—! dtb—? ’

ou la sommez se rapporte a toutes les solutions cntiéres positives
de I’équation

a+B+vy+...+A=0
ou

o] £ 20k 1001 19 C ) iR ACI PSP IR
2! 81, AT der-1 } :

Donc le coefficient du terme du degré 2 dans le développement
de f(s,) en séric ordonnée suivant les puissances croissantes de .« sera

2 @13 (o (O [oa (P, - Lo (O S ()

Al B, o deb

ot la somme 2 se rapporte & toutes les solutions entiéres ct positives
de Péquation
a+28+3y+...+hkh=un
el ot
b=a+3+v+...+1




