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SUR LE DÉVELOPPEMENT DES FONCTIONS IMPLICITES. G7 

Sur le développement des fonctions implicites ; 

PAR M. F. GOMES TE1XEIRA, 
Professeur à Γ Ecole Polytechnique de Porto, ancien professeur à l'Université de Coïmbre. 

Dans uni? Note Sur le développement des fonctions implicites, 
publiée dans le Journal de Mathématiques pures et appliquées, 
Ie série, t. "VII, 1881, nous avons présente une formule pour déve-
loppe!· en série ordonnée, suivant les puissances croissantes de :c, une 
fond ion u définie par les équations 

(0 
» =/(:)< 
Ζ = t -f- X1 ^2 ~4~ ■ · · *Ί~ Χ* ψ^ζζ). 

i\ savoir 

(*) 
" = /(0 + χ/'(ί)9<(ι)+··· 

+ xn E db-1 |f'(t) [q1(t)]x[q2(t)]B...[qk(t)]Y : +..., 

où la somme V se rapporte à toutes les solutions entières positives de 
l'équation 

α -f- 2ρ -f- 3γ -f-... -h λ*λ = η, 
et ou 

& = αΗ-β-4-γ4-...-+-λ. 

De cette question se sont ensuite occupés M. E. Cesaro dans les 
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Nouvelles Annales de Mathématiques, 3e série, t. IV, I88J, el 
M. David dans le Journal de Γ Ε role Polytechnique, LVIle Cahier; 
1887. 

Nous revenons aujourd'hui sur ce snjel pour determiner quelle 
valeur de u doit être considérée com nie représentée par la série (2). 

et pour étudier les conditions de convergence de cette série. 

THÉORÈME. — Soient 

f(z), cp, ( ^ ), 9*3 - ) des fonctions ho/omorphes dans Γ in-
térieur d'un contour Κ ; 

t un point intérieur à ce contour; 
α une quantité positive assez petite pour que la condition ( j Λ | repré-

sentant le module de Λ ) 

^3) Κ, z-t k z 

soit satisfaite le long du contour K.. / chaque valeur de .#·, qui satis-
fait à la condition |·τ|<[α, correspond une valeur unique z, de z 
existant à l'intérieur du contour K, et f ( ~·\) susceptible d'être 
développée en série ordonnée suivant les puissances croissantes de χ 
au moyen de la for mule (2). 

E11 effet, de la condition (3) el de la condition j ν \ < α on lire 

^3) Κ, z-t k z z — t j 3 -t \ z -■ f ^ 

el, par conséquent, 

^3) Κ, z-t k z z — t j 3 -t \ z -■ f ^ 

Donc, on peut appliquer la série de Lagrange aux équations 

« = /(-)> 

Z == t -h- X F (. "'X 
où 

1< (z) - - ot(3) H- χ ^.>(z) -h.. .-h* * z>/j{ z) ; 
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ce qui donne (') 

<4) 
f(z* ) — /(0 -+- ® F(0/'(0 -+-··· 

+ xm dm-1 | F(t)m f'(t) | + Rm, 

ou 
π _ />.fw-,-|[F(a)]w-H/(g)[i — .ry'tU) —... -· jt* s'

A
(5 )] cfc 

k (z — t)m+2[I — xF(z)] 

On sait que, pour les valeurs de χ considérées, la série ( \ ) est con-
vergente; nous allons faire voir qu'elle est uniformément conver-
gente. 

L'expression de R
m
 donne 

ο ι ^ Γ -rF(5) |i-t-|-r?i(5)|4-| JfAçi(5)||i/A 
z — t z — t x F (z) 

K z — t 
niais 

| xF(z) |<| xq1(z) |+|x2q2(z)|+...+|xkqk(z)| 

<| xq1(z) |+|x2q2(z)|+...+|xkqk(z)| 

Of 

|I — xF(z)|>I — |xF(z)| 

>I — {|xq1(z)|+|x2q2(z)|+...+|xkqk(z)|} 

>I — {|xq1(z)|+|x2q2(z)|+...+|xkqk(z)|}; 

«lonc 

|Rm|<fk|f(z)| 

xq1(z) +...+ xkqk(z) m+1 I + xq'1(z) — ...+ xkq'k(z) ds 
X z — t z — t I — xq1(z)+...+xkqk(z)} 

z — t z — t 

(') M. C. JORDAN, Cours d'Analyse, t. 11, p. 3o8. 
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Soient maintenant 

M le maximum de F(z) z-t 

M, le maximum de 

1-Ηαΐ'
1
(-)Κ···-Η*",?*(·)|: 

M., le maximum de 

τ— +···+|-ΓΤΓ 

le long du contour K. Nous avons 

Il!»1 < χ—νΐτrf*< 

et, par conséquent, s représentant la longueur du contour K, 

I ^ ι - Ms , ,» ,^ΜΜ,ΧΓ'.ν 

pour toutes les valeurs de x, dont le module est inférieur à a. 
(Join me M,<i, on voit donc que l'on peut, quelque petite que 

soit la quantité ε, déterminer m de manière que l'on ait | Κ,
Λ

 j < ε j)our 
toutes les valeurs de χ qui satisfont à la condition | χ | < a. 

Donc la série considérée est uniformément convergente dans le 
cercle de rayon «. 

Cela posé, si dans la série (4) on pose 

F(/) = φ,(/) -hxfr(t) -h..-h χ** φ
Α
(/ ), 

on voit facilement qu'on peut développer chaque terme suivant les 
puissances de χ, et qu'on obtient des polynômes respectivement des 
degrés o, A, 2Â, 

Donc, en vertu d'un théorème bien connu de la théorie des séries ('), 

(') M. WEIERSTRASS, Monalsberichte der k. Akademie der I Visse 11 se h aJ 7 en 
zu Berlin, 1880; Bulletin des Sciences mathématiques, p. 160; 1881 -
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l«i fonction/(-i) est susceptible d'être développée en série ordonnée 
suivant les puissances croissantes de x, et convergente dans le cercle de 
rayon a. 

Le théorème énoncé est donc démontré. 
La méthode précédente donne même la série trouvée dans mon 

article antérieur. 
En ellct, le terme général de la série (4) est 

xh dh~x\ [<?,(/) . .-t-./·*-1 <?*·(0]6/'(0 ! h\ dth~x 

ou 

xh dh~x\ [<?,(/) . .-t-./·*-1 <?*·(0]6/'(0 ! h\ dth~x 

où la somme V se rapporte à toutes les solutions entières positives 
de l'équation 

α-+-β-ι-γ-Η...Η-λ=£ 
ou 

xh dh~x\ [<?,(/) . .-t-./·*-1 <?*·(0]6/'(0 ! h\ dth~x 

Donc le coefficient du terme du degré η dans le développement 
de f(z,) en série ordonnée suivant les puissances croissantes de r sera 

xh dh~x\ [<?,(/) . .-t-./·*-1 <?*·(0]6/'(0 ! h\ dth~x 

où la somme ̂  se rapporte à toutes les solutions entières et positives 
de l'équation 

α -+- 2β H- 3γ H-... -h kλ = // 
et où 

b =r α -h β -h γ -f-...-+- λ. 


