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SUR LE DEVELOPPEMENT DE logT'(a). 425

Sur le développement de logl'(a);

Par M. T.-J. STIELTJES.

Le but principal de cc travail est de donner une nouvelle déduction
de la formule (formule de Stirling)

logT'(a) = (a — ;)loga — a + }log(2%)
B, B B
+aa 348 t5oe

et de faire ressortir que le sccond membre représente asymptotique-
ment la valeur de logIT'(e) (dans un sens que nous préciserons plus
loin), méme dans le cas ou la valeur de @ estimaginaire, la partie réelle
de a étant négative.

Les intégrales définies que I'on a jusqu'ici introduites dans cette
théorie présentent toutes cette particularité qu’elles ne sont valables

(u'en supposant la partic réelle de a positive et ne conviennent donc
pas i notre but.

1. 1l n'entre pas dans nos intentions de reprendre toute la théorie
de la fonction I'; mais, pour mieux caractériser notre point de vue, il
semble convenable de donner unc déduction rapide de toutes les for-
mules dont nous aurons besoin.

Nous adopterons comme définition cette formule

. 1.2...(n—1) a N .
(1) l1(a)=hma(a—{-l)(a—|—2)...(a-—+—n—1)n (r=22);
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d’ott 'on conclut immédiatement
(2) I'(a+1)=al(a)

ot

)=, F(n)=r1.2.3...(n—1).

Par conséquent, la formule (1) peut s’écrire

. T(n)T
I'(a) = llmr((%)—_*_({gll" (n=mx).
donc
. . T :
(3) lun%,-%:r (n=mx).

Unc autre propriété qui découle immédiatement de la définition
adoptée est celle-ci

0 M(a)T(1—a)=

sin(..-.a)'

Des formules (2) et (4) on déduit encore

T(a)T(—a) = ——=

asin(za)’

FG+a)T(j—a)=

-~
0

cos(:a).

Remplagonsici & par ui, « ¢tant réel; on en conclura

mod I' (ui) = \/,,(em—z_te-r.?«’) ’

2%
cﬂu 4 c—»‘:u *

(3)

mod I'(3 + wi) =

2. Nous avons a considérer maintenant la fonction log1'(a). Clest
I unc fonction qui n'est pas uniforme comme P'était I'(a). Mais il suf-
fira de considérer une branche particuliére de logI'(a), ct, pour Ia
préciser, nous supposerons d’abord que log T'(a) cst réel lorsque a est
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réel et positif. Ensuite nous limiterons la marche de la variable par la
condition qu’elle nc traversera jamais la partie négative de l'axe des
abscisses : nous avons ainsi unc coupure de o 4 — % . De cette facon,
logT'(a) a une valeur unique et bien déterminée dans tout le plan, &
I'exception des points de la coupure.

Pour ces points particulicrs, log I'(a) a deux valeurs sclon que 'on
arrive & un tel point par un chemin tracé dans la moitié supérieurc ou
inférieure du plan. L'axe des abscisses divise le plan en deux parties :
nous désignons ici par moitié¢ supérieure du plan cette partie ou se
trouve le point + £. La notation

log f‘(a), log f‘(a)

servira  distinguer les deux valeurs de log I'(a) aux bords de la cou-
pure. Il est clair que la fonction log I'(@), telle que nous venons de la
définir, prend des valeurs conjuguées pour deux valeurs de @ qui sont
conjuguées. Par conséquent, la différence

logf(a) — logl_‘(a)

sera purement imaginaire. Il est facile d’obtenir cette différence. En
supposant

a=—n+% <0<2<‘)a

n étant cntier ct positif, la définition de I'(a) permet de conclure im-
médiatement

(6) logf‘(a) —logT(a) = — 2ni X n.

3. Considérons de méme la fonction loga en limitant la marche de
la variable comme dans le cas de logI'(a) : on a

log:z_ — loga = + 2=i,
donc

(7)  (a—Dloga—(a—})loga=—ami[n+4—§].
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Posons -
log T(a) — (@ — ) loga = f(a),

01l aura

(8) f(@) — f(@)=2mil} — ],

On voit que cette différence est indépendante de # et se reproduil
ainsi périodiquement le long de la coupure.
Définissons maintenant unc fonction d’une variable réelle & ainsi

(o) { Px)=;—x (o< ).
D P(x+1) = P(x),
¢t posons

(10) Ja)= "2,

Nous définissons ainsi une fonction qui existe dans tout le plan, mais
(ui admet comme coupure la partic négative de I'axe des abseisses.

La différence des valeurs de J(a) aux deux bords de la coupure
s’obtient immédiatement & l'aide de la formule de M. Hermite (Jowr-
nal de Borchardt, t. 91, p. 65)

(11) I(a) - J(a) = 2zi[! — .

L’inspection des formules (8) et (11) conduit a considérer I diffé-
rence f(a) — J(a); posons donc

(12) y(a) =logT(a) — (a — {)loga -- J(a);
on aura
¢(a)—9(a)=o,

c’cst-a-dire que la fonction (&) est uniforme dans le vrai sens du mot,
sans limiter la marche de la variable. Il est facile & voir aussi que (@)
reste toujours finic et est, par conséquent, holomorphe dans tout le plan.
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Mais il n'est pas nécessaire d'insister sur ce point, car nous allons voir
(qw'on obticnt facilement I'expression explicite de cette fonction 3 (a).

%. Pour cela, il est nécessaire d’¢tudier d’abord la fonction J(«).
Si 'on éerit

J(a) = (‘T) ~dx +f Py d.z:-i—f P(x)d.z--lr-

on a, d’aprés la définition de P(x),

(IB) '(“)“zfx;-a+,; L

c¢'est-a-dire
(1) J(a)=i[(a+n+§)1og(“—j—g—') 1),

et il est clair qu'on a

() J(a)— Ka+1)=(a+}log(“F

1
)=

I.’¢quation (14) peut donc s’écrire

J(a) =i[J(a+ n) —J(a-+n+r1)),
donc '
(10) limI(a+n)=o0 (n==x).

3. Les formules (15) et (16) nous permettent de reconnaitre sans
difficulté la nature de la fonction ¢ (a). En effet, nous calculons d’abord

y(a+1) —g(a)
=loga — (a+3) log(a +1)+ (a—j)loga — I(a+1)+ J(a),

c’est-a-dire, d’aprés (15),

g(a+1) ~9(a)=—
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Donc, si nous posons

g(a)=—a+Y(a),
¢'est-a-dire

(17) Y(a)=logT'(a) — (a — ) loga + a — I(a),

la fonction $(a) admettra la période 1

Y(a+1)={(a).
Soil # un entier positif, on aura

Y(a+n)—4(n)
=logT(a+n)—logl(n)—(a+n— })log(a+n)
+(n—3)logn+a—J(a+n)+I(n).

[‘aisons croitre indéfiniment l'entier 7, & cause de la périodicité de
la fonction ¢, le premicr membre ne varic pas et reste égal &

Y(a) — (o).

Pour avoir la limite du sccond membre, il suffit de remarquer (ue,

d*aprés (3),
lim[logT'(a+ n) —logl'(n) — alogn|=0  (n==x)

et, d’apres (16),
limJ(a+n)=limI(n)=0 (n==).

On obtient ainsi

¥(a) — $(o) =o.

La fonction ¢ se réduit donc & une constante que nous désignerons
par C, et nous obtenons ainsi

(18) logIl'(a) = (a — ;)loga — a + € + J(a).

6. 1l nous reste A obtenir la valeur de la constante C.
Remarquons d’abord que la valeur de C est évidemment réelle. Cela
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étant, remplagons, dans la formule (18), a par ui, u étant réel et po-
sitif, et faisons croitre indéfiniment u. C étant réel, on pourra négliger
la partie purement imaginaire, ct I'on aura

C = lim. partie réclle de [log I' (ui) — (ui — 3)log(ui) — J(ur)).

Or nous verrons hientdt que
(19) limJ(ui)=o,
ct, d’autre part, on a
p.r.(ui — $)log(ui) = p. r. (ui — ;)(mgu + ’;’i) = —logu — =
et, d’apres la formule (35),

p-r.logT'(ui) = ilog(aw) — jlogu — jlog(e™ — e~™);
donc
C=limjlog(2xw) — ;log(1 — e?™) = llog(2%)

cl, définitivement,
(20)  logT'(a)=(a—;)loga — a + jlog(2x) + J(a).

(est la formule que nous voulions obtenir ct qui servira de point de
départ & notre déduction du développement de logI'(a). Elle ne se
distingue de la formule qu’on cmploie ordinairement dans cc but que
par la forme sous laquelle s’est présentée la fonction J(a).

En effet, la formule (10)

.1(a)=f°°-‘3$fldx

T+ a

est valable dans tout le plan ct admet sculement comme coupure la
partic négative de 'axe des abscisses, tandis que les formules de Binct

o= [ ()T
(22) ia)= [ s log (=)

supposent cssentiellement que la partie réelle de a soil positive.
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Ceute formule (10) est due a M. Bourguet qui I'a obtenue sous une
forme légérement différente dans un travail inédit, mais dont nous
Avons cu connaissance.

M. Bourguet obtient, en ecffet, unc formule qui, aprés un change-
ment de variable, peut s'écrire

sin2amn.T
nr

¢l, comme on a, pour toute valeur réelle de «,
*® .
;e sinzan.r
'.!.i P X)) = -_—
(23) (@) =X =
1

la relation avec la formule (10) est évidente.

7. La formule (16) montre cue J(@) tend vers zéro lorsque «¢ croil
indé¢finiment d’'une certaine manicére.
1l est important de'géncraliser ce résultat. Pour cela, reprenons la

formule (13)
J(a) Zf a-_i-;+.z‘ [

et remarquons que

L}
—r ~——z
[——l———(lx=f dx -+-f ———da
J a-+n—+a o (7+Il+d a+/l+r

IS

1
2

1
b 1 1 1
1—x —.r
=f———————(l f—’——-—d.l‘:
, A+ n-+x , AN+ 1—.r

) . ' 1 ! ) .
(2_") J(a)=20 (E_m)(a+'z+a‘-_(I+Il+l—.1‘,)d.l

Y a(i —az)de
(25) J(a) zf (a+n+z)(@+n+1—x)



SUR LE DEVELOPPEMENT DE logI'(a). - 433

Supposons d'abord a réel et positif, J(a) I'est aussi, et, a cause de

(a+n+z)(a+n+1—z)y=(a+n)a+n+1)+z(1— ),

on aura

—x)dz 1 % I
'(a)<2f (a+n)(a+n+l -Bg(a+n)(a+n+l)’

J( )< 12a

Prenons maintenant, dans la formule (25),
a = Re?,

R étant positif, et 'argument 0 compris entre les limites == #. Il viendra
¢videmment

-
mod J(Rcio)<2f TR 2(} — z)dz

e+ n+ x)(Re¥+ n +1 )

Nous remarquons ici que 2 + x ¢t » + 1 — z sont réels et positifs.
)r, b étant réel et positif, on a

mod(Re®+ b) = y(R + b)* cos* 10 + (R — b)*sin*1H,
mod(Re®+ b)) > (R + b)cosih,

done

yx)R+rn+i—ux)

1
© h
] 1 i 3y —a)dr
mod J(Re?) < 0—052%02[ (R+n
1)
¢’est-d-dire

mod J(Re®) < s, warsd (R)

ct, a plus forte raison,

(26) modJ(Re?®) < ——— chos’lO

Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. 1V, 1889, 56
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On voit par la que, lorsque @ croit indéfiniment, J(a) tend, en
général, vers zéro. Il ne pourrait y avoir exception que dans le cas oti
I'argument § tendrait en méme temps vers la limite + « ou vers — =.
La formule (19) que nous avons admise provisoircment st ausst une
conséquence immédiate de la limitation que nous venons d’obtenir.

8. Considérons maintenant le développement de J(a) suivant les
puissances descendantes de @. Si, dans la formule (10), nous rempla-
cons P(x) par son développement en série trigonométrique (23), on

aura
*/ Qsinanna 1
R smanw.r ar
Nay=[ (3 :
Jo 2% £+ a

1

ct, en intégrant par partics 2k — 1 ou 24 fois, on obticnt

B, B,
) J(a) - T—z—(z LA +. +(“ l)k '(zA'—l)(‘zk)a”" ! +-|,‘.((1),

le terme complémentaire J;(@) se présentant sous P'une des deux
formes suivantes :

| « © dr
‘ Ji(a)=(—1).1.2...(2k — l)f I:Z gff_sf(';x‘;‘] = +Ia)’k )
Y 1

. ® H - . l.
| @ = taaaky [ P

(28)

L.es nombres de Bernoulli s'introduisent dans la formule (27), par
suite de la relation

(3R B = 2
Posons
Pu(#) = (= hra (o) DAL

on a évidemment

Pi(z +1) = Pi(x),
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=
-l

ct la seconde des formules (28) peut s’écrire

(29) J,,(a) f - Px(x)

-+ a)ik*l

ou encore
t ®
. . -l 1
( 50) Jlf(a)-.’[ Pk(w)zo(a_i,_”_*_‘v)ik-b-l d'L'
Si I'on remarque que

Pi(1 — ) = — Py (=),

on déduit facilement de (30) cette formule

. : - 1 1
(31) J"(a) =-fo P"(w)z[(a + a4z (@t n+1— x)”"""] di.
)

Ces diverses formules présentent la plus grande analogie avec les for-
mules (10), (13), (24). Il faut remarquer, en cffet, que, dans l'inter-
valle o < x <1, Py(x) est un polynéme du degré 2k +1cenx dont
I'expression est bien connue.

Il est clair aussi que

Ji(a) = y(a+1)= _ﬁ(_’”l_m,

ey

la valeur explicite de cette différence sc déduit des formules (27) et

(15).

9. Nous allons chercher maintenant une limite supérieure pour le
module de J,(Re®). La premiére des formules (28) conduit facilement
au but : il suffit de remarquer que

Lo “(2,\,_02‘ COSANTL 1.3 LBk—) g 1 _ By

Q3h— 1(,”.):& = ZzA I 2k nik ak
1

mod(z -+ Re®) > (z + R) cos}b

ct
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pour obtenir immédiatement

(32) mod J;(Re?) < GT—T%*TJ(S“%O)M-

Pour obtenir une autre limitation, nous déduisons de la seconde des
formules (28) par une intégration par parties

2144—!( ,l.‘-.)zlu—t (.I‘—l»— (,)'.'sz 4

ERY’ . *Q | —cosanmr da
(33) Ji(a)=( .).;.2...(2A+u)[; : .
d’oti I'on conclut

mod J,,(Rl"") < 12...(2k+1) / E 1 — cosznwa da

(cos'O)""" ath+l(pm)het (p o Ry#F—="

c'est=a-dire

mod J,(Re®) <@ mod J,(R).

gl 0)2A+!

Mais, lorsque @ est réel et positif = R, la formule (33) montre que
Ji(R)ale signe de (— 1), et, & cause de

_— (—=1)*Bys !
Jk(l{) - J/.uH (R) —_— (2/‘ +l)(?/\—:- 2)» R24+1 ’

J(R) et J4y, (R) ayant signe contraire, il est clair que

BA--o— 1
mod J;(R) < L (211.‘ e
donc
(39 mod J,(Re?) < Biry (séc}0)-2

(2h +1)(24 +2) R+

Pour k = o, on retrouve la limitation (26).
On voit que, R croissant indéfiniment tandis que I'argument 6§ reste
constant, on a

limR*J4(Re?) = o,

tant que le nombre fixe « est inféricur & 2k + 1.
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10. Soit £(s) unc fonction uniforme dans cette partie du plan ot la
partie réclle de z cst 2 0. Supposons de plus que f(5) n'ait ni poles mi
points singuliers essenticls dans cc domaine. Alors on aura, la partie
réclle de a étant positive,

v‘c)a —_3

(35) f(a)y=- L2 g,

U'intégrale étant prise sur un contour C se composant de la partie de
I'axe imaginaire de — Ria + Ri et du demi-cercle obtenu en faisant

. . [ . . . P
varier ) de + 2 4 — - dans I'expression 5 = R e®. On doit supposer ici

(jue le rayon R soit assez grand pour que le point a soit compris & l'in-
térieur de C. Le point — a ¢tant évidemment en dehors de C, on a

(36) 0= — f(:)_(l:
anTe (c'(l-i—q

et, par suite,

(37) fay=2 [ L.

1 a3
€y a

Supposons qu'on ait

S

(38) limfmodf(f)d.‘:: limRL, fmodf(;)d::o, R==x=;

I'intégrale ¢tant prise sur le demi-cercle de rayon R, la formule (37)
donnera, en faisant croitre indé¢finiment R,

1 T af () v ag (i)
fla) == ~ds = - =L du,
. =) . a*— 3 = at+—

- o
la variable u parcourant les valeurs réelles de — % & + =.

Dans le cas ou la fonction f(z) prend des valeurs conjuguées pour
des valeurs conjuguées de la variable, cette formule sc simplifie encore,
et, cn posant

(39) S(ud) = &+ wi,
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on aura
(40) fla)=2 [ -2*_ du
B < A a4 u? *
Les formules (35) et (36) donnent encore, par soustraction,
S(a)= 5 [ 2z,
T o -3
d’oti ’on déduira par un raisonnement semblable

(41) f(a)=— _‘%f”——"—m’—du;

at+ u?
mais ici il faudra remplacer la condition (38) par celle-ci,

(42) limfmod-j;(—:)d: = limi'it mod f(5)ds = o, R==.

-
~

I'intégrale ¢tant prise encore sur le demi-cerele de rayon R.
Les formules (40) et (1) montrent comment on peut calculer (sous
certaines conditions) la valeur de

f(a) particréellede a>o,

en connaissant sculement soit la partie réelle, soit la partie purement
imaginaire de f(ui). Elles présentent unc certaine analogie avec la
formule qui permet de calculer la valeur d'unc fonction « de deux
variables réclles satisfaisant &

e Ju
i T g =0
en tout point a l'intéricur d’un cercle, si I'on connait la valeur de # sur
le contour du cercle.

La fonction f(5) = logs satisfait a la condition (38) : toutefois clle
devient infinie pour 5 = o; mais, l'intégrale qui figure dans la for-
mule (40) conservant un sens, il est facile de voir que cette formule
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reste applicable dans ce cas. Il en sera de méme de la fonction J (),
(ui satisfait évidemment & la condition (38) d’aprés la limitation (26),
la circonstance que, pour 5 = o, J(3)devient infini comme logs n’em-
péchant pas la formule (40) de rester applicable. A l'aide des for-
mules (20) et (53), on trouve, dans ce cas,

2= log (7w )

1 [ adu 1
'l(a) = ;£ (l’-l- “2 log<|_e—21‘m>'

C’est la formule de Binet, que nous avons rappelée plus haut (22).

donc

11. Pour montrer une autre application de la formule (40), nous
considérons la fonction

F(s+D)I'(zs+1-10),

b étant unc quantité réclle, ct nous remarquons que le module de cette
fonction pour 5= iu (u détant réel) s’exprime par les fonctions élé-
mentaires. En effet, cc module est égal &

V(b +u)T(b— iu)T (1 — b+ )T (1 — b — iu);
mais

I'(b+iu)T(1 — b— iu) = §n_1_'(—;——|-74—)

(b — i) Tt — b+ i) = —T

sinw(b— i)’
d’ou I'on conclut la valeur du module

2%

Ve e __acosabn

Cela étant, on s'assure facilement que I'on peut prendre dans la for-

mule (40)

F(s+b0)T(s —b |
£(3) = 41og " QECEI=D) —slogs,
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mais il est clair qu'il faudra supposer
0sbs

pour (ue la fonction f(5) reste finic tant que la partie reelle de = est
positive. En effet, en introduisant la fonction J(35), on voit que f(z)
tend vers zéro lorsque 3 croit indéfiniment (la partic réelle de s restant
Lloujours 20), en sorte que la condition (38) se trouve satisfaite. Un
calenl facile donne d’ailleurs

et - e—¥T __ g cos2b=

= %1 be] (e7n — g-wu)e ’
done
‘_.» Io‘rl‘(a+l))l‘(rl—+-|—b)
13y | 2R a)Ta)
" ' =loca — T _adu lu["!""-i-e"“‘"—zc«»szl;:]
e 27 J, @+ n: T (e7u ¢ Ryt
(0<b<1).

12. 1l est clair que la fonetion

log e’ oMU __ g cos2d®
o] (e'lm — g~ T )2

reste toujours positive; en ¢erivant donc

w2t

a k
|
) a*-'(a*+ u?)

R )
oe < u-

u? I
«? «’

wth—2 .
=1 + ( -

——...+(—-l)""'(

1
a
ct supposant a réel ct positif, on obtiendra pour I'intégrale qui figure
au second membre de (43) un développement suivant les puissances
descendantes de a, qui jounira cxaclement des mémes propriciés que la
séric de Stirling.

Nous ¢crivons ce développement ainsi

aeT@+O)M(a+1-8) 71(0) | 53()
(ﬁ)! *log (@) F(a) = ;loga + ta +5a +...
A 9ax—1(b)
( + k= nae + R
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en posant
N (b) (— )+t = et e~ _ 9 cosabr
(45) 2”:‘; = o u* log G du.

La fonction 9,,.,(b) n’est autre chose que le polynome de Ber-
noulli, qu'on peut définir, soit par le développement

o — g

x? x*
pr— fnnd b-‘l"?‘(b)-lf +?)(b)r§ s o ?k(b)m +...,

soit par la condition que, pour b entier et positif,
ep(O)=1"+2"+. ..+ (-1

La formule (45) montre claircment que 9,,,,(&) a constamment le
signe de (— 1)**' dans l'intervalle (o, 1), et est croissante dans I'inter-
valle (o, ), tandis que

Panet (1= 0) = 925.1(B).

C'est a M. Hermite qu'est due I'idée de faire dépendre les propriétés
des polyndmes de Bernoulli de leurs expressions par des intégrales

‘définies. La formule qu’il a obtenue dans le tome 79 du Journal de
Borchardt

eari (b) = (— 1) 4sin?bn f ) (ﬁ::ﬁ z:::) utn+ du

einu 4 3 __ 3 ¢052 0%

se déduit de (45) par une intégration par parties.
Nous remarquons encore que la série infinie

o (8) | 9(B) | 9s(d)
‘a + ;a, + ga. +...

est divergente. C'estla une conséquence de ce fait, faciled démontrer,
qu’en posant

€= f " un f(u)du,
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S («) éant une fonction qui reste toujours positive, on a -

a<a< <,
1 2 n

. C -
lim -2 = 4 =,
Cn

13. Considérons maintenant la fonction

I(s+ b)
r(s+1—-0)

b étant une quantité réelle; nous remarquons que I'on obtient faci-
lement (a4 un multiple de = prés) 'argument de cette fonction dans le
cas ou 5 = ui. En effet, soit

P(b+in) o r(b—ia)
I‘(l—b—{—iu)_’e’ I‘(l—b—iu)—n’ ’

donc
r(b+w)r(1—b—iu) ey
I(b—iu)T(—b+iuw)y  ~ ?

c’est-d-dire
200 sinw(b—iu)
sinw(b + lu)

On voit ue =z est égal a Fargument de

R . . e?tll+ e-‘mc . (_:‘,'.'Il____ c——f.n .
sinw(b —iu) = smb'.t(——;——) - zcosbn(——— S )

Supposons 0 < b < 1, en sorte que sind=w cst positif, on aura

eﬂu — e—‘RI‘
-colbw s,

A = k'n _ arctang m

' 0 T™ . .
I'arctang étant pris entre == ~; Pentier k cst nul si 'on veut que « s’an-

nule en méme temps que .



SUR LE DEVELOPPEMENT DE logI'(a). 443

Cela étant,'posons
b
£(3)="tlog 2 — (b — )log:

dans la formule (41). On voit facilement que sur le demi-cercle de
rayon R le module de f(3) devient trés petit ct s’annule pour R ==
donc la condition (42) se trouve satisfaite. Un calcul facile donne

ensuile
— T

o = (% — 1,) — arctang(m

cotb-::),

ol,

W= arctang[ e sin(20r) ]
2 1

— e T™ucos(abx) |’

-~

si 'on remarque que
(; — b)= = arctang(cotd=),
el, par conséquent,

rlfa+b) _
a8 sy =

(46) 1 [ uwdu e~*%¢ sin(2 bm)
. — —f ———arctang[ ]
[}

1)
— tloga

= at+ ut t—e ™ cos(2bx)

(0<b<).

L’arc tang qui figure dans cette formule ayant un signe constant, qui
cst celui de sin(2bx), on voit que I'on peut déduire encore de cette
formule un développement en série qui jouira des mémes propriétés
que la série de Stirling

Ifa+b
) %logﬁ-%_—,‘—)— (b—3)loga
47 2a(b) al®  su(b)

aa? ha* Y akatt

- Rln

ou

([;8) ?!u(b) (_‘;)"—'fw W= arctang[l j"’““ sin(2b=) ]du

e~ cos(2bn)
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Ici 9,,( D) est le polynéme de Bernoulli, tel que nous I'avons défini
précédemment. On voit que

?ﬂn(l - b) = ?nn(b>’
ct que dans l'intervalle (o, }), ,,(D) ale signe de (— 1),

14. On peut sc convaincre facilement que les fonctions § qui figurent

dans les formules (44), (43), (47) ct (48) sont les polynémes de Ber-
noulli. En cffet, la somme de (44) et (47) donne

((l-‘l—l)) —1)

(19)  log =y 1oga+°'<> 20(b) | %(b)

2a? 3

Or supposons b entier et positif; on a

-1
[0g'_i‘%f'_) =loga(a+1)...(a+b—1)=bloga +zlog(xr +§)

ou

2

'a+b) o n n n’ |
logT(a)—_blo a+2: Pyl o= PR

et I'on a précisément
b —1
1
On voit aussi, par ce raisonnement, que, lorsquc b est enticr et
positif, le développement (49) est convergent sous la condition
moda > b —1.

De méme, si b est entier ct négatif, on verra que ce développement
est convergent sous la condition

moda > — b.

Mais, pour toute autre valeur de b, la série (49) est [OUJOlll'§ dnvcr—
gente. Co
- — oG » : o . . j



