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sun LE DÉVELOPPEMENT DE logr(rt). /|2 ) 

Snr le développement tie log Γ (r/ ) ; 

PAR M. T.-J. STIELTJES. 

Le but princip.il de ce travail est de donner une nouvelle déduction 
de la formule (formule de Stirling) 

logT(a) = (a — £)loga — a 4- ^log^-rc) 
, Jh B, B, 

ι.2β 3.4 α® 5.6a5 

et de faire ressortir que le second membre représente asymptotique-
ment la valeur de logr(a) (dans un sens que nous préciserons plus 
loin), même dans le cas 011 la valeur de a est imaginaire, la partie réelle 
de a étant négative. 

Les intégrales définies que l'on a jusqu'ici introduites dans cette 
théorie présentent toutes çette particularité qu'elles ne sont valables 
qu'en supposant la partie réelle de a positive et ne conviennent donc 
pas à notre but. 

1. Il n'entre pas dans nos intentions de reprendre toute la théorie 
de la fonction Γ; mais, pour mieux caractériser notre point de vue, il 
semble convenable de donner une déduction rapide de toutes les for-
mules dont nous aurons besoin. 

Nous adopterons comme définition cette formule 

(î) r(a) = lim—- rna (n = o0); 

Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. IV, 1889. 55 
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(Γοίι l'on conclut immédiatement 

(2) Γ(α + ι) = βΓ(α) 

et 
Γ(ι) = ι, Τ(η) = ι. 2.3...(// — ι). 

Par conséquent, la formule (1) peut s'écrire 

r(a) = lim
 "" (» = *>. 

donc 

(3) C« = =c). 

Une autre propriété qui découle immédiatement de la définition 
adoptée est celle-ci 

('·) Γ
<
β
)

Γ
<—«> = ssfb>· 

Des formules (2)ct(4)on déduit encore 

r(a) r(-a) = asin(ra), 

r
(
i
 + a)

r(
i
-a) = ̂

r)
. 

Remplaçons ici a par ui, u étant réel; on en conclura 

(5) 
modr(ui) = y,l{eJ2e-r..y 

modr(1+ui) = Veru+e-ru. 

2. Nous avons à considérer maintenant la fonction logr(e). ("est 
là une fonction qui n'est pas uniforme comme l'était Γ(«). Mais il suf-
fira de considérer une branche particulière de 1ο#Γ(β), et, pour la 
préciser, nous supposerons d'abord que logT(«) est réel lorsque a est 
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réel et positif. Ensuite nous limiterons la marche de la variable par la 
condition qu'elle ne traversera jamais la partie négative de l'axe des 
abscisses : nous avons ainsi une coupure de ο à — ao . De cette façon, 
logT(a) a une valeur unique et bien déterminée dans tout le pian, à 
l'exception des points de la coupure. 

Pour ces points particuliers, logP(a) a deux valeurs selon que l'on 
arrive à un tel point par un chemin tracé dans la moitié supérieure ou 
inférieure du plan. L'axe des abscisses divise le plan en deux parties : 
nous désignons ici par moitié supérieure du plan cette partie ou se 
trouve le point -f- i. La notation 

logf(a), logT(a) 

servira à distinguer les deux valeurs de logT(a) aux bords de la cou-
pure. Il est clair que la fonction logr(a), telle que nous venons de la 
définir, prend des valeurs conjuguées pour deux valeurs de a qui sont 
conjuguées. Par conséquent, la différence 

logf(a)-logr(a) 

sera purement imaginaire. Il est facile d'obtenir cette différence. En 
supposant 

a = — η-h ζ (ο<ξ<ι), 

η étant entier et positif, la définition de Γ(«) permet de conclure im-
médiatement 

-f- — 

(G) logF(a) — logT(a) = — 21:1 χ η. 

5. Considérons de même la fonction log# en limitant la marche de 
la variable comme dans le cas de log Γ (α) : on a 

-f- — 

log# — log# = -t- 2πί, 
donc 

+ — 
(7) (α -^)loga—(α —i)log# = —2πι[η+ 1 2 E 
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Posons 
logI\a) ~ (a — i)loga = /(«), 

on aura 
+ -

(8) /(«)-/(a) = 2;:i[i-$]. 

On voit que cette différence est indépendante de η et se reproduil 
ainsi périodiquement le long de la coupure. . 

Définissons maintenant une fonction d'une variable réelle χ ainsi 

P(a?) = J-.r (ο < ./· < ι ). 
( Q ) 

(P(i + i) = PW, 
et posons 

(10) J(a) = P(x) x + a dx 

Nous définissons ainsi une fonction qui existe dans tout le plan, mais 
qui admet comme coupure la partie négative de l'axe des abscisses. 

La différence des valeurs de J(a) aux deux bords de la coupure 
s'obtient immédiatement à l'aide de la formule de M. Hcrmite (Jour-
nal de Borchardt, t. 91, p. 6.5) 

+ -
(u) J(a) -.!(«) = —«|. 

L'inspection des formules (8) et (ι i) conduit à considérer la diffé-
rence /(«) — J(«); posons donc 

(12) 9(a) = logT(a) - (a — i)loga - J(a); 

on aura 
+ -

ο(α)-ο(α) = ο. 

c'est-à-dire que la fonction f (a) est uniforme dans le vrai sens du mol, 
sans limiter la marche de la variable. Il est facile à voir aussi que 9(a) 
reste toujours finie et est, par conséquent, holomorphc dans tout le plan. 



SUR LE DÉVELOPPEMENT DE logF(a). fc<) 

Mais il n'est pas nécessaire d'insister sur ce point, car nous allons voir 
qu'on obtient facilement l'expression explicite de cette fonction ̂ (λ). 

i. Pour cela, il est nécessaire d'étudier d'abord la fonction J(«). 
Si l'on écrit 

J (a) x J J0 ·»-+-« J. jp+a J χ -+- a ' 

011 a, d'après la définition de P(#), 

(,3) ■'<")=!;( xia+J·*, 

c'est-à-dire 
a 

( I ',) J(«) = 2 [(« + " + ï)log("t+t')
 _

1 ], 
0 

ol il est clair qu'on a 

(I >) J(a) - J(rt + 1) = (a + i)log(-J-) — '. 

L'équation (i/j) peut donc s'écrire 

30 

J (a) =^[J(a -f- //) — J (a -h η -+- i)J, 
0 

donc 

(iG) lim J(a -+· η) — ο (« = χ). 

ο. Les formules (ίο) et (iG) nous permettent de reconnaître sans 
difficulté la nature de la fonction φ (a). En effet, nous calculons d'abord 

f(a + 1) - s(a) 
= loga — (a h- j)log(a + i) + (a- î)loga — J(a-t-1) H- J(«), 

c'est-à-dire, d'après (15), 

?
(α-ι-ι)-φ(α) = -ι. 
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Donc, si nous posons 

?(«) = -α-4-ψ(α), 
c'est -ù-d ire 

(17) ψ(α) = logT(«) — (a — J)loga H- α —J(a), 

la fonction ψ (a) admettra la période 1 

ψ(α + ι) = ψ(α). 

Soit η un entier positif, on aura 

ψ(α+ «) — ψ(«) 
= logr(aH-w) — logr(w) — (a-h η — J)log(« h-//) 

-+- (ri — {)log/i -h a — 3(a -h n) -t- J(λ). 

Faisons croître indéfiniment l'entier /*, à cause de la périodicité de 
la fonction ψ, le premier membre ne varie pas et reste égal à 

ψ(«)-ψ(ο). 

Pour avoir la limite du second membre, il suffit de remarquer que, 
d'après (3), 

lim[logr(« -+- //)— logT(n) — «log/ij = ο (n=x) 

et, d'après (16), 
limJ(«-f- /i) = lim J(n) = o (// = x). 

On obtient ainsi 
ψ(α)-ψ(ο) = ο. 

La fonction ψ se réduit donc à une constante que nous désignerons 
par C, et nous obtenons ainsi 

(18) log.r(a) = (a — £)log« — a G -4- J(a). 

tf. Il nous reste à obtenir la valeur de la constante C. 
Remarquons d'abord que la valeur de C est évidemment réelle. Cela 
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étant, remplaçons, dans la formule (18), «par tti, u étant réel et po-
sitif, et faisons croître indéfiniment u. C étant réel, on pourra négliger 
la partie purement imaginaire, et Ton aura 

C = lim. partie réelle de [logique) — (ui — £) log(//*') —j (ui) 

Or nous verrons bientôt que 

(iq) limJ(iM) = o, 

et, d'autre part, on a 

p. r.(«i - i)log(w') = p. r.(ui - ±)(logu h- ί i) = _ i log« - ̂  

et, d'après la formule (5), 

p. r. logr(ttf) = ^log(az) — £log« — jlog^™— e-™); 
donc 

C = lim^log(2z) — £log(i — e~i%u) = |log(2z) 

cl, définitivement, 

(20) logr(a) = (a — j)log« — a + £log(2z) ■+· J(«). 

C'est la formule que nous voulions obtenir et qui servira de point de 
départ à notre déduction du développement de logT(a). Elle ne se 
distingue de la formule qu'on emploie ordinairement dans ce but que 
par la forme sous laquelle s'est présentée la fonction J(«). 

En effet, la formule (10) 

J(a) = P(x) x+a dx 

est valable dans tout le plan et admet seulement comme coupure la 
partie négative de l'axe des abscisses, tandis que les formules de Bin cl 

(2.) j(«)=jf11 -e-x - 1 x - 1 2) e-ax x dx 

(*»> J
(«) = l{^

lo
i<7=M 

supposent essentiellement que la partie réelle de a soit positive. 
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(.λ*lie formule (ίο) est due à M. Bourguct qui Ta obtenue sous une 
forme légèrement différente dans un travail inédit, mais dont nous 
avons eu connaissance. 

M. Bourguet obtient, en effet, une formule qui, après un change-
ment de variable, peut s'écrire 

J(«)=>./ — sin2 x » 

el, comme on a, pour toute valeur réelle de .r, 

<>*) ρ(^)=2, ■1 

la relation avec la formule (ίο) est évidente. 

7. La formule (16) montre que J(a) tend vers zéro lorsque a croit 
indéfiniment d'une certaine manière. 

11 est important de généraliser ce résultat. Pour cela, reprenons la 
formule ( 13 ) 

J(«) = Y x ' a-hn-hx ' 

et remarquons que 

fl *~c dx= Ç f'-A^L-dr Jo a-h η -+- a- Jp a ■+■ η -+- u· fl + »+ .r 

= f1 dx - f Lzû de: 

done 

(.4) J(«) =iXG--)(~i - „-Z^Tl~r)d'· 

OU 

(.4) J(«) =iXG--)(~i - „-Z^Tl~r)d'· 



SUR LE DÉVELOPPEMENT DE 1θ^Γ(«). 433 

Supposons d'abord a réel et positif, J(a) l'est aussi, et, à cause do 

(« + /<+ x)(a -h /a -+· ι — x) = (« -h n)(a -+- η + i) -+- x( \ — a?), 

on aura 
! 

. , \ V f* i{\ — x)* dx y ιI («-4-/*)^«-+- w-t-i) 12 Zà (a -+- n)(a 4- η 4- ι)' 

J(«)< —· 

Prenons maintenant, dans la formule (23), 

a = Rc*, 

H étant positif, et l'argument 0 compris entre les limites ± π. Il viendra 
évidemment 

mod J(Kert)< V f' ^ p „ ^ 

Nous remarquons ici que η + χ et η -h ι — χ sont réels et positifs. 
Or, b étant réel et positif, on a 

mod(He'ô-h b) = v(K -h b)u cosa^0 -h (H — />)a sina^6, 
mod(Rel6+ b) >(R -h Z>)cos^Ô, 

doue 

mod J(Re<®)<—I— Y ί*-Ί. Mi 

c'est-à-dire 

'"odJ(Rc")<dr»J(K> 

et, à plus forte raison, 

(26) J(Re<®)<—I— Y ί*-Ί. R cos2 1 2 O 

Journ. de Math. (4* série), tome V. — Kasc. IV, 1889, 56 
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On voit par là que, lorsque a croît indéfiniment, J(a) tend, en 
général, vers zéro. Il ne pourrait y avoir exception que dans le cas où 
l'argument θ tendrait en même temps vers la limite -h π ou vers — τ:. 
La formule (19) que nous avons admise provisoirement est aussi une 
conséquence immédiate de la limitation que nous venons d'obtenir. 

8. Considérons maintenant le développement de J(a) suivant les 
puissances descendantes de a. Si, dans la formule (10), nous rempla-
çons P(.x)par son développement en série trigonométriquc (23), 011 
aura 

J<«)=( (2-ïr-);r?v 

et, en intégrant par parties ik — 1 ou 2A· fois, on obtient 

(27) J(a) +· · · + (- 0*"' k)„A i + -V"), 

le terme complémentaire JA(a) se présentant sous l'une des deux 
formes suivantes : 

(28) 
!,(.)-( - Κ - ,)Ç[i jS^,] ̂ , 

Jk(a) = (-1)k.1.2...(2k) f&[E22k(nr)2k+1](x+a)2k+1 

Les nombres de Bernoulli s'introduisent dans la formule (27), par 
suite de la relation 

1.2...(2k)En2k = 22k-1r2kBk. 

Posons 

PA(x) = (— I)k.1.2...(2k) E 22k(nr)2k+1, 

on a évidemment 
PA(a?-+-i) = PA(a?), 
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et la seconde des formules (28) peut s'écrire 

Oî>) Lie) =jfPk(x) (x + a) dx 

ou encore 

(30) Jk(a) = fio) L(a) = jf + „ + 

Si Ton remarque que 

1\(' — a?) = - PaO), 

on déduit facilement de (3o) cette formule 

(il) L(«)=jf P*WÊ[(a + » + ^· -(.+ , 

Ces diverses formules présentent la plus grande analogie avec les for-
mules (10). (i3), (24). Il faut remarquer, en effet, que, dans l'inter-
valle ο < χ < ι, Pa(#) est un polynôme du degré 2k-h 1 en χ dont 
l'expression est bien connue. . 

Il est clair aussi que 

LO)-L(a + i)=jf (a^L,<L·; 

la valeur explicite de cette différence se déduit tics formules (27) et 
(i.î). 

9. Nous allons chercher maintenant une limite supérieure pour le 
module de JA(Rcrt). La première des formules (28) conduit facilement 
au but : il suffit de remarquer que 

, » ν γ cosa/ix# < i.a.. .(aA-—1)y 1 9*1 ^ 2d a**-1 (niz)*1"' ~ a,*—JTttA' %k 

Ct 
mod(# -r R<?'e) > (x -h R)cos£0 
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pour obtenir immédiatement . 

(3a) mod J>(Kc'8)< (a/._(sec^O)". 

Pour obtenir une autre limitation, nous déduisons de la seconde des 
formules (28) par une intégration par parties 

(33) Jk (a) = (-1) os) J,(«>=(- ■)*···2·. .(2A-+ 

d'où l'on conclut 

mod JA(ll'■ ) < (c0StepA-.-s / (/,«)«<·+■* (.r Κ )«*-*' 

cesl-à-dire 

modJ
A
(Re*)< (COS|'0)><N., mod.I

A
( R). 

Mais, lorsque a est réel et positif = 11, la formule (33) montre que 
JA(K) a le signe de (— 1)*, et, à cause de 

JkA(ll'■ ) < (c0A-.-s / (/,«)«<·+R2k■* (.r Κ )«*-*' 

JA( II) et JA+t (R) ayant signe contraire, il est clair que 

mod J
A
(ll)< (2£4_i)(2£ + 2)

1 R2k+1 

donc 

(3.', > mod J*(Rort) < ■ 

Pour k = o, on retrouve la limitation (26). 

Ο11 voit que, R croissant indéfiniment tandis que l'argument 0 reste 
constant, on a 

limll" JA(Re'9) = o, 

tant que le nombre fixe α est inférieur à ik 4- 1. 
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10. Soit /(-) une fonction uniforme dans cette partie du plan où la 
partie réelle de ζ est > o. Supposons de plus que/(-) n'ait ni pôles ni 
points singuliers essentiels dans ce domaine. Alors on aura, la partie 
réelle de a étant positive, 

(35) f(x).', > J*(dz) < ■ 

l'intégrale étant prise sur un contour G se composant de la partie de 
l'axe imaginaire de — Ri à -+- Ri et du demi-cercle obtenu en faisant 

varier 0 de -+- ^ à — ^ dans l'expression ζ = Uert. On doit supposer ici 

que le rayon R soit assez grand pour que le point a soit compris à l'in-
lérieur de G. Le point — a étant évidemment en dehors de C, on a 

(3(1 ) o=—.fΙίΐί,ίζ 

et, par suite, 

(37) f(a) (3(1 ) o=—.fΙίΐί,ίζ 

Supposons qu'on ait 

(38) lim Çmod —dz — limf modf(z)dz = o, II —χ; 

l'intégrale étant prise sur le demi-cercle de rayon R, la formule (3- ) 
donnera, en faisant croître indéfiniment R, 

/·(„) = -L /"M*a£i4<fc = 1 Γ''φ^(ια, 

la variable u parcourant les valeurs réelles de — χ à -h ac. 
Dans le cas où la fonction f(z) prend des valeurs conjuguées pour 

des valeurs conjuguées de la variable, cette formule se simplifie encore, 
et, en posant 

( 3q ) /( ui) = a, h- nbi 
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on aura 

(W /(«) = ;/ i£h'
du

· 

Les formules (35 ) et (36) donnent encore, par soustraction, 

/(a).= f ^\ds, 

d'où l'on déduira par un raisonnement semblable 

<40 /(<*) = -I f ^rjd"y 

mais ici il faudra remplacer la condition (38) par celle-ci, 

(42) lim J mod ί—^dz = bin ^ f mod f(z)dz = 0, R — oc. 

l'intégrale étant prise encore sur le demi-cercle de rayon 11. 
Les formules (/|o) et (4i) montrent comment on peut calculer (sous 

certaines conditions) la valeur de 

/(a) partie réelle de a > o, 

en connaissant seulement soit la partie réelle, soit la partie purement 
imaginaire de f(ui). Elles présentent une certaine analogie avec la 
formule qui permet de calculer la valeur d'une fonction u de deux 
variables réelles satisfaisant à 

du d2u dx2 dy2 = o 

en tout point à l'intérieur d'un cercle, si l'on connaît la valeur de u sur 
le contour du cercle. 

La fonction/(s) = log- satisfait à la condition (38) : toutefois elle 
devient infinie pour 5 = 0; mais, l'intégrale qui figure dans la for-
mule (4o) conservant un sens, il est facile de voir que cette formule 
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reste applicable dans ce cas. Il en sera de même de la fonction J(s), 
qui satisfait évidemment à la condition (38) d'après la limitation (26), 

la circonstance que, pour 5 = 0, J(z)devient infini comme logs n'em-
pêchant pas la formule (4o) de rester applicable. A l'aide des for-
mules (20) et (5), on trouve, dans ce cas, 

A = H°s(t3W)' 
donc 

·>(«) = ïjfa du a2 log 1 1 e 2n 

C'est la formule de Binct, que nous avons rappelée plus haut (22). 

11. Pour montrer une autre application de la formule (4«)> nous 
considérons la fonction 

Τ (s -h b)T(z H- 1 - b), 

b étant une quantité réelle, et nous remarquons que le module de cette 
fonction pour z= iu (u étant réel) s'exprime par les fonctions élé-
mentaires. En effet, ce module est égal à 

VF (b -h iu) T(b — ί«)Γ(ι — b-t- iu)T(i — b — m); 
mais 

r(b+iu) r(. - b - iu)=rin,(;+fa). 

r(é - iu)r(1 - b+iu) =
 ai . 

d'où l'on conclut la valeur du module 

2X 
ve2u + e 2—a cos 2 6it 

Cela étant, on s'assure facilement que l'on peut prendre dans la for-
mule (4°) 

J\~) 2l0S Γ(5)Γ(5) 21θ£~> 
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mais il est clair qu'il faudra supposer 

0<b<1 

pour que la fonction /(-) reste finie tant que la partie réelle de τ est 
positive. En effet, en introduisant la fonction J(^), on voit que/(τ) 
tend vers zéro lorsque ζ croît indéfiniment (la partie réelle de ; restant 
toujours Jo), en sorte que la condition (38) se trouve satisfaite, lin 
calcul facile donne d'ailleurs 

A = -1log e1rn + e-rn - 2cos2br, 

noue 

C'|3) 
1log r(a+b)r(a+I-b) 

= 1loga - 2r f& a2+a2 log[e2rn + e-2ru - 2cos2br] 

(o<&5i). 

12. Il est clair (pie la fonction 

log e2rn + e-2ru - 2cos2br 

reste toujours positive; en écrivant donc 

a2+a2 = a - a3 + a3 -...+(-I)k-1a2k-1 + (-1)ka2k-1(a2+u2) 

et supposant a réel et positif, on obtiendra pour l'intégrale qui figure 
au second membre de (43) un développement suivant les puissances 
descendantes de a, qui jouira exactement des mêmes propriétés que la 
série de Stirling. 

Nous écrivons ce développement ainsi 

(44) 
1logr(a+b)r(a+i-b) = 1loga+q1(b) + q2(b) +... 

+ (2k-1)a2k-1+Rk, 
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en posant 

Ci-i) ?»±iW = ht Γ «» logΓe""~IT6*1d"· 

La fonction φ2Λ4., (b) n'est autre chose que le polynôme de Ber-
noulli, qu'on peut définir, soit par le développement 

ç=l = b + ?, (b)x + 9,(6)^ +...+ ■ ·' 

soit par la condition que, pour b entier et positif, 

yt(b) = i*-h 2* + . ..-h(b — i)\ 

La formule (45) montre clairement que y
ia

+
{
(b) a constamment le 

signe de (-— i)"+l dans l'intervalle (ο, i), et est croissante dans l'inter-
valle (o, ^), tandis que 

2n+1(1-b) = q2n+1 (b) 

C'est à M. Hermite qu'est due l'idée de faire dépendre les propriétés 
des polynômes de Bernoulli de leurs expressions par des intégrales 
définies. La formule qu'il a obtenue dans le tome 79 du Journal de 
Borchardt 

/ j \ / \«+i / · a; /*"/βπ*4-e-Tt*\ /*"/βπ*4-e-Tt*\ u*n+l du 

se déduit de (45) par une intégration par parties. 
Nous remarquons encore que la série infinie 

?l(Ô) ?»(&) ?»(&)+ 
a 3 a? 5 a* 

est divergente. C'est là une conséquence de ce fait, facile à démontrer, 
qu'en posant 

cn= Γ uaf(u) du, 

Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. IV, 188g. 57 
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f(u) étant une fonction qui reste toujours positive, on a 

c2 c1 < c3 c2 < cn +1 cn < 

lim-^ = -+- x. 
Cn 

13. Considérons maintenant la fonction 

Γ(ζ -F- b) 
γΤ7ΤΤ=Γ&)' 

b étant une quantité réelle; nous remarquons que Γ011 obtient faci-
lement (à un multiple de it près) l'argument de cette fonction dans le 
cas où 2= ui. En effet, soit 

Γ (I — b + iu) ' Γ(Ι — b — iu) 7 

donc 

V(b — iu) Γ(Ι — b -+- ΙΑ) β 7 Γ(6-+- *'μ)Γ(ι — b — iu) sat 

c'est-à-dire 
eiai _ sin -κ (b — iu) 

sin::(Z>-t- iu) 

On voit que α est égal à l'argument de 

sin-r:(u — iu) = βιηοπΙ 1 — ÏCOS&TII y 

Supposons ο ·</»·< i, en sorte que sin^ic est positif, on aura 

α = kn - arctang j ' "colbrX 

l'arc tang étant pris entre ± l'entier £ est nul si l'on veut que α s'an-

nule en même temps que u. 
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Cela étant, posons 

f(z) = 1logr(z+i-b) - (b-1)logz 

dans la formule (41)· On voit facilement que sur le demi-cercle de 
rayon 11 le module de f(z) devient très petit et s'annule pour R = oo : 
donc la condition (42) se trouve satisfaite. Un calcul facile donne 
ensuite 

2« = G - b)r, - arctangr^^^cotb^y 
ou, 

B = 1arctang[1-e-2rucos(2br)], 
si Ton remarque que 

G ~~ b)~ = arctang(cot^:r), 

et, par conséquent, 

(46) 
3 loSγ(^ΓΓ~5) ={b- jloga 

-1 f& a2+u2arctang[1-e-2rucos(2br)] 

(o<b<I). 

L'arc tang qui figure dans cette formule ayant un signe constant, qui 
est celui de sin(2Ùic), on voit que l'on peut déduire encore de cette 
formule un développement en série qui jouira des mêmes propriétés 
que la série de Stirling 

(47) 
>ër(a+t-)fr)=(fc-î)l0ga 

-q2(b) - q4(b) -...- q2k(b) - Rk, 

OU 

(48) q2n(b) = (-1)n-1 f& u2n-1arctang[1-e-2rucos(2br)]du. 
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Ici <p2ll(ô) est le polynôme de Bernoulli, tel que nous l'avons défini 
précédemment. On voit que 

p2n (1-b)= - p2n(b) 

et que dans l'intervalle (o, i), φ2η(ό) a le signe de (— i)"_<. 

14. On peut se convaincre facilement que les fonctions φ qui figuren t 
dans les formules (44)> (45), (47) et (48) sont les polynômes de Ber-
noulli. En effet, la somme de (44) et (47) donne 

(',«) 1οτ''(" + <,) = />\o™a + - £iUil + hiÈ) _VW iob r(n) "ω»0+ β ,α' ^ 3a' 

Or supposons b entier et positif; on a 

'"P ' (r(7)fr) = Ιο8α(α + ι )· ·.(« + Λ - ι) = Λ lofja + 2Ιο«(1 + s) I 
OU 

i°5V=ilo8<,+2|rff + w-·!· . r(rt-h/>) |i . V i Λ n± i 

et Ton a précisément 
b -I 

2X=?*('')· 
1 

On voit aussi, par ce raisonnement, que, lorsque b est entier et 
positif, le développement (4q) est convergent sous la condition 

moda> b — i. 

De même, si b est entier et négatif, on verra que ce développement 
est convergent sous la condition 

mode 7> — b. 

Mais, pour toute autre valeur de b, la série (4q) est toujours diver-
gente 


