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INVARIANTS DE QUELQUES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 361 

Sur les invariants de quelques équations différentielles; 

PAR M. P. APPELL. 

Il peut arriver qu'une équation différentielle d'une certaine forme 
conserve la même forme pour des changements de fonction et de va-
riable contenant des fonctions indéterminées. Il est alors de la plus 
grande importance de former les fonctions des coefficients de l'équation 
et de leurs dérivées qui restent inaltérées dans ces changements, c'est-
à-dire les invariants de l'équation différentielle. La théorie des inva-
riants des équations différentielles linéaires, commencée par MM. La-
guerre (·) et Brioschi (2), a reçu son complet développement dans 
le Chapitre III du Mémoire de M. Halphen : Sur la réduction 
des équations différentielles linéaires aux formes intégrables ('). 
M. Roger Liouville (4) a étudié à différents points de vue les inva-
riants de l'équation 

^ ■+■ a
0
y* H- 33a

%
y -+■ α, = o. 

(*) Comptes rendus, t. LXXXVIII, ρ. 116 et 
(') Bulletin de la Société mathématique de France, t. VII, p. io5. 
(*) Mémoires présentés par divers savants à l'Académie des Sciences, 

t. XXVIII, n° 1. 
(*) Comptes rendus, 6 septembre 1886, ia septembre 1887 ; American Jour-

nal of Mathematics, t. X, p. a83. 
Journ. de Math. (4* série), tome V.— Fasc. IV, 1889. 47 



362 P. APPELL. 

Enfin, dans une Note récente, M. Painlevé (' ) annonce un travail sur 
les invariants d'une certaine classe d'équations différentielles algébri-
ques. 

En ce qui concerne l'idée générale d'invariant et le fait de l'existence 
des invariants, on pourra consulter l'Ouvrage de M. Soplius Lie, 
Théorie der Transformations Gruppen, une Lettre de M. Ilalpben 
à M» Sylvester (2) et une Note de M. Goursat (*). 

Nous nous proposons, dans le présent travail, l'étude des invariants 
et des cas d'intégrabilité : 

i° Des équations différentielles de la forme 

dy __ <Τ|^ + Α8,ν'+.. .-h anyn (n<fu\dx b04- y . .-t- bpyf \P ^ /> 

qui conservent la même forme quand on choisit une nouvelle fonction 
inconnue η et une nouvelle variable indépendante ξ liées à y et χ par 
les relations 

y = r,u <>·)+<·(*), ^ =µ(x) 

2° Des équations différentielles algébriques et homogènes par rap-
port à la fonction inconnuey et à ses dérivées, équations qui conser-
vent la même forme quand on fait 

y = rlu(jc), £ = μ(;ι·). 

Parmi les équations de la première catégorie nous étudierons spé-
cialement le cas simple n = 3,p = o

f
 déjà considéré par M. Roger 

Liouvillc ; et, parmi celles de la deuxième, nous traiterons presque exclu-
sivement les équations homogènes du second ordre et du second degré. 
Quelques-uns des résultats contenus dans ce Mémoire se trouvent 
indiqués dans deux Notes que nous avons eu l'honneur de présenter à 
l'Académie des Sciences dans les séances des 20 juin et 4 juillet 1887. 

(l) Comptes, rendus, 5 novembre 1888. 
(*) American Journal of Mathematics, t. IX, p. 137. 
(8) Comptes rendus, 3 décembre 1888. 
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I. 

t. Imaginons une équation différentielle du premier ordre algé-

brique en y et et ne contenant ̂  qu'au premier degré. Cette équa-

lion, résolue par rapport à sera de la forme 

(1) ^ dx b0 -+- biv -+- b1yi -h... -h bpyv ' 

les coefficients a
0
, an

 a.
Jf

..., a
/t

; b
01 bn b.iy ..., bp étant des fonctions 

de la variable indépendante x. 
On peut toujours supposer que le degré du numérateur surpasse 

celui du dénominateur; en effet, si l'on avilit 

n<p, 

on ferait un changement de fonction de la forme 

y = ΐ + ?(*)> 

Ç(A·) étant une fonction de χ, telle que le polynôme 

ûo+û|Ç + "H· · ·■+" αη%" 

ne soit pas identiquement nul; l'équation différentielle prendrait alors 
la forme 

ds _ zi+p~n ( c
0

 ~t~ c, c -|- cizi-\-..cg ζ'1 ) 
dx Cq -f— €| Ζ + C* . . . + €ρ S?* 

avec c
n
^ o. Cette dernière équation est de nouveau de la forme suppo-

sée, mais le degré du numérateur par rapport à la fonction ζ surpasse 
d'au moins deux unités celui du dénominateur; la différence entre le 
degré du numérateur et celui du dénominateur pourrait être supé-
rieure à 2, si les coefficients ep, ep_,, e^,_

2
, ..., Cp^^q <p) étaient 

tous nuls. 
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En revenant à l'équation 

(A = a· + «i.v + at.Y*-H · ·. 4- gnYn^ * dx ~ b9-+- ùtv -4- Orf*-*-... 4- bpf' 

nous pouvons donc toujours supposer, en vertu de la transformation 
précédente, 

ρ < η — ι. 

D'après cela, l'équation (i) possède l'importante propriété de con-
server la même forme, η et ρ restant les mêmes, quand on prend une 
nouvelle variable indépendante ξ, et une nouvelle fonction inconnue η 
liées à χ et y par les relations 

(2) de dx = µ(x),y = nu(x)+v O), 

P.(A?), M(#), Ρ(Λ·) étant des fonctions indéterminées de x. Soit 

fify __ «o 4- gtT, 4- «jV H-. . . 4- g„ τ» 
dE?o -+- βιγι "+■ PîV 4- P/>V 

la nouvelle équation. En adoptant la définition de M. Halphen (■), on 
appellera invariant absolu de l'équation (i) une fonction des coeffi-
cients ah bk et de leurs dérivées par rapport à χ, telle que la même 
fonction composée avec les coefficients oc,·, β

Α
 et leurs dérivées par 

rapport à ξ lui soit toujours égale quelles que soient les fondions 
p.(.x), u(x) et v(x). Un tel invariant étant désigné par 

ψ^α
0

> a\i " ·ι ^07 ···> ···)» 

on aura identiquement 

ψ(β·,α,,b
0
,6,,...,

 d
 \ ···) 

ψ^α0> a\i " ·ι ^07 ···>dxo dE ···)» 

(') Mémoire sur la réduction des équations différentielles linéaires aux 
formes intégrables, Chap. 111. 
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si l'on remplace α
0

, α,, ..., β
0
, β,, ... par leurs expressions en ««, 

an...,b
0
,b

t
,..., p(a?), u(x)ctv(x). 

On appellera invariant relatif ou simplement invariant une fonc-
tion des coefficients a,·, hk et de leurs dérivées par rapport à oc, telle que 
la même fonction formée avec les coefficients et leurs dérivées 
par rapport à ξ, lui soit égale à un facteur près, ce facteur dépendait 
uniquement des fonctions (*(#), U(X) et v(x). Pour un tel invariant 
on aura donc identiquement 

Ψ(<*01 α,,6
0
, b„ ■ ■■, j~> -gji ···) 

= Αψ(*,M,,...,§,$.···). 

le facteur A dépendant uniquement des fonctions {*(#), u(x) et v(x). 
Knfin il existe des fonctions des coefficients ah bk et de leurs déri-

vées par rapport à χ qui ne sont pas des invariants, mais qui ne chan-
gent pas ou se reproduisent multipliées par un facteur tel que Λ 
lorsqu'on fait seulement un changement de fonction [p(#)= i|, ou 
seulement un changement de variable \u(x) = i, t>(ar)=o]; nous 
les appellerons, comme le fait Laguerre pour les équations linéaires, 
des semi-invariants pour le changement de variable ou le changement 
de fonction. 

Remarque. — Si le degré η du numérateur surpasse de deux unités 
le degré ρ du dénominateur 

p = n- 2, 

l'équation différentielle est de la forme 

dy __ + a, y 4- a, y* -+■... 4- any* dje b0 4- bijr 4-... 4- ' 

a
n
 et b

n
_

2
 étant tous deux différents de zéro. Alors l'équation conserve 

la même forme si l'on prend une nouvelle variable indépendante ξ et 
une nouvelle fonction η liées à χ et y par les relations 

dx 7v τ,α(χ)-+- v(x) ας t \ /*  η(ν(Λ?)4-ΐ 
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u.(.r), w( r), v{.£), w(jc) étantdcs fonctions arbitraires de A, telles que 
le déterminant u — vw soit différent de zéro. Nous avons donc, pour 
ces équations particulières, des substitutions contenant quatre fonc-
tions arbitraires «, e, iv, p. au lieu de trois et ne changeant pas la 
forme de l'équation : de là résultent, pour ce cas particulier p = η — 2, 
des circonstances spéciales que nous examinerons dans un autre travail. 

2. Parmi les équations de la forme précédente 

(Y) IL = (p<n- Ο 

les plus simples sont, pour η — ι l'équation linéaire, pour n = ·>. l'équa-
tion de Kiceati, et pour η = 3 l'équation 

dy ffp-i- g|.v + α ι y* -+-βρ·' 
d.i- Ao + /»i,r 

ipie l'on peut toujours ramener à une autre de même forme ne conte-
nant pas y au dénominateur; en effet, si />, n'est pas nul, il suffit de 
poser 

f>» + i>ty=-

pour que la nouvelle équation on y
t prenne la forme 

ÎL· = 3c
x
y

%
 + 3c2y; + c

3
y]. 

Donc, si on laisse de côté l'équation linéaire et l'équation de Hic-
cati, l'équation la plus simple de l'espèce considérée peut toujours se 
ramener à la forme 

(3) ^ = c„-h 3c,y -h 3c
a
ya-+- c

3
y, 

déjà étudiée par M. Roger Liouville ('). Remarquons que, si l'on fait 

(') Comptes rendus, 6 septembre 1886. 
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le changement particulier de fonction et de variable 

/ = λη, α? = λξ, 

οίι λ est une constante, l'équation deviendra 

dn dE = yo + 3 y1 n + 3 y2 n2 + y3 n3, 

où 
| 0 — C0J i I I J i 2 '* c2> ( » — Λ f-:n 

c'est ce qui nous conduit à attribuer au coefficient c,· le poids i. On a 
rie plus 

ÎCi _ ■) /vi rf1?/ __ £cy d.c* de? Î/U·1' 

ce <jui conduit à attribuer à la dérivée le poids (/ H- A' ). 
Le seul changement de variable 

x== μ,ξ ( ut. constant) 

transforme l'équation différentielle en une autre dont les coefficients 
sont 

Y« = Y. = l^c,, γ
3
 = [*c

3
, γ s = [Lc

t
, 

et Ton a 

<hi _ f,a açi tPj, _ , d*Ci d\ ~~ i* dx* d? * r d.c*' 

on est ainsi amené à attribuer le degré ι aux coefficients c„, c,, ea, c
s 

et le degré ( ι ■+■ A ) à leurs dérivées d'ordre k. 

Forme canonique. — Il est possible, par des quadratures, de ra-
inener l'équation (3) à une forme canonique ne contenant pins qu'un 
invariant absolu. Pour opérer celte réduction, faisons le changement 
de fonction 

/ = YU(.r)+V(x), 

et déterminons les fonctions U et V de façon que la nouvelle équation 
différentielle ne contienne ni terme en Y ni terme en Y*. 
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Nous aurons 

V(*) = -a. U(^) = e'f^dJ~, 

ci l'équation prendra la forme 

dY dx = c3 U2 Y3 + s3 U c12 

où .v
;t désigne la fonction de degré 3 et de poids 6 

( 1 ) .Ç
3
 = c

0
cj - 3c

f
 CjC

3
 4- 2cl -h c3 ̂  - C

2
 gj1. 

Kniin faisons un changement de variable indépendante 

B="W 

•Ί déterminons M(./r) de façon que le coefficient de Y3 devienne Γ//-
nilé; nous aurons 

M(dp)=cilJ- = c,c·' rs ,... _ β f mil—ϋ 

cl l'équation prendra la forme canonique 

(-) s = Y'+J-

OÙ 

J = CoC!_3c,CiCi + «5 + Cj3--C·,— .,Avwi,dx„. 

Les fondions U ets3
 sont des invariants relatifs, .1 et X des inva-

riants absolus pour toutes les transformations de la forme 

y = r
t
 u ( .c) -+- ('(.c ), ^ = "·(·<')· 

On peut, λ priori
y
 se rendre compte de ce fait, en remarquant que 

la réduction à la forme canonique n'est possible que d'une manière. 
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\ous allons le vérifier. Pour cela faisons dans l'équation 

% = c
0
+3c-h 3c^2 -H c

s
y3 

le changement ci-dessus de fonction et de variable; l'équation prendra 
la forme 

^ = Y« + 3 γ, η + 3γ
2
ϊ)2 +■ γ

3
ν)3, 

où 

yo = c„-h 3 c, r-μ c3rJ—c' 

Ci H-3(y -f- c3<'« «' 11 μ 3 μ // ' 

y2 = u(c2 + c3) u 

y3 = u3 c3 µ 

//' et c' désignent les dérivées —· 

Si nous appelons (s3)0, U0, J0> lcs fonctions composées avec les 
coefficients γ0, γ,, γ2, γ3

 et la variable ξ comme U, J, X le sont avec 
ro* t-'n ct la variable a?, nous aurons 

^3). = γ· YÎ - 3γ, γ3γ, + »τϊ γ3 - Τ*- y2 dy3 dE 

υ„=
β
·'^^·'ξ. 

Kn remplaçant γ
0

, γ,, γ
2
, γ

3
 par les valeurs ci-dessus et dfc, par μ d.c, 

on vérifie, toutes réductions faites, que l'on a 

(»,).= g U
i =

 iU; 

(1 où 
Jo = "~TÏI-S ~ c|U' -J' = J, 

x*=fy,vi<%=fc,O*dc = x, 

Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. IV, 1889. 48 
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equations qui montrent que J et X sont des invariants absolus : il en 

est de même des dérivées > — Tout autre invariant absolu est 

une fonction de J, X et des dérivées^» ···» comme on le voit 

immédiatement en formant l'invariant supposé sur la forme cano-
nique. 

L'invariant a été formé par M. Roger Liouville (1 ). 

Remarque. — D'après l'expression de U, 

U = tr' 'e3 dx· , 

celte fonction n'est déterminée qu'à un facteur constant près; suivant 
le choix de la limite inférieure dans l'intégrale, on aura pour U diffé-
rentes valeurs, et, si l'on appelle 11« une autre valeur de II, 011 aura 

U1 = U k 

k désignant une constante. Appelant J, et X, les valeurs correspon-
dantes de J et X, on aura 

j1 = k3 J, dX1 dx = I k2 dX dx, X1 = 1 k2 (X + h) 

h désignant une nouvelle constante. La forme canonique correspon-
dante 

dY1 dx1 = Y 3 1 + J1 

se ramènera à la forme 

S = Y,+J 

par la substitution 

Y, = *Y, X, = ^5 (X -h h). 

(') Comptes rendus, séances du 6 septembre 1886 et du 12 septembre 1887. 
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D'après cette remarque, nous ne considérerons pas comme distinctes 
deux formes canoniques qui se déduisent l'une de l'autre par le change-

ment de J en ks J et de X en ~ (X -+- h). 

3. Les fonctions · · · sont des invariants absolus qui se cal-

culent facilement, par voie récurrente, en fonction des coefficients co, 
υ,, ο,. En effet, partons des formules précédentes 

J = , S3— dX= — c U* U — c$ 1 d*dx 

et posons, avec M". Hoger Liouville ('), 

««+1 = «·%^ —<2» —0»»-i [aj +3(c,c,— cj)J, 

nous trouverons 

ci5 dx *3 d"- J s- dn J dX~ ~dX ~ TfÛ1' dX* ~ ^ΤΓ7 7ÎX» ~ c*a+5(J1"-»·*' 

On en conclut, par exemple, que la condition sa„
+s

 = ο exprime que, 
dans la forme canonique 

dY dX = Y3 + J, 

J est un polynôme de degré (η — 1) en X. 
Dans ce qui suit nous désignerons par J', J", ... les invariants 

absolus dJ dX, d2J dX2 

Les invariants absolus J, J' et X sont des fonctions de χ que nous 
avons calculées : l'élimination de χ fournira entre J et X ou entre J 
et J'une relation caractéristique de l'équation différentielle considérée. 

(l) Comptes rendus, séance du 12 septembre 1887. 
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Inversement, étant donnée une relation entre J et X, ou mieux une re-

lation entre J et J' = ~, que l'on peut toujours déduire par differen-

tiation d'une relation entre J et X, 011 aura, comme il suit, la relation 
correspondante entre les coefficients c0, c,, c2, c3

 et leurs dérivées par 
rapport à x. Soit 

(a) /(J,J') = c, 

l'équation donnée : on aura, en diÎTércntiant, 

(B) w ajJ + t?J'J ~"°· 

D'autre part, les expressions précédentes de J, J', J" donnent 

(y) J3 J5 = S J SS= 

L'élimination de J, J', J" entre ces quatre équations (a), (3), (γ ) 
fournira la condition cherchée sous forme d'une relation entre les deux 

invariant absolus S3 S5 et S7 S3 

(
i, '«·*)« 

Cette condition (δ) est donc nécessaire pour que J et J' soient liés 
par la relation (a); elle est suffisante. Pour le démontrer, nous 
pouvons toujours supposer la relation (a) entre J el J' mise sous la 
forme 

(«') j=?
(f)

: 

d'où, en prenant les dérivées logarithmiques des deux membres par 
rapport à X, 

J' _ ? \JV r3J'sJ" 5J'V1J JS Je J; 
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en divisant par T, nous aurons la relation cherchée entre les invariants 

s-4S5 S7> sous la forme 

 _ ' \*;/|3î,J7 O5S] 1 

qui remplace la condition (δ). Supposons maintenant que, pour une 
certaine équation différentielle, les coefficients c

0
, c

n
 c

2
, e

3
 vérifient 

cette condition (δ') : appelons J, l'invariant absolu de cette équation 
différentielle, X, la variable canonique et J',, «Γ, les dérivées de J, par 
rapport à X,. On aura 

s\ ___ J',J SjSj^ __ J', 3",S3 J1 3 J1 

et la condition (δ') pourra s'écrire, après qu'on en aura multiplié les 

deux membres parJ1 J1 

J« ~~ L Jî J' ■ι; pj .-j; i 

d'où, en intégrant et désignant par A® une constante arbitraire, 

j, = aMtÎ)' 

On pourra toujours amener cette constante A à être l'unité, de façon 
à amener cette dernière relation à prendre la forme (α'). Κ η effet, en 
faisant dans la dernière relation 

J, — A3J, X, — ^(X-t-A), 

on aura 

J1 = 1 ~~ */X, rfX ~ * J ' 
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et cette relation se réduira à la relation (a') donnée, 

J = p(J3 J5) 

Or, nous avons vu précédemment (page 3yo) que l'on ne doit pas con-
sidérer comme distinctes deux formes canoniques déduites Tune de 
l'autre par la substitution 

J, = A'J, X, = £(X + A). 

La condition formée (δ) ou (£') est donc nécessaire et suffisante pour 
que S et J' soient liés par la relation donnée (a) ou (a'). 

On peut remarquer que si, sans employer l'artifice précédent, on 
voulait trouver la forme canonique correspondant à une relation 
donnée 

F(S3 5 S 33,S5S7 S4S3)= 0 

entre les deux invariants absolus et on aurait à intégrer l'équa-
tion 

F(jî' 1>") = °· 

Si, dans cette équation, on remplace J" par sa valeur 

J= ~ d\ — J tlS 

et si l'on y fait J's = s, J* = /, elle se transforme en une équation 
homogène 

Ηγ3 5Γ)=°' 

intégrable par les méthodes élémentaires. 
Exemple. — Cherchons la relation nécessaire et suffisante pour 

qu'une équation de l'espèce considérée 

dy dx== c
0
 -h 3c,y -h 3ca/- 4- ο,/* 
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puisse être ramenée à la forme canonique 

dY dX = Y3 + X2 

On devra avoir J = X2, d'où J' = 2X et 

y=j'2; 

une nouvelle différentiation donne J" = 2. Alors les équations 

si ~ J5 ' — J* S1 — £! !i£i — 

donnent, en remplaçant J el J" par leurs valeurs ητ et 2, 

si ~ J5 ' — J* S1 — j77 ' ~âf~ J7* ' 

d'où enfin, en éliminant J', la condition cherchée 

si - 2î,S
7
 = 0, 

nécessaire et suffisante. Gomme on a 

rP J s9 

rfX' ~~ c9Ua' 

la condition s
9
 = ο avec s

7
 < o est aussi une condition nécessaire pour 

que l'équation puisse être réduite à la forme considérée. Mais cette 
condition n'est pas suffisante ; car, si elle est remplie, l'équation pourra 
se ramener seulement à la forme 

g-v + x'+c, 

C désignant une constante pouvant être différente de o. 
En général, la condition pour que J soit de la forme ArX" est 

(N — I)Î| — NS
3
SJ = O. 
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Get exemple montre bien la nécessité qu'il y a d'exprimer par une 
relation entre les deux invariants absolus 

S1 sJh S5 3 S4 3 

la condition nécessaire et suffisante pour qu'une équation de l'espèce 
étudiée puisse être ramenée à une forme canonique donnée. En intro-
duisant d'autres invariants .··, on obtiendrait des conditions 
nécessaires, mais non suffisantes. 

i. Cas d'intègrabililè. — i° Le cas d'intégrabilité le plus simple 
de l'équation considérée 

(■'*) ^7 = c» ■+■ ■+* 3C
2
72 H- c.,73 

est le cas où les coefficients c
0

, c,, e
2

, c
3
 sont constants (indépendants 

de x) ou peuvent être rendus constants par un changement convenable 
de fonction et de variable indépendante. Si les coefficients sont con-
stants et si (c, c3

 — ci;) est différent de zéro, Γ invariant absolu J est de 
la forme 

J = Ce ,J , 

G désignant une constante, et la variable canonique X est donnée par 

-fc = c,r , \ = ί.<· .*· c, — «J f, 

G désignant aussi une constante. On a donc 

J = kX '3 2 (k constant). 

Si, au contraire, la quantité c, c
3
 — ci; est nulle, l'invariant absolu .1 

est constant. Ainsi, lorsque l'équation est à coefficients constants, l'in-
variant absolu J est ou bien constant ou bien de la forme kX a. Réci-
proquement, si J est constant, la forme canonique est à coefficients 
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constants, et si J est de la forme kX 3, la forme canonique 

£ = Y' + *X-* 

se Iransforme par la substitution 

Y = X^Y„ X, = logX 
en 1 équation 

^ = γ;
+

ιγ, + λ·, 

dont les coefficients sont constants. 
Ce cas d'intégrabilité est identique à celui que M. Roger Liouville a 

indiqué sous une autre forme dans sa Note du 6 septembre i.88(3. (Test 
ainsi que l'équation 

^ + ny'p'a + 6/iy!pu + (2« + ι)χ -+- 2(11 + 1) = «», 

que M. Roger Liouville choisit comme exemple, se ramène à la forme 

,/\ · 1 I ©2 1 I Ο 3» 

si l'on y fait 

2j)«+yj>'« = aY„ n~=—pu. 

2° Nous obtiendrons d'autres cas d'intégrabilité à l'aide de la trans-
formation suivante. Considérons l'équation différentielle 

(«> £ =
 a

 +
 b

'> 

où A et Β sont des fonctions de r, et remplaçons la variable t par 
une variable y liée à t par la relation 

A + B<=5 

y 
Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. IV, 1889. 49 



*7» P. Apr ELL. 

qui donne 

dt = dy y2 -(B)^' 

(A B)désignant la dcrivcc de ^ par rapport à χ. 

L'équation (6) prendra la forme 

(?) % = - ~ (B)'^' 

é(jualion de la forme qui nous occupe 

ώ
 =

 c, + 3 c, y + 3c2^
2 + c,y\ 

OU 

— ct — o, e2 — 3 \B/ ' <>:J — Β 

Si l'équation (6) est intcgrable, l'équation (7) l'est aussi et récipro-
quement. 

Par exemple, l'équation (6) est réductible aux quadratures si Λ et lî 
sont des fonctions linéaires de χ 

A = ax -hi), Β = ax 4- fi, 

car l'équation (G) est alors linéaire. On pourra donc intégrer dans 
la même hypothèse l'équation (7), qui devient 

(H) 4^ — ! y» — y* ^ ' dx ax -f- β*' ' 

3A désignant la constante (afi — bat.). Pour simplifier, faisons le chan-
gement 

α#Η-β = ~<Η, y = N/ar„ 

nous aurons Kéquation 

(9) ^ = Ti' + 3<h'· 
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On pourra donc ramener aux quadratures l'intégration de toute équa-
tion do l'espèce considérée 

(3) •j£=c
0
 + 3c

l
y + 3c

i
y*-hc

a
y>

1 

réductible à la forme (9). Pour trouver la condition qui doit lier les 
coefficients c

0
, c,, c2, c3 de l'équation (3) pour qu'elle soit réductible 

à la forme (9), calculons les invariants absolus 

£s *5*7 
S5 3 S4 3 

sur l'équation réduite (9). Nous aurons 

s
3
 = cf^, s5= i8e5*-h i5e3S-+- c*, 

s7 = 270e7*-t- 3i5c5?H- 6oe3*-h 
d'où 

s5 (i8e^ -+- i5e** -f- i)J 

s3 ~ β*ϊ(2β*ϊ+ 0δ ' 
s

r
,s

7 (i8e4^-hi)(27oe6^-f-3i5e^-i-6oe*^-hι) 
7f ~~ e^(2e^-hiy 

I/élimination de c2ξ entre ces deux relations fournira la condition 

cherchée entre les deux invariants absolus φ·; en faisant cette éli-

mination, on trouvera en outre l'expression de c* en fonction des deux 
invariants. 

L'équation (G) est encore réductible à des quadratures si elle est ho-

mogène, c'est-à-dire si A est constant et Β proportionnel à1 x 

Α = α, Β = *· 

L'équation ( η ) prend alors la forme 

dy dx = - x y3- a xy2 ; 
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mais on n'obtient pas ainsi un nouveau cas d'intégrabilité, car la sub-
stitution 

y = t1 x, x = ee 

l'amène la dernière équation à avoir ses coefficients constants. 
3° Si l'on suppose que Λ et Β sont des.polynômes du second degré 

on χ, 
A = ax2 -+- bx c, Β = αχ2 ■+· 3λ· -+- γ, 

1 equation (6) 

(6) $ =
 Α + Β

' 

est une équation de Riccati; l'équation (7) 

(7) dy dx = - 1 By3 - (A B) y3 

prend alors la forme 

ζ ν dv j* /ax*--4- h.τ -f- c\' 21 ' dx a χ* -h β χ -h γ \a.rs + -)- γ/ ^ 

On a donc un type d'équations de l'espèce considérée 

ζ ν dv j* /ax*--4- h.τ -f- c\' 21 

réductibles à une équation de Riccati. On pourra calculer les inva-

riants absolus ^§> ^ de la forme (10) en fonction de χ, et, en élirni-

liant x, on aura la condition qui doit lier ces deux invariants pour 
qu'une équation soit réductible à cette forme (10). Un cas particulier 

intéressant est celui qu'on obtient en faisant A = -kx2
f
 Β = ι ; 011 

voit alors que l'équation 

(11) £ =~y3-J,k.cy' 



INVARIANTS 'DE QUELQUES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 38i 

est réductible à l'équation de Riccati 

^£ = ^kx' + t 

par le changement de fonction y = ^rp^s* dernier cas a été 

traité par M. Roger Liouviïle (Comptes rendus des séances de VAca-
démie des Sciences, 12 septembre 1887). Il est bon de remarquer 
qu'on peut toujours ramener k à être égal à 1, en faisant dans l'équa-
tion (II) la substitution 

y = lτ'η, x = jTh. 

4° L'équation (6) 

i=A+B<-
dans laquelle on fait 

A = —&·% B=— 3kx2. 

prend précisément la forme (n) 

~ = — J73 — 3A/A'2, 

que nous avons considérée en dernier lieu, et qui a été intégrée par 
M. Roger Liouville. On saura donc également intégrer l'équation (7) 

dy dx = 1 B y3 - (A B) y2 

c'est-à-dirc 
dy y3 1 y* 
dx 3A· x3 3/·' 

qui, par la substitution 

y — — 3 A3 η, χ — — 3 Λ"3 4 ' 
devient 

dn dE = n3 + 3 E2 n2 
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En calculant les invariants absolus ^4» ~ sur cette forme réduite, 

on obtiendra, par rclimination de ξ, la relation entre ces invariants 
caractérisant les équations réductibles à cette forme. 

Parmi les cas d'intégrabilité précédents, les plus simples peuvent se 
résumer comme il suit : l'équation 

dy dx = y3 + 3y2 q (x) 

est intégrable si z(x) a l'une des quatre formes 

? (·/; ) = 7- ' ?(■*') = Ac*. ç ( χ ) = k χ, 9 ( χ ) = ^ · 

5. Prenons maintenant une équation différentielle de la forme gé-
nérale 

- dy <?o + ι y + (Tt y- + a,,y11 _ A (y )dx b0+ bxy ■+■...·4- bpyi> ~ B(y)' 

où, comme nous l'avons vu, on peut toujours supposer 

p < n- 1 

Les coefficients a
n
 et bp sont essentiellement différents de zéro; le nu-

mérateur Λ(^) et le dénominateur Β (y) sont supposés n'avoir pas de 
diviseur commun. 

Mous nous proposons de ramener cette équation à une forme cano-
nique analogue à celle que nous avons trouvée pour l'équation 

& =c
0
H-3c,y-h3c

2
7a-hc

3
y3. 

Pour cela, faisons d'abord le changement de fonction 

χ = ζ + Υ(χ), 

et déterminons V de telle façon que, dans l'expression de il ne 
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ligure plus au numérateur de terme en z"~' ; nous trouverons 

V(x) = - an-1 nan 

el l'équation prendra la forme 

dz c
0

 -+■ cι ν -+- Cj c® -t—... -+- c
tl

 .2 z" ' -+- c'n z" 
fi e ~ ,Ari) ~+~ Λ' ι « -(-· · ■-+ g,>*1' 1 ' 

où 

'·.= A(V)-<Î„V', <·, = A'(V)-«-.V, c
2
=iA"("V)-^

2
V', .... «.= <?„. 

μ«~ N<V), g, = B'(V), g'
i
 = jB"<V), g

p
=l

r 

Un certain nombre de coefficients g
0
, g<, g.

X)
 ... peuvent être nuls, 

mais gp = bp est certainement différent de zéro. 
Supposons d'abord p<C.n — 2; nous ferons alors un nouveau chan-

gement de fonction 
: = ΥΓ<», 

et nous déterminerons U(a:) de façon que, dans l'expression dedY dx 

il ne figure pas au numérateur de terme en Y'+l. 
Nous aurons ainsi 

gp U (x) = cp+1 U(x), U = e cp + gp dx 

et Téquation deviendra 

\ c0 -+- (c,U — £'oly)Y + ..Uf-'iCsiU — ffi-tVil'' ) 
d\ _ ) -t- c^U/"-» . .. -h ç

w
,

2
 U"-® Y"-» 4- c,, ϋ» \n ! 

de ~ g0 U -+- gi U * Y 4-... -h gP U>'V" 

Enfin un changement de variable indépendante 

S = M(*> 

permettra de rendre égaux les coefficients des termes en Y* et Y'' des 
degrés les plus élevés au numérateur et au dénominateur : pour cela, 
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il est nécessaire et suffisant de prendre 

M(a;)= — , 

ou bien, comme c
ft
= a

a
, gp= bp, 

M(ar) = ψ U, X
 = / r

U

"~'" '
 dx

· 

En divisant le numérateur et le dénominateur par la valeur commune 
des coefficients de Y" et Y', on aura la forme canonique 

/ \ d\ Ju J, Y J -k -1- J',+"* H- · · · "+" j/1—2 " "" ^ " ' 12^ dX~ Î7T17T+ I. V24-."..-H V, Y"-1 + ï " ' 

le signe  marquant les places des deux termes qui manquent au nu-
mérateur. Les (n+ ρ ■— 2) coefficients restants 

Jo, · · ') J/»» Jp+2> · ' ■) J«~2 î I0, ^1) · · *î Ip—» 

et la variable canonique X sont des invariants absolus pour les chan-
gements de fonction et de variable de la forme 

( 2 ) y = η u(x) + eO), ~ = (/.(>}, 

u(x), v(x)et [i.(x) étant des fonctions arbitraires de x. Cette pro-
priété résulte de ce que la réduction à la forme canonique n'est pos-
sible que d'une seule manière : on peut aussi la vérifier comme nous 
l'avons fait précédemment (page 309)pour le cas simple de u = 3, 
P = °' 

Les dérivées des invariants J,· et IA par rapport à la variable cano-
nique X sont aussi des invariants absolus. Réciproquement, tout inva-
riant absolu de l'équation différentielle (1) est une fonction des inva-
riants absolus J/ et I* et de leurs dérivées par rapport à X : c'est ce 
qu'on voit immédiatement en formant, avec l'équation canonique, l'in-
variant considéré. 

Un cas particulier remarquable auquel s'applique la réduction que 
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nous venons d'indiquer est le cas οίι ρ = ο, c'est-à-dire le cas d'une 
équation de la forme 

~ = a. a, y -h a.y -+- a, y a„y", 

que nous avons traité dans une Note présentée à l'Académie des 
Sciences dans la séance du 4 juillet 1887. 

Application. — Cherchons, par exemple, tes conditions nécessaires 
et suffisantes pour qu'une équation de la forme 

^ da; b0-+- bif bpyP B(j) \P ^ ) 

soil, par la substitution (2), réductible à une équation analogue à 
coefficients constants. 

D'abord, si les coefficients a
0
, a

n
 ..., α

Λ
, ···> bp sont con-

stants, on voit, en suivant les transformations effectuées pour arrivera 
la forme canonique, que les coefficients appelés 

Cu, C,, C„, ..., gp 

sont aussi constants. Si cpJr\ est nul, U(#) est une constante, X est 
proportionnel à χ, et les invariants J

f
· et IA 

/= ο, 1, 2, ..., />,ρ ■+■ 2, ..., η — i\ k= o, 1, 2, ..., ρ — ι 

sont constants. Si cp+
t
 est différent de zéro, on a 

U=*eV, U'=^±±U, 

X = fdx—^ J bp bp [η ρ ι)Cp+j 

D'ailleurs les invariants J/ et I* sont, en désignant par C/ et EA des 
constantes, de la forme 

J/=C
t
U,-rt (1 = 0,1, 2, ...,p,p-4-2, ...,n - 2), 

Ia=EaU*-' (k = o, 1, 2, — 1). 
Journ· de Math. (4* série), tome V. — Fasc. IV, 1889. 5o 



P. \PPELL. 

ι 
(iOmme U est égal à une constante multipliée par Xn~p~l, on aura 
donc, en calculant les invariants en fonction de X, 

( 13) J
f
-= Κ

Ι
·Χ"~/>~1, I 

k
=UX"-pL>, 

les lettres K
t
 et LA désignant de nouvelles constantes. En résumé, si 

l'équation différentielle a ses coefficients constants, ou bien les inva-
riants J

{
· et IA sont constants, ou bien ils sont de la forme (i3). 

lléciproqucment, si les invariants J
4
 et IA d'une équation donnée sont 

tous constants, la forme canonique est à coefficients constants; si ces 
invariants sont de la forme (i3), on transformera l'équation canonique1 

d\ -4- Jj Y -4-. . . H— J y, \ —J— at- —I— J /m-S^ -4-... -4- JYn * H- >4 -4- ^ " 
Tix — Ι,η-Ι1Υ + ...-Ι-Ι/4-.Λ>-, + Υ> 

en une équation à coefficients constants par la substitution 

Y = Y.X logX = X,. 

6. Dans les calculs précédents, nous avons supposé 

ρ < η — a. 
Le cas 

ρ = /I — 2 

mérite une attention spéciale pour deux raisons : 
i° La réduction à la forme canonique précédente n'est plus possible, 

car on a actuellement 
p-t-1 = η — ι, 

et les termes du numérateur de degrés (ρ H- i) et (n — i) que nous 
avons fait disparaître successivement, pour arriver à la forme cano-
nique, ne sont plus distincts. 

2° Comme nous l'avons déjà remarqué, l'équation différentielle 

dj? bq 4- b^y -4-... ·+■ bpyp ' (p = n - 2) 



INVARIANTS DE QUELQUES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES. 387 

conserve la même forme si Ton fait le changement de fonction et de 
variable 

y = r, »(*) + .(■») ê.=tL( x\ 

u
y
 e, <v et (A désignant des fonctions indéterminées de x. 
En laissant de côté pour le moment ces changements de fonction avec 

trois fonctions arbitraires «, c, w, nous nous bornerons à réduire 
l'équation différentielle dans le cas p = η — ι à une forme canonique 
qui conviendrait aussi aux autres cas, ρ < η — 2, et dont les coeffi-
cients seront des invariants absolus pour les substitutions 

y = Y)K(.r)4-e(», ^= u (x) 

Pour arriver à cette forme canonique, nous ferons 

.y = YU(.r) + V<*·), a£=M(*), 

et nous déterminerons U, Y et M de façon que, dans l'expression de 
dY dXle coefficient de Yp~* au dénominateur et celui de Y**' au numé-

rateur soient nuls, et que le coefficient de Yp au dénominateur soit égal 
à celui de Y" au numérateur. 

L'équation prendra alors la forme canonique 

d\ _ P„-4- PiY-h..P,,Yf-l·-* . .-4- Y" 
dX — " Q0H-Q1Y + ...-|-QJ,_tYP-»H-*-hY'· 

où Ρ
β

, Ρ,, ..., Ρρ1 P^
+2

, P,_,; Q
0
, Q,, ..., Qp_

a
 sont des inva-

riants absolus. 
Il serait aisé de voir, comme nous l'avons fait pour la forme cano-

nique précédemment indiquée, quelles doivent être les expressions de 
ces invariants en fonction de X pour que l'équation soit réductible à 
une équation à coefficients constants, par une substitution telle que 

.y = η «(*) + (>(*), ^ = [»(*). 
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II. — SUR LES ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES ALGÉBRIQUES ET HOMOGÈNES 

PAR RAPPORT A LA FONCTION INCONNUE ET A SES DÉRIVÉES. 

7. Les équations différentielles, qui sont algébriques et homogènes 
par rapport à une fonction y de la variable # et à ses dérivées y\ 
y", partagent, avec les équations différentielles linéaires el 
homogènes, l'importante propriété de conserver la même forme quand 
on prend une nouvelle variable indépendante ξ et une nouvelle fonc-
tion η liées à χ et y par les relations 

S = !*(·*), / = ï]«(V), 

u(x)et u(x) étant des fonctions indéterminées de x. On pourra done 
étendre à ces équations la théorie des invariants des équations diffé-
rentielles linéaires. 

Il est utile de remarquer qu'une équation différentielle algébrique, 
mais non homogène par rapport à une fonction ζ de χ et à ses dérivées 
dz dx, d2z dx2,···> peut être transformée en une équation homogène d'un 

ordre supérieur d'une unité : il suffit, pour cela, de poser 

z = 1 y dy dx 

y étant une nouvelle fonction, ou, plus généralement, 

z = w (i y dy dx) 

ψ étant une fonction rationnelle. On peut encore poser ζ = Xy, λ dé-
signant une constante arbitraire, puis éliminer λ entre l'équation ob-
tenue et sa dérivée. 

Enfin une équation différentielle algébrique et homogène entre y, 
y, y'\ ..., yw se transforme en une autre équation homogène du môme 
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ordre, mais d'un autre degré en général, si l'on fait 

y — uPi 

ρ désignant une constante quelconque. 
Si Ton a une équation algébrique et homogène 

Qm(y,y,y y(n) = o, 

de degré m par rapport à la fonction y de χ et à ses dérivées, il est 
évident que tous les invariants de la forme algébrique Φ

η
 sont des 

invariants de l'équation différentielle; car effectuer un changement de 
fonction et de variable par les formules 

;£ = [*(»' 7 = *]«(*), 

c'est faire une certaine substitution linéaire sur les quantités y, y\ 
y, y(n). 

Pour simplifier, nous aborderons d'abord l'étude des équations ho-
mogènes du second ordre et du second degré. 

8. L'équation générale homogène et du second degré en y, y', y" 
est 

(i'i) Gfo/,a+ a
2
y"- + a,y2+ ib

K
y"y' + ib

%
yy" + ib.

A
y'y = o, 

les coefficients α
0
, α2, α

4
, btJ bt, b3 étant des fonctions de la variable 

indépendante x. Ces coefficients doivent ctre envisagés comme étant 
d'un poids marqué par leurs indices ; car, si l'on fait la substitution 
y = λ*η, χ = λξ (λ constant) en appelant η', η" les dérivées de η par 
rapport à ξ, l'équation prend la forme 

aon2 + a2n + «4η2-4- 2β,η"γ)/-*- 2β
2
ηη,,+ 2β,η'η = ο, 

ou 
α0 = Λβ, α, = λ2α.Λ, α4 = Αa1 

r^ = \b
t
, ?

2
 = λ26

2
, 3, = λ3ώ3· 
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Oc plus, les dérivées, telles que seront de poids (i -h k). On 
a, en effet, 

dttj (i^ %j *v j \-k ^ aï 77Γ dx dxy ' d\k dxk 

Ces mêmes coefficients doivent être regardés comme étant tous du 
degré ι, car le changement de fonction 

7 = η\/Α, 

k désignant une constante, transforme l'équation en une autre dont les 
coefficients sont 

k&Qy kct^y kCtyy A^f, , A· 

Tout invariant de l'équation devra être homogène, quant aux poids et 
aux degrés de ses différents termes. Par exemple, le discriminant de la 
forme quadratique 

a0 b{ b% 

D = b, a., b3 

h b
3
 a, 

est un invariant de poids 6 et de degré 3. Nous supposons ce discrimi-
nant différent de zéro; car, s'il était nul, l'équation considérée se dé-
composerait en deux équations linéaires homogènes. Nous désignerons 
par A0, Aj, A,,, B(, Ba, 13, les mineurs de D relatifs aux éléments a

0
, 

a2i a\i bi, b.
2

, b
3
, c'est-à-dire les coefficients de la forme adjointe. 

Dans l'équation 

«oy"% + a
2
y2 -h a

A
y*-h 2b,yy 2 b

%
yf ab

%
y'y = o, 

faisons le changement de fonction et de variable 

y = i)u(x), || = (x(a:), 

u(x) et p.(#) étant des fonctions indéterminées de x, dont les dérivées 
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par rapport à χ seront désignées par u', u", p.', p.*. Convenons d'ap-
pcler η' et y)" les dérivées de η par rapport à ξ : nous aurons les for-
mules 

dttj (i^ %j *v j \-k ^ aï 77Γ dx dxy ' d\k dxk dv dti , d* y d*r, 

et 

dttj (i^ %j *v j \-k djc ^dt' dx1 ^ d\* di ' 

d'où les formules de transformation 

iy =i«» 

(|5) </=η>«+ η«', 
( y"= yj"p.2« -+- rf([k'u 4- 2|A#') 4- y)u". 

En substituant ces valeurs dans l'équation et ordonnant, ou aura une 
équation 

(iG) α
0
η"24- «2η'2Η- α,η2-h 2β,ϊ)"γ)'4- 2β2ηη"4- 2β,η'η = ο, 

ou 

! α
0
 = «

0
μ.4«% 

1 α3 = αβ(ρ/κ4- 2{αμ')3-+- α2ρ.3Μ24- aft, ρ. η (μ/μ 4- 2(JLM'), 

ι α, = α01*"2 4- α2α'2-h α
4
u3■+■ 2ft,α'u"-h aft2u"u-f- 2ft,««', 

(f7) ' β, = α
0
ρ2ΐί(ρ'ί/ -h 2p«') -4- ft<p3wa, 

Β
Ι = (α0Μ"4- ft, M'4- FT

2
 M) Ρ

2
 Μ, 

J ^ = (fl
0
tt"+ft,«'+&

2
«)([A'«-|-2^û') 

\ 4- (ft, «2m'4- ft3tf)p.M. 

Si l'on appelle D, le nouveau discriminant de la forme quadra-
tique (16), on aura 

D,= p.eweD. 

D'après les propriétés élémentaires des formes quadratiques, on aper-
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çoit immédiatement un second invariant de l'équation différentielle 
dans le discriminant des termes du second degré en y' et y" 

A , = bJ. 

Kn effet, en appelant (A,), la fonction analogue formée avec les nou-
veaux coefficients 

(Λ
4
), = α

0
α,-β% 

on a 
(AO. = ρ·β«4Α,. 

Les équations différentielles de la forme (i4) homogènes et du se-
cond degré en y, y', y" se divisent en trois classes suivant la façon 
dont la dérivée y" figure dans l'équation. Dans la première classe se 
trouvent les équations pour lesquelles les coefficients a0

 et b, sont 
nuls ; dans la seconde, celles pour lesquelles a0 est nul, bt étant dif-
férent de zéro ; dans la troisième se trouvent les équations dans les-
quelles a0 est différent de zéro. Cette classification se trouve justifiée 
par ce fait que le changement de fonction et de variable que nous 
venons d'effectuer transforme une équation d'une classe en une autre 
de la même classe. 

Par exemple, si l'on a 

«o — o, — o, 
on aura aussi 

α
0
 = ο, β, =o. 

9. Prenons d'abord la classe la plus simple, celle que l'on obtient 
en supposant a0

 et b{ nuls. Le coefficient b2 est nécessairement diffé-
rent de zéro, car, autrement, l'équation ne serait plus du second ordre 
et se décomposerait en facteurs linéaires. On a alors une équation de 
la forme 

(i8) aty'* + a
k
y*-h 2bnyy" + 2.b

s
yy' = o, 

pour laquelle le discriminant D se réduit à 

D = — a%b\. 
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Si Ton fait le changement 

y = rtn(.c), = [*(», 

réquation se transforme en une autre de même forme 

a
2
 r/a -+- αη2 -h 2 β

2
ηη" -h 2 r;r\ = ο 

avec 
α.2 = a3u.*ir, 

ctA = α.2 η'2 4- «, wa 4- 2Z», uu" 4-1 b
3 ««', 

β
3
 = b.

2
u2 u2, 

Β
;1
 = a3\xuu'·+■ b3u(y.'u -F- 2[A«') 4- JAK

3
. 

On en conclut que 

D = b2 b2 3 

est un invariant absolu de réquation différentielle. 
Si Ton fait la substitution 

y = cSzdx^ 

Téquation différentielle se réduit à réquation de Riccati 

(19) "+"(aJ ~+~ ^b
2
)z%-h 2 b

3
z + α,=ο. 

Si (a
3
 4- ib

3
) = o, c'est-à-dire si l'invariant absolu ^ est égal à — 2, 

cette dernière équation est linéaire du premier ordre. Si (α2 4- 2b2) 

n1est pas nul, on peut, comme il est bien connu, ramener l'intégration 
de l'équation de Riccati (19) à celle d'une équation linéaire du second 
ordre, par la substitution 

" at -+- a bt t dx*abi 1 dt 

t étant la nouvelle fonction inconnue. En particulier, si l'invariant 
Journ. de Math. ( série), tome V. — Fa sc. IV, 188g. 5i 
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absolu ~ a line valeur constante k dilîérente de — 2, on voit que la 

substitution 
y = es"lx = ik+i 

transforme l'équation proposée (18) en une équation linéaire homo-
gène du second ordre : cette remarque permettra de trouver sous une 
forme simple l'intégrale générale de l'équation (18) dans le cas où les 
coefficients sont constants. 

En résumé, les équations de la première classe (18) se ramènent 
toujours à des équations linéaires du premier ou du second ordre. Il 
est donc inutile d'insister davantage sur ces équations. 

10. Prenons maintenant les équations de la seconde classe, [tour 
lesquelles a

0
 est nul, ù, étant différent de zéro. Ces équations sont de 

la forme 

(20) αΛχ'* + α>)·3+ a ft, y/ 4- ib2
yy" + ib3y'y = ο (/>,$«>). 

Si nous faisons le changement de fonction et de variable 

>· = η«(χ·), = ΚΛ')» 
1 équation devient 

α2η'2-+- α,η-4- 2?,ν,"η'Η- 2^-ry-t- = ο 

où, d'après les formules (17), 

I a
2
 = ο

Λ
 p.2u- -+- 2 δ, -t- 2u.m), 

I α, = a2u* -ι- a, w2 -h ibK ιϊ'ιϊ-+■ 2b2uu"-\- 2b3 u'u* 
(21) B = b1 u 3 u2, 

Ι =(b
t
u'-h Μ)^2", 

\ β
3
 = (b

t
 u' -h //,«)( p.' u -h 21/.«') 4- (b

t
 u" -t- a

a
 n' 4- b3

 κ ) a u. 

Le discriminant est actuellement 

D = 2b
l
biba — a2b\ —a1 b2 1 
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ν 

•>9> 

ut le discriminant des termes du second degré en y ci y 

Λ,=:Λ;. 

On obtiendra une forme canonique de l'équation en donnant aux fonc-
tions u et μ des déterminations particulières U(#) etM(-c) annulant 
les coefficients £L cl a2. On aura ainsi 

U = es"lx = ik+iι ~ h, L ' 

puis 

ε + «5; - _ «., m—eJ M + V ~ ai, al — e , 

si l'on divise ensuite tous les termes pour la valeur du coefficient β,, 
l'équation prendra la forme canonique 

(aa) aY'Y'H- HY2 -+- aLYY' = o, 

où Y désigne la nouvelle fonction inconnue liée à y par la relation 

y = YU 

et ou Y' et Y" sont les dérivées de Y par rapport à la variable cano-
nique Y liée à χ par la relation 

2Ê=M(«), X=/ M(.x)rf.r. 

Les coefficients H et L ont pour valeurs 

u α>\]* + 2(ù,U'-+- ùtU)U" 26,LU' 

L_ (/>, U'-+- ùsU)( M'U -f- 2MU') -h (fri U"-i- rt8U'+ ù,U)MU 
bx MHJ1 ' 

ou, en remplaçant les rapports et ̂  par leurs valeurs calculées ci-
dessus, 

H = + 2(ù,U'-+- ùtU)U" 26,LU' 
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D étant le discriminant de la forme et E, l'invariant relatif 

Ε, = b\ -+- b
a
b\ — b

t
 b'

2
 4- b

%
b

t
 — a

2
b.. 

de degré 2 et de poids 4· 
Comme la réduction à la forme canonique (22) n'est possible que 

d'une manière, les coefficients II, L et la variable canonique X sont 
des invariants absolus de l'équation proposée : c'est ce qu'il est aisé de 
vérifier directement. 

Pour qu'une expression soit un invariant absolu de l'équation, il 
faut et il suffit qu'elle soit fonction de II, L et de leurs dérivées par 
rapport à X. On aura, par exemple, 

d" L E 2n+3 
dX» ~~ M" Λ, '2 ' 

E2n+1étant un invariant relatif de poids (2// 4- 4) qu'on calculera par 
la formule récurrente 

E2n+1='-· % - ("+ο (§ + ̂  )· 

Cherchons, par exemple, la condition nécessaire et suffisante pour 
que l'équation proposée 

?0''.>''>/') = + + *ΐ'ι//'+ ^>iy"y + *i>>yy' = ο 

admette un facteur intégrant, c'est-à-dire pour qu'il existe un facteur 
λ tel que l'expression 

λ ?(/>/> y") 

soit la dérivée d'une fonction dey,/', .r, qui sera évidemment de la 
forme 

g*y"* + *giyy'+g>y3· 

On aura alors identiquement 

E2n+1='-· % - ("+ο (§ + ^ )· + g4y2) 
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faisons le changement de fonction et de variable 

/ =
 YU, g = M 

qui transforme φ en la forme canonique; Γ identité prendra la forme 

v( ·· Y' Y" -t- H Y2 -+- 21Y Y) = (G, Y'2 + 2 ( hYY + G, Y2); 

d'où, en identifiant, 

G3 = o, dG2 dX = o, G2 = v ; 

Cr
2 est donc constant ainsi que v, puis on a 

vH = §; vL = G, 

On obtient enfin, par l'élimination de G,, la condition cherchée 

("-3) 11 - S = "· 

Cette condition nécessaire est évidemment suffisante ; car, si elle est 
remplie, la forme canonique devient 

2Y'Y"-(-Y2— -i-2LYY' = O, 

équation dont le premier membre est la dérivée de 

Y'*-+- LYa. 

D'après les valeurs indiquées plus haut pour H, L, la condition 
(23) s'écrit 

D + Ε, = o, 

relation dont le premier membre est un invariant relatif de poids 6. 



3r>8 P. APPELL. 

On pourrait de même chercher les conditions pour que l'équation 
considérée 

( 20 ) a., y"2 + a,jJ+2 b, y'y" -h 2 b
2
 y"y -h 2 b2yy' = ο 

puisse être ramenée à une équation de même forme à coefficients 
constants par les substitutions 

y = r,u(x), ~ =u (x) 

mais nous laisserons cette recherche de coté, en nous bornant à remar-
quer que Ton peut toujours ramener Γ équation différentielle au type 

( 3) & == c
fl
 + 3c, y -t- 3c.

2
y- -+- e,/3 

étudié dans la première Partie. Il suffit, pour cela, de faire, dans (a 
forme canonique 

2Y'Y"-t-HY2+2LYY' = o, 

le changement de fonction 

Y = e dX z 

ce qui donne 

% = -Z' + LZ' + i, 

équation du type (3) rappelé à l'instant où 

L II 
C

0
 = I, C, = O, C

2=3» = - · 

On peut donc réduire l'équation (20) à la forme 

d\t ~ ïi + 

11e contenant qu'un invariant absolu, fonction de H et L. 
Chaque cas d'intégrabilité de l'équation (3) en donnera un pour 
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l'équation homogène du second ordre et du second degré (20) et réci-
proquement. 

il. Un cas particulièrement simple, où l'équation 

(20) 2b^yy-+-ib
z
yy= η 

est iutégrahle par les méthodes élémentaires, est le cas où les coef-
ficients sont constants ; car, en remplaçant y" par l'expression équiva-

lenteon a, entre/' cl y une équation homogène. Dans ce cas, 

l'équation admet des solutions de la forme 

r = /a>-

/»· désignant une constante arbitraire et rune racine de l'équation ca-
ractéristique 

/(/·) = 2Ù,r3H- (a2+ 2/»
a
)r2-h 2b^r a% = o. 

Ces solutions sont des intégrales particulières, comme il résulte de ce 
que la transformation 

y = esudx 
donne l'équation 

— (22
^i)^ = H- («*-+- 2^2)«a H- 2b

%
u+ a1, 

et l'on sait que les valeurs constantes u — r qui annulent le second 
membre sont des intégrales particulières de l'équation en u : ces va-
leurs 11'annulcnt pas ib

%
 u -h 2&

2
, car autrement le discriminant D se-

rait nul. 
On vérifiera sans peine le théorème suivant : 

Si les racines de l'équation caractéristique 

/(Ό=» 

sont SIMPLES et COMMENSURABLES et si le rapport est COMMENSURABLE, 
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l'intégrale générale de l'équation est une RELATION ALGÉBRIQUE entre 
Ly et (7ex, C et (7 étant des constantes arbitraires. 

Par exemple, si Ton prend l'équation 

/y"— 3r/' +-2 y/ = °» 

les raeines de l'équation caractéristique sont o, 1,2, et les coefli-
cienls des ternies en y" ont leur rapport commensurable : l'intégrale 
générale sera algébrique en y et ex. On trouve facilement, on expri-
mant χ et à l'aide de la variable u introduite ci-dessus par la substi-
tution 

y = -· (I/ -I) 

LeT~ —-, L'y = -· (I/ -I)- J {u — I -

f/élimination de u conduira à une relation algébrique entre y et e* du 
genre zéro. On mettra les expressions de y et ex sous une forme plus 
commode en faisant 

P À1 

" >.*—1; 

on a alors 

( '— »λ'' ( " 1' — 3(λ'~ 0 11 -V- Λ1 )*' 

ce qui donne entre e* et y une équation du quatrième degré. Les so-
lutions particulières y — /»·, y — Aex, y = ke2x sont aisces à retrouver 
sur celte dernière forme. Ainsi faisons, par exemple, 

λ = £, <? = s/.c, 

les expressions de ez et^' deviendront 

( '— »λ'' ( " 1' — 3(λ'~ 0 11 -V- Λ1 )*' 

et, pour C = o, 
e'=j, y = k

7
; 

d'où 
y = kc2x. 
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12. Prenons maintenant l'équation 

(ai) a
0
y"--+- 4- a

4
y34- 2*hy"y 4- 2b*yy' = o, 

où le coefficient a
0
 est suppose différent de zéro. Si Ton fait le chan-

gement de fonction et de variable 

y = rlu(x), = (*(*), 

l'équation prend la forme 

a„ r,"2 4- a
a
 η'3 4- α, Y) 2 4- 2β,Υ)'η"4- 2^η*η 4- 2?

3
ψί'= ο, 

où les nouveaux coefficients ont les valeurs (17) que nous reproduisons 
ici : 

ao = ao u1 u2, 

α
2
= a0(\L'u 4- 2[aw')34- α2μ.*u* + 2^, μ«(μ'« 4- 2fA«'), 

α,= αβΜ"24-a2
M'2+ at«24- ibxu'u"4- 2b2u"u 4- 2b^uu'\ 

(17) β,= a0JA2«(lA'tf 4- 2{AÎ/')4-ft,U.9W% 
[L = (α0«"4- btu'-h b2u)\t? u, 
β

3
 = (α

οΜ
" + 4- bau)(\k'u 4- 2μ«') 

I 4- (bt u"-\- a2u'-h bau)\Lii. 

Pour trouver, comme précédemment, les invariants absolus les plus 
simples de l'équation, nous allons la mettre sous une forme réduite dont 
les coefficients seront des invariants absolus. 

Pour cela, nous donnerons d'abord à M et μ des déterminations U et 
M annulant ̂  ; nous aurons 

M M = 2 U U = - b1 ao MU2 = e dx 

Les coefficients a2 et (S, deviennent alors, si l'on y remplace 

M'U 4- 2MU' 
« 

Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. IV, 1889. 5a 
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par cette valeur — — MU, 

A*~ «0 A" r* — rto l^uA* "'J' 

A4 et B
3
 désignant, suivant la convention déjà faite, les mineurs du 

discriminant D de la forme quadratique (2$) relatifs aux éléments r/
4 

et b.
t 

A, = a
9
a

2
— b\, 13

A
 = />, A

A
 — A,. 

Deux cas sont à distinguer suivant que l'invariant A, est égal à zéro 
ou différent de zéro. 

13. Supposons d'abord Α., différent de zéro. Ο11 pourra alors dé-
terminer U de façon à annuler β3, ce qui donne 

U = (V Ai dx 

et, par suite, 

M = U e =e "u 4 ; 

enfin, en «appelant X la variable canonique 

X = y "M dx 

et Y la fonction correspondante liée par la relation 

r=YU(4 

on a, après avoir divisé tous les termes par a
0

, la forme canonique 

(23) Y"2 -h I Y'2 4- JY8 + 2 Κ Y Y" = ο 

avec trois invariants absolus I, J, K. Ces invariants, étant calculés à 
l'aide des valeurs précédentes de U et M, ont les valeurs 

1 àj » Sjj ir SR, α* M»' anW\\' M*A* ' 
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où les numérateurs sont les invariants relatifs 

A
4
 — QQQ,2b21 

S o = BJ-A1D2-(-A4§-B3^, ao dx dA 

= BJ-A
1
D

2
-
(
-A

4
§-B

3
^, 

S
l2
 = a

0
SJ-+-AJD; 

Γ expression de S,
2
 résulte immédiatement de cette remarque que le 

discriminant de la forme canonique est 

I(J-K2) 

L'invariant relatif A, est de poids 2, S
e
 de poids G, S,

2
 de poids 12. 

Si l'on affecte de l'indice 1 les valeurs des quantités précédentes 
composées avec les coefficients α

0
, α

2
, α,, β,, β

2
, β, du Tableau (17) 

ei la variable ξ, comme les quantités elles-mêmes sont composées avec 
a

(n
 a3%
 ab

n b2, bz, et la variable ,r, on a 

(«,,), = «
0
u**r, (A

4
), = A,u°/4\ D, = D(A*«e, 

M, = Mi, (S
e
)

e
 = S. ,*··«■, (S,,), = S

12
(a2^««. 

La variable canonique 
X = f'Mdx 

est aussi un invariant absolu; on a 

X,= /"M«d5 = / M dx = X. 

Toute fonction de I, J, Κ et de leurs dérivées par rapport à X est un 
invariant absolu de l'équation, et, réciproquement, tout invariant ab-
solu de l'équation est une fonction de I, J, Κ et de leurs dérivées par 
rapport à X. 

14. Il serait aisé de trouver les conditions nécessaires et suffisantes 
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pour que l'équation soit réductible à une autre de même forme à coeffi-
cients constants, ou pour qu'elle admette un facteur intégrant. Nous 
chercherons, pour traiter un autre cas d'intégrabilitc, quelles relations 
doivent lier les trois invariants I, .1 et Κ pour que l'intégrale générale 
puisse se mettre sous la forme 

( '2(i) y = JPu
t
 -t- hku3 -h Aa u

3
, 

h cl k désignant deux constantes arbitraires, et ut, «2, des fonctions 
de χ linéairement indépendantes. 

On reconnaîtra immédiatement, à l'aide du théorème suivant, si une 
équation donnée admet une intégrale générale de la forme ('->(>V 

Pour qu'une équation différentielle 

•lO'.r'.y) 
= a„y" + a1/t+a

l
y* + -ili.yy-h 2 by y + 2b,yy'=o 

ait pour intégrale générale 

y = JPu
i
-y hku2 -h A" u3, 

M,, I/
2

, «, désignant des fonctions de χ linéairement indépendantes, 
h et k des constantes arbitraires, il faut et il suffit qu'il existe une 
fonction λ de x, telle que l'expression 

dw dx - yv 

soit décomposable en un produit de facteurs linéaires par rapport 
à y et à ses dérivées. 

L'un de ces facteurs sera linéaire et homogène en y, y', y", y" : en 
l'égalant à zéro, on aura une équation linéaire ayant pour inté-
grales κ,, m

2
, ; l'autre facteur sera linéaire et homogène en y, 

y', γ" \ en l'égalant à zéro, on aura une équation linéaire donnant 
des intégrales singulières de l'équation donnée ψ = ο. 

Comme ce théorème est indépendant du choix de la fonction et de 
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la variable dans Inéquation ψ(y,y'»y") = ο, on peut changer de fonc-
tion et de variable en posant 

/. = £> r« = ;r' 

y, désignant la nouvelle fonction et xt la nouvelle variable; on aura 
alors, en faisant 

u1 u3 = z1, 

une équation différentielle ayant pour intégrale générale 

y, — -H hliJCx + Aa, 

z
{
 désignant une fonction de xt. En supprimant l'indice i, on voit 

qu'on peut toujours ramener une équation de l'espèce considérée à 
avoir pour intégrale générale 

(26') y = h*ζ -(- hkx H- k2, 

- étant une fonction de χ dont les dérivées par rapport à χ seront ap-
pelées y, ζ", ζ'". En différentiant deux fois l'équation (26'), puis élimi-
nant h et A, 011 obtient l'équation différentielle 

u(y,y,y) 

= -(z y-~yy+y[="0 - */) - y ο - )i=<>· 

l>ans cette équation, les coefficients de y"2, y'2, y y" sont 

Ctft ■—- ^ ^ S H* X'3 ^ 

U2 ^ > 

2Ùt= 2 Z'Z"—XZ". 

Pour que le coefficient a0 fût nul, il faudrait 

— ζ'2 — Z -h xz' = O, 
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équation de Clairaut qui donne, par la dilîérentiation, 

— 2 z'z"->r XZ" = Ο 
Oil 

A, = ο. 
On a alors, ou bien 

z= o, z'= c et ζ = ex — c'Jj 
ou bien 

— 2 Ζ H- X — Ο· Ζ — -ρ-m 

On ne peut pas avoir ζ = ex — ca, car les fonctions ζ, χ et ι qui for-
ment les coefficients de A1, hk et k% dans 

y — A' ζ + Mx χ —(~ k* 

ne seraient plus linéairement indépendantes ; on ne peut pas avoir 

ζ = car alors on aurait 

r=(/'7+*y, 

et y serait le carré de l'intégrale générale d'une équation linéaire : 
l'équation différentielle en y, = o, serait alors de la pre-
mière classe, caractérisée par a

0
 = b

{
 = o, et l'on retomberait dans un 

cas examiné en détail (p. 393). 
Dans notre équation, l'invariant 

A4 = «o«»-b2 1 
a pour valeur 

Α>=η3-τ> 

et, d'après ce que nous venons de voir, cet invariant n'est pas nul. 
Cela posé, on vérifie immédiatement l'identité 

% - Ψ = (a*y - y"'") [ -:-z")+yz"{i-J-x)+y
Z
'\· 
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cc qui montre que, conformément à la première partie du théorème, 
l'expression 

£-»* 
se décompose en deux facteurs linéaires en y, y', y", y'" pour 

λ = 2 ~ · L'un de ces facteurs égalé à zéro, 

z"y"' — y" z'" — o, 

donne une équation linéaire du troisième ordre admettant pour inté-
grales linéairement indépendantes 

5, χ, 1 ; 

le deuxième facteur, dont la valeur est égalé à zéro, 

(27) 2y'\xz'-ζ — z'r) -h/s"(2c'- χ) + yz" = ο 

donne une équation linéaire du second ordre admettant comme inté-
grales particulières des intégrales singulières de l'équation ψ = o. 

Nous avons ainsi démontré que, si l'équation différentielle 

Ψ (y y y. y") = a»y*+a*y'"+°> y'1 

-+- 2 y"+ 2 Ky"y h- ib^vy = o 

a pour intégrale générale 

(2G) y = h-u
t

-+- hku
2
+ k3w

a
, 

l'expression 
dv dx - hx 

est, par une détermination convenable de λ en fonction de #, décom-
posable en un produit de facteurs linéaires et homogènes en y, y', 
y»y' 

Réciproquement, si l'on peut trouver un facteur λ, tel que 

W s-H = PQ. 
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Ρ cl Q étant linéaires et homogènes en y, y, y', y'% l'équation ψ = ο 
aura pour intégrale générale une expression de la forme (26). Kn effet, 

l'un des deux facteurs Ρ et Q contiendra seul y"', puisque ̂  contient y'" 
au premier degré. Supposons que le facteur Ρ contienne seul ym : alors 
l'équation 

Ρ = ο 

sera une équation différentielle linéaire et homogène du troisième ordre 
ayant pour intégrale générale 

y _ G, H- C2 Pa ·+■ C3 t>3, 

C,, Ca, C3 désignant des constantes arbitraires. 
Si, dans l'identité (28), on remplace y par cette expression, on a, 

quelles que soient les constantes C,, C
a

, C
3

, 

^ — λψ = ο, ψ = Ce'*·", 

C étant une constante, fonction de C,, C,, C
3
, 

C ^(^«5 C3). 

Cette fonction <p(C,, C
3

, C
3
) est une fonction homogène et du se-

cond degré de C
n

 C
a

, C
3

; en effet, si, dans la forme quadratique 

v(y,y',y"), 
on fait la substitution 

y _ C, p4 -h Caea-+- C3e3, 

y' = Ο,ρ, C
a
e

2
 -4- C

3
p.,, 

y=cy
t
 + c^cy

3J 

on obtient évidemment une forme quadratique de C
4
, C

2
, C

3
 5 en outre, 

le discriminant de la forme ψ étant supposé différent de zéro, il en est 
de même du discriminant de ?(C,, C

a
, C

3
). On pourra toujours rem-

placer C,, C
a
, C, par trois autres constantes K-, K„ liées à C,, 
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C
2
, C

3 par des relations de la forme 

C, = α,, Κ, -h α,
2
Κ

2
 4- a,, k

3
, 

C2 = GCo ι K, -h a ο 2 k2 4~ ^-3) 

C
3
 = a3, K, ■+- a32K3 -h a,3 k3, 

l*»s 5tjj étant des constantes dont le déterminant n'est pas nul, de telle 
façon que la forme quadratique ^(C,, C

2
, C

3
) prenne la forme ré-

duite 
k.Kj-KJ; 

l'expression de^', 
y = C,t'

(
 -(- C._,(v. 4- C

:t
e., 

de\iendra alors 
y = K,//, 4- Κ.

2
it

2 4- K3
z*.

t
, 

si l'on pose 
«« = «1,^1 ·+- «2/^1 + «,/P

a
, (ί = I, 2, 3); 

et l'on aura identiquement, quelles que soient les constantes k,, 
K2 , K3 

Ψ0'·/'7") = (κιK3 - K2 2 )e dx 

Si Ton fait, en particulier, 

k, = /r, k
2
 = hk, k

3
 = A·2, ΚΛ3-^=Ο, 

on voit que l'expression 

y = h2 u{ 4- hku2 4- k2ua 

est une solution de l'équation ty(y, y',y") = o avec deux constantes 
arbitraires h et k : c'est donc l'intégrale générale. 

Si, dans l'identité 
dv dx - hw = PQ, 

on prend le second facteur Q pour l'égaler à zéro, on a une équation 
linéaire du second ordre dont l'intégrale générale est 

y = gty*+g*y*i 
Journ. de Math. (4' série), tome V. — Fasc. IV, 1889. 53 
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g
t
 et g

2 désignant des constantes arbitraires. En remplaçant y par 
cette valeur clans l'identité 

35-*+ = PQ, 
on a 

|ϊ-λψ = Ο, ψ = 0^'·", 

(i étant une fonction homogène et du second degré de gt et g.. 

G = ®(é'l>é'.)· 

Si donc on établit entre gt et g2 la relation 

a(g« éfl)=0> 

qui fournit en général deux valeurs pour le rapport — > la fonction 

y = gty, H- g->y2 

sera une solution de l'équation ψ (y, y, y") = o; on obtient ainsi des 
intégrales singulières, comme il est aisé de le vérifier sur l'équat ion ré-
duite de la page 4o5, admettant pour intégrale générale 

y = A2 ζ ·+■ hkx ■+- A2. 

Ces intégrales singulières se déduisent de l'intégrale générale par les 
méthodes connues; nous les indiquons plus loin (p. 4*4 h 

Le théorème précédent peut être étendu à des équations de tous les 
ordres et de tous les degrés, comme nous l'avons montré dans une 
Noie présentée à l'Académie des Sciences le 12 novembre 1888. 

Exemples. — L'équation 

( 29) 3.r2y2 — ny'(3xy' -hy) 4/2 = ο 

a pour intégrale générale l'expression 

y = h*x% -l· hkx -h A3, 
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vérifiant l'équation y'" = o, et pour intégrales singulières les expres-
sions 

y = g\* a , y=g2* 

vérifiant l'équation du second ordre 

3 χΛγ" — 3 xy' — y = ο. 
L équation 

y'"2(ixa — 9.T3)4- 6x(Q>x — 1 )y'y"h- Syy" — 36xy''2 = ο 

admet l'intégrale générale 

y = h'x3 -h hkx H- k'2 

vérifiant l'équation du troisième ordre 

xy"' — y" = o 

el les deux intégrales singulières 

y = gxyj^x — le ' ', 

vérifiant l'équation du second ordre 

y"(IX1 — qx3)4- 3#(6a? — 1 )y' 4- 3y = o. 

15. Indiquons, pour terminer, quelles conditions doivent remplir 
les invariants I, J, Κ pour qu'une équation 

c/
0
y"3 4- a.,y'a 4- a, y2 4-2 b

t
 y'y" 4- 2 b2y"y 4-2 b3 y y' = o, 

où 
ao o<> o, A1 o, 

admette une intégrale de la forme précédente 

y = h2u, 4- hku.2 4-k2u3 
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Cotte équation étant ramenée à la forme canonique 

Φ = Y"'+1 Y'* + J Y* H-2 Κ Y Y ' = o, 

où la variable indépendante est X, nous désignerons par Γ, J' cl K/ les 
dérivées de I, J, Κ par rapport à X. 

lin désignant par λ une fonction de X, on a identiquement 

do dX- λΦ= 9 Y"V+ aK-YY·-XY"-* + (r-XI)Y's + (J'- λ.Ι )Y2 

+ 2(1 + K)Y'Y"-t- λΚ)ΥΥ"Η- 2.1 YY'. 

11 faut exprimer que, pour une détermination convenable de λ, colli· 
expression se décompose en un produit de facteurs linéaires de la 
forme 

a(Y α Y"-h β Y' -h γ Y ) ( Y" -h ο Y' -h ε Y ). 

Kn identifiant les termes en Y'", on trouve immédiatement 

§ = ο, ε = Κ, 

puis, en remplaçant δ et ε par ces valeurs, 

2α λ, Γ — λΐ = ο, J'—XJ = »γΚ, I 4- Κ = β, 

Κ'-λΚ = γ+αΚ, J = Κ,β. 

L'élimination des indéterminées λ, α, β, γ donne les deux conditions 

J-k*=Ik, I(J'-2KK')=l'(J- K-), 

dont la seconde s'écrit 
J'-ϋΚΚ' Γ 
J-K* ~~ l' 

et, en intégrant, 
J-K2 = IC, 

C désignant une constante. En égalant ces deux valeurs de J — K-, on 
a la condition 

(K — C)I = o, 
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qui donne 

(3o) I = o, J — K'J = o, 

011 bien 

(3i) K = C, J = C*+C I. 

Les premières conditions ( 3o) ne peuvent pas cire remplies, car elles 
expriment que le discriminant de la forme canonique est nul. Les con-
ditions nécessaires et suffisantes pour que l'équation ait une intégrale 
générale de la forme indiquée sont donc les deux conditions (3i). Si 
ces conditions sont remplies, on a 

T' Ï=-ÎT' ΐ = ~ΤΓ β-ί + C. 

L'équation du troisième ordre qui sert à trouver l'intégrale générale 
est alors 

Y"-^Y" + (I + C)Y'-§['Y = o, , 

et celle du deuxième ordre qui donne des intégrales singulières 

Y"H_ C Y = o, 

dont l'intégration est immédiate. 
Ainsi, lorsqu'une équation homogène du second degré en y, y', y" 

admet pour intégrale générale 

y = h2 u, -t- hku2 ■+· k4 «„ 

h et k étant des constantes arbitraires, la transformation qui ramène 
cette équation à la forme canonique ramène en même temps l'équation 
linéaire du second ordre donnant les intégrales singulières à la forme 
immédiatement intégrable 

Y" + CY = o. 
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On vérifiera sans peine que, si l'on substitue l'intégrale générale de 
ce tie équation 

Y = g,<?Xv/ i:+g
2
e-xv-c 

dans l'équation canonique, on trouve 

g1g2 = 0 
de sorte que 

Y = «\ γ — o>oL-x*/-,:1 — ? 1 — S2l 

seront les deux intégrales singulières de l'équation canonique. 
Appliquons ce résultat à l'équation formée précédemment page /JOJ 

( 3<>. ) — y"7 ( ζ'7 -+- ζ — xz') -h y" y' z"{zz' — x) -+- yv" z" — y'7 ζ"7 = o, 

qui a pour intégrale générale 

y = h7Ζ ·+· hkx -h k7 

cl qui admet deux intégrales singulières vérifiant l'équation linéaire 
du second ordre 

(33) — \iy'\z'7 +; - xz') -+-y'z"(2z' — x) -h z"v = o. 

Nous verrons qu'en faisant 

α = ζ β = s'7 - — x~·' 

on a, pour l'expression des intégrales singulières de l'équation (32), 

- if Û_! /VjUr = if,vac , y = g>\'aLe K' * , 

«·, et g2 désignant des constantes arbitraires. On obtiendrait immé-
diatement ces deux intégrales en cherchant les solutions communes 
aux équations (32) et (33). L'élimination de y" entre ces deux équa-
tions donnera deux valeurs pour y : les valeurs correspondantes de y 
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sont celles que nous venons d'indiquer; on vérifiera qu'elles satisfont 
bien aux deux équations. 

16. La forme canonique précédente trouvée pour l'équation 

a
0
 y"2-+- a2y

2 H- a.,y- -h 2b
x
y'y"-+- 'ib+y"y 4- 'ib^yy = ο 

a été établie dans l'hypothèse que a
0
 et Α.» = α

0
α

2
—ùj sont différents 

de zéro. Voyons ce qui arrive si A, = o. Alors on pourra toujours 
faire un changement de fonction et de variable 

v=YU(,;)- 35 = MO). 

de façon à annuler le terme en Y'Y" : on trouve ainsi (p. JOI ) 

M' lj' \1TT2 S».*" τν+2Γ= > MU2 = e J " . 

Comme nous l'avons vu à l'endroit cité, le coefficient «
2
 de Y - se 

réduit alors à ;—- A,, c'est-à-dire à zéro, et le coefficient β3 de YY' 

devient — Π3. 

La quantité 1)
3
 n'est pas nulle : car on a identiquement 

A
2
 A, — Β2 = «„D; 

comme A, est nul, si B, l'était aussi, on aurait D = ο et le premier 
membre de l'équation différentielle se décomposerait en facteurs li-
néaires. On pourra alors déterminer M de façon à rendre le coefficient 
a„ de Y"-, dans l'équation en Y, égal au coefficient β3 de 2YY ' : 011 a 
ainsi, d'après les expressions (17) de la page 4oi, où l'on remplace u 
el u. par U et M, 

e,M4U* = — — B„ 

MS=-% M =—ï/-
Puis on a 

MU2 = e J ·· , U = M *e "· . 
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En divisant tous les termes par α
0
 = α

0
Μ*υ2, on ramène ainsi 

l'équation à la forme canonique 

Y" +ΡΥ2-+-2 QY Y" -t- 2 Y Y' = o, 

avec deux invariants absolus Ρ et Q dont l'expression est facile à 
former. La variable canonique X est aussi un invariant absolu. Tout 
invariant absolu de l'équation est une fonction de P, Q et de leurs 
dérivées par rapport à X et réciproquement. 

Il serait aisé de trouver quelles conditions nécessaires et suffisantes 
doivent remplir les invariants Ρ et Q pour que l'équation soit réduc-
tible à une autre à coefficients constants ou admette un facteur intégrant. 
Mais je laisse de côté cette question, qui se traiterait comme les ques-
tions analogues précédentes, pour ajouter quelques remarques sur les 
équations homogènes du second ordre et du second degré à coefficients 
constants. 

17. Lorsque, dans l'équation 

a
n
y"2 -h a., y'2-h a,y8 -+- ab

l
y'y"-h ib^y'y -h '±b3yy' = o, 

aoa
2y
 a,, b

t
, b

2
, b

3
 sont constants, (a0<o), l'intégration de l'équa-

tion se fait par les méthodes élémentaires en remplaçant y" par 

y dy* ce qui donne une équation homogène entre y et y'. Il existe 
alors des solutions de la forme 

y = ke'x. 

k étant une constante arbitraire et r une racine de l'équation caracté-
ristique 

/(/·) = rt
0
/·'H- 'ib

{
 /,s H- («

2
 -f- 2b

2
)r*-+- ί/* -+- a

s
 = o. 

Parmi les solutions ainsi obtenues, les unes sont particulières, les 
autres singulières, tandis que, dans le cas de α

φ
 = o examiné précé-

demment, elles sont toutes particulières. C'est ce qui résultera d'un 
exemple que nous allons donner. 
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Si les coefficients cr0, aiy o.„ bnb^ bs
 sont de la forme 

a
0
 = (χ — α)4α0, a.x = (a? - α)2α

2
, «, = «„ 

ù, = (ar —Λ)*β
η

 ù
2
 = (a?-a)ap

2
, £3 =(a?-a)P3, 

où α, α„, α
2
, α,, β„ β2, β, sont des constantes, on ramènera ce cas au 

précédent par le changement de variable 

χ — a = <f'. 

L'équation admettra alors des solutions de la forme 

y = k(x - α)Γ, 

r étant racine de l'équation 

o(r) = a0r
2(r— i)2 -h a

2
/·2 4- ol

a
 4- 2(3,/'a(r — ι) 
-h 2Β

2
Τ* (Γ — l) -h 2Β.,Γ = Ο. 

Certaines de ces solutions sont particulières, d'autres singulières. Par 
exemple, l'équation (29) 

3x2y"2 — 2,y"(3xy -hy) 4- 4y'2 = o, 

déjà examinée à la page 4io, rentre dans cette catégorie : elle admet 
des solutions de la forme 

y=kxr, 
r étant racine de l'équation 

o(r) = 3ra(r — i)2 — 2r(r — i)(3r 4-1) 4- \r% = o. 

Cette équation du quatrième degré a pour racines 

3 4- 2 \j$ 3 — 21/3 o, 2, ^ , g 

Comme l'intégrale générale est 

y = h2x* 4- Ma? 4- fr2, 
Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. IV, 1889. 54 
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on voit que les valeurs /· = o, /· = 2 donnent des intégrales particu-
lières correspondant à h = o, /r = o, tandis que les valeurs 

3 -+- a v;3 3 — 2 v'3 5—· r=—3— 

donnent des intégrales singulières. 
Ces conclusions peuvent être étendues aux équations homogènes 

d'ordre et de degré supérieur à coefficients constants. 

18. U ne équation homogène du second ordre de degré /1, ne con-
tenant y" qu'au premier degré, c'est-à-dire une équation de la forme 

CM) 0'»/) = ^«(y> y')« 

où Φ„_, et Ψ
η
 désignent des fonctions homogènes dey ely' de degrés 

η et // — ι, se ramène à une des équations étudiées dans la première 
partie, par la substitution 

y =e u dx 
qui donne 

(35) du v;3 3 — 2 v'3 5—· r=—3— 

On pourra réduire celte équation à la forme canonique indiquée dans 
la première Partie et reconnaître, comme nous l'avons vu, si elle est 
réductible à une équation à coefficients constants, par les substitutions 
employées dans cette première Partie. 

Lorsque les coefficients de l'équation (34) sont constants, l'équation 
(35) donne r en u par une quadrature, puis l'équation 

log y =/« d r 

donne logy en u par une quadrature portant, comme la précédente, 
sur une fonction rationnelle. L'équation (34) admet alors des inté-
grales particulières de la forme herx, r étant racine de l'équation 

wn(i,'*) —/Λφ<ι-ι(ι»',) = 0· 

On étendrait aisément à ce cas le théorème de la page 3j>ç). 
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Si Γοη «i une équation homogène du second ordre de degré η > a à 

coefficients constants, contenant y" à un degré plus élevé que le pre-
mier, elle admet encore des solutions de la forme kerx, mais ces solu-
tions peuvent être singulières. Ainsi l'équation 

( y y - y* y+y (y* - y )=° 

a pour intégrale générale 
y =Cesin(x+a) 

C et α désignant des constantes arbitraires, et pour intégrales singu-
lières 

y = Acx, y = kcx. 

19. Une classe importante d'équations homogènes se compose des 
équations dont l'intégrale générale peut se mettre sous la forme 

W y = G„.
I +

 G.,,h-...
+

G,··,,' 

où C,, Co, C
w

, G,, G
2
, ..., Gp désignent des constantes arbi-

traires, w,, M.,, ..., u
n
 des fonctions linéairement indépendantes, P,, 

p.,, ..., vp des fonctions linéairement indépendantes; cette expression 
dey est donc le quotient de l'intégrale générale d'une certaine équa-
tion différentielle linéaire homogène d'ordre η par l'intégrale générale 
d'une équation différentielle linéaire homogène d'ordre p. L'équation 
différentielle en/, obtenue par l'élimination des constantes 

U I , Co 1 . · · , C n I G | , Go, ... « (i ρ, 

sera d'ordre (n -h ρ — ι), homogène et de degré λ; la transformée en 

~ sera homogène et de degré ρ. 

Pour le montrer, faisons y = l'expression (36) donnera 

G, TTP, -4- G
2

uv.
2
 4-...-+- GpUVp — C, Ρu

{
 — C

2
PM

2
 —... — C

a
çu

n
 = o. 

En différentiant cette équation (/ι + ρ — ι) fois et éliminant les 
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conslantcs arbitraires entre les (η -+- ρ) équations ainsi formées, on 
obtient l'équation différentielle cherchée 

uv1uv3 ... uvp vu { vu3 ... νυΛ 

dn\\ ffut't dur,, dvux dvttt dru,, 
dje dx ' ' ' d.r dx dx ' ' ' dx 

(3" ) dî ur, d*uv
t
 d-tiVp d*ru

x
 dîru

i
 d3tu„ —

 ()
; 

dx* dx* ' ' ' dx5 dx* dx1 " ' " dx2 

d"^-t'~im i u\ t d"+P~i uvp d"+''~U'ut dn+l>~1 vit* d"+t'~xru„ 
dx"+i>-i d,ρΗ+/>-ι · · · dx"+''-1 dx'" ''-* dx"+i'~1 ' ' * r/.r"p-1 

On reconnaît (jue cette équation est d'ordre (n-\-ρ — ι) par rapport 
à u et e; elle est homogène et de degré ρ par rapport à u et à ses dé-
rivées, homogène et de degré n par rapport à ν et à ses dérivées. Si l'on 
fait ν = ι, on a 

u=}', 
et si l'on fait u = ι, on a 

1 ν = -» 
y 

ce qui démontre la proposition énoncée ci-dessus relativement aux 

équations différentielles en y et en1 y. 

Soient 

! d" a da~l u d"~*u du 
a?; ~ α· d^' + *2 + ■ · ·+a»-· n + *" 

e«) ) 
I *1-3 dJ^L + 3 + + 3 ± -h3 

les équations différentielles linéaires admettant pour intégrales géné-
rales, la première . 

CJ M, H- CJ U
3
 -H U"«» 

la seconde 
(J, Ρ, 4- 0

2
Ρ

2
 IJPVP. 

L'équation (37) sera vérifiée si l'on y met pour « et ρ les fonctions les 
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plus générales vérifiant les équations (38); à l'aide de ces équations, 
on pourra, par differentiation, exprimer toutes les dérivées de u 
d'ordre supérieur à {η — i) en fonction linéaire homogène de u et de 
ses (Λ — ι) premières dérivées; on pourra de même exprimer toutes 
les dérivées de e d'ordre supérieur à (ρ — i) en fonction linéaire homo-
gène de ρ et de ses (ρ — i) premières dérivées. Ces expressions, por-
tées dans l'équation (37), la vérifieront identiquement, quelles que 
soient 

dx3 dx*3 ' dxΛ-"1'du d%u dn~x u 

dv d* e d''~l ν 
* ' dx' dx13 ' dxp~l 

De là un moyen de reconnaître si une équation différentielle d'ordre q, 
homogène et de degré ρ par rapport à y et à ses dérivées, admet une 
intégrale générale de la forme 

C| ul + — -t- 0Λα„ Gi e, -+- Gj »'j -+-... -+- G„vp 
On aura d ahorcl 

q — n+p- 1, n = q-(p-i), 

ce qui exige q > ρ — ι. Le nombre η étant ainsi déterminé, on fera 
y = jt et il faudra que l'équation transformée soit homogène et de 

degré η en v. Enfin il restera à essayer si l'on peut trouver des fonctions 
de .ζ·, α,, a

2
, ..a„, β,, β

2
, ..telles, qu'en faisant 

-*'Sî=r + a*<7?rï-K--+a»"> da u dn~lu d't~i u 

dP ν Q dP~lv λ dP-*v Q dxP dxP~l dxρ-* 

l'équation en ^ soit vérifiée identiquement, quelles que soient 

lil dx3 dx3 3 3 dxn~{3 du d3u dn~x u 

dv d3v dp~l\' dx3 dx3 3 3 dxp~l 
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20. Supposons, par exemple, que l'on fiasse 

Λ =2, /7=2, 

(39) y= Ciui + C1U2 G1V1 + G2 V2 

. l'équation en y = " sera alors du troisième ordre 

uvx i/r2 ew, çu2 

dutdui'i dviii dvut 

dx dx dx dx 
f l(>) d*uv

x
 d3uv

t
 d*vu

x
 rf'CMj °> 

dx1 dx* dx* dx' 
d3trrx d3ttvt d3vux d3nit 

dx3 dx3 dx3 dx3 

homogène et du second degré par rapport à la fonction « et à ses dé-
rivées, et par rapport à la fonction Ρ et à ses dérivées. 

Si l'on fait P = I, on vérifie immédiatement que la plus 
haute dérivée y'" figure au premier degré dans l'équation différentielle, 
que le terme en ymy" a un coefficient nul, et que le terme en ymy' a 
pour coefficient 

(P.P,- P,PAXTFATF, — K,H
A

), 

expression différente de zéro, car les fonctions P, et P
2
 sont linéaire-

ment indépendantes, u
x
 et M

a
 également. L'équation différentielle est 

donc de la forme 

(( i y"(ay' + by) -+- a„y+ a3y" + a,y-' I ■+· 3b,/y"+nb1y"y+2b,yy' = o. 

La transformée en - > obtenue en faisant u = ι, doit être de la même 

forme. Si l'on a une équation du troisième ordre de la forme (4i) telle 

que la transformée en ^ soit de la même forme, pour voir si son inté-
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grale générale est 

(39) y = Ciui + C2 u2 G1v1 + G2v2 

on posera y = " et l'on cherchera à vérifier l'équation proposée en fai-
sant 

u"z= α, a'-μ a2«, «" = (α?Η- a, -+- α2)κ'-Η (a,a2H- a'2)w, 
V" — β, ç' -+- β

2
ρ, ρ'" = (β*-+- -+- β2)^'Η- (βι Pa -Η- β'2)ν. 

Pour que l'intégrale générale soit de la forme ( 3q), il faut et il suffit 
que, pour des déterminations convenables de α,, a,, β,, β

2
, les expres-

sions précédentes de M", um, P", vm vérifient l'équation en "> quelles que 
soient w, e, u', p'. 

On peut ramener les équations du troisième ordre et du second 
degré du type (41) ^ unc forme réduite, dans laquelle b et b

{
 seront 

nuls; les coefficients restants sont alors des invariants absolus. L'appli-
cation de la méthode précédente fournirait les relations nécessaires et 
suffisantes qui lient ces invariants lorsque l'intégrale générale de l'é-
quation est de la forme (39). 

21. On pourrait plus généralement chercher un caractère distinctif 
des équations dont l'intégrale générale serait de la forme 

Cj ll\ + C, Wj+...-Η Ci u Uu y ~ G,CL -H G,e, -h.. .-hG,,*'/ 

les constantes C,, C
2

, ..., C„, G,, G
2

, ..., Gp étant liées par m rela-
lions homogènes. Dans ce cas, l'intégrale générale ne dépendrait plus 
que de (n 4-ρ —ι — m) constantes arbitraires, et l'équation différen-
lielle serait d'ordre (n -hp — 1 — m). Mais nous laissons pour une 
autre occasion cette étude, qui donnera une extension importante au 
théorème que nous avons eu l'honneur de présenter à l'Académie des 
Sciences dans la séance du 19 novembre 1888. 


