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INVARIANTS DE QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 361

Sur les invariants de quelques équations différentielles;

Par M. P. APPELL.

11 peut arriver qu'une équation différentielle d'une certaine forme
conserve la méme forme pour des changements de fonction et de va-~
viable contenant des fonctions indéterminées. Il est alors de la plus
grande importance de former les fonctions des coefficients de 'équation
ct de leurs dérivées qui restent inaltérées dans ces changements, c'est-
a-dirc les invariants de I'équation différentielle. La théorie des inva-
riants des équations différentielles linéaires, commencée par MM. La-
guerre (*) ct Brioschi (?), a recu son complet développement dans
le Chapitre III du Mémoire de M. Halphen : Swur la réduction
des équations différenticlles linéaires aux formes intégrables (*).
M. Roger Liouville (*) a étudié a dlﬂ'erents points de vue les inva-
riants de I'équation

Z’ + a,y*+3a,y*+ 3a,y + a,=o.

() Comptes rendus, t. LXXXVIII, p. 116 et 224.
() Bulletin de la Société mathématique de France, t. V11, p. 105.

(3) Mémoires présentés par divers savants & ' Académie des Sciences,
t. XXVIII, ne 1.

(*) Comptes rendus, 6 septembre 1886, 12 septembre 1887 ; American Jour-
nal of Mathematics, t. X, p. 283.

Journ. de Math. (4* série), tome V.— Fasc. IV, 1889. 47



362 ) P. APPELL.

Enfin, dans une Note récente, M. Painlevé (') annonce un travail sur
les invariants d’unc certaine classe d'équations différenticlles algébri-
(ues. .

En ce qui concerne I'idée générale d'invariant et le fait de Pexistence
des invariants, on pourra consulter 'Ouvrage de M. Sophus Lie,
Theorie der Transformations Gruppen, une Lettre de M. Halphen
4 M. Sylvester (*) et une Note de M. Goursat (*).

Nous nous proposons, dans le présent travail, I'étude des invariants
ct des cas d'intégrabilité :

1° Des équations différenticlles de la forme

dy Ao+ A\ Yy + Q) +... 4+ a, "
- = -~ - ?
de bo+ by +...4 b, y? (p<u),

(jui conservent la méme forme quand on choisit une nouvelle fonction
inconnue v; ct une nouvelle variable indépendante % liées & y et « par

les relations
d*
y=rnu(@)+e(@), = uo);

A
2° Des équations différentielles algéhriques et homogénes par rap-
port & la fonction inconnue y ct & ses dérivées, équations qui conser-
vent la méme forme quand on fait

&
y=nu(xr), 5 =uwu(x).

Parnii les équations de la premicre catégoric nous étudicrons speé-
cialement le cas simple n =3, p =0, déji considéré par M. Roger
Liouville; et, parmi celles de la deuxiéme, nous traiterons presque exclu-
sivement les ¢quations homogéncs du second ordre et du second degré.
Quelques-uns des résultats contenus dans ce Mémoire se trouvent
indiqués dans deux Notes que nous avons cu I’honneur de présenter i
I’Académie des Sciences dans les séances des 20 juin et 4 juillet 188~.

(}) Comptes. rendus, 5 novembre 1888,
(*) Americanr Journal of Mathematics, t. 1X, p. 135.
(3) Comptes rendus, 3 décembre 1888.
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I.

1. Imaginons une équation différenticlle du premicr ordre algc-
. f d)’ dY Py . ] ) ]
briqueen y ct dz’ et ne contenant a7 quau premicr degré. Cette égua-

. . . dy
lion, résolue par rapport & —=» sera de la forme
X

(1) dy _ @+a,y+ay+...+a,»"
=l = y
dr bo+b, v+ by y2+...+ b,y

les cocfficients a,, @y, @y, ..., @43 by, b, b, ..., b, étant des fonctions
de la variable indépendante x.

On peut toujours supposer que le degré du numérateur surpasse
celui du dénominateur; cn effet, si ’on avait

nip,

on ferait un changement de fonction de la forme

+ ¢(x),

|-

y =
@(.x) étant une fonction de z, telle que le polynéme
A+ @y + a9 +...+a, "

ne soit pas identiquement nul; 'équation différentielle prendrait alors
la forme
ds _ 3YPr(Co+ €5 + Ca52+ ...+ C, 5")

% eo+e|s+e’::+...+ep5p

avec c,2 0. Cette derni¢re équation est de nouveau de la forme suppo-
séc, mais le degré du numérateur par rapport a la fonction 5 surpasse
d’au moins deux unités celui du dénominateur; la différence entre le
degré du numérateur et celui du dénominateur pourrait étre supé-
rieure & 2, si les coefficients e, ¢,_,, €,_,; ..., ¢, (g < p) étaient
tous nuls.

N

v

-

-~
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En revenant a I'équation

(1) Ay __ @+ Y +a V. .+ an "
dr = by+ by + byy*+. ..+ bpy?’

nous pouvons donc toujours supposer, en vertu de la transformation
préceédente,

p<n—i.

D’aprés cela, I'équation (1) posséde I'importante propri¢té de con-
server la méme forme, n et p restant les mémes, quand on prend une
nouvelle variable indépendante &, et unc nouvelle fonction inconnue 7
lides & x et y par les relations

(2) ;—’E;, =wp(x), y=nu(r)+e(x),

(), u(x), o(x) étant des fonctions indéterminées de z. Soit

dr, s+ ay + 114+ 1,0
a3 T Bo+Bim+ Bani. .+ Bt

la nouvelle équation. En adoptant la définition de M. Halphen (1), on
appellera incariant absolu de I'équation (1) une fonction des coefi-
cients a,;, by et de leurs dérivées par rapport a x, telle que la méme
fonction composée acec les coefficients a;, By et leurs dérivées par
rapport a§ lui soit toujours égale quelles que soient” les fonctions
(), u(x) et o(x). Un tel invariant étant désigné par

. da, db
q,(a.,, iy ooy boy by ooy o, D, )

on aura identiquement

da, db,
"!’(ao’an R/ bn---r;{i’ az’ )

di, d
=\ (ato,a,,...,ﬁo, 3”..., a—a’ 'g%"’ ”'),

(*) Mémoire sur la réduction des équations différentielles linéaires aux
formes intégrables, Chap. 111
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si Pon remplace a,, @,, ..., By, B, ... par leurs expressions en «,,
gy boybyyoony w(), u(x) et o(x).

On appellera invariant relatif ou simplement invariant une fonc-
tion des coefficients a;, b; et de leurs dérivées par rapport a z, telle que
la méme fonction formée avec les coefficients a;, By, et leurs dérivées
par rapport & £, lui soit égale & un facteur prés, ce facteur dépendant
uniquement des fonctions (), u(x) et ¢(z). Pour un tel invariant
on aura donc identiquement

da, db
"'J(ao,a|, DY ) bo,b . i ! ")

evey FTYFTTY
W de” dx

da, d
) =A’~Il(do,a., ""go’pl""’ "{i;, —d%?’ "’)1

le facteur A dépendant uniquement des fonctions w(z), u(x) et v(x).

nfin il existe des fonctions des coefficients a;, by et de leurs dcri-
vées par rapport 4  qui ne sont pas des invariants, mais qui ne chan-
gent pas ou se reproduisent multipli¢ées par un facteur tel que A
lorsqu’on fait seulement un changement de fonction [p(x)= 1|, on
seulement un changement de variable [u(z)= 1, ¢(x)= o]; nous
les appellerons, comme le fait Laguerre pour les équations linéaires,
des semi-incariants pour le changement de variable ou le changement
de fonction.

Remarque. — Sile degré n du numérateur surpasse de deux unités
le degré p du dénominateur

p=n—2,

I'équation différentielle cst de la forme

dy _a+av+ayy+...+a,y"
dr = by+ by +...+byyy?

a, et b,_, étant tous deux différents de zéro. Alors I'équation conserve
la méme forme si I'on prend une nouvelle variable indépendante & et
une nouvelle fonction v li¢es & x et y par les relations )

g_l_f _ . nu(x)+v(x)
& == y=SeeT
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w(w), u(x),v(x), w(xr) ctantdes fonctions arbitraires de x, telles que
le déterminant « — ow soit différent de zéro. Nous avons done, pour
ces équations particuliéres, des substitutions contenant guatre fone-
tions arbitraires «, v, w, g au licu de trois ct ne changeant pas la
forme de I'équation : de la résultent, pour ce cas particulicr p = n — 2,
des circonstances spéciales que nous examinerons dans un autre travail.

2. Parmi les équations de la forme précédente

PN Ay @Y Ay ¥ 4L @,
() de ™ by by y +...4+ byyr (1)< n— ')’

les plus simples sont, pour 2 = 1 Péquation linéaire, pour # = - U'équa-
tion de Riceati, ct pour #» = 3 I'équation

dy Ao+ QLY + A ¥ 4 a3
ph S ,
dr

by+ by y

(que P'on peut toujours ramener & une autre de méme forme ne conte-

nant pas y au dénominateur; en effet, si b, n'est pas nul, il suffit de

l)OSCl‘
’)0 -+ I).)/ = L

1y
Your fue clle équati rennc la forme
w qque la nouvelle ¢quation en y, prenne la forn

dy . N
T =t 3cy,+ 30y + ey
Donc, si on laisse de coté 'équation linéaire ct I'équation de Rie-

cati, I'équation la plus simple de I'espéce considérée peut toujours se
ramencer i la forme

dy . :
(3) (—,% =c,+ 3¢,y + 3cay*+ ¢, )7,

déja ¢iudiée par M. Roger Liouville (). Remarquons que, si Pon fait

(') Comptes rendus, 6 septembre 1886.
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le changement particulier de fonction et de variable
y=12r, =N\,
oit A est une constante, 'équation deviendra

dy,

@ = Ve 3+ 3nnt 1,
ot

— — e — 9 Y P
To= Coy “',_7\(«,, '4'::—1 Cay “(:"'-)\ “a3

c’est ce (qui nous conduit & attribuer au coefficient ¢; le poids . On a
de plus
G = A+t (—1—"‘i’ di:{,i = A2 b

o dr dz drt’ "
M M . ) [ d"c, . . 3
ce qqui conduil a attribuer & la dérivée —— le poids (i + k).
d.ck :

Le scul changement de variable
x =5 (w constant)

transforme l'équation différenticlle en une autre dont les coefficients
sont
To= &Cy, Ti= ke, T2 = Cy, Vs = W0y,

etl’on a
dy; L de; dry; s dic;
T _ il (R BN .

= - =
ds v odr dz? Codae? ’

on est ainsi amené & attribuer le degré 1 aux coeflicients ¢,, ¢, ¢, ¢,
ct le degré (1 + k) & leurs dérivées d'ordre A.

Forme canonique. — 1l cst possible, par des quadratures, de ra-
mener I'équation (3) & unc forme canonique ne contenant plus qu'un
invariant absolu. Pour opérer cette réduction, faisons le changement
de fonction

y =YU(x)+ V(z),

et déterminons les fonctions U ct 'V de fagon que la nouvelle équation
différenticlle ne contienne ni terme en Y ni terme en Y2,
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Nous aurons

1
¢y Oy — ¢
s | LAl 34x

V@==2 U=/,

Cs
et P'équation prendra la forme

ay 2Y3 S3
(7;——63U Y +U"c'.‘§’

olt s, désigne la fonction de degré 3 ct de poids 6

. 9 de de
’ —_— 2 3 2 3
‘D s;,_c.,c:,——dc,cac,-i-zcg-i-c,t—ﬁ——c,z;-

“nfin faisons un changement de variable indépendante
dX
el déterminons M(x) de fagon que le coefficient de Y* devienne l'u-
nilé: nous aurons

Co— g
' 5 't
«

Bl(.‘L’): (':'l;." —_ C'(;J‘T

(R

et I'équation prendra la forme canonigue

. dY <
— Y3
on
de de
! _3¢c 3 e, 2 e
| s _GfTlanaradra g —ag frast,
L] — T —— l -
ac 3

Les fonctions U et s, sont des invariants relatifs, J et X des inva-
riants absolus pour toutes les transformations de la forme

d
y=nu(e)+e(e), o =uwu(r)

On peut, @ priorti, se rendre compte de ce fait, en remarquant (ue .
la réduction & la forme canonique n'cst possible que d’une manicre.
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Nous allons le vérifier. Pour cela faisons dans I’équation

d

;%‘ =cy+.3¢c,y + 3c, ¥y + ¢y’

le changement ci-dessus de fonction ct de variable; I'équation prendra
la forme
(_ll'.—-v +3 _.1,_3-\' 2 YR

T = e T V2 W+ Ve
ol
Co+3civ 4 3cyet 4oyt — ¢

B ’
C,+ 2050 4+ ¢ 02 u'

’
" Sunu

v
R

I

U(cy+ ¢yt')
-

I

o
2
I u Cx‘
Vs = =
’ [ [ du (l(’
' ct ¢ désignent les dérivées 5=» o—-
dx’ dx

Si nous appelons (s,)y, U,, Jo, X, les fonctions composées avee les
coeflicients y,, 7y, Y2y Y5 ¢t la variable § comme s,, U, J, X le sontavec
4y Cyy Cay €, L la variable 2, nous aurons

; ; d d
($2)e =ToT3 = 3V TaTa+ 2Y1 + Vs ¢ — Y2 g

Y Ya—Yi
of v %

U,=e

Lin remplacant ¥,, ¥y, Y2, Y5 par les valeurs ci-dessus et d% pav u d.e,
on vérifie, toutes réductions faites, que I'on a

(s)h=155 U=3U;
d’ol
x.,=fy,U:d§:fc,U=¢c=x,

Journ. de Math. (4* série), tome V. — Fasc. IV, 1889. [I8
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¢quations qui montrent que J et X sont des invariants absolus : il en

- Tout autre invariant absolu est

dj d
cst de méme des dérivées — XA

AN A .
unc fonction de J, X ct des dérivées jx ZX¢’ *+ comme on le voit
immédiatement en formant l'invariant supposé sur la forme cano-
nique.

L’invariant s, a été formé par M. Roger Liouville (*).

Remarque. — D’aprés Pexpression de U,

aft,r.—ci

="

cette fonction n’est déterminée qu'a un facteur constant prés; suivanl
le choix de la limite inféricure dans I'intégrale, on aura pour U diffé-
rentes valeurs, ct, si 'on appelle U, unc autre valeur de U, on aura
U
u 1= 70
k désignant unc constante. Appelant J, et X, les valeurs correspon-
dantes de J et X, on aura

dX 1 dX - 1
J,:—'kaJ, Tf—;’:F.d_;’ X,:—’-F(X—i—h),

h désignant unc nouvelle constante. La forme canonique correspon-
dante

dyY, RS
d_Xl =Y T J‘
s¢ rameénera a la forme
dY s
x = Y +J

par la substitution

Y. =kY, X,=xz(X+h),

(') Comptes rendus, séances du 6 septembre 1886 et du 12 septembre 1885,
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1)"aprés cette remarque, nous ne considérerons pas comme distinctes
deux formes canoniques qui se déduisent I'une de I'autre par le change-

ment de Jen A*J et de X en 113 (X+2).

. ’ . . .
3. Les fonctions %a Z—\TI,, ... sont des invariants absolus qui se cal-

culent facilement, par voic récurrente, en fonction des coefficients ¢,,
4y €ay Cy. En effet, partons des formules précédentes

- e~}
s dXxX -, 3 [0 ar
J=-3 c, U3, U—-_ef o

w311 2 - =
iU dx

et posons, avec M: Roger Liouville ('),

ASgn— . de ’
Syn+1 = Cy ‘;; : "‘(2"“")32;.-: [3‘;? +3(cc Cy— c:)Jv

nous trouverons

dy

A s @ s Y s

dX — dX — gU¥ dxt T cuv T dXR T aamega
dr

On en conclut, par exemple, que la condition s,,.5 = 0 exprime que,
dans la forme canonique

a¥ _ y»
xX=1+J

J est un polynéme de degré (rn — 1) en X,
Dans ce qui suit nous désignerons par J, J*, ... les invarianis

absolus -‘i"—, i N
‘ dax’ axr’ -

Les invariants absolus J, J” et X sont des fonctions de = que nous
avons calculées : I'élimination de z fournira entre J et X ou entre J
et J' une relation caractéristique de I'équation différentielle considérée.

(1) Comptes rendus, séance du 12 septembre 1887.
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Inversement, étant donnéc une relation cntre J et X, ou micux une re-
. dJ . . ompe
" " ) A “n A -
lation entre J et J' = —=» que I'on peut toujours déduire pat différen

tiation d’une relation entre J et X, on aura, comme il suit, la relation
correspondante entre les coefficients ¢, ¢,, ¢, ¢; ct leurs dérivées par
rapport 4 z. Soit

(x) FO, I =0

I'équation donnée : on aura, en différentiant,
of 9 1
P AU . —_
(‘4) —‘—()JJ -+ d——‘J,J = 0.

D'autre part, les expressions précédentes de 3, I, J7 donnent

Js 4 Jy $38

(v) Ty @ T
I.’élimination de J, J’, J” entre ces quatre équations (a), (3), (v

fournira la condition cherchée sous forme d'une relation entre les deux
3

. . S S5 S
invariants absolus =% et =% :
53 s3
2 ~ s s589°
(O) F —E) -—5'1) = 0.
S3 I3

Cette condition (8) est donc nécessaire pour que J et J' soient liés
par la relation («); elle est suffisante. Pour le démontrer, nous
pouvons toujours supposer la relation (a) entre J et I’ mise sous la
forme

J»
(a’) J=¢ (F>;
d’ou, en prenant les dérivées logarithmiques des deux membres par
rapport a X,
(3
B ?<F)

32y 510
T——(rs; =)
iz



INVARIANTS DE QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 373

' -
cn divisant par ';—, nous aurons la relation cherchée entre les invariants

i‘, s-;gl sous la forme
/(3

) =)o sa
L £ LH

qui remplace la condition (&). Supposons maintenant que, pour une
certaine ¢équation différenticelle, les coefficients ¢, ¢,y ¢4, ¢; vérifient
cette condition (&) : appelons J, I'invariant absolu de cette équation
différentielle, X, la variable canonique ct J,, J) les dérivées de J, par
rapport 4 X,. On aura

3
-
3 J3

et la condition (2') pourra s’écrire, aprés (u'on en anra multiplié¢ les
¥
deux membres par 3
i

3 6
Jl t

J3
o | S5 -
.& " (Jf) [3.",’.[", 5J',‘J.
©

d’on, en intégrant ct désignant par A* une constante arbitraire,
I3
h=hee ()

On pourra toujours amener cette constante k a &tre 'unité, de facon
&t amener cette derniére relation a prendre la forme (2'). En effet, cn
faisant dans la derniére rclation

L=rJ X,=5X+h),
on aura

,dl g dl
=R =kx=F,
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et cette relation se réduira 4 la relation («') donnée,

ys
J=g¢ (F)
Or, nous avons vu précédemment ( page 370) que I'on ne doit pas con-

sidérer comme distinctes deux formes canoniques déduites 'une de
I'autre par la substitution

J,=kJ, X,=5(X+A).

La condition formée (&) ou (&) est done nécessaire et suffisante pour
que J et J' soient liés par la relation donnée (a) ou («').

On peut remarquer que si, sans employer l'artifice précédent, on
voulait trouver la forme canonique correspondant & une relation

donnéc
DS
(:, 2 )._o
557 s

entre les deux invariants absolus & et % > On aurait a intégrer I'équa-
& 3

J:yy
(.P’_J‘)—'(

Si, dans cetle équation, on remplace J” par sa valeur

tion

ctsi Pon y fait J* =3, J* =, elle se transforme en une équation

homogéne
[“ 5 5ds

intégrable par les méthodes élémentaires.
Ezemple. — Cherchons la relation nécessaire et suffisante pour
qu'une équation de P'espéce considérée

1y
:T.: ..c.,+30.) +3e,yt + eyt
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puisse étre ramenée a la forme canonique
dY — 3 3
x=Y+X.
Ondevra avoir J = X?, d'ot J’=2X et
=07
une nouvelle différentiation donne J” = 2. Alors les équations

'E_; _ Jla, Ss81 __ A (B 4
3 T T8 [ 1
sy J PH J

]
donnent, en remplacant J el J” par leurs valeurs JT et 2,

3
s} a0 , $587 2’ ,
3 " 3 7
§3 J P J

d’oli enfin, en éliminant J', la condition cherchée
§T — 28,8, =0
1 3971 — Y
nécessaire et suffisante. Comme on a

I
axz — oY’

la condition s, = o avec s, 2o est aussi une condition nécessaire pour
ue P'équation puisse étre réduite a la forme considérée. Mais cette
condition n'est pas suffisante; car, si elle est remplie, I'équation pourra
se ramener sculement a la forme

dY ;4 2 “
EX—Y + X +(4,

C désignant une constante pouvant étre différente de o.
En général, la condition pour que J soit de la forme kX" est

(n —1)$;— nsys; =o.
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Cet exemple montre bien la nécessité qu'il y a d'exprimer par une
relation entre les deux invariants absolus

3
s sss;
s, B
s

la condition nécessaire et suffisante pour qu'une équation de Pespéce
¢tudiée puisse étre ramenée & une forme canonique donnée. En intro-
duisant d’autres invariants s,, s,,, ..., an obtiendrait des conditions
nécessaires, mais non suffisantes.

4. Cas d’intégrabilité. — 1° Le cas d'intégrabilité le plus simple
de I'équation considérée '

(3) % =c,+ ey + 3yt + eyt
ost le cas ot les coefficients ¢y, ¢y, ¢,, ¢, sont constants (ind¢épendants
de ir) ou peuvent étre rendus constants par un changement convenable
de fonction et de variable indépendante. Si les coefficients sont con-
stants et si (¢, ¢, — ¢}) est différent de zéro, 'invariant absolu J est de
la forme

PR Taak B8

J=~Ce sy

(. désignant unc constante, et la variable canonique X est donnée par

. ey lg—cd e eg—el
d\ ¢ —'r pIULE S

) - - . -
7;:(?31‘ o ’ X\ =G © s

G désignant aussi une constante. On a donc

(M8

J=AiX (k constant).

Si, au contraire, la quanuté ¢,c, — c; est nulle, I'invariant absolu J
est constant. Ainsi, lorsque 1'équation est & coefficients constants, I'in-

' -3 s
variant absolu J est ou bien constant ou bien de la forme kX *. Réci-
proquement, si J cst constant, la forme canonique est & coefficients
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3 )
constants, et si J est de la forme AX 2, la forme canonique

(25

% =Y+ kX~

se transforme par la substitution
_t ,
Y=X?Y, X,=logX
en I'équation

dY
=YYk

dont les coefficients sont constants. .

Ce cas d’intégrabilité st identique a celui que M. Roger Liouville a
indiqué sous une autre forme dans sa Note du 6 septembre 1886. Clest
ainsi que I'équation

d

Y L2 pu —_
4z TP e +6nypu+(2n+ 1)y va * 2(n+1)=o,

(que M. Roger Liouville choisit comme exemple, se raméne & la forme

dY -
ZZX'—: =4Y]— nga — &3
sil'on y fait
spe+ypu=2Y,, "1(71;2‘::_3’,“'

2> Nous obtiendrons d’autres cas d'intégrabilité a I'aide de la trans-
formation suivante. Considérons I'équation différenticlle

(6) | ¢ A+By

ou A et B sont des fonctions de x, et remplacons la variable ¢ par
une variable y liée & ¢ par la relation

A+Bt=§
N4

Journ. de Math. (4 série), tome V. — Fasc. IV, 188g. 49
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(qui donne

A ! ' e r_* ) A *
('ﬁ) désignant la dérivée de 5 par rapport ax.

L’¢quation (6) prendra la forme
dy ' AV,
& ot (M
¢auation de la forme qui nous oceupe
dy

e =G+ 3¢y + 3yt + cy)

1 /AY i
Cy=2¢; =0, C,=—-—-§ E y ('3::-—-“-

Si I'équation (6) cst intégrable, 'équation (7) I'est aussi et récipro-
(juement. .

Par exemple, I'équation (6) est réductible aux quadraturessi A et I3
sont des fonctions lincaires de

A=ax+1, B=ar+3,

car I'équation (6) est alors linéaire. On pourra done intégrer dans
la méme hypothése 'équation (=), qui devient

dy 1 ; 34
(8) iz =" v T e

3k désignant la constante (a3 — ba). Pour simplifier, faisons le chan-
gement

k -
wrrf= et y=ian

nous aurons l’équation

o .
(9) 7 =038
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On pourra donc ramener aux quadratures l'intégration de toute équa-
tion de Pespéce considérée

(3 (%:c,,+30.y+302y2+c3y’,

. - . . .
réductible & la forme (g). Pour trouver la condition qui doit lier les
coefficients cq, ¢y, c,, ¢, de I'équation (3) pour qu’elle soit réductible
a la forme (g), calculons les invariants absolus

3
T s

sur 'équation réduite (9). Nous aurons

sy= 2% 4 &, s;=18e% 4153+ ¢,
s; =270+ 315¢% + 60e* + ¢
d'ou
sy _ (18e*% + 15 6% + 1)’
53 eX(aet41)
s587 __ (18e¥ 4136+ 1)(270€% + 3156 4 60et 4-1)
s e¥(aett41)*

1. ¢limination de ¢* cntre ces deux relations fournira la condition

. . . ) . e

cherchée entre les deux invariants absolus et T:T’; en faisant cette ¢li-
3 3

mination, on trouvera cn outre I'expression de ¢** en fonction des deux

invariants.

L’équation (6) est encore réductible & des quadratures si elle est ko-

y . . . . 1
mogéne, c’est-i-dire si A est constant et B proportionnel & —,
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mais on n'obtient pas ainsi un nouveau cas d'intégrabilité, car la sub-
stitution

= z =t
y—w’ =

raméne la derniére équation & avoir ses coefficients constants.
3° Si l'on suppose que A ct B sont des.polyndémes du second degreé
en x,

A=ar*+br+c¢, B=oax?+ Bux
I'équation (6)

(6) 1{; = A+ B¢

cst unc équation de Riccatis I'équation (7
{ s1eq 7

(7) R (A)'}"‘

prend alors la forme

dy 73 (a.r’—{- b.r+c>’ 2

0‘ — T — p—
(10) dr 2xi+ B+ a4 3+

On a donc un type d'¢quations de I'espéce considérée

d .

d%: =Y+ 3,y + 3¢,y +¢

réductibles & une équation de Riccati. On pourra calculer les inva-
3

riants absolus ;—, %% de la forme (10) cn fonction de z, ct, en ¢limi-

3
nant x, on aura la condmon qui doit lier ces deux invariants pour

(qu'une équation soit réductible & cette forme (10). Un cas particulier
. " . . . . 3
intéressant est celui qu'on obtient en faisant A = >kx?*, B=1; on

voit alors que I'équation

(1) % =—y'— ey
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est réductible a I'équation de Riccati -

de 3, .
@ ;I\.Z' +_l
par le changement de fonction y = T-'*'::_/c}:—’ Ce dernier cas a éL¢
)

traité par M. Roger Liouville (Comptes rendus des séances de I’ Aca-
démie des Sciences, 12 septembre 1887). Il est bon de remarquer
(qu'on peut toujours ramencr k & étre ¢gal & 1, en faisant dans I'équa-
tion (11) la substitution

4° L’équation (6)

dans laquelle on fait
A=—2a?, B =— 3ka*.

prend précisément la forme (11)

dr _ 3 0.2
=7 — Jkta?,

(juc nous avons considérée cn dernier lieu, et qui a été intégrée par
M. Roger Liouville. On saura donc également intégrer I'équation (7)

¢'est-a-dire

devient
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$387
55
on obticndra, par I'élimination dc &, la relation entre ces invariants
caractérisant les équations réductibles i cette forme.

Parmi les cas d'intégrabilité précédents, les plus simples peuvent se
résumer comme il suit : I'équation

~ . o Si‘ ' .
En calculant les invariants absolus 5 sur cette forme réduite,
3

d .
e =Y +3y4(2)

est intégrable si ¢(«) a I'une des quatre formes

(
I

2(e) =+ o (r) = ke?, o(x)=kur, () ==
5. Prenons maintenant une équation différenticlle de la forme gé-
nérale

() dy @+ ay+a ) +...+anyt A(y)
: dz ~ ~ b+ biy+...+ b7 T B(y)

oli, comme nous I'avons vu, on peut toujours supposer

p<n—iu.

Les coefficients a, ct b, sont cssentiellement différents de zéro; le nu-
mérateur A(y) ct le dénominateur B(y) sont supposés n'avoir pas de
diviscur commun.

Nous nous proposons de ramener cette équation & une forme cano-
nique analogue & celle que nous avons trouvée pour I'équation

dy .
‘—é =co+de,y + deay? + ).

Pour ccla, faisons d’abord le changement dc fonction
y =3+ V(z),

et déterminons V de telle fagon que, dans I'expression de g% y il ne
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figure plus au numérateur de terme en 3*~'; nous trouverons

V(z)=— 2,

na,

et I'équation prendra la forme

ds _ CuAC 5+ 63t 40y 93T 3

— 3

dr L TR~ TS S g1 .

ou

te=A(Y)—gV, e,=NNV)=-g V', c.=3A"V)—g.V, ... c,=a,
go=B(V), g=B(V), gx=:B"(V), o &p=by

Un certain nombre de coefficients g, g4, &3, ... peuvent étre nuls,
mais g, = b, csl certainement différent de zéro.
Supposons d'abord p < 1 — 2; nous ferons alors un nouveau chan-

gement de fonetion

:=YU(z),

. . . . dY
et nous déterminerons U(x) de facon que, dans 'expression de T
il nc figure pas au numératcur de terme en Y#*'.
Nous aurons ainsi

g

gpL(x)=c, U(x), U= nf%'l ,

P+
¢t I'équation deviendra

o+ (e, U — g UN)Y ... - UrY(c, U — g, UY7)
dY | 4epaUrmtYreip g, ,Un-1Yr-t 4, Un Ve

dz 20U+ 5 0Y +...+ g, UPriYr

Enfin un changement de variable indépendante
X _ o

permettra de rendre ¢gaux les cocfficients des termes en Y* et Y# des
degrés les plus élevés au numérateur et au dénominateur : pour cela,
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il est nécessaire et suffisant de prendre
C
M(z)= =2 Ur-r,
8p
ou bien, comme ¢, = a,, g,= b,

M(z)= U,  X= [ U de.

4

En divisant le numérateur ct le dénominateur par la valeur commune
des cocfficients de Y” et Y7, on aura la forme canonique

( ) dY J +J Y+... +J1’YP+*+JN+»\"+’+ +Jn_o"" + * -+-\"
L+LY+ LY - 1, YP I+ Y2

le signe % marquant les places des deux termes qui manquent au nu-
mérateur. Les (n + p — 2) coefficients restants

Joo Juy visy oy Jpen ey daeey LG Ly L
ct la variable canonique X sont des invariants absolus pour les chan-
gements de fonction ct de variable de la forme

, . &
(2) y=nu(@)+o(z), 5 =wn(z),

u(x), v(x)et u(x) dtant des fonctions arbitraires de «. Cette pro-
priété résulte de ce que la réduction & la forme camonique n'est pos-
sible que d’'une scule maniére : on peut aussi la vérifier comme nous
'avons fait précédemment (page 369) pour le cas simple de n = 3,
p=o.

Les dérivées des invariants J; et I; par rapport & la variable cano-
nique X sont aussi des invariants absolus. Réciproquement, tout inva-
riant absolu de I'équation différentielle (1) est une fonction des inva-
riants absolus J; et I, et de leurs dérivées par rapport & X: cest co
qu’on voit immédiatement en formant, avec I équation canonique, I'in-
variant considéré.

Un cas particulier remarguable auquel s’applique la réduction que



INVARIANTS DE QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES, 385

nous venons d'indiguer est le cas ol p = o, c'est-d-dire le cas d’'une
¢équation de la forme .

»

dy
=G+ ay+ a,y'+ay' +...+ a,y",
que nous avons traité dans une Note présentée a 1'Académie des
Sciences dans la séance du 4 juillet 1887.

Application. — Cherchons, par exemple, les conditions nécessaires
ct suffisantes pour qu'une équation de la forme

dy Y .. @ Yt A(J’) .
(1) de = by+ by +...+ b,y — B(y) (p<n—2)

soil, par la substitution (2), réductible & unc équation analogue a
cocfficients constants.

D'abord, si les coefficients @, a,, ..., @,, by, b,, ..., b, sout con-
stants, on voit, en suivant les transformations effectuées pour arriver i
la forme canonique, que les coefficients appelés

Coyy Cyy vovy Cpy Loy 1y -y &p

sont aussi constants. Si c,,, est nul, U(x) est une constante, X est
proportionnel & z, et les invariants J; et I,

I=0y1,2, cecy Py P+ 2y ...y B — 2 k=o,1,2,...,p—1
sont constanis. Si ¢, , est différent de zéro, on a

pla c
U=e+", U'=-11,
Sp
X =f_z_'{ Ur-r-1 dyg = % Sp Ur-r-1,
P

by (n—p—1)cpyy

D’ailleurs les invariants J; et I, sont, en désignant par C; et E, des
constantes, de la forme

J;=C, U (i=0,1,2y ..., Py p+2,...,0n —2),
L=EU*» (k=o,1,3,...,p—1).
Journ. de Math. (4* sévie), tome V. — Fasc. 1V, 188g. J0
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1
Comme U est ¢gal & une constante multipliée par X"~ on aura
donc, en calculant les invariants en fonction de X,

k—p

(13) J"= K,’X"—,’_‘, I,,:L,‘X”"'",

les lettres K, et L, désignant de nouvelles constantes. En résumé, si
I'équation différentielle a ses cocfficients constants, ou bien les inva-
riants J; et I, sont constants, ou bien ils sont de la forme (13).
Réciproquement, si les invariants J; et I; d’'une équation donnée sont
tous constants, la forme canonique est i cocfficients constants; si ces
invariants sont de la forme (13), on transformera I’¢quation canonique

ay _ Jo+3 Y+ T Y P+ T Y ), YA - Y
dX L+ LY+ 1, YT YP

en une équation a coefficients constants par la substitution

1
Y=Y,X—"T"—:', logX::X,.
6. Dans les calculs précédents, nous avons supposé

pn—a.
Le cas
p:ll—Z

mérite unc attention spéciale pour deux raisons :
1° La réduction a la forme canonique précédente n’est plus possible,

car on a actuellement
pri=n—u,

et les termes du numératcur de degrés (p + 1) et (n — 1) que nous
avons fait disparaitre successivement, pour arriver a la forme cano-
nique, ne sont plus distincts.

2° Comme nous I'avons déja remarqué, I'équation différentielle

dy _fy+ay+ayi+...+a,y" _
dr = byt by +...+bpyP (p=n-—2)




INVARIANTS DE QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 387

conserve la méme forme si 'on fait le changement de fonction et de
variable '

_rnu(x)+e(2) s
T qw(zr)+1 ’ dr — (J.(.L'),

u, ¢, w et @ désignant des fonctions indéterminées de .

En laissant dc c6té pour le moment ces changements de fonction avee
trois fonctions arbitraires u, ¢, w, nous nous bornerons & réduire
I'équation différenticlle dans le cas p = 2 — 2 & une forme canonique
ui conviendrait aussi aux autres cas, p < n — 2, et dont les coeffi-
cients seront des invariants absolus pour les substitutions

y=nu(x)+¢(z), g’; = u(x).

Pour arriver & cette forme canonique, nous ferons
dX
y=YU(x)+V(z), = =>M(x),

et nous déterminerons U, V et M de fagon que, dans I'expression de
d 4 . ’ . . »
ﬁ%, le coefficient de Y72~ au dénominateur et celui de Y#*! au numé-

rateur soient nuls, et que le cocfficient de Y? au dénominateur soit égal
a celui de Y” au numérateur.

I.’équation prendra alors la forme canonique

fi\; P+ P Y+ . +P,YP %+ P, Y4 Y
dX Qo+Q,Y+.. .+ Q,  Yr T % 4Yr ’

ou Py, Py ooty Ppy Py ooy Pacy5 Qoy Quy vy Qpy sont des inva-
riants absolus.

Il serait aisé de voir, comme nous I'avons fait pour la forme cano-
-mique précédemment indiquée, quelles doivent étre les expressions de
ces invariants en fonction de X pour que I'équation soit réductible a
une équation a coefficients constants, par une substitution telle que

d?
y=nu(z)+e(z), I =u()
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II. — Sur LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES ALGEBRIQUES ET HOMOGENES
PAR RAPPORT A LA FONCTION INCONNUE ET A SES DERIVEES.

7. Les équations différenticlles, qui sont algébriques et homogenes
par rapport & une fonction y dec la variable x et a ses dérivées y/,
Y’y «ooy ¥y™, partagent, avec les équations différentielles linéaires el
homogénes, I'importante propri¢té de conserver la méme forme quand
on prend une nouvelle variable indépendante £ et une nouvelle fonc-
tion v liées & x et y par les relations

d
o =u(z), y=nu(z),

w(x) et u(x) étant des fonctions indéterminées de x. On pourra done
¢tendre & ces équations la théorie des invariants des équations diffé-
renticlles linéaires.

Il est utile de remarquer qu'unc ¢équation différenticlle algébrique,
mais non homogéne par rapport a unc fonction s de x et a ses dérivées
ds d*s
dr’ da*’

ordre supéricur d’une unité : il suffit, pour cela, de poser

-+s peut étre transformée en une équation homogéne d'un

1 dy
- =5
v dx

1}

y ¢tant unc nouvelle fonction, ou, plus généralement,

;='.P(§, :%),

\

{ étant une fonction rationnelle. On peut encore poser 5 = Ay, A dé-
signant une constante arbitraire, puis ¢liminer A entre I'équation ob-
tenue et sa dérkvée.

Enfin une ¢quation différenticlle algébrique et homogéne entre y,
¥+ ¥"; «.., ¥y sc transforme en une autre équation homogéne du méme
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ordre, mais d’un autre degré en général, si 'on fait

y=ub

p désignant une constante quelconque.
Sil'on a une équation algébrique et homogéne

(¥ Yy Yy o y™)=o0,

de degré m par rapport & la fonction y de x et a ses dérivées, il est
¢évident que tous les invariants de la forme elgébrigue ®,, sont des
invariants de I'équation différentielle; car effectuer un changement de
fonction ct de variable par les formules

o
o = (@)  y=nu(=),

c’est fairc une certaine substitution lincaire sur les quantités y, y’,
Yy e y™.

Pour simplificr, nous aborderons d'abord I'étude des équations ho-
mogcnes du second ordre et du second degré.

8. L’équation générale homogéne ct du second degré cn y, y', y*
est

(11) ayy?+ay*+a,y*+2b,y'y' + 2b,yy”+ 2b,y'y = o,

les cocflicients a,, a., a,, by, by, b, étant des fonctions de la variable
ind¢épendante x. Ces coefficients doivent étre envisagés comme étant
d’un poids marqué par leurs indices; car, si I'on fait la substitution
y = A, z = A5 (X constant) en appelant ¥, n" les dérivées de v par
rapport a &, I'équation prend la forme

%N + 4, a4+ 280" + 2B’ + 2By =0,
ol
2y = @y, a, = Aa,, a, = Aa,,

lgl = an. lezz A?b,, 33::7\3‘"3'
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. k & . .
De plus, les dérivées, telles que %—},", %;—’, seront de poids (¢ + k). On
a, en cffet, '
da _ ydti g da diay_ yidiar
=t =" a © o wE N

Ces mémes coefficients doivent étre regardés comme étant tous du
degré 1, car le changement de fonction

J’=’0\/7~‘,

k désignant une constante, transforme I'équation en une autre dont les
coefficients sont

kay, kay,, ke, kb,, kb, kb,

Tout invariant de I'équation devra ¢étre homogéne, quant aux poids et
aux degrés de ses différents termes. Par exemple, le discriminant de la
forme quadratique

a, b, b,
D = b, a._) ba
b, b, a,

est un invariant de poids G et de degré 3. Nous supposons ce discrimi-

nant différent de zéro; car, s'il était nul, I'équation considérée se dé-

composerait en deux é¢quations linéaires homogénes. Nous désignerons

par A,, A,, A,, B,, B,, B; les mineurs de D relatifs aux ¢léments a,,

ay, a,, by, b,, by, c’est-a-dire les cocfficients de la forme adjointe.
Dans I'équation

oy + ay Yy +ay*+ 20, y'y + 2byyy’ + 2b,y'y = o,

faisons le changement de fonction et de variable

dz
y=nuz), 5 =wr)

u(x) et (&) étant des fonctions indéterminées de x, dont les dérivées
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par rapport 4 x seront désignées par «', u”, 1, w’. Convenons d’ap-
peler 0 et " les dérivées de v par rapport a £ : nous aurons les for-
mules

— d)’ — d" ’ d’}’ — d"} ‘11 ’ "
Yy =nu, d—;_-‘—i;u+’qu, a;;—%—,u—kzdxu-i—nu

ct
dr, dn d*y d*y v
d.;: vz dn w a0 TkE

d’ol1 les formules de transformation

‘ Yy =g,
(15) (Y =Npu+ni,

}//: nyrp.au + 7)'((-"'“ + 2("“/) + nu’/.

En substituant ces valeurs dans I'équation et ordonnant, ou aura une
équation
(16) 2o+ e+ 2P + 2B, 0" + 2B, + 2By =00,
ol
o, = a, ‘U.A u?,
oy = ay(u+2pu) + aapiu + ab, pu(p u+ 2pu),
@, = a4+ a,u? + a,ut + 2b, v’ u"+ 2b,u" u + 2b,un’,
(17) | Bi=a,p u(ywu+2pu’) + b pdu?,
B.=(a,u’ + b,u’ + bu)piu,

Bi=(a,u’+bu' + byu)(p v+ 2p.u")
+ (b,u"+ a,u' + byu)pu.
Si 'on appelle D, le nouveau discriminant de la forme quadra-
tique (16), on aura
D":: y.“ u'D.

D’aprés les propriétés ¢lémentaires des formes quadratiques, on aper-
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coit immédiatement un second invariant de I'équation différenticlle
dans le discriminant des termes du second degré en y' et y”

2
A, =a,a,— b}

En cffet, en appelant (A,), la fonction analogue formée avee les nou-
veaux coefficients

(As)« =Uo%y — 3?9

(A), =plu*A,.

on a

Les équations différenticlles de la forme (14) homogenes et du se-
cond degré en y, y’, »” sc divisent cn trois classes suivant la facon
dont la dérivée y” figurc dans I'équation. Dans la premidre classe se
trouvent les équations pour lesquelles les cocfficients @, ct &, sont
nuls ; dans la seconde, cclles pour lesquelles @, est nul, b, étant dif-
férent de zéro ; dans la troisiéme se trouvent les équations dans les-
quelles @, est différent de zéro. Cette classification se trouve justifiée
par ce fait que le changement de fonction ct de variable que nous
venons d'effectuer transforme une équation d'une classc en une autre
de la méme classe.

Par cxemple, si I'on a
on aura aussi

9. Prenons d’abord la classe la plus simple, celle que I'on obtient
en supposant a, et b, nuls. Le coefficient b, est nécessairement diffé-
rent de zéro, car, autrement, I'équation ne scrait plus du second ordre
ct se décomposerait en facteurs linéaires. On a alors une équation de
la forme

(18) a5y + a,y' + 2byyy" + 2b,yy = o,
pour laquelle le discriminant D se réduit a

— 2
D——"‘ azbao
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L4

Si 'on fait le changement

i
y=nu(e),  z=pkx),

I'équation se transforme en une autre de méme forme

] 2 A opan? 2 ! —
@0+ a 28, + 28,00 =0
avee
a, = a, p2u’,
0, = @, U+ a1+ 20, uw” + 20, und,
'r‘.) =, Mzuz,

B, =a,uutd + byu(pu+2pu")+ by,

On en conclut que
oD
by b3

est un invariant absolu de I'équation différenticlle.
Si l'on fait la substitution

y= cfzd.t,
I'¢quation différentielle se réduit & I'équation de Riccati

. 3
(19) 21)._,57;_ +(a,+ 2b,)5*+ 2b,5 + a, = o.

.o . . . . . a v .

Si (a; + 2b,) = o, c’est-a-dire si 'invariant absolu 7. ost égald — o,
2

cette dernicre équation est linéaire du premier ordre. Si (a,+ 20,)

n'est pas nul, on peut, comme il est bien connu, ramencr 'intégration

de I'équation de Riceati (19) 4 celle d'unc é¢quation linéaire du second

ordre, par la substitution

2b, 1 _.d_‘
as+2b, t dx’

-
- —

¢ étant la nouvelle fonction inconnue. En particulier, si I'invariant
Journ. de Math. (}* série), tome V. — Fasc. IV, 188g. 51
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~

a e .
absolu 3= a une valeur constante k différente de — 2, on voit que la
2

substitution

2

y — ef‘ll.t‘ —_ [-/;—:0-_1

transforme P'équation proposée (18) en unc équation linéaire homo-
geéne du second ordre : cette remarque permettra de trouver sous une
forme simple I'intégrale générale de I'équation (18) dans le cas on les
coefficients sont constants.

En résumé, les ¢quations de la premiére classe (18) se ramenent
toujours & des équations lincaires du premier ou du second ordre. 1l
est donce inutile d'insister davantage sur ces équations.

10. Prenons maintenant les équations de la seconde classe, pour
lesquelles a, est nul, b, ¢tant diflérent de zéro. Ces équations sont de
0 y Oy q
la forme

(20)  @yy?*+a, )+ 20,y y + 20 yy"+ 20,y =0 (b,Z0)
Si nous faisons le changement de fonction ¢t de variable
d5
y=rnu(x), =u(x),
I'équation devient
@+ %, 20,77 + 28,0+ 23, =0

ott, d'aprés les formules (17),

fay=a,wret+2b wu(p e + 20,

~ o, =a,u®+ a,u®+ 20, 0"’ + 20,uu” + 20,0 u,
(2v) ¢ B, =D,

B, = (bW + byu)piu,
B =+ bu)(Wu+2uu) + (b + ay + byu)wa.

Le discriminant est actuellement

D=2b,b,by — a,l} — a,b},



INVARIANTS DE QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. Jo

o)
-t

et le discriminant des termes du second degré en »” ct y”
A, = [)f.

On ohtiendra une forme canonique de I'équation en donnant aux fone-
tions « ct p des déterminations particulicres U () et M() annulant
les coefficients 3, ct «,. On aura ainsi

U’ b, - - ":-:3,/:-
-[‘T == — [)—13 l_ =70 ’
puis :
M a2l a g S
ﬁ"‘i""l}"———g‘—b'" l\l—c H

si I'on divise ensuite Lous les termes pour la valeur du coefficient 3,,
I'équation prendra la forme canonique

(22) 2Y'Y'+ HY? + 2LYY =o,
olt Y désigne la nouvelle fonction inconnue liée & ) par la relation
y=YU

clott Y et Y” sont les dérivées de Y par rapport a la variable cano-
nique X lice & 2 par la relation

dX . - ’
o= I\I(x)’ X =j I\l(.’l})d.t'.

Les coefficients H et L ont pour valeurs
H= a, U+ a,U*+2(b,U'+ 0,U)U" + 25,UU’
- bM3U? ’

L= (O, U+ 5, UY(M'U 4+ aMU') 4 (b, U" 4 a, U’ + by UYMU
1T ’ bHyM3 U1 ’

U M . .
ou, en remplagant les rapports - et g par leurs valeurs caleulées ci-
dessus,

) _E
H-—‘m’ L—"m’
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D étant le discriminant de la forme ct E, I'invariant relatit
E, =0+ 0,0, — b, b, + byl — a,b,

de degre 2 et de poids 4.

Comme la réduction & la forme canonique (22) n'est possible que
d’une maniére, les cocfficients II, L et la variable canonique X sont
des invariants absolus de I'équation proposée : c'est e qu'il est aisé de
verifier directement. .

Pour qu'une expression soit un invariant absolu de I'équation, il
faut et il suffit qu’elle soit fonction de H, L et de leurs dérivées par
rapport i X. On aura, par cxemple,

d*L K.,
Xt = Mgt

..., ¢tant un invariant relatif de poids (22 + 4) qu'on calculera par
la formule récurrente

: diE . db Aby—ay
Barey = by S = (1) B (2 225,

Cherchons, par exemple, la condition nécessaire ct suflisante pour
(que I'équation proposée

?(,v.’ ),»’),I/> — (52)"’2 + ai),:l + ""[’l)"’)’”’*‘ 2[)2}/;), + 2,’3 )’),, =0

admette un facteur intégrant, c'est-i-dire pour qu'il existe un factear
A tel que l'expression
A (730 0")

soit la dérivée d’une fonction de y, ¥/, ., qui scra évidemment de la
forme
2 ’ 2
Y F 28 )Y T8

On aura alors identiquement

’ " l 72 ’
A )y )= (&Y + 28 3Y + £.)%):
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faisons le changement de fonction et de variable

y=YU, Z_N

qui transforme % cn la forme canonique ; Pidentité prendra la forme
r « 7r l A ¥ A ] Al »n
v(2 Y'Y+ HY? + 2LYY') = a,‘.).\,(un['ur 2L YY + G, Y2);
d’oll, en identifiant,
dG,

G,,: o, - = 0, Gz"—"h';

ax

(s, cst donc constant ainsi que v, puis on a

vH=9%

az’ vL = (‘I,.
On obtient enfin, par I'¢limination de G,, la condition cherchée

(23) H — % = o.

Cette condition nécessaire est évidemment suffisante 5 car, si clle est
remplic, la forme canonique devient

- dL
12 (4 b Jnadngy [——
2Y'Y'+ Y22 4+ 2LYY =,
¢quation dont le premicr membre est la dérivée de
Y'*+ LY?
D’aprés les valeurs indiquées plus haut pour H, L A Ja condition
. Y T gx e
(23) s’éerit
D+ E“ = o,

relation dont le premier membre est un invariant relatif de poids 6.
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On pourrait de méme chercher les conditions pour que I'équation

considérée

(20) a, Y+ a, )+ 20,y )"+ 20,y v+ 2b,y) =0

puisse étre ramenée & une équation de méme forme a coeflicients
constants par les substitutions

d? N
y=rnu(c), L=ple)

mais nous laisserons cette recherche de coté, en nous hornant a remar-
quer que I'on peut toujours ramener I'équation différenticlle au type

o d o
(3) (-1-% ::c0-+-3c.y+3c._,)"+nay’
étudié dans la premiére Partie. H suffit, pour cela, de faire, dans la
forme canonique

2Y'Y"+ HY? +21.YY = o,

le changement de fonction

ce (ui donne

1%

- H r,
==L+ LL 41,

4
v

¢quation du type (3) rappelé a Finstant ol
Co =1, ¢, =0, =3 =
On peut done réduire I'équation (20) a la forme
™y,

ne contenant qu'un invariant absolu, fonction de H et L.
Chaque cas d'intégrabilit¢ de 'équation (3) en donnera un pour
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I'équation homogénc du second ordre ct du sccond degré (20) et réci-
proquement. ‘ )

11. Un cas particulicrement simple, ot I'équation
(20) ayyr+a,y +20,yy" + 20, vy +ob,yy'=o

est intégrable par les méthodes ¢lémentaires, est le cas ou les cocf-
! 1 ’

v oe » . 0 .

licicnls sonl constants ; car, en remplacant " par I'expression équiva-
- dy! , . \

lente y’;l')—,, on a, entre )’ ct y unc ¢quation homogene. Dans ce cas,

I"éqquation admet des solutions de la forme
Yy = k(f‘t,

I désignant une constante arbitraire et 7 une racine de I'équation ca-
racléristique

f(r)=2br*+(ay+20,)r*+ 2b,r +~a, = o.

Ces solutions sont des intégrales particuliéres, commeilrésulte de ce
que la transformation

)/ — c,fud.r
donne P'écuation

{
—(2b,u+ 21),)27; =2b,u*+ (a,+ 20,)u® + 2b,u + «,,

ct Pon sait que les valeurs constantes # = r qui annulent le second
membre sont des intégrales particuli¢res de I'équation en « : ces va-

leurs n’annulent pas 20, # + 2b,, car autrement le discriminant D se-
rait nul.

On vérificra sans peine le théoréme suivant :
Si les raciunes de Uéquation caractéristique
[(r)=o

. b
SONt SIMPLES ¢l COMMENSURABLES el i [ rapport Z—' €Sl COMMENSURABLE,
2
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Pintégrale générale de I’équation est une RELATION ALGERRIQUE enli:
Cy et Ce®, C et G étant des constantes arbitraires.
Par exemple, si I'on prend ’équation

Yy =3yy' +ayy =o,

les racines de P'équation caractéristique sont o, 1, 2, et les coeffi-
cients des termes en ) ont leur rapport commensurable : I'intégrale
générale sera algébrique en y et ¢*. On trouve facilement, en expri-
manl ¢ et )i Paide de la variable « introduite ci-dessus par la substi-
tution

o

). — (,j'ud.r,

H i
B u(n—ay w—2

Ce* = —— C’)—‘—" —_—

(t-—1)2 (e —1)?

[.’élimination de « conduira {4 une relation algébrique entre ) et e* du
genre séro. On mettra les expressions de y- et e* sous une forme plus
commode en faisant

on a alors

ce qui donne entre ¢ et )- une équation du quatriéme degré. Les so-
lutions particuliéres y- = k, y- = ke*, y = ke** sont aisées i retrouver
sur celte derniére forme. Ainsi faisons, par exemple,

- [4 ~ .
/\-—_—6’ (422811'(4,

les expressions de e et y deviendront
a4l __ 16k —GCY
e = (Cz_,_ti):’ Y= (Ct+ o)y
ct, pour C = o,
. 16
> y=kgz;
d'ou



INVARIANTS DE QUELQUES EQUATIONS DIFFERENTIELLES. 4or
12. Prenons maintenant I'équation
(21)  ay?+ay +ay+2byy +aby'y +2b,yy =o,
ot le coefficient a, est supposé¢ différent de zéro. Sil'on fait le chan-
gement de fonction et de variable
&
y=nu(z), g-.=u(x),

I'équation prend la forme
a“nm_‘_ a2n12+a‘n‘l + 23‘ nlnll_*_ 232?‘”7] -+ 233"17}': 0’

oti les nouveaux coefficients ont les valeurs (17) que nous reproduisons
ici :
oy = @o bt u?,
dy=ay(Wu+20) +auu+ 26 pu(pu+2pu’),
o, = QU + a,u* + a,u* + 20, ' W’ 4 2b,u" u + 2b,uu’
(7)) { B =aulu(wu—+2uu)+b udu?,
Ba=(a,u’+ byu'+ bu)p?u,
B,= (a,u'+ byu' + bu)(wu+2pu')

+ (b '+ ayu' + byu)pu.

PPour trouver, comme précédemment, les invariants absolus les plus
simples de I'équation, nous allons la mettre sous unc forme réduite dont
les cocfficients seront des invariants absolus.

Pour cela, nous donnerons d’abord & u et . des déterminations U et
M annulant 3, ; nous aurons

M
M

p—,_-—-l-)-l-’ MU*:C_ i—tdx

+t2g = a,

Les coefficients «, et 8, deviennent alors, si 'on y remplace

M'U + 2MU

Journ. de Math. (}° série), tome V. — Fasc. IV, 188g. 5a
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par cette valeur — bmu ,
Qo

N\,

P eyl W “U’(U A —B,),

a,

s

A, el B, désignant, suivant la convention déja faite, les mincurs du
discriminant D de la forme quadratique (24) relatifs aux éléments «,
eth,

Ay=a,a,— 11, B,=0,0,— a,b,.

Deux cas sont & distinguer suivant que Pinvariant A, est é¢gal & zéro
ou différent de zéro.

13. Supposons d’abord A, différent de zéro. On pourra alors d¢-
terminer U de facon & annuler 8,, ce qui donne

B,

[_)—p Ad'

el, par suite,

M = U-2¢ 'f«,. ’ f'a"'.lfx R .
enfin, enappelant X la variable canonique
2,,/ Mdx
et Y la fonction correspondante liée & y par la relation
on a, apres avoir divisé tous les termes p:ir a,, la forme canonique
(25) Y+ 1Y?*+JY*+aKYY =0

avec trois invariants absolus I, J, K. Ces invariants, ¢tant calculés a
l"aide des valeurs précédentes de U et M, ont les valeurs

l — A; J — Sl’ 4 SG

= M T @ M'AY’ = MAY’
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ou les numérateurs sont les invariants relatifs

A,=a,a,— 1},

dA
B2+ b, By A, + byA? + ao(A,‘% — B,—J;‘>
Qg = a
: dB A
=B§_AJB2+A4—dTl‘3—B3;Tj,

S’g—: aosz '+' A::D;

Pexpression de S,, résulte immédiatement de cette remarque que le
discriminant de la forme canonique cst

I(J — K2).

L'invariant relatif A, cst de poids 2, Sq de poids 6, S,, de poids 12.

Si lon affecte de l'indice 1 les valeurs des quantités précédentes
composées avee les coefficients a,, a,, a4, B, B,, B; du Tableau (17)
¢l la variable £, comme les quantités elles-mémes sont composées avec
@y ay, a4y, b,y by, by, et la variable z, on a

(an) = a,u'u?, (A =Aule, D, =Dplus,
“1=1\I:|;’ (Se)s =S ' u, (qu)s=smll'uuw~

La variable canonique

\ = /'F_\[ dx
est aussi un invariant absolu; on a
X, =M di=[Mdx=X.

Toute fonction de I, J, K ct de leurs dérivées par rapport a4 X est un
invariant absolu de I'équation, et, réciproquement, tout invariant ab-
solu de I'équation est une fonction de I, J, K et de leurs dérivées par
rapport a X.

14. 1l scrait aisé de trouver les conditions nécessaires et suffisantes
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pour que I'¢quation soit réductible 4 unc autre de méme forme i coeffi-
cients constants, ou pour qu’ellc admette un facteur intégrant. Nous
chercherons, pour traiter un autre cas d’intégrabilité, quelles relations
doivent lier les trois invariants I, J et K pour que I'intégrale générale
puisse sc mettre sous la forme

(26) y = hru, + hku, + k* u,,

h cl k désignant deux constantes arbitraires, ct u,, u,, u, des fonctions
de z linéairement indépendantes.

On reconnaitra immédiatement, a I’aide du théoréme suivant, si une
¢quation donnée admet une intégrale générale de la forme (26).

Pour qu’une équation différentielle

YO Y
=a,y?+a, Yy +a, i+ 20 y'y + 2b,yy + 20,y =0

ait pour intégrale générale
y=Wu,+ hku,+ k* uy,

U,, Uy, Uy désignantdes fonctions de x linéairement indépendantes,
h et k des constantes arbitraires, il faut et il suffit qi’il exciste une
Sonction N de x, telle que Uexpression

dy _ M
drx

soit décomposable en un produit de facteurs lincaires par rapport
ay et a ses dérivées.

L’un de ces facteurs sera linéaire et homogéneeny,y',y", y" : en
Pégalant é séro, on aura unc équation linéaire ayant pour inté-
grales u,, u,, u,; Cautre facteur sera linéaire ot homogéne cn y,
Yy ¥ en légalant @ séro, on aura une équation linéaire donnant
des intégrales singuli¢res de Uéquation donnée 4 = o.

Comme ce théoréme est indépendant du choix de la fonction et de
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la variable dans Féquation ¢ (y,y’,»”) = o, on peut changer de fonc-
tion ct de variable en posant

)’.'—:%’;) £y= —)

7, désignant la nouvelle fonction et x, la nouvelle variable; on aura

alors, en faisant
u,
Uy

=%
une ¢quation différenticlle ayant pour intégrale générale

yi=MWs,+ hkx,+ k?,
5, désignant une fonction de «c,. En supprimant I'indice 1, on voit
(u'on peut toujours ramencr une ¢équation de I'espéee considérée &
avoir pour intégrale générale

(26") y="s+ hkc+k?,

= ¢lant une fonclion de x dont les dérivées par rapport & « seront ap-
pelées 5, 57, 5", En différentiant deux fois I'équation (26), pmq élimi-
nant & et k, on obtient I'équation différentielle

YO YY)
==Yy =syy+y " (y—ay) -y (—23)| =0

Dans cette équation, les coefficients de y”2, y2, ¥’ y” sont

—— -, d
2
a,=— 3"%,
! =t ye m??
2[)|= 235 — XS,

Pour que le coefficient @, fit nul, il faudrait

2

—st—=s54xz3'=o,
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équation de Clairaut qui donne, par la différentiation,

— 25334+ x3"=0
on
l)’ = 0.
On a alors, ou bien

[3
Il
o
-
4]
I
o

ot s=cx — ¢,
ou bien

&
N

— 23+ x=o0, s=

PN

On ne peul pas avoir 5 = cx — c¢?, car les fonctions 5, x ¢t 1 qui for-
ment les cocfficients de A%, Lk et k* dans

y=~hs+hkx + K

ne seraicnt plus lindairement indépendantes; on ne peut pas avoir
x? .
3= 7o car alors on aurait

y= (h% + k)i,
ct y serait le carré de Pintégrale générale d'une équation linéaire :
I'équation différentielle en y, ¢(y,y’,¥") = o, scrait alors de la pre-
miére classe, caractérisée par @, = b, = o, ct I'on retomberait dans un
cas examiné en détail (p. 393).

Dans notre équation, l'invariant

A5=aoaz— b‘:

A,=z’”(z — f))

a pour valeur
4

ct, d’aprés ce que nous venons de voir, cet invariant n’est pas nul.
Cela posé, on.vérific immédiatement I'identité

d 3" 7o M Wyl - - -’ ” v ”
B 2L y=(Fy -y 2y (e — 5 =) + YT (25 — @) + y2'|;
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cc (ui montre que, conformément a la premiére partie du théortme,
I’expression

dy .
- M

sc décompose en deux facteurs linéaires en y, y', y”, y" pour

M
A= 235 - L'un de ces facteurs égalé a zéro,
:I/ylll — yll :III — 0’

donne une équation linéaire du troisitme ordre admettant pour inté-
grales linéairement indépendantes

le deuxi¢me facteur, dont la valeur est -5, égalé a zéro,

dy

dy’

(27) 2y’ (3 — 5 —3*)+ys' (25— x)+ys"=o

donne une équation linéaire du second ordre admettant comme inté-

grales particuli¢res des intégrales singuli¢res de Péquation ¢ = o.
Nous avons ainsi démontré que, si I'équation différentielle

YOy ¥y )=ay?+ay*+a,y*
+ 20, Yy '+ 2byy +2b,yy' = o
a pour intégrale générale
(26) y = h*u,+ hku,+ k*u,,
I'expression

dy
7 — M

est, par une détermination convenable de A en fonction de x, décom-
posable en un produit de facteurs linéaires et homogénes en y, y',

Yy’ .

Réciproquement, si ’on peut trouver un facteur A, tel qu

(28) & _w=Ppq,
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P et Q étant lincaires et homogeénes en y, ¥/, ¥, ¥”, I'équation ¢ =0
aura pour intégrale générale une expression de la forme (26 ). En eflet,

, . . dy . ,
I'un des deux facteurs P et Q contiendra scul ", puisque = contient y

au premier degré. Supposons que le factcur P contienne seul y”: alors
I’équation
P=o

scra une équation différentielle linéaire et homogeéne du troisi¢me ordre
ayant pour intégrale générale

¥y =G0+ Cy0.4 Cyvy,

C,, G,, C, désignant des constantes arbitraires.
Si, dans I'identité (28), on remplace y par cette expression, on a,
(uclles que soient les constantes C,, C,, C,,

d e
X _M=o0, Y=Celu,

C étant une constante, fonction de C,, C,, C,,
C=9(C,, G, C,).

Cette fonction ¢(C,, C,, G,) est une fonction homogéne ct du se-
cond degré de C,, C,, C,; en effet, si, dans la forme quadratique

o V(YY)
on fait la substitution
y=0¢, + Cyey+ Cyoy,
y'=GC,¢, + Cy¢, + C,v),
y' = C,¢, + Gy, + C, v},

on obtient évidemment une forme quadratique de C,, C,, C,; en outre,
le discriminant de la forme { étant supposé différent de zéro, il en est
de méme du discriminant de 9(C,, C,, G,). On pourra toujours rem-
placer C,, C,, C, par trois autres constantes K, K,, K, lices a C,,
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C,, C, par des relations de la forme

Ci=a, K +¢,K,+2a,Kk,,
Cr=a, K, +a,Ky+ay, Ky,
Co=1a; K, +2,K, +a,K,,

les a;; ¢tant des constantes dont le délerminant n’est pas nul, de telle
facon (ue la forme quadratique 3(C,, C,, C,) prenne la forme ré-
duite
KK, —K3;
Fexpression de y,
y=0C0,+ Cye,+ Gy,
deviendra alors
y=K,u,+K,u, + K, u,,
si L'on pose
U= ¥ Uyt €g;0, (i=1,2,3);

et T'on aura identiquement, quelles que soient les constantes K,,
K., K, )
Y020 =(KiKs — K)eltee.

Si l'on fait, en particulicr,
K, = /A2 K, = Ak, K, =A%, K,K;— Ki=o,
on voit que Pexpression
y = hu,+ hku,+ k’unA

est unc solution de I'équation ¢(y, ¥, ") = o avec deux constantes
arbitraires / et k : c'est donc I'intégrale générale.
Si, dans I'identité

dd
2’;'—)‘4"=PQ,

on prend le second facteur Q pour 'égaler & zéro, on a une équation
linéaire du second ordre dont I'intégrale générale est

Y=Y +8&Yn

Journ. de Math. (§* série), tome V. — Fasc. 1V, 183q. 33
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&y et g, désignant des constantes avbitraives. En remplacant y par
cette valeur dans Pidentité

dy
7 — M =LQ
on a
d"f »dx
(7;—-7&'4&:0, '+=Gcf""‘,

G ¢tant une fonction homogéne et du second degré de g, et g,
G=w(g, )
Si donc on établit entre g, ct g, la relation

(g1 g2)= 0,

g
&0

(qui fournit en général deux valeurs pour le rapport =5 la fonction

-—
8

=Yg

.

sera une solution de 'équation ¢ (¥, ¥/, ¥”) = 0} on obticnt ainsi des
intégrales singuliéres, comme il est ais¢ de le vérifier sur I'équation ré-
duite de la page 405, admettant pour intégrale générale
v=NWs+ hkxe+ k*.

Ces intégrales singuliéres se déduisent de I'intégrale géncrale par les
méthodes connues; nous les indiquons plus loin (p. 414).

Le théoréme précédent peut étre étendu a des équations de Lous les
ordres et de tous les degrés, comme nous 'avons montré¢ dans une

Note présentée a I’'Académic des Sciences le 12 novembre 1888.
Ezxemples. — 1.’¢quation

(29) 3aty"” — 2y Quy' +y)+ 4y =0
a pour intégrale géncrale Fexpression

v =~ + hhkx + k2,
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vérifiant 'équation y” = o, ct pour intégrales singuliéres les expres-
sions
3243 32/
y=gx ', Y=g%Hr',

vérifiant I'équation du second ordre

Jety'—3xy'—y =o.
L’équation

vi(2x?— gx*)+ 62 (6 — 1)y’ y'+ 6yy”’ — 36xy* =0
admet l'intégrale générale
y=h~k2*+ hkr+ k*
vérifiant 'équation du troisi¢me ordre
xy"—y"=o
¢t les deux intégrales singuliéres
if@i—:{i dr

Ari—r

y=grfbr —1e ,
vérifiant I'équation du second ordre
¥y (e —qx*)+ 3x(6x — 1)y + 3y =o.

15. Indiquons, pour terminer, quelles conditions doivent remplir
les invariants I, J, K pour qu'une équation

(lo_),'l2+a2y,2+ a‘\y2+ 2b‘yly"+ szy,y + 21)3)’}/’: O,
ou '
azo, A2o,

admette une intégrale de la forme précédente

y=hu, + hka,+ Ku,.
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Cette équation étant ramenée & la forme canonique
O=Y24+1Y*+JY2+2KYY =0,
ou la variable indépendante est X, nous désignerons par I’y J' el K’ les

dérivées de 1, J, K par rapport i X.
I'n désignant par A une fonction de X, on a identiquement

B AP =2 YY"+ aKYY" = MY 4+ (I = M) Y2 - (J' = 1) Y*
+2(1+K)Y Y + 2 (K - AK) YY"+ 2 JYY".

11 faut exprimer que, pour une détermination convenable de 7, celte
~expression se décompose en un produit de facteurs lincaives de la
forme
2 Y +2Y ' +BY + Y (Y +eY +cY).
“n identifiant les termes en Y”, on trouve immédiatement
8 =o, e=K,

puis, en remplagant ¢ ct € par ces valeurs,

2% == — A, I'—Al=o, J'—A) =2vK, I+ k=3
K'—)\K="[+1Ks ‘]=Kt6

L’élumination des indéterminées A, 2, 3, v donne les deux conditions
J—K*=IKk, I(J) = 2KK) =TI - K?),

dont la scconde s'éerit

J—2KK _ U

=K T U
el, en intégrant,

J -K*=IC,

C désignant une constante. En é¢galant ces deux valeurs de J — K#, on
a la condition

(K—C)I=o,
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(qui donne

(30) : [=o, J—K*=o,
ou hien
(3!) K:(:, J..—..:C’-—i— Cl.

Les premicres conditions (30) ne peuvent pas étre remplies, car elles
expriment (ue le diseriminant de la forme canonique est nul. Les con-
ditions nécessaires ct suffisantes pour que I'équation ait unc intégrale
générale de la forme indiquée sont donc les deux conditions (31). Si
ces conditions sont remplies, on a

' I cY
’ 1‘————;-" ’{=—;—l-’ B=I+C.

—

A=

=

[.'équation du troisitme ordre qui sert & trouver P'intégrale générale
est alors

va‘__ _I_l_ ‘:’ﬂ+([ + C)Yl_ _(_:ll 'Y =0
al ~ a2l ’
¢t celle du deuxiéme ordre qui donne des intégrales singuhéres
Y+ CY =o,

dont I'intégration est immédiate.
Ainsi, lorsqu’une équation homogéne du second degré en y, y*, 3"
admet pour intégrale générale

y = h*u, + hku,+ k*u,,

/et k ¢tant des constantes arbitraires, la transformation qui ramene
cette équation 4 la forme canonique raméne en méme temps I'équation
linéaire du second ordre donnant les intégrales singuli¢res a la forme
immédiatement intégrable

Y +CY=o.
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On vérifiera sans pcine que, si 'on substitue l'intégrale géncrale de
cetle équation
Y =g,V + gpe ¥R

dans I’équation canonique, on trouve

S8182= 0)
de sorte que
. - /e - —xJ=T
Y =g,e“f_‘(', Y = g.c XV=¢

seront les deux intégrales singuliéres de I'équation canonique.
Appliquons ce résultat a I'équation formée précédemment page 405

(32) —y*(5*+s—as3 )+y y's"(25'— )+ vy — %5 =o,
(qui a pour intégrale générale
y="s+ ke + k*

el (ui admet deux intégrales singuli¢res vérifiant I'équation linéaire
du sccond ordre
(33) — oy (5% +s5—x5')+y'5" (25 —c)+ 3"V =o.

Nous verrons qu’en faisant

q

i B Bt s s
— !” - -~

on a, pour l'expression des intégrales singuliéres de I'équation (32),

_ 1fﬁ§,,, s/.i
— *J @ — o Jae
y=gee y Y=g :

g, ct g, désignant des constantes arbitraires. On obtiendrait immné-
dntement ces deux intégrales en cherchant les solutions communes
aux équations (32) et (33). I ehmmatmn de y” entre ces deux équa-

tions donnera deux valeurs pour £ ¥ : les valeurs correspondmtcs de y
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sont celles que nous venons d'indiquer; on vérificra qu’elles satisfont
hien aux deux ¢quations.

16. La forme canonique précédente trouvée pour I'équation
a,y?*+a,y +a, y+20, 'y +2b,y'y +20,yy’=o0

a ¢té établie dans Phypothése que g, ct A, = a,a,— 07 sont diflérents
de zéro. Voyons ce qui arrive si A,=o0. Alors on pourra toujours
faire un changement de fonction et de variable

Y=YU(x), I =M(e),

de facon & annuler le terme en Y'Y” : on trouve ainsi (p. jo1)

. b,
A‘ll s | 8L . bl s __ - '—‘od.r
"T-i'-_"(r-—-—‘ay .\IU——C

Comme nous 'avons vu a Yendroit cité, le cocfficient 2, de Y'* se¢

22

reduit alors a

—— Ay, c’est-a-dire & séro, et le cocfficient 3; de YY'
Ll

devient — LAt B3,.
&,

La (uantité¢ B, n’est pas nulle : car on a identiquement
A, A, — B}=¢a,D;

comme A, estnul, si B, P'était aussi, on aurait D = o et le premier
membre de I'équation différentielle se décomposerait en facteurs li-
néaires. On pourra alors déterminer M de fagon & rendre le cocfficient
2, de Y”?, dans I'équation en Y, égal au cocfficient 3, de 2YY’ : ona
ainsi, d’apres les expressions (17) de la page 401, ol I'on remplace «
ctw par Uet M,

aM'Ur=— T2

0

3

Puis on a
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En divisant lous les termes par 2, = a,M*U?, on raméne ainsi
['équation & la forme canonique

Y 4 PY? 4 2QYY"+ 2YY' = o,

avec deux invariants absolus P et Q dont lc\prcssmn est facile &
former. La variable canonique X est aussi un invariant absolu. Tout
invariant absolu de I’équation cst une fonction de P, Q et de leurs
dérivées par rapport 4 X et réciproquement.

11 scrait aisé de trouver quelles conditions nécessaires et suffisantes
doivent remplir les invariants P el QQ pour que I'équation soit réduc-
tible & une autre & coefficients constants ouadmette un facteurintégrant.
Mais je laisse de coté cette question, qui se traiterait comme les ques-
tions analogues précédentes, pour ajouter quelques remarques sur les
¢quations homogcénes du second ordre et du second degré & coefficienis
constants.

17. Lorsque, dans I'équation
Ay +a,y*+a,y '+ 20,y y + 20, V' v + 20, yy' =0,

ay, Qyy @y, by, by, by sont constants, (a,Z o), lintégration de I'équa-
tion se fait par les méthodes élémentaires en remplacant »” par

d A’ . ’ . * ’ .
v 2);, ce qui donne une équation homogéne entre 3 et ¥ Tl existe

alors des solutions de la forme
.,), — I‘.el.l'.

k étant une constante arbitraire et 7 une racine de I'équation caracté-
ristique

f(r) =a,r + 20, + (ay+ 2b,)r* + 20,1 + a, =o.

Parmi les solutions ainsi obtenues, les unes sont particulicres, les
autres singuliéres, tandis que, dans le cas de @, = o cxaminé précé-
demment, elles sont toutes particuliéres. Clest ce qui résultera d un
exemple que nous allons donner.
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Si les coefficients a,, a,, a,, b,, by, by sont de la forme

a,=(x—a)e, a=(x-a)ie,, a=a,,
b, =(z — a)*B,, b, = (z — a)*B,, by = (z — a)Bs,

ol @, a,, %y, &, B,, B,, B, sont des constantes, on raménera cc cas au
précédent par le changement de variable

r—a=e".
[.’équation admettra alors des solutions de la forme
Y= k (.’L’ - a)r,
r étant racine de I'équation

a(r)y=o,r*(r—i1)?+a,r*+a,+28,7*(r —1)
+ 28,7 (r—1)+af,r=o.

Certaines de ces solutions sont particuli¢res, d’autres strguliéres. Par
cxemple, I'équation (29)

3oty —2y"(3zy’ +y)+ 4y =o,

déja examinée a la page 410, rentre dans cette catégoric : clle admet
des solutions de la forme

y=ka",

7 ¢tant racine de I'équation
o(ry=3r3(r—1—ear(r—=1)Q@3r+i1)+4r*=o.

Cette équation du quatri¢me degré a pour racines

0, 2,

3+2y3 3—3/3
3 3

Comme l'intégrale générale est

y = hk*x*+ hkx + k2,
Journ. de Math. (4 série), tome V. — Fasc. IV, 188g. 54
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on voit quc les valeurs 7 = o, » = 2 donnent des intégrales partice-
liéres correspondant i & = o, k = o, tandis que les valeurs

.__3+12V3 L 3—2\3
r=— r=-—

donnent des intégrales singuliéres.
Ces conclusions peuvent étre étendues aux ¢équations homogenes
d’ordre ct de degré supéricur i cocfficients constants.

18. Unc ¢équation homogéne du second ordre de degré n, ne con-
tenant 5" qu’au premier degré, c'est-i-dire une équation de la forme

(‘-’l) .y"‘l)n—c (,)'a )’I) = q‘.u (.)'a ) ',)-

ol ®,_, et ¥, désignent des fonctions homogenes de y et y' de degrés
n et n—1,sc rameéne i une des ¢quations ¢tudices dans la premidre
partic, par la substitution

y = (,ﬂull"
(ui donne

e fgf_‘l',,(l,ll)——ll!‘b,,_,(l,H).
(35) dr D, (1, )

On pourra réduire cette ¢quation & la forme canonique indiguée dans
la premicre Parlic ct reconnaitre, comme nous 'avons vu, si elle esi
réductible a une équation & coefficients constants, par les substitutions
employées dans cette premicre Partic.

Lorsque les cocfficients de I'équation (34) sont constants, I'équation
(35) donne . en & par une quadrature, puis I'¢quation

logy =fudr

donne log y en & par une quadrature portant, comme la préeédente.
sur une fonction rationnelle. L'équation (34) admet alors des inté-
grales particuliéres de la forme ke, 1 étant racine de I'équation

W, (1, r)—1r®,_  (1,r)=o0.

On étendrait aisément & ce cas le théoréme de la page 399.
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Sil'on a une ¢quation homogeéne du second ordre de degré n > 2 &
cocfficients constants, contenant y” a4 un degré plus élevé que le pre-
mier, elle admet encore des solutions de la forme ke, mais ces solu-
tions peuvent étre singuliéres. Ainsi 'équation

Yy =y +y (" —y)=o
a pour intégrale générale

), —_ Cesm(xa u)’

(et « désignant des constantes arbitraires, et pour intégrales singu-
lieres
y= kc’, y= ke=.

19. Unc classc importante d’équations homogénes se compose des
¢uations dont P'intégrale générale peut se mettre sous la forme

(3(\)) — C|"|+ C,llg+-.-+C"’l”
. —_— b
Gl"|+ Gg“g -+.. .+G’,(’p

ou Gy, Gy, ..., G, G, Gy, ..., G, désignent des constantes arbi-
lraires, U,y U,, ..., u, des fonctions linéairement indépendantes, ¢,,
P4y ++y ¢, des fonctions linéairement indépendantes; cette expression
de y est donc le quotient de I'intégrale générale d’une certaine équa-
tion diff¢renticlle linéaire homogéne d’ordre n par I'intégrale générale
d’unc équation différenticlle linéaire homogéne d’ordre p. L'équation
différenticlle en y, obtenue par P'élimination des constantes

p9

C, G, .... G G, G, ... G
sera dordre (2 + p — 1), homogéne ct de degré n; la transformée en
% sera homogeéne ct de degré p.

; . u . i
Pour le montrer, faisons y = -, I'expression (36) donnera

G,uv,+ Gyuo,+...+ Gyuv, — C,ou, — Cyouy—...— C,ou,= o.

En différentiant cette équation (n +p — 1) fois et éliminant les



(37)

dan+pr—1 d.eh+p=1

f20 P. APPELL,

conslantes arbitraires entre les (n + p) équations ainsi formdées, on
obtient 'équation différenticlle cherchée

uv, - uw, cee uv, ou, cu, e cu,
due, d us, duve, deu, dviu, dvuy,
dx dr T dr dr dr ot dr
duy, drav, aA*uv,, a?vu, dcu, d2cuy,
dxc? da? T d.r? dx? dr? e d.r?
dn+r—1 e, n+p—1 ey dn+p-1 uy, dadr+r-t 2 dnr+pr—1 Oty dn+n=1 Clty

‘. dan+r=1 d.l"“"'_‘ ({.I‘n+p-l v ({.I'""'""'
On reconnait (que cette équation est d'ordre (72 + p — 1) par rapport
A uct e; clle est homogene ct de degré p par rapport & u et & ses dé-
rivées, homogéne et de degré 2 par rapport i ¢ et i ses dérivées. St lon
fait e =1, 0na

u=y,
ctst lonfaitu=1,0na

RI=

ce (ui démontre la proposition ¢noncée ci-dessus relativement aux

¢quations différenticlles en y et en ;—

Soient
(At dite d"*u du
dz" a. dx"=? + % d.ri—1 et Xy dz + 2, U.
(38)
dre dr-ty arzy 7 dy f
El_ﬁ = 3‘ dap?—1 + 32 drr? +.o0+ ljp—l ’(7;. -+ (51)‘

les équations différentielles linéaires admettant pour intégrales giné-
rales, la premicre |

Cu+Cuy+...+Cru,,
la seconde

Giog+ Gue, .0+ Gpop.

L’équation (37 ) sera vérifiée si I'on y met pour « ct ¢ les fonclions les

= 0.
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plus générales vérifiant les équations (38); & I'aide de ces équations,
on pourra, par différentiation, exprimer toutes les dérivées de «
d’ordre supéricur & (22— 1) cn fonction linéaire homogéne de w et de
ses (n — 1) premicres dérivées; on pourra de méme cxprimer toutes
les dérivées de ¢ d’ordre supérieur & (p — 1) en fonction linéaire homo-
gine de e et de ses (p — 1) premicres dérivées. Ces expressions, por-

tées dans P'équation (37), la vérificront identiquement, quelles que
soient ’

du d*u di~tu
“ T o U T
. de  die dr=t¢
“oar a7 deev

De 4 un moyen de reconnaitre si une équation différenticlle d'ordre ¢,

homogenc ct de degré p par rapport & y et a ses dérivées, admet unc
intégrale générale de la forme

— Clll1+ C’ui‘F.o -+Cnll"_
- G]"|+G3"’+-.-+GI,9P

On aura d’abord

g=n-+p-—1, n=gq—(p-—1),
ce (ui exige ¢ > p — 1. Le nombre n étant ainsi déterminé, on fera
u . ’ . ' . )
¥ = -» et il faudra que I'équation transformée soit homogene et de

degré nen o. Enfin il restera & essayersi 'on peut trouver des fonctions
de x, 2y, yy ooy @y B4y Bay -+ oy 3, telles, qu'en faisant

d*w __  drlu dn—2y
dor = Xidgemt T % s e Gl
dr v dr-1y¢ dr—2yp
Zzp = B =i B = e Bt

' . (13 . ey e . .
F'é¢quation en - soit vérifiéc identiquement, quelles que soient

du d3u d1u
Y T odw " den

de div dr-t¢
0, -

& a7 D
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20. Supposons, par exemple, que l'on fasse

n=a2, pP=2,

. _ Cuy+Cyu,
o) = G+ Gy

. . T3 . ey
[Féquation en y = = scra alors du troisiéme ordre
ue, ue, eu, Uy

duvy, duey  dvuy,  deu,
dr dr dr dr

4 —
(h0) drav, diuey dicu, dieu, | T
dr? dx? dx? dx?
dduey dPucy dicu,  dicu,
drt dx*  dx? dx?

homogéne et du second degré par rapport & la fonction « et & ses dé-
rivées, ct par rapport & la fonction ¢ et & ses dérivées.

Si l'on fait ¢ =1, ¥ =y, on vérific immédiatement que la plus
haute dérivée y” figure au premicr degré dans I'équation différentielle,
que le terme en y”"y” a un cocfficient nul, et que le terme en y”y” a
pour cocfficient

’ N ’ ’ ’
(020. - ‘102)(u2u| —u, ua)?

expression différente de zéro, car les fonctions ¢, et o, sont linéaire-
ment indépendantes, u, ct u, également. L'équation différenticlle est
done de la forme

() VY@ b)) taytraytvay
. ! + 2D, y'y"+2by"y +2b,yy = o.

La transformée en 5,'-, obtenuc en faisant u = 1, doit étre de la méme
forme. Sil'on a une équation du troisi¢eme ordre de la forme (41) telle

o 1 . A . . o o
(que la transformée en 5 Soit de la méme forme, pour voir si son inté-

v
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grale générale cst

_ Ciuy+ Cyuy
G9) = G+ Gar’

[ 0 . [ M
on posera y = - ct 'on cherchera & vérifier 'équation proposce en fai-
sant

W=, u+ a,u, u = (o} + o, + o) u' + (2, 0+ @)U,
=B+ B0, =B+ B+ B+ B+ B

Pour que I'intégrale générale soit de la forme ( 39), il faut et il suffit
(jue, pour des déterminations convenables de a,, a,, B, 8., les expres-
sions précédentes de u”, u”, ¢, v" vérifient I'équation en :-f, quelles que
soient u, ¢, ', ¢'.

On peut ramener les équations du troisiéme ordre ct du sccond
degré du type (41) & unc forme réduite, dans laquelle b ct b, scront
nuls; les cocfficients restants sont alors des invariants absolus. 1'appli-
cation de la méthode précédente fournirait les relations nécessaires et
suffisantes qui lient ces invariants lorsque lintégrale générale de I'é-
(quation cst de la forme (39).

21. On pourrait plus généralement chercher un caractére distinctif
des équations dont I'intégrale générale scrait de la forme

Ciuy+Cytty+...+Cuuy
= 9
Giey+Gyoy+...+Gpe,

les constantes C,, C,, ..., G,y Gy, Gy, ..., G, étant lices par m rela-
lions homogenes. Dans ce cas, I'intégrale générale ne dépendrait plus
(ue de (» + p —1— m) constantes arbitraires, et Péquation différen-
tielle scrait d’ordre (2 + p —1 — m). Mais nous laissons pour une
autre occasion cette étude, qui donnera une extension importante au
théoréme que nous avons eu 'honneur de présenter a I'Académic des
Sciences dans la séance du 19 novembre 1888.



