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GEORGES HALPHEN. 3',5 

Georges Halphen ; 

PAR M. CAMILLE JORDAN. 

Notre collaborateur et ami, M. Georges Halphen, a succombé, le 
21 mai dernier, aux atteintes d'une maladie imprévue qui est venue le 
frapper dans toute la force de son talent. 

La franchise et la loyauté de son caractère lui avaient fait des amis sin-
cères de tous ceux qui le connaissaient; mais ils ne sont pas seuls à s'af-
fliger d'une perte à laquelle aucun de ceux qui s'intéressent aux sciences 
ne saurait rester indifférent. 

Les liens d'affection qui nous unissaient et la part importante qu'il a 
prise à ce Journal nous font un devoir de retracer ici, en quelques lignes, 
cette carrière si courte et si bien remplie. 

11 était né à Rouen, le 3o octobre 1844· Après de brillantes études 
au lycée Saint-Louis, il entra à l'Ecole Polytechnique en 1862 et en 
sortit, deux années après, comme officier d'artillerie. Il prit part en cette 
qualité à la guerre de 1870-1871 et fut décoré pour action d'éclat sur 
le champ de bataille de Pont-Noyelles. 

En 1872, il épousa Mlle Aron. Six enfants sont nés de cette heureuse 
union, qu'aucun nuage ne vint jamais assombrir. A défaut d'une longue 
existence, Halphen aura eu du moins le bonheur inestimable de trouver 
dans la douce intimité de son foyer une consolation dans les peines de 
la vie et un encouragement pour ses travaux. 

En 1873, il entra à l'École Polytechnique comme répétiteur, fonction 
qu'il exerça pendant quatorze ans. Chargé en outre des examens d'ad-
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mission pendant les trois dernières années, il laissa dans ce trop court 
passage le souvenir d'un examinateur incomparable. 

En 1886, il fut élu membre de l'Académie des Sciences, à la presque 
unanimité des suffrages. 

L'année suivante, il se décida à quitter l'École Polytechnique pour 
prendre un service plus actif dans l'année. Cette détermination inspira 
un peu d'inquiétude à quelques-uns de ses amis. Ils se demandaient si 
ces nouvelles fonctions ne l'obligeraient pas à ralentir son activité ma-
thématique et si l'acquisition faite par l'armée d'un excellent officier 
serait une compensation suffisante au dommage à craindre pour la 
Science. Qu'auraient-ils dit, s'ils avaient pu prévoir que, consacrant 
les jours à ses devoirs professionnels et les nuits à ses travaux scien-
tifiques, leur pauvre ami, accablé sous cette tache écrasante, serait si 
promptement ravi à leur affection ! 

Mais il ne mourra pas tout entier; les Œuvres qu'il a laissées feront 
vivre son nom tant qu'il y aura des Mathématiques. 

Son premier travail, Sur l'intégration des équations linéaires, date 
de 1864 ; mais c cst seulement en 1869 qu'il commença à donner sa 
mesure par ses recherches sur la Géométrie énumèralive. Cette branche 
de la Science, alors toute nouvelle, a pour but de dénombrer les figures 
d'une espèce déterminée qui satisfont à un système de conditions 
donné. 

La première question traitée par Halphen dans cet ordre d'idées est 
la suivante : « Trouver le nombre des droites communes à deux con-
gruences données. » Il la résolut par une formule aussi simple qu'élé-
gante. 

Enhardi par ce premier succès, il aborda l'étude des systèmes de 
coniques, qui formait alors le principal objet de cette géométrie nouvelle. 
On s'occupait surtout de rechercher combien, dans un système de co-
niques défini par quatre conditions, il y en a qui satisfassent à une 
nouvelle condition donnée. 

M. de Jonquières avait montré le premier que, dans un grand nombre 
de cas, le nombre cherché est égal à αρ, p. désignant l'ordre du système 
de coniques, et α un autre entier, ne dépendant que de la nouvelle con-
dition. Chasles, qui s'était jeté avec une véritable passion dans cette 
recherche, à laquelle il a consacré toute la fin de sa vie, avait obtenu 
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par induction la formule plus générale αρ. ■+- βν, ρ et ν désignant l'ordre 
et la classe du système, α et β deux entiers ne dépendant que de la 
condition. Les exemples fournis à l'appui de cette formule étaient si 
nombreux et si variés, que personne ne doutait plus qu'elle fût gé-
nérale, bien qu'aucune démonstration tout à fait concluante n'en eût 
encore été apportée. 

Halphen entreprit de donner cette démonstration; en 1873, il crut 
même y être parvenu. C'est ainsi qu'Abel préludait à ses immortels 
travaux sur les équations algébriques en essayant de résoudre l'équation 
du cinquième degré. La question était d'ailleurs si délicate que plu-
sieurs géomètres éminents cédaient à la même époque à une illusion 
toute semblable. Il nous suffira de nommer ClebschctM. Lindemann, 
qui s'est illustré depuis par sa découverte de la transcendance du 
nombre π. 

Halphen ne tarda pas à s'assurer que certains cas singuliers échap-
paient à sa démonstration. Il n'était pas homme à reconnaître une 
erreur sans s'occuper aussitôt de la réparer. Il découvrit bientôt que 
ces exceptions étaient dues a la présence dans le système d'une variété 
de coniques dégénérées dont l'existence n'avait pas été soupçonnée avant 
lui, ce qui lui permit de fixer avec précision dans quels cas les formules 
de de Jonquières et de Chasles sont applicables. Il parvint enfin à la dé-
termination complète du nombre des coniques satisfaisant à cinq con-
ditions quelconques. Ce nombre s'exprime symboliquement par un 
produit de cinq facteurs, dont chacun ne dépend que d'une seule des 
conditions données. 

Ce beau théorème, si différent de ce qu'on avait pu prévoir, tranchait 
définitivement cette question si longtemps controversée. Halphen pou-
vait désormais aborder de nouveaux champs de recherches. 

La théorie des points singuliers fixa la première son attention. Cette 
étude, si importante à la fois pour la Géométrie et pour l'Analyse, était 
encore peu avancée. On avait bien analysé l'influence des « singularités 
ordinaires » ; mais il restait beaucoup à dire sur les singularités plus 
complexes. Parmi les géomètres éminents qui se sont attachés à élu-
cider ces questions, Halphen se mit au premier rang. Fidèle à son ha-
bitude constante de creuser tous les sujets qu'il touchait et de ne rien 
laisser d'inachevé, il n'y consacra pas moins de quinze Mémoires, où 
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sont traités successivement tous les points principaux de la théorie. 
Parmi les résultats, aussi nombreux que variés, qu'il a obtenus, nous 
nous bornerons à citer : 

La détermination du nombre des intersections de deux courbes ab-
sorbées par un point singulier; 

Celle de rabaissement produit dans la classe et dans le genre d'une 
courbe par la présence d'un point singulier; 

Deux démonstrations nouvelles et directes de la loi de la conservation 
du genre dans les transformations birationnelles; 

Deux méthodes nouvelles pour transformer une courbe quelconque 
en une autre qui n'ait plus que des singularités ordinaires; 

La découverte de la loi régulière suivant laquelle varient les ordres 
et les classes des développées successives d'une courbe; 

Fnlin la détermination sur une courbe algébrique du nombre des 
points qui satisfont à une équation différentielle donnée. 

Kn 1877, Halphen étendit la solution de ce dernier problème aux 
courbes gauches. 11 annonçait en même temps être en mesure de 
traiter la même question pour les surfaces; mais, entraîné vers d'autres 
recherches, il se borna à donner un exemple, en assignant le degré de 
la ligne des points paraboliques. 

C'est en effet l'année suivante qu'il présentait à la Faculté des 
Sciences de Paris sa mémorable Thèse Sur Ira invariants dijfr/vn-
tiels. Il donne ce nom aux expressions différentielles qui se repro-
duisent à un facteur près par une transformation homographique. 
Parlant de cette définition, il expose un procédé qui permet de les 
construire successivement sans en omettre aucun. 

Un autre travail, qui suivit de près le premier, contient l'extension 
de ces principes aux invariants différentiels des courbes gauches. 
Comme application de cette théorie, il forme les équations différen-
tielles des cubiques planes et gauches, des courbes biquadratiques, des 
lignes tracées sur les surfaces du second degré, etc. Ces exemples de 
calcul sont loin de donner une idée suffisante de la portée d'un travail 
par lequel la notion de l'invariance, déjà si féconde en Algèbre et en 
Géométrie, se trouvait transportée dans le Calcul infinitésimal; mais un 
nouveau Mémoire d'Halphen ne tarda pas à la mettre en pleine lu-
mière. 
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L'Académie des Sciences avait proposé comme sujet du Grand Prix 

des Sciences mathématiques pour 1880 la question suivante : « Per-
fectionner en quelque point important la théorie des équations diffé-
rentielles linéaires à une seule variable indépendante. » Ce concours 
restera célèbre à plus d'un titre ; car c'est alors que les fonctions fucli-
siennes firent leur première apparition sous la plume de M. Poincaré. 
Halphen, de son coté, s'était proposé de déterminer les équations 
linéaires réductibles par un changement de variables aux formes que 
Γ011 sait intégrer. Nous ne saurions mieux faire, pour donner l'idée de 
ce grand travail, que de reproduire ici le texte du Rapport de M. Her-
mite : 

« Dans les travaux dont la théorie des équations différentielles .a 
été récemment l'objet, on a eu principalement en vue d'obtenir l'inté-
grale clans les cas où elle peut s'exprimer par des fonctions uniformes 
de la variable. Les belles découvertes de M. Fuchs, qui ont joué le 
principal role dans ces recherches, servent également de base pour 
l'étude plus profonde et plus difficile entreprise par l'auteur du Mé-
moire n° 1. Il part de ce fait que la transformée d'une équation diffé-
rentielle linéaire obtenue en substituant à la variable indépendante une 
fonction quelconque d'une nouvelle variable est une équation linéaire 
de même ordre, et qu'il en est de même si l'on multiplie l'inconnue 
par une seconde fonction arbitraire de cette nouvelle variable. Cela 
étant, l'auteur se propose de déterminer ces deux fonctions, de manière 
que l'équation transformée soit à coefficients constants, ou bien soit 
intégrable au moyen de fonctions uniformes, simplement rationnelles 
ou doublement périodiques. Ces questions sont, comme l'on voit, aussi 
importantes que difficiles : la solution complète et générale, qui est 
exposée dans le Mémoire, montre un talent mathématique de l'ordre le 
plus élevé. Rien n'est plus intéressant que de voir s'introduire dans 
cette recherche de Calcul intégral les notions algébriques d'invariants 
qui ont pris naissance dans la théorie des formes, et ces nouvelles 
combinaisons faire apparaître les éléments cachés d'où dépend, sous 
ses diverses formes analytiques, l'intégration d'une équation donnée. 
C'est à M. Laguerre qu'est due l'idée ingénieuse et profonde des inva-
riants et covariants des équations différentielles linéaires; il en a tiré, 
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pour les équations du troisième et du quatrième ordre, plusieurs beaux 
théorèmes, et M. Brioschi s'est aussi occupé avec succès du même 
sujet; mais l'auteur du Mémoire que nous analysons en a encore mieux 
fait ressortir toute l'importance. Il y joint une considération qui joue 
également dans ses recherches un rôle essentiel, c'est celle du genre 
d'une équation algébrique entre deux variables, introduite en Analyse 
par Riemann et qui est si souvent employée dans les travaux de notre 
époque. Des applications exposées avec tous les détails nécessaires 
offrent un grand nombre de résultats entièrement nouveaux et du plus 
haut intérêt. Nous nous bornerons à citer comme particulièrement 
remarquables des équations du troisième et du quatrième ordre conte-
nant un paramètre arbitraire, puis d'autres d'ordre impair se rattachant 
à la division de l'argument dans les fonctions elliptiques, dont la solu-
tion, qui n'est pas une fonction uniforme, est obtenue par ces transcen-
dantes. Nous jugeons que ce Mémoire a ajouté à la théorie des équa-
tions différentielles linéaires des méthodes générales et des résultats 
d'une haute importance, et qu'il est digne du Grand Prix des Sciences 
mathématiques. » 

Encouragé par cette haute approbation, Halphen poursuivit ses 
recherches dans ses Mémoires Sur les invariants des équations diffé-
rentielles du quatrième ordre et Sur un problème concernant les 
équations différentielles linéaires. L'objet de ces travaux est de 
rechercher le parti que l'on peut tirer, pour l'intégration, du fait que 
l'on connaîtrait la valeur d'une fonction entière et homogène de ses 
solutions. 

Le jugement de l'Académie, décernant à Halphen le Grand Prix des 
Sciences mathématiques était a peine rendu, lorsque l'Académie de 
Berlin proposa comme sujet de Concours pour le prix Steiner : « La 
solution d'une question importante dans la théorie des courbes gauches 
algébriques ». Halphen, qui avait déjà publié en 1870 une première 
Note sur la classification de ces courbes, revint à cette occasion sur 
cette œuvre de jeunesse et envoya au Concours un Mémoire étendu 
sur ce sujet aussi difficile qu'important. Cette classification avait été 
poussée avec peine jusqu'aux courbes du sixième degré; Halphen 
établit les principes qui manquaient pour aller plus loin et montra 
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toute l'excellence de sa méthode en donnant à titre d'exemple le ta-
bleau complet des courbes des vingt premiers degrés et des courbes de 
degré 120. L'Académie ne pouvait hésiter à récompenser ce beau tra-
vail, qui fut couronné conjointement avec un Mémoire de M. Nother. 

En dehors de ces œuvres maîtresses, Halphen trouvait encore le 
temps de produire de nombreux Mémoires sur des sujets variés de Géo-
métrie ou d'Arithmétique et surtout sur la théorie des séries. Nous ne 
nous y arrêterons pas, car nous avons hâte d'arriver à la dernière évo-
lution de ce grand esprit. 

Après son élection à l'Académie des Sciences, au commencement 
de 1886, Halphen porta toute son activité sur les fonctions elliptiques. 
Leur théorie lui était depuis longtemps familière : il en avait fait d'heu-
reuses applications à l'intégration de certaines classes d'équations 
linéaires, à des problèmes variés de Géométrie, à l'étude de la courbe 
élastique ; mais il voulut aller plus loin et doter la France d'un Traité 
complet, au courant des derniers progrès de la Science, et où les appli-
cations trouvassent enfin, à côté de la théorie générale, la place qui 
leur est due à tant de titres. Deux Volumes de ce grand Ouvrage paru-
rent coup sur coup avec une incroyable rapidité et dépassèrent encore 
l'attente des géomètres. Restait un troisième et dernier Volume, où 
devaient se trouver exposées les applications à l'Algèbre et à la théorie 
des nombres. C'était la partie la plus ardue de la tâche, et notre 
pauvre ami s'y livrait avec un acharnement qui devait lui être fatal. 
Déjà le travail de préparation approchait de son terme; mais Halphen, 
croyant pouvoir compter sur l'avenir, avait remis à plus tard le soin de 
la rédaction. Les deux premiers Chapitres sont seuls achevés ; de tout 
le reste de cet immense labeur il ne subsiste plus qu'un monceau de 
calculs épars et dépourvus de tout texte explicatif, à l'exception de 
quelques rares fragments. 
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Liste des travaux mathématiques de GEORGES-HENRI HALPHEN. 

Les années indiquées sont celles de la publication (' ). 

I. — GÉOMÉTRIE DES COMPLEXES ET DES CONGRUENCES DE DROITES. 

Ν V A«mi»e» 
1. Sur le nombre de droites qui satisfont à des conditions données. 

[Comptes rendus des séances de l'Académie des Sciences, 
t. LXVIII, p. 142 (4 pages).] 1869 

2. Sur les droites qui satisfont à des conditions données. [Comptes 
rendus, t. LXXIII, p. j44i (4 pages).] »871 

3. Sur les droites qui satisfont à des conditions données. [Comptes 
rendus, t. LXXIV, p. 4i (4 pages).] 187 ? 

't. Applications nouvelles d'une proposition sur les congruences de 
droites. [Bulletin de la Société mathématique de France, t. 1. 
p. s53 (4 pages).] 1873 

II. — THÉORIE DES CARACTÉRISTIQUES POUR LES CONIQUES. 

5. Sur les caractéristiques dans la théorie des coniques sur le plan et 
dans l'espace, et des surfaces du second ordre. [Comptes rendus, 
t. LXXVI, p. 1074 (4 pages).] 1873 

6, 7, 8. Mémoire sur la détermination des coniques et des surfaces du 
second ordre, en trois Parties. [Bulletin de la Société mathéma-
tique, t. 1, p. i3o et 226; t. II, p. n (48 pages).] 1873 

9. Sur les caractéristiques des systèmes de coniques. [Comptes rendus, 
t. LXXXIII, p. 53^ (4 pages).] 187e 

10. Sur les caractéristiques des systèmes de coniques et de surfaces du 
second ordre. [Comptes rendus, t. LXXXIII, p. 886 ( 4 pages).]. 1876 

11, 12. Sur la théorie des caractéristiques pour les coniques. [Procee-
dings of the London Mathematical Society, t. IX, nos133 et 134 
(23 pages); Mathematische Annalen, t. XV, p. 16).] 1877 

(l) Nous devons la Communication de cette liste à l'obligeance de M. Gtiocia. 
C. J. 
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13. Sur les caractéristiques des systèmes de coniques et de surfaces du 

second ordre. [ Journal de l'École Polytechnique, XLV" Cahier, 
p. 27 (63 pages).] 1878 

14. Sur le nombre des coniques qui; dans un plan, satisfont à cinq con-
ditions projectives et indépendantes entre elles. [Proceedings 
of the London Mathematical Society, t. Χ, n°» 145 et 146 
(I3 pages).] 1878 

15. Observations sur la théorie des caractéristiques. [Bulletin de la 
Société mathématique, t. VIII, p. 3i (4 pages).] — Réponse de 
M. SCHUBERT. [Ibid., P. 60.) 1879 

III. — THÉORIE GÉNÉRALE DBS COURBES ALGÉBRIQUES. 

16. Sur les points singuliers des courbes algébriques planes. [Comptes 
rendus, t. LXXVIII, p. no5 (3 pages).] 1874 

17. Sur un point de la théorie des fonctions abéliennes. [Comptes 
rendus, t. LXXVIII, p. i833 (4 pages).] 1874 

18. Sur certaines perspectives gauches des courbes planes algébriques. 
[Comptes rendus, t. LXXX, p. 638 (4 pages).] 1875 

19. Sur
 y

le genre des courbes algébriques. [Association française. 
Compte rendu de la quatrième session (Nantes), p. 237 (8 pages).]. 1875 

20. Sur la conservation du genre des courbes algébriques dans les trans-
formations uniformes. [Bulletin de la Société mathématique, 
t. IV, p. 29 (i3 pages).] 1875 

21. Sur les points d'une courbe ou d'une surface qui satisfont à une 
condition exprimée par une équation différentielle ou aux déri-
vées partielles. [ Comptes rendus, t. LXXXI, p. io53 (3 pages).]. 1875 

22. Sur une question d'élimination ou sur l'intersection de deux courbes 
en un point singulier. [Bulletin de la Société mathématique, 
t. III, p. 76 (17 pages).] 1876 

23. Sur le contact des courbes planes avec les coniques et les courbes du 
troisième degré. [Bulletin de la Société mathématique, t. IV, 
p. 5g (26 pages).] 1875 

24. Sur les correspondances entre les points de deux courbes. [Bulletin 
de la'Société mathématique, t. V, p. 7 (11 pages).] 1876 

25. Sur une série de courbes, analogues aux développées [Journal de 
Mathématiques, 3e série, t. II, p. 87 (58 pages).] 1876 

26. Sur la recherche des points d'une courbe algébrique plane, qui satis-
font à une condition exprimée par une équation différentielle algé-
brique et sur les questions analogues dans l'espace [Journal de 
Mathématiques, 3· série, t. II, p. 267 et 371, 72 pages).] 1876 
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J5*\ Année». 

27. Sur les points singuliers des courbes algébriques planes. [Recueil 
des Savants étrangers, t. XXVI (i ia pages).] 1877 

28. Sur les lignes singulières des surfaces algébriques. [ Annali di Ma-
tematica pura ed applicata, a» série, t. IX, p. 68 (38 pages).].. 1877 

29. Sur les points singuliers des courbes gauches. [Association fran-
çaise. Compte rendu de la sixième session (le Havre), p. 13a 
(10 pages).] 1877 

30. Sur les singularités des courbes gauches algébriques. [.Bulletin de la 
Société mathématique, t. VI, p. 10 (17 pages).] 1877 

31. Étude sur les points singuliers des courbes algébriques planes [Ap-
pendice au Traité de Géométrie analytique (Courbes planes), 
par G. SALMON, Ouvrage traduit de l'anglais par O. CHBXIN; Paris, 
Gaulhier-Villars, 1884 (*44 PA£ES).] ISS.'I 

IV. — CLASSIFICATION DES COURBES GAUCHES ALGÉBRIQUES. 

32. Mémoire sur les courbes gauches algébriques (Extrait). [Comptes 
rendus, t. LXX, p. 38o (4 pages).] 1870 

33. Sur les courbes tracées sur les surfaces du second ordre. [Bulletin 
de la Société mathématique, 1.1, p. 19 (2 pages).] 1872 

3'*. Recherches de Géométrie à η dimensions. [Bulletin de la Société 
mathématique, t. II, p. 34 (19 pages).] 1873 

35. Sur quelques propriétés des courbes gauches algébriques ( Bulletin 
de la Société mathématique, t. Il, p. 69 (4 pa&es).] 1874 

30. Mémoire sur la classification des courbes gauches algébriques (cou-
ronné par l'Académie de Berlin). [Journal de l'École Polytech-
nique, LIP Cahier, p. 1 (200 pages).] 1882 

V. — ÉQUATIONS DIFFÉRENTIELLES BT INVARIANTS. 

37. Sur l'intégration des équations linéaires. [Comptes rendus, t. LVII1, 
p. 471 (4 pages).] 1864 

38. Sur les invariants différentiels. [Thèse. Paris, Gauthier-Villars; 
1878 (61 pages).] 1878 

39. Sur les invariants différentiels des courbes gauches. [Journal de 
l'École Polytechnique, XLVIP Cahier, p. 1 (102 pages).] 1880 

40. Sur une classe d'équations différentielles linéaires. [Comptesrendus, 
t. XCII, p. 779 (3 pages).] 1881 

41. Sur des fonctions qui proviennent de l'équation de Gauss. [Comptes 
rendus, t.,XCII, p. 856 (3 pages).] 1881 

42. Sur un système d'équations différentielles [Comptes rendus, t. XCII, 
p. noi (3pages).] 1881 
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43. Sur certains systèmes d'équations différentielles. [Comptes rendus, 
t. XCII, p. i4o4 (3 pages).] «88i 

44. Mémoire sur la réduction des équations différentielles linéaires aux 
formes intégrables (couronné par l'Académie des Sciences), [Be-
cueil des Savants étrangers, t. XXVIII (3oi pages).] i883 

45. Sur quelques équations différentielles linéaires du quatrième ordre. 
[Comptes rendus, t. XCVII, p. 247 (3 pages).] «883 

46. Sur les invariants des équations différentielles linéaires du quatrième 
ordre. [Acta mathematica, t. Ill, p. 3a5 (56 pages).] '883 

47. Sur une équation différentielle linéaire du troisième ordre. (Extrait 
d'une Lettre adressée à M. F. Klein.) [Mathematische Annalen, 
t. XXIV, p. 46i (4 pages).] 1884 

48. 49, 50. Sur les multiplicateurs des équations différentielles li-
néaires (3 Notes). [Comptes rendus, t. XCVII, p. 1408 et I54I, 

et t. XCVIII, p. 134 (9 pages).] i883 et 1884 
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[Journal de Mathématiques, 4e série, t. 1, p. 11 (75 pages).].... i885 
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tion de l'argument dans les fonctions elliptiques. [ Comptes rendus, 
t. LXXXVIII, p. 698 (3 pages).] 1879 
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sitions en deux carrés. [Bulletin de la Société mathématique. 
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OU. Sur le mouvement d'une droite. [Bulletin de la Société mathéma-
tique, t. I, p. 114 (3 pages).] 1873 

91. Sur un problème de probabilités. [Bulletin de la Société mathé-
matique, t. I, p. aai (3 pages).] 1873 
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108. Sur l'équation différentielle des coniques. [Bulletin de la Société 
mathématique, t. VII, p. 83 (1 page).] 1879 
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