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Sur quelques  formudes d’ Analyse utiles

dans la Théorie des nombres;

Par e P. PEPIN, S. J.

1. Je me proposc de démontrer 'ensemble des formules générales
de Liouville, qui reposent sur la partition numérique exprimée par les
¢quations suivantes

n=p+gq, p=aa, ¢g=0bB, u=ds,
dans lesquelles tous les nombres considérés sonl entiers et positifs, pairs
ou impairs, Dans la session du 19 avril 1885 de I'’Académie ponlifi-
ale des Nuovi Lincei, je me suis occupé de quelques-unes de ces for-
mules ct j’ai montré comment elles découlaient de la démonstration,
donnée par Dirichlet, du théoréme de Jacobi, relatif & ladécomposition
du quadruple d'un nombrc impair en une somme de quatre carrés
impairs. Je renverrai & cc Mémoire le lecteur désireux d’approfondir
le sujet quinous occupe; il y trouvera en méme temps de nombreuses
applications & la théorie des formes quadratiques quaternaires.

Dans le présent Mémoire, je considérerai successivement les for-
mules qui ne concernent qu'un scul mode de partition, puis celles ol
I’on compare deux modes différents de partition. Dans un travail sub-
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séquent je donnerai de nouvelles applications des formules démon-
trées.

1. — FORMULES GENERALES RELATIVES AUX EQUATIONS
(1) n=p+q, p=ao, g =08.

2. Soit g(z, y) une fonction paire de et de y, alternée par rap-
port & ces deux variables, ou du moins une fonction qui, pour toutes

les valeurs de « et de y employées dans nos formules, vérific les condi-
tions

(K) s, y)=¢(—my)=¢(= —y) 9(@xr)=—9(y )
Au moyen de cette fonction nous formons la somme triple
S=2[22¢(a— b, a+B)],

dont les termes correspondent & tous les systémes de solutions des
¢quations (1) cn nombres entiers ct positifs, soumis ou non & quel-
ques restrictions dont nous parlerons plus loin. On forme cette somme
en considérant successivement toutes les partitions du nombre donné n
en deux parties entiéres et positives p, ¢. Pour chaque partition, on
décompose les deux nombres p, ¢ de toutes les manicres possibles en
deux facteurs p = aa, ¢ = bB; on combine chaque couple «, a avee
chaque couple b, B ct & chacun des systtmes «, «, b, 8 ainsi obtenus
on fait correspondre un terme g(a — &, + B); la somme de tous ces
termes, pour une méme solution de I'équation n=p + ¢, forme la
somme partielle, indiquée par les deux Z renfermés cnire crochets.
L'autre X indique la somme de toutes ces sommes particlles, relatives
aux diverscs solutions de I'équation n=p + q.

Pour la démonstration que nous avons & faire, il est plus commode
de remplacer le.systeme des équations (1) par 'équation urique

(2) n=aax+ bf,

et de remplacer la triple somme par une somme unique, dont les élé-
ments correspondent aux diverses solutions de I'équation (2).
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Nous partagerons la somme S en deux parties, I'une, S,, relative
a Thypathése @ = b, et I'autre, S,, dont les éléments correspondent
aux solutions dans lesquelles @ ct b sont inégaux. Les termes de cette

derniére somme peuvent se grouper deux & deux au moyen des for-
mules

(A) a, =10, b, = a, @, =B, B,=o.

Lies deux termes de chaque groupe sont égaux; car, en vertu des for-
mules (A) et (K), ona

a,—b,=—(a-10), «,+ B =a+8,
o(a,— by, a.,—i—ﬁ‘)::p(—a+b,a+{3)=:p(a—b,a+ﬁ).

Nous pouvons donc remplacer leur somme par le double de celui
des deux termes qui correspond & une valeur positive de la différence
(@ — b). Lasomme S est alors exprimée par la formule

S=8,+2Z ¢(a—b,a+p),

dans laquelle 2, désigne une somme dont les termes correspondent
aux divers systémes de valeurs entiéres et positives de a, b, a, § pro-
pres & vérifier les conditions

(3) n=aoe+ 0B, a>0b.

3. Nous nous occuperons d'abord de la somme Z, dont nous grou-
perons les termes deux a deux, en faisant correspondre a chaque solu-
tions @, b, a, 8, vérifiant la condition @ > b, une autre solution a,, b,
2y, B,, aw moyen des deux formules

(B) a,——l),:oc—f—ﬁ, O(,—-i—ﬁ‘:a—b,
autant du moins que cette correspondance sera compatible avec les

conditions imposées aux nombres qui figurent dans I'équation (2).
Pour cela, nous écrirons de la maniére suivante les deux solutions



86 PEPIN.

ue nous voulons associer :

(4) n=(a—=b)a+(a+B)b, n=(a,—b)a +(a,+B)b,.
‘n faisant la substitution (B) dans la derni¢re formule, on trouve

1) n=(a—0b)b,+(a+8)a,.

La comparaison des deux formules (4) ct (4') montre que la der-
nicre se trouve veérifiée lorsqu'on joint aux relations (B) les formules
suivanties

(C) by=a+0(a+B), a=0-00a-0),
dans lesquelles § désigne un nombre enticr quelconque. On a done

I.
a,=b—0(a—0), Bi=0+1)(a—-0)—10,
a=a+(0+1)(a+§), by=o-+0(a+8).

Les deux conditions o, >0, §,>0 déterminent le nombre ( au
moyen des deux inégalités

pourvu toutefois que le quotient b 2 (a — &) ne soit pas un nombre
entier; car alors 'une des deux inégalités se changerait en égalité et
I'un des deux nombres #,, 8, serait nul, contrairement i I'hypothése.
Tant que le quotient b ; (@ — b) cst fractionnaire, on vérifie les deux
inégalités (5) en prenant pour valeur de 0 la partic enti¢re de ce quo-
tient. La différence @ -- b étant positive, le nombre 0 est nul ou po-
sitif, de sorte que les formules I déterminent des valeurs positives pour
les quatre nombres a,, b,, «,, §,, ¢t les deux solutions associées véri-
fient en méme temps la conditiona — b > 0, @,— b, > o.

4. Puisque le nombre § a une valeur unique, déterminée par les
inégalités (5), les formules I ne font correspondre qu'une seule solu-
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tion @, b,, ,, B, & chacune des solutions a, b, «, §, dans lesquelles
le quotient b :(a — b) est fractionnaire et positif. De plus, la méme
solution a,, b,, «,, B, ne peut pas correspondre a deux systémes diffé-
rents de valeurs des nombres a, b, a, B; car, si I'on avait, conjointement
avee les formules I, les formules suivantes

o, =0—0(a-1), By=(V+1)(ad—0V)—10,
ay=oa+(0+1)(a+B), =o'+ 0(a + §),

on en déduirait respectivement

2=0,—0(a,— ), B=0+1)(a,—0,)-10,
b=o,+0 (2, +B), a=a+(0+1)(2,+B),
@=0b —0(a,—0,), B=0+r1)(a,~b)—10,
U=a+0(a +B8,), a'=a+ 0 +r1)(e+3,).

Les deux conditions & > o, 8 > o déterminent § par les deux iné-
galités

b,
a—b,

0L <0+r1;4

de méme, les conditions &' > o, B> o exigent que I'on ait

"< alfjbl<0'+;.

On a donc nécessairement 0'= 0 ct par conséquent @' = a, b'= b,
o'=ua, §’=B. [l reste & examiner si les solutions ainsi groupées satis-
font & toutes les conditions imposées. Cela est évident d’abord lorsque
les nombres @, b, «, 3 ne sont soumis qu’a la seule condition d’étre
enticrs et positifs, car la différence @ — b étant positive et le nombre
0 étant positif ou nul, les nombres a,, b, «,, B, déterminés parles
formules I sont nécessairement positifs et satisfont & la condition
a,— b,>o0. Cela cst vrai encore lorsque les quatre nombres «, b,
@, # sont tous impairs, car alors les nombres a,, b,, «,, 8, sont aussi
impairs. Dans ces deux cas toutes les solutions de 1'é¢quation (3) dans
lesquelles le quotient & :(a — b) n'est pas un nombre entier sont
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groupées deux a deux par les formules I, de telle sorte que la méme
solulion ne figure jamais dans deux groupes différents. Mais cela n'au-
rait plus lieu si les deux nombres a, b devaient étre tous deux im-
pairs, tandis que I'un des deux nombres «, 3 serait pair; dans ce cas la
simplification de la somme triple Sne peut plus s’effectuer au moyen
des formules I.

Or les deux termes de la somme Z, qui correspondent aux deux so-
lutions d’un méme groupe forment unc somme nulle; car, en vertu des
formules I, on a

“,+B=a—-0, a—0b =00
9(“;*11”‘7-14‘(5.):?(0!—!-(3,6&—b)=——c;(a—b,o:+,@).

Par conséquent, les sculs termes qui restent dans la somme 2, sont
ceux qui correspondent aux solutions de I'équation (3) dans lesquelles
le quotient b: (@ — &) est un nombre entier. L’¢valuation de 2, dé-
pend donc des conditions auxquelles sont assujettis les nombres a, b,

o, B.
1° n=2m (e, b, «, B impairs).

5. Supposons d’abord n pair ct posons n=2"m, cn désignant
par . un nombre impair. Les deux nombres « et b étant impairs, le

quotient b : (@ — b) ne peut pas sc réduire & un nombre entier; par
conséquent la somme 2, s’évanouil. On a dans cc cas

S=8,=20(0, «+B),

la somme désignée par 2 s'étendant a toutes les solutions de I'équa-
tion (2) dans lesquelles & ct b sont égaux. Or la valeur commune des
deux nombres impairs @ et b doit nécessairement diviser le nombre m;
¢’est pourquoi nous posons

a=b=d, m=d3S
et équation (2) se trouve remplacée par la suivante

(2) 28 = o - B,
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dans laquelle on doit égaler & successivement & tous les diviseurs du
nombre m. Lasomme destermes qui correspondent 4 une méme valeur
de ¢ est égale & ¢(o, 2*¢) multiplié par le nombre des solutions de I'é-
quation (2), relativement  cette valeur de &. Lorsque les nombres a,
B doivent é&tre impairs, le nombre de ces solutions est égal & 2*~'8; car
on peut égaler « & tous les nombres impairs

1, 3, 5 ..., 25—1,

dont le nombre est 22-' §, et, pour chacune de ces valeurs, on obtient §
parla formule
f =2 —a.
Dans ce cas, on a

S =8, =2""'%3¢(o, 2"8),

la somme indiquée par = s’étendant & toutes les solutions de I'équation
m=d?¢. In remplacant S par la triple somme représentée par cette
lettre, on obtient la formule suivante

(6) 2[2Zg(a— b, a + )] = 2" Zd¢(o, 2*3),

dans laquelle les trois sommations du premier membre se rapportent
aux diverses solutions des trois équations

2}

m=m'+m’, m=aa, m'=108
en nombres cntiers, positifs et impairs, m', m’, a, b, «, B, tandis que
la somme indiquée dans le second membre correspond aux diverses
décompositions du nombre m en deux facteurs, dé = m.

2° n, a, b, a, B entiers et positifs quelconques.

6. Lorsque les nombres a, b, «, § peuvent étre pairs ou impairs, le
quotient b ; (@ — b) peut étre un nombre entier. Soit & la valeur de ce
- quotient. Les solutions de I'équation (3) auxquelles correspondent les
termes qui restent dans Z, sont déterminées par les formules sui-
vantes : |

' n=aa+03, b=k(a-b), a>b.

Journ. de Math. (4 série), tome 1V, — Fasc, 1, 1888. 12
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Nous ferons a — b = ¢ et par conséquent
b=k$, a=(k+1)5, n=28k(a+p)+a].

Lc nombre ¢ étant diviseur de 7, posons

Les nombres 2, $ seront déterminés par la formule
(7) d=k(a~+p)+a.

Comme les nombres k, ¢, 8 sont entiers ct positifs, la somme o +
est au moins égale & 2, et d au moins égal & 3. Ainsi, pour évaluer Z,,
on prendra successivement pour d tous les diviseurs de n supérieurs
a 23 pour chaque valeur de d, on égalera o + 3 & chacun des nombres

2, 3, ..., d—u,

en exceptant celles de ces valeurs (ui diviseraient exactement d et
auxquelles correspondrait une valeur nulle de «; on divisera o par
chacune de ces valeurs ct I'on prendra le reste de cette division comme
valeur de «. La somme des termes de 2, qui correspondent & un méme
couple de valeurs de & et de ¢ vérifiant les conditions dé = net d > 2
est

2(8, 2)+ (8, 3)+ ¢(8, 4)+...+ (8, d—1),

avec cette condition de réduire & zéro le terme ¢ (3, 1) lorsque u est
diviseur de d. On a donc

2 =298 2)+ (3 3)+ (3, 4)+...+9(3, d—1)]

cn désignant par 2’ une somme qui s’étend a toutes les décompositions
du nombre 1 en deux facteurs d, 3, mais avee ceLte restriction de faire
évanouir le terme o (8, u) lorsque w est diviseur de d. Les décomposi-

. n
tonsd=1,0=n;d=2, 6= 5 sc trouvent cxclues, parce que dans

la somme partielle, comprise entre parenthéses, le dernier terme
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¢(8, d —1) ne peut jamais présenter une valeur de d — 1 inférieurc
a 2, la seconde variable devant croitre depuis le premicr terme 9(3, 2)
jusqu'au dernier.

7. Il nous reste 4 évaluer dans la méme hypothése la somme S, des
termes qui correspondent aux solutions de I'équation (2) dans lesquelles
les deux nombres a et b sont égaux. La valeur commune de ces deux
nombres étant un diviscur de z, nous posons ’

a=b= 8, n= dS,
et 'équation (2) se réduit a
(2") d=a+f.

Les termes correspondants de la somme Ssont tous égaux 4 ¢(o, d),
ct leur somme cst égale au produit de ¢(o, ) multiplié par le nombre
des solutions de 1'équation (2'). Ce nombre est égal & d — 1, car on
peut prendre pour « les valeurs

I, 2, 3, ..., d—i,
et, pour chacune de ces valeurs, on a
B=d—a.
La somme S, est donc égale ila somme de tous les produits
(d—1)3(0, d)

qui correspondent a tous les diviseurs de n désignés indéfiniment

par d. En joignant ce résultat & celui du numéro précédent, on obtient
la formule

S=2[229(a— b, e+ B)]=2(d —1)9(0, d)

(&) + 2208 2)+9(8, 3) +9(5, &) +-..+9(5, d— 1)),

8. On vérifie les conditions K (n° 2) imposées a la fonetion
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¢(x, y), en prenant

o(2, y)=f (2, y)—F(y,®),

pourvu que la fonction f(z, y) soit une fonction paire des deux varia-
bles z, y, ¢'est-a-dire pourvu que l'on ait
Y/

S(—xy)=Ff(zy)=f(=,~y)

pour toutes les valeurs de « et de y qui figurent dans nos formules.
En substituant U'expression précédente de ¢(w,y) dans la for-
mule (8), on obtient la suivante :

2{22[f(a~ b, e+ B)~ f(a+B, a ~ )]
) =2(d~1)[f(o,d) — f(d,0)]
( +aZ[f(8,2)+ S 3)+. ..+ f(8, d—1)]
— 22 [f(2, &)+ f(3, )4+ f(d —1,3)]

Les trois sommes indiquées dans les premiers membres des for-
mules ( f) et (g) se rapportent aux solutions des trois équations

(1) n=p-+q, p=aax, q=108

en nombres entiers ct positifs, comme nous 'avons expliqué plus haut
(n° 2). La premic¢re somme du second membre se rapporte aux di-
verses décompositions du nombre n en deux facteurs d, £; enfin les
sommes indiquées par X' se rapportent aux mémes décompositions du
nombre 7, mais avec cette restriction de réduire & zéro les termes
(8, ), £(&, 1), f (1 9) toutes les fois que w est diviseur de d.

Les formules (f) et (g) ne différent que par les notations des for-
mules désignées par les mémes lettres dans le cinquieme article de
Liouville (Journal de Mathématiques, 2° série, t. III, p. 284).
Comme I'équation

n=aux + bf

est symétrique par rapport aux lettres grecques et aux lettres latines,
les deux sommes '

Ef(e+B,a—0) ct Ef(a+b,a—B)
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sont égales, de sorte que le premier membre de la formule ( f) peut s'é-
crire de la maniére suivante:

) EIEE[f(a—batB)— f(a+ b a— B}

9. Lorsqu'on réduit la fonction f (#, y) 4 une fonction de la seule
variable z, vérifiant la condition f(— z)=f(z), l'expression (f')
devient

2{3E[/(a—b)— f(a+ D))

Le premier terme du second membre de la formule (/) devient

2(d=n)[f(0) = F()]=S(0)[C(n) = EUn)] — 2(d — 1) f(d),

pourvu que l'on désigne par §,(n) la somme des diviseurs de » et par
¢(n) le nombre de ces diviscurs. Dans la somme 2 qui forme le
deuxi¢me terme du second membre de la méme formule, tous les
termes qui correspondent & un méme diviseur ¢ de n sont égaux a
J(8); leur nombre ecst celui des termes 2, 3, 4, ..., d — 1 qui ne sont
pas diviseurs de d, c'est-d-dire d — {(d). On a donc

S{3E[/(a— b) f(a+B)] |
=[C,(n)—C{(n)] f(0)+ Z[2d — 2{(d) — ¢ + 1] £(?)
—aX[f(2)+ f(BY et f(d—1)].

Les sommes qui figurent dans le second membre se rapportent &
toutes les décompositions du nombre 7 en deux facteurs d, 8; mais
dans la somme X’ on doit supprimer le terme (1) de la somme par-

ticlle
S(2)+ Q)+ G+ ..+ f(d—1),

qui correspond & I'une de ces décompositions, chaque fois que p. est
diviseur de d. Ainsi, pour d = 4§, cette somme se réduit & £(3); pour
d = 6, clle se réduit & f(4)+ f(5), et ainsi de suite. La formule (H)
a ét¢ donnée par Liouville dans son quatriéme article (loc. cit.,
p. 247). Liouville a aussi indiqué dans son cinquiéme article comment

la formule (H) se déduit de la formule (/) (ibid., p. 286).

(1)

. P cen——
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10. La formule (6), que nous avons obtenue plus haut (n° 5),
donne les formules des premiers articles de Liouville, lorsqu’on prend

¢(2, y)=J(2,y)— Sy, %),

en désignant par f une fonction paire des deux variables z, y, cest-
a-dire une fonction qui vérifie les conditions

S(@ y)=f(—= y)=f(2, — )

pour toutes les valeurs des variables x,y employées dans nos formules.
On obtient immédiatement la formule

2(2ZE[f(a—b,a+P)— f(a+B,a—0)

(4) =21 3d[ f (0, 2d) — f(2d, 0)],

dans laquelle la somme triple du premier membre se rapporte aux
trois équations

(1) 2’m = m' 4+ m’, m = au, m' = b8,

ou les nombres m, m’, m”, a, b,a, B sont enticrs, positifs ct impairs.
Ces équations étant les mémes lorsqu’on échange entre elles les lettres
latines et les lettres grecques correspondantes, on a

222 f(a+B,a—0)=22Ef(a+b,a—f).
En faisant cette substitution dans I'équation ( b), on trouve

2|22[f(a— b a+pB)— fla+ba—P)])

(¢) =2~ 2d[ f(o, 2*d) — f(2*d, 0)].

Lorsqu’on réduit la fonction f(z, y) & une fonction de la seule va-
riable « vérifiant la condition f(x)= f(— ), cette formule devient

(a) Z|2Z[f(a—b)— f(a+ b))} =2""2d[f(0)—f(2"d)].

Enfin 'hypothése A = 1 réduit les formules (a), (), (¢) aux trois
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sulvantes

(A) E{ZE[f(a—b)— fla+ b)) =EZd[f(0)—f(2d)],
) 3Eszzma—b,«+p>—f<«+3,a—b>]s
= 2d[f(0, 2d) — f (24, 0)],
€y % EtEE[f(a-—b,oc—i—B)—f(a-{—b,oz—-B)H
= 2[f (o, 2d)— f(2d, 0)];

en méme temps, les équations (i') auxquelles se rapportent les trois
sommations indiquécs dans les premiers membres, deviennent

am = m' +m’, m' = au, m’ = bj.

Dans toutes ces formules, la somme indiquée par 2 dans les scconds
membres se rapporte aux diverses décompositions du nombre impair
donné m en deux facteurs. Ces formules coincident, aux notations pros,
avec les formules générales désignées par les mémes lettres dans les
deux premicrs articles de Liouville (Journal de Mathématiques,
2¢ série, t. I, p. 143 et 193).

[I. — FORMULES RELATIVES A LA PARTITION
m=Aa+ Bb,
OU LES NOMBRES 772, @&, ) SONT IMPAIRS.
11. Etant donné un nombre 7 impair, on le partage en deux par-
ties positives p, g ct I'on décompose chacun des deux nombres p, g en

deux facteurs, dont’un doit étre impair; en un mot, nous posons les
trois équations

() m=p+g¢q, p=Ae,  ¢g=DB),

en assujettissant les deux nombres @ et & & étre impairs. Le nombre
donné m étantimpair, I'un des deux nombres A, B sera pair, et I'autre,
impair. A chaque systéme de solutions des équations (1) nous faisons
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correspondre deux termes
J(A=B,a+b), f(A+B,a—b),

ot 'on désigne par f(z, ) une fonction paire des deux variables z, y,
ou cncore une fonction qui vérifie les conditions

f(w,y}=f(—w,y)=f(w, - ¥)

pour toutes les valeurs de z et de )y employces dans nos formules.

Au moyen de tous les termes semblables qui correspondent aux
divers syst¢mes de solutions des équations (1), nous formons la somme
triple

S=Z{23[f(A —B,a+10)— f(A+B,a- b,

ou nous indiquons par les dcux X cntre crochets les deux sommations
relatives aux deux équations p = Aa, ¢ = Bb&; on oblient ainsi unc
somme partielle qui correspond a une solution unique de I'¢quation
m = p -+ ¢; puis, en ajoutant toutes les sommes partielles, relatives
aux diverses solutions de I'¢quation m = p + ¢, on trouve la somme S;
c'est ce qu'indique le premier X du second membre.

Nous allons démontrer que, par la suppression de termes qui se dé-
truisent deux & deux, on peut exprimer la somme triple S au moyen
des deux sommes simples

Xdf(d, o),

2[f(d,0)+2f(d, 2)+ 2f(d,4)+...+ 2f(d, & —1)],

qui correspondent I'une et I'autre aux diverses décompositions du
nombre m en deux facteurs d, 8.

12. Pour rendre la démonstration plus facile, nous remplacerons
la somme triple, relative aux trois équations (1), par une somme
unique correspondant aux solutions de I'équation

(2) m=Aa+ Bb,

en nombres entiers et positifs A, B, a, b, dont les deux derniers,
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a ct b, doivent &tre impairs. Nous considérerons séparément les deux
sommes

2f(A=B,a-+0), Zf(A+DB,a-=10),
en faisant correspondre la derniére & I'équation
(2') m=A'a +DB'l,
qui ne differe de I'équation (2) que par la notation. Les termes
f(A—=B,a+0b), [f(A+DB,d-10)
des deux sommes sont égaux lorsqu’on a
A'+B'==x=(A — B), a+b==x(a"-0).
‘Pour éviter le double signe, nous remplacerons les deux sommes

considérées par deux autres sommes, vérifiant respectivement les con-
ditions

A—-DB>o, a—b>o.

D’abord, la différence A — B ne s'évanouit jamais, puisqu’elle est
un nombre impair; par conséquent les solutions de I'équation (2) peu-
vent se grouper deux & deux au moyen des formules

A'::B, B,:A, a, = 1), b,:a,
et Ja somme des deux termes égaux
JA—=B,a+0)+ f(A, —B,,a,+ b))

peut &tre remplacée par le double de celui des deux termes qqui vérific
la condition A — B >0. On a donc

Sf(A—B,a+by=2%, f(A—B,a+b),

cn désignant par 2, une somme dont les termes satisfont 4 la condition
A — B > o. On peut de mémc grouper deux a deux les termes de la
Journ. de Math. (4 série), lome 1V. — Fasc. I, 1388, 13

. o 4 3
BN AN
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somme 2 f(A'+ V', a'— V') dans lesquels la différence @’ — ' ne
s’évanouit pas; mais il reste & ajouter les termes dans lesquels @' = b'.
En vertu de l'équation (2'), la valeur commune de @’ et de 0’ est un
diviseur ¢ de m; posant donc m == d¢, on a_

d=AN+B, [f(N+DB,ad—V)=f(d,o).

Les termes de ce genre, qui correspondent & une méme décomposi-
tion du nombre m en deux facteurs d, ¢, sont égaux i f(d, o), ctleur
nombre cst cclui des solutions de 'équation d = A’+ B, c'est-d-dire
d — 1, puisque I'on doit donner & A’ les valeurs 1, 2, 3, ...,d — 1. La
somme des termes égaux & f(d, o) est donc égale au produit

(d—1)f(d, o),

et la somme de tous les termes

f<A1+B/’ a/_ br)q
dans lesquels on a
a =10,

2(d—1)f(d, 0),

la somme X s'étendant & toutes les solutions de équation m = da.
A considérer I'équation d = A’ + B, on voit que d doit &tre > 13 par
conséquent, on devrait exclure la décomposition d = 1, ¢ = m. Mais,
comme le terme correspondant (¢ — 1) f(d, o) s'évanouit, rien n'em-
péche d’ajouter ce terme, comme nous le faisons. On a donc

2f(A+B,a—0)=2(d—1) f(d, o)+ 2L, f(N+ DB, a — ),

en désignant par Z, une sommec restreinte par la condition @' — ' > o.

'

est égale &

13. La somme S cst donc exprimée par la formule

4, (S=+2% f(A—B,a+b)
C) s A+ B, @ — b= 5(d — 1) f(d, o).

Or tous les termes de 2, sont détruits un & un, par des termes
égaux de X, etil nereste de cetie derniére somme que les termes dans
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lesquels le quotient B: (A — B) cst un nombre cntier. D’abord les
deux termes

SN +DB,a =), f(A~B,a+1Db)
sont ¢gaux lorsqu’on a
(A) A-B=A+DB, ao—-VU=a+).

Or les (,qumons (2), (2), au\qucllcs se rapportent respectivement
les deux sommes 2,, Z,, peuvent s'éerire de la maniére suivante

(2) m= (A —-B)a+(a+ b)D,

(2) m=(A"+DB)0+(a"— )A,

cl la dernicre, par la substitution (A), devient
m=(A—-B)lV+(a+ D)A".

En comparant cette équation avec I'équation (2), on voit quc I'¢-
(uation (2') scra une conséquence de 'équation (2), si 'on joint aux
formules (A) les deux formules suivantes

(B)  V=a+0a+b), A=B—0(A-B),

en désignant par 0 un nombre entier soumis & Ja condition que les
nombres A’, B, a’, I’ soient positifs. Or, suivant que l'on résout les
formules (A) et (B) par rapport aux lettres accentuées ou par rapport

aux lettres dépourvues d’accent, on obtient les deux systémes équiva-
lents

1.
A’=B—0(A — B), B'=()+1)(A—B) -1,
d=a+0+1)(a+b), b=a-+0(a+ D)
1.
a=b—0(a-10), b=0+1)(a=b)-V,

A=A+0O+1)(A+DB), B=A+0A+DB).
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Les conditions ¢ >o0,0 >0 ex1gent que le nomhre 0 vérific les
deux inégalités

(4) 1< 72y <0+1;

de méme, pour que les deux nombres A’, B’ soient positifs, il faut que
P'on ait

(%) 1< g <0+ 1.

Comme la différence a’ — 0’ est paire, tandis que b’ est impair, on
vérific les inégalités (4) en prenant pour 0 la partie enti¢re du quotient
U :(a'— U'); cette valeur étant nulle ou positive, les nombres corres-
pondants @, b, A, B sont positifs ct de plus les deux premiers a, b
sont impairs. Par conséquent, & un terme quelconque de Z, on fait cor-
respondre par les formules IT un terme de 2, ctun scul; et, comme la
valeur correspondante de 0 doit vérifier non sculement les inéga-
lités (4), mais encore les inégalités (5), le quotient B (A — B) nest
pas un nombre enticr. Enfin le méme terme de Z, nc correspond.dans
les formules 1I qu'd un seul terme de 2, ; car, cn résolvant les équa-
tions II par rapport aux nombres A’, B’, @', ', on obtient les ¢qua-~
tions I, et, comme les nombres A’, B sont positifs, les nombres A, B,
0 doivent vérifier les inégalités (4), qui déterminent pour 0 unc valcur
unique, égale a la partie entiére du quotient B :(A — B); par consc-
quent les formules 11 ne peuvent faire correspondre un syst¢me A, B,
@, b qu'a un seul systéme A’, B', o', b'.

14. Il résulte de la que, dans la formule (3), tous les termes de X,
sont détruits par des termes égaux de X, qui correspondent & des solu-
tions de I'équation (2) dans lesquelles le quotient B:(A — B) est
fractionnaire. Il reste donc dans la somme Z, tous les termes qui
correspondent & des solutions de I'équation (2) ol le quoticnt
B:(A — B) est entier. J’ajoute que ces termes sont les seuls termes
de 2, qui, dans la formule (3), ne soient pas détruits par des termes
égaux de X,, qui leur correspondent un & un, en vertu des formules
(A)et (B); car, si 'on considére une solution de I'équation (2), dans
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laquelle le quotient B : (A — B) nc soit pas un nombre entier et qui
vérific la condition A — B > o supposée dans la somme Z,, on déduira
des formules (5) unc valeur unique de 0, égale 4 la partie entiére du
quotient B : (A — B). Cette valeur de 0 étant nulle ou positive, les
nombres A’, B', @', b’ déterminés par les formules I et les inégalités (),
sont positifs; de plus les deux nombres o', &' sont impairs et vérifient la
condition @'— 0’>o; enfin ils forment une solution de I'équation (27),
puisque I'on suppose que les nombres A, B, a, b satisfont & 1'équa-
tion (2). Par conséquent, ces derniers nombres correspondent, en
vertu des formules (A ) et (B), & un terme de la somme Z,, ainsi que
nous I'avons énoncé.

Les termes de la différence 2, — X, qui, dans la formule (3), ne se
détruisent pas deux & deux, en vertu des formules (A) et (B), sont
doncles termes de 2, qui correspondent aux solutions de 1'équation (2),
dans lesquelles le quotient B; (A — B) cst un nombre enticr.

15. Désignons par k la valeur de ce quotient. Nous aurons
B=k(A - B), B = kd, A=(k-+1)d,
et I'équation (2) deviendra
m = |k(a+b)+ ald.

Le nombre A — B = d scra donc un diviseur du nombre m; en dési-
gnant par ¢ le facteur conjugué, on pourra remplacer la derniére
¢quation par le systéme suivant :

(6) m=ds, S=k(a+D)+a.

Les trois nombres a, b, k étant positifs, le nombre & ne peut pas
&tre inférieur & 3, ce qui exclut la décomposition d = m, ¢ = 1. Mais,
pour toutc autre décomposilion du nombre m en deux facteurs d, ¢,
on a dans la somme Z, un groupe de termes f(d, @ + b), qui corres-
pondent aux divers systémes de valeurs des nombres @, b propres &
vérificr la deuxi¢me des ¢quations (6). Pour les trouver, on prendra
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comme valeur de la somme a -+ b tous les nombres pairs, inférieurs
ad,

. &
2, 4, 6, ..., 6—1;

on divisera § successivement par chacune de ces valeurs, cc qui
donnera un quotient entier et positif k, et un reste impair ct positif que
'on prendra comme valeur de @. On aura ainsi un groupe de termes

fldy2)+ f(d,4) +...+f(d, s —1),

ct I'on obtiendra la différence X, — 2, en faisant la somme de tous les
groupes semblables, relativement aux diverses solutions de I'équation
m = d8 autres que d =m, ¢ = 1. On a donc

oy | 8= 22U D) 47 0) ot f B = )] = X(d = 1)/(dy 0
=2[f({d, o) +2f(d, 2) +2f(d, )+ ...+ 2/(d, 8 — 1) — d f(d, 0)|.

Dans la premiére expression de S, la derniére somme s'étend &
toutes les décompositions de 7 en deux facteurs d, 8, tandis que, dans
la premiére somme, on doit exclure la décomposition d =m, ¢ =1.
Dans la deuxiéme cxpression de S, la somme unique indiquée par X
s'étend a toutes les décompositions du nombre 7 en deux facteurs,
mais avec celte restriction de réduire & son premier terme la somme

f(d,0)+2f(d, 2) +...+2f(d, & —1),

lorsque ¢ est égal & 1.

16. Dans I'équation (2), un seul des deux termes Aa ou Bb est
pair. Par conséquent, & toute solution dans laquelle le second terme
est pair, il en correspond unc autre dans laquelle il est impair, par le
seul échange des deux lettres A, B et des deux lettres @, 6. On réduit
donc de moiti¢ le nombre des termes de S lorsque, posant A=uq,
B = 2@ et désignant par « et 3 deux nombres impairs, on remplace
I'équation (2) par la suivante,

(8) m=aa+ 2°b8;
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a chaque solution de cette équation correspondent deux solutions de
I'équation (2) par les formules

A =ua, B =28, a =a, b =0,
!:?‘lt" B,=a, a,=0b, b,=10,

ct, conséquemment, deux termes égaux de S, savoir :

[f(e — 28, a -+ b) — f(a+ 2B, a —D)],
[f(2B — «, a-+ b)—f(z’ﬁ—i-oz, b — a)].

A la somme de ces deux termes, nous substituons le double du
premier, et nous écrivons

(9)  S=22[f(a—2B, a+b)—f(a+2B,a D),

cn désignant par £ unce somme dont les éléments correspondent aux
diverses solutions de 1’équation (8) en nombres impairs ct positifs «,
b, o, §, 'cxposant ¢ n’étant soumis qu'a la condition d’étre cntier ct
positif. Il est avantageux, dans les applications, de remplacer la somme
simple relative a 'équation (8) par une somme triple relative au sys-
ttme des trois équalions

(10) m=m+2'm’, m'=aa, m'=D0j,

dans lesquelles on désigne par ', m”, @, b, «, 8 des nombres impairs
et posilifs, ct par £ un exposant pair ou impair: En substituant dans la
formule (6) cette expression de S, on obticnt, a la notation prés, la for-
mule (d) que Liouville a donnée dans son cinguiéme article (Journal
de Mathémaiiques, 2° séric, t. 111, p. 274), savoir :

(d) ZI2E[f(a— 2B, a+b) — f(2 + 2B, a — D)}
= X[/ (d, 0)+2f(d, 2)+2f(d, §) +...+ 2f(d, 8 —)]—2Zd f(d,0).
17. Lorsqu’on réduit la fonction £ (2, y) 4 une fonction paire de la
seule variable x, c’est-a-dire & une fonction f(x) vérifiant la condition
f(—z)=f(x)pour loutes les valeurs de x employées dans notre
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formule, le premier membre de la formule (d) devient

22| EZ[f (o« — 28) — f (e + 2B |

Dans la premiére somme du sccond membre, tous les lermes de la
somme partielle qui correspond & une solution de I'équation m = d3
sont égaux a f(d), ct leur nombre est

N
1+2°?'=3;

celte premiére somme est donc égale & X8 f(d), ct T'on a
(F) 2Z[ZE[f(a — 2'B) — [(a + 2B)|| = 2(8 ~ d) f(d)-
Si I'on supposc, au contraire, que la fonetion f(x, y) est unc fonc-

lion paire de y, indépendante de x, le premier membre de la for-
mule (d) devient

22122/ (a+ D) — f(a - D)] .
La premiére somme du sccond membre est ¢gale &

Z[f(0)+2f (2} +2/(4) +.. + 2/ (= 1)],

avec la restriction de réduire & son premier terme f(o) la somme par-
ticlle relative au diviseur 8, lorsque & =1. Quant & la deuxi¢me
somme, elle sc réduit a

2df(o)=/(0){,(m),

,(m) désignant la somme des diviseurs de m. IEn changeant les signes
des deux membres, on obtient la formule (D), donnée par Liouville
dans son troisitme article (loc. cit., p. 201), savoir :

Z{ZE[f(a—b)— f(a+D)]]
L =/(0)C(m)—Z[f(0)+2f(2) +2f (&) +...+2f(d—1)];

(D)
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la somme parlielle renfermée entre crochets doit étre réduite 4 son pre-

mier terme f(0) lorsque  =1.
On obtient encore unc formule remarquable en prenant dans la for-

mule (D)
f(@)=F(z+1)—F(zx—1),

I*(i) désignant une fonction impaire de z. On vérifie d’abord que h
condition f (x) J(— x) se trouve remplie, car on a

f[(—2)=F(—z+1)—F(—2—1)=—F(x—1)+ F(x +1).

Pour trouver ce que devient alors le second membre de la formule (D),
il faut remarquer que 'on a

f0)=3F(1),  af(2)=2F(3)—aF()
2f(4) =2F(5) — 2F(3), cen
2f(d —1)=2F(d) — 2F(d — 2).

En faisant la somme de ces expressions, on trouve

J(0)+2f(2)+2f(4)+...+ 2f(d—1)=2F(d).

Ainsi, en divisant par 2 la formule (D) et en changeant les signes,
on obtient la formule (E) de Liouville (loc. cit., p. 206)

3 [F(a—b+1) — Fla—b—1)
—Fla+b+1)+Fla+b=1)]| =F(1){(m)—-IF(d).

18. Liouville a donné, dans son cinquiéme article (loc. cit., p. 281),
unc autre formule générale que 1'on peut obtenir par la combinaison
des deux formules (6) et () (n° 10 et 16). Si, dans la formule (&), on
remplace f(zx, y) par f(2°, ¥), clle devient -

by | B =2 ab) (a0 = b)
= 2= 2d[ f(o, 2*d) — f(2*d, o)),

la somme indiquée dans le second membre s'étendant A toutes les dé-
Journ. de Math. (4* séric), tome IV, —Fasc. 1, 1888. Ill
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compositions du nombre m en deux facteurs d, 8, tandis que la somme
du premier membre correspond aux différentes solutions de ’équation

o*m =aae+ bB,
ou, cc qui revient au méme, de I'équation
(11) 2Mem = 2°aa + 2°Hf
en nombres impairs et positifs a, b, «, B.

De méme, si 'on remplace f(z,y) par f(2'z,y) dans la for-
mule (d), on a

| 23U (e 28, 0+ 0) = f(afar 548, 0= D)
(d) 1 =Z[f(2d,0)+ 2f(2dd, 2) +2f(2dd, b) +...+ 2f(2'd, s —
( —Xdf(24d, o),

)

la somme indiquée dans le premicr membre s'étendant aux diverses
solutions de I'équation

(12) 2'm = 2'an + 2 0f

en nombres impairs et positifs @, b, a, §; 'exposant ¢ se trouve déter-
miné dans chaque solution, par la condition de donner unc valeur im-
paire au quotient (m — aa):2’,

19. Considérons maintcnant I'équation
(13) o!m = 2Pau + 2908,

dans laquelle les nombres m, a, b, a, § sont impairs et positifs, tandis
que les exposants p, ¢ peuvent étre positifs ou nuls. Le nombre m et
I'exposant ! sont donnés, et Pon détermine de toutes les maniéres pos-
sibles les nombres'a, b, @, 8, p et g, dc maniére & vérifier I'équa-
tion (13); puis, & chaque solution, on fait correspondre un terme

[f(2Pa = 218, a -+ b) — /(a2 + 2B, a = O)];
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enfin on fait la somme de tous les termes semblables qui correspondent
aux diverses solutions de I'équation (13), et I'on désigne cette somme
par S. On a ainsi

S=2[f (2?0 — 28, a + b) — f(2Pa + 278, a — b)].

Les solutions de I'équation (13) peuvent se partager en divers
groupes, suivant les valeurs des exposants p, ¢. Tant que I'un de ces.
exposants est inférieur & [, ces exposants sont égaux; on a

p=gq=-e, 2"°m = aa + bB.

La somme S, des termes de S qui correspondent & la valeur e des
cxposants p, ¢ sc déduit de la formule (0') en y faisant A =7—¢. On
trouve ainsi

(14) S, = 2=+ 2d[ f (o, 2~d) — f(2d, 0)].

Lorsque le plus petit des deux exposants p, ¢ est égal & /, lautre
doit étre plus grand. Nous désignerons par S, la partic de la somme S
(fui correspond & cette hypothése, ct nous poserons

2Py = 2'A, 278 = 2'B.
L’un des deux nombres A, B sera pair et 'autre impair, et 'on aura

S,

A[f(2A = 2B, a+0) — f(2'A +2'B, a — b)]
2X[f(2'o — 28, @ + b) — f(2'a + 28, a — D).

l

La somme indiquée dans la premiére expression correspond aux
diverses solutions de I'équation

m = Aa + Bb,

cn nombres entiers et positifs A, B, a, b, dont les deux derniers doi-
vent étre impairs, tandis que les termes de la deuxiéme expression cor-
respondent aux diverses solutions de 'équation

(12) m=an+ 2'0B
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en nombres impairs et positifs a, b, o, 8. Nous avons montré (n® 16)
que la premiére somme est double de la seconde.

La somme 8, relative & I'équation (13), s'obtient en ajoutant a la
somme S,, que nous venons de définir, la somme des termes qui cor-
respondent aux solutions ou les deux exposants p, ¢ ont une valeur
comunune e, inférieurc & /; en un mot, on a

S =S¢+, +...+ 5, + 5,

Or on déduit de la formule (14)

—-

Y. S.=Xd[f(0, 2d) + 2f(0, 4d) + 4.1 (0, 8d) ...+ 2°' f(0, 2d)]

()

— (2'—1)Zd f(2'd, o).
D’un autre coté, la formule (d’ donne

8,=E[f(2d, o) + 2 f(2ld, 2) +...+2.f(2'd, 3 — 1)
—Xd f(2'd, o).

En ajoutant ces formules membre & membre, on trouve

|52 2R (e a2 20— D)
V' =2d[f(o,2d)+2f (0, 4d) + 4 f(0, 8d) +...+ 2"~ f (0, 2'd)|
e + Z[f(2'd, 0) +2f(2!d, 2) +...+ 2f (2'd, & — 1)]
— 2 2d f(2'd, o).
Si I'on réduit la fonction f'(w,y) successivement & une fonclion

paire de x et & une fonction pairc de y, on déduit de la formule (¢) les
deux formules suivantes :

(G) ( 2| 2E[f(2Pa — 218) _f(zpa_i_qu)”
| = (2! = 1) f(0){,(m) + Z(3 — 2d) f(2'd),
{E{_EE[f(a—l—b)—-f(a_[,)“ |
gy | =G+ G+ G
( +2[f(0) + 2/ () +2f () + o 2f(E 1))
*Z‘f(o)c((m>,
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Dans ces trois formules, nous avons remplacé la somme simple
relative aux diverses solutions de I'¢quation (13) par une somme triple
«ui correspand aux divers systémes de solutions des trois équations

(15) 2lm = 20m’ + 29m’, m = aa, m’ = b.

ILes sommes indiguées dans les seconds membres se rapportent aux
diverses décompositions du nombre m en deux facteurs d, 8, mais avee
cette restriction que la deuxiéme somme, dans la formule (e) ct, dans
la formule (J), que la somme particlle renfermée entre crochets doit
dtre réduite & son premier terme, lorsque § = 1.

Liouville a encore donné quclques autres formules dans les articles
cités; mais, comme il indique suffisamment la maniére dont clles se dé-
duiscnt des formules que nous venons de démontrer, nous n’avons pas
A nous en occuper.

[II. — ForRMULES RELATIVES AUX DEUX EQUATIONS

2m = au+ DB, m=d,3,+ 2'd,3,.

20. Nous partagcons d’abord le double d'un nombre impair 72 de
toutes les maniéres possibles, ¢n deux parties impaires et positives
m', m"; puis nous cherchons toutes les décompositions de chacun de
ces nombres c¢n deux facteurs. En un mot, nous calculons les diffé-
rents systemes de solutions des trois équations

1 ' 2m=1m y = =
(1) "+ m m=ax, m'=Dhbj

en nombres impairs et posilifs. A chacune de ces solutions nous fai-
sons correspondre une expression de la forme suivante

(=7)

ou I'on désigne par ¢ (x, y) une fonction des deux variables x et y, im-
paire par rapport & z et paire parrapport a y; c’est-d-dire une fonction
vérifiant les conditions

{~1

[§(a+ b, a—B)+F(a— b, a+B),

§(w, —y)=9(z, y), F(—my)=—5(x,y), 5(0, y)= o,
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pour toutes les valeurs de « et de y cmployées dans nos formulcs.
“nfin nous formons la somme S de toutes les expressions semblables
qui correspondent aux différents systémes de solutions des équa-
tions (1). C'est ce que nous exprimons par la formule

b—1

S=3|ZX(= 1) [#(a+b,a~B)+i(a=ba+p),

ol nous indiquons cntre parenthéses les deux intégrations relatives
aux deux équations m'= aa, m’= bf.

Commec les équations (1) nc changent pas lorsqu’on permute cnlre
elles les lettres grecques ct les lettres latines correspondantes, on a

h—1 B—1

2(—1)T d(a—b,a+B)=2%(~1)7 F(a—P,a+0b);
de plus, le systeme des équations (1) peut étre remplacé par Péquation
(2) am = aou -+ b.
La somme S peut donc s’exprimer par la formule

b~

| : = '
S=3[(=) T 8(atb,a—B)+(—1) 7 3(a—Bat ),

dans laquelle le signe sommatoire se rapporte aux diverses solutions
de I'équation (2) en nombres impairs el positifs.

21. Désignons par S, la partie de la somme S qui correspond &
hypothése @ = 8. La valeur commune des deux nombres a, § est un
diviseur de z; nous le désignerons par ¢ ¢t nous remplacerons 1'équa-
tion (2) par les deux suivantes

(3) | m=ds, 2ad=a~+b.

Comme la fonction §(x, y) vérific la condition (o, @ + b) = o, la
somme partielle S, est exprimée par la formule

b1

Se=2(—1) T §(2d,0),
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dans laquelle le signe 2 s'étend 4 tous les systémes de valeurs de d et
de b propres & vérifier les équations (3). Or, pour chaque diviseur

de m, le nombre b recoit les valeurs 1, 3, 5, ..., 2d — 1. La somme
bh—1

des facteurs (— 1) * qui correspondent & une méme valeur de ¢ est
donc
[—1+ 14+ (—1) =1

par conséquent, on a

S, = Z§(2d, o),

le signe X se rapportant aux diverses solutions de I'équation m = d?d.
Les autres termes de S peuvent se grouper deux 4 deux, au moyen
des formules

a =D, b=a, o =B, B=ua,

(ui correspondent & la permutation des deux termes @a, b3, eten vertu
desquclles on aura
a—+b=a+b,

o —f'=—(a—p),
jl@+b,0-0)= 3F(a+b,a—B),
f(o =B, @+ b)=—F(a—B,a+Db).

De plus, nous pouvons supposer que celle des deux solutions par
laquelle nous exprimons la somme des deux termes d’un méme groupe
satisfait & linégalit¢ o — B > o, puisque les deux différences o' — 8,
o — B sont de signes contraires. On peut donc exprimer la somme S
par la formule

a—1 b—1

| s =2P(ad,0) + 2|~ 97 (- 07 ] #(atb,a—p)
T ] 4(a,— By, @+ 0,),

! O SO
en désignant par Z, une somme dont les éléments correspondent &
celles des solutions de I'équation (2) dans lesquelles la différence

(4)
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o — B est positive, et par Z, une somme relative i Péquation
(2) am=a,a,+b,
et soumise & la restriction «, — §, > o.

22. Nous distinguons les deux équations (2) et (2'), quoiqu'elles
ne different que par les notations, afin de grouper chaque terme de X,
avec un terme de 2, vérifiant lcs relations

(A) o@y—B=a+b, a+b=0a—0

Pour démontrer que cela cst toujours possible, nous écrirons les
équations (2) et (2") de la maniére suivante
(o) am=(a+ b)) +(a—PB)a,
am =(o,— B,)a, +(a,+ b,)B,.

Au moyen des relations (A), la dernicre formule peut s’éerire
(3) 2m=(a+b)a,+(a—B)B,.

Or, en comparant les deux formules (@), (8), on voit que la derniére
est une conséquence de la premiére, pourva que U'on prenne

B)  a=B—0(a—B), Bi=a+0(a+b)

en désignant par 0 un nombre entier quelconque. De plus, nous mon-
trerons que I'on peut déterminer le nombre 0 de maniére que la solu-
tion a,, b,, a,, B, de 'équation (2") vérifie toutes les conditions suppo-
sées dans la somme Z,. En effet, en résolvant les équations (A) ct (B),
on trouve
L.
oy=a—+{(0+1)(a+b), Bi=a+0(a+10d),

a,=ﬁ—0<’/~“‘p)7 bl=(0+l)<a_ﬁ)_p

Les quatre nombres &, b, «, 3 étant impairs, les quatre nombres dé-
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terminés par ces formules sont aussi impairs, quel que soit le nombre 8

mais, pour que les deux nombres a,, b, soient positifs, il faut que 0 vé-
rifie les deux inégalités

(5) 1<

- E 5 < 0+ 1.

La différence @ — {3 étant paire et positive, tandis que {3 est impair,
le rapport 8 : (@ — () est une fraction positive, dont la partie entiére °
est nulle ou positive. On satisfait aux inégalités (5) en égalant § & cette
partie entiére, et on ne peut le faire que de cette maniére.

De plus, la valeur de 0 étant positive, les nombres «,, 3, sont aussi

positifs et 'on voit qu'ils satisfont & la condition «, — 3, > o supposée
dans la somme 2,.

Par conséquent, 4 chacun des termes de Z,, les formules I font cor-
respondre un terme de 2,, et un seul.

23. Je dis en outre que le méme terme de Z, ne correspond jamais,
dans les formules 1, & deux termes de 2,. Car, si cela avait lieu, on
aurait en méme temps les formules I et les formules suivantes :

o, =a +(0+1)(a'+ b), Bi=a' +0'(a'+ 1),
ay=p—(a'+ P, b=V +r1)(e'—pf)—p.
On en déduirait respectivement les deux systémes suivants :

II.
a=(0+1)(a,+b)+ a, B=0(a,+b)+a,
a=0,—0(x,~B,), b=(0+1)(a,+B)—Bi;
o« =(0+1)(a,+b)+a, [=0(a+b)+a,

=8 — (e, —f), b'=(9'+l)(°h—3.)-[3n~

Or les conditions @ > 0, b > o déterminent § par les inégalités

0<;‘—§_¢p—t<0+r;

Journ. de Math. (4° série), tome IV. — Fasc. I, 1888, 15
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de méme les conditions @’ > o, &' > o exigent que ['on ait
O' ?'1 O/ :
< ay— By < !

0';6=E< By )

o — B

.on a donc

cn désignant par E(«) la partie enti¢re du nombre z. Les deux nom-
bres 0, 0’ étant égaux, on a

d=a, b=b = o=u, P=p

clest-a-dire que les formules I ne font jamais correspondre la méme
solution de I'équation (2') 4 deux solutions différentes de U'équa-
tion (2).

Ainsi les formules (A) et (B) jointes aux inégalités (5) groupent
chacun des termes de X, avec un des termes de ,, et inversement, de
telle maniére que le méme terme ne se trouve jamais répété. Comme,
en vertu des formules (A), ona

Fa, — By, a,+ b,):i?(aﬂ—b, x—B),

la somme des deux termes d'un méme groupe est

oy~ 1

a=t bt Bt %=l
O R G R G I G R LGRS !
ct la somme proposce est exprimée par la formule
5 S =2§(2d,0)
S O e R G e U AL )

dans laquelle 2, indique une somme dont les ¢léments correspondent
h celles des solutions del'équation

(2) am =aa+ 0B

qui vérifient la condition 2 > 8, et les deux exposants «,, 8, sont dé-
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termings par les équations

a,=a+(0+1)(a+b),
(7) Bi=a+0(a+b),

1=E (Zg)

24. L'expression précédente de la somme S peut se simplifier. -
D’abord on conclut de I'équation (2), mise sous la forme

() 2m =(a+b)B +(x — B)a,

que P'un des deux nombres (a + b), (¢ — B) est de la forme 41, et
I'autre, de la forme 41+ 2. Supposons d’abord

a+b=o0 (mod4), a—B=2 (mod4);
on déduit des formules (7)

o=03=a (mod4);
par consé¢quent :
Bt

()T =0T, ()T (=) =

le lerme correspondant de X, s’évanouit. Il ne reste ainsi dans celle
somme (ue les termes ot l’on a

a+ b=2d,, «— B =2%4d,

en désignant par d,, d, deux nombres impairs, et par z un exposant
entier et positif. Comme on a dans ce cas

a-—-IEI)—l, p,—:Ea—1+O:

oy —

(mod2)

le coefficient correspondant de ¥(a + b, o — B) dans la formule (G)
est égal

a(= 1) T [1 (= 1), 0=E(1_@_p>.
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Comme ce coefficient se réduit a

a—1
4(—1)* oud o,

suivant que 0 est pair ou impair, on peut remplacer la formule (6) par
la suivante

a

(8) S = 2g(2d, 0)+ 42 (—1) *'§(a+b,a_p),

dans laquelle on désigne par 2’ une somme dont les éléments corres-
pondent & celles des solutions de I'équation (2), qui satisfont aux con-
ditions

(C) a>B, a=b (mod4), 0=E( _‘ip):—zo (mod2).

o«

25. Les deux premiéres conditions sont vérifiées lorsqu’on prend,
comme nous I'avons indiqué plus haut,

(a) a+b=2d,, oa—p=2%4d,

en désignant par d,, d, deux nombres positifs, impairs. En substituant
ces expressions dans I'équation (2) mise sous la forme (), on a

(9) m=dB + 2'd,a,

et 'on peut remplacer la formule (8) par la suivante

—1

(8)  S=33(2d,0)+43,(—1) T 4(ad,, 2*'d,),

en désignant par 2, une somme dont les éléments correspondent i
celles des solutions de I'équation (9) en nombres impairs et positifs
d,, dy, «, B, qui vérifient les conditions

a<2d,, 0=E<2—i£—§—d-;)so (mod2).

Mais la somme Z, peut étre remplacée par la somme

8y—1

S, =2(—1) * ¥(2d,,2*'d,)
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étendue & toutes les solutions de 'équation
(IO) m = dl 8‘ -+ 2id282

en nombres impairs et positifs d,, d,, 8,, &,, I'exposant  pouvant étre
pair ou impair. En effet, si 'on cherche dans les deux sommes S,, X,
les termes qui correspondent & un méme systéme de valeurs de d, et
2'd,, on trouve que cette somme partielle a la méme valeur dans les .
deux sommes considérées. D’abord toutes les solutions de 1'équa-
tion (9) s'expriment au moyen de 'une d’elles @,, B, par les formules

a =a,+ kd,, B=1Bo—k 2°dy;

mais, pour que le nombre a soit impair, a, et 3, étant supposésimpairs,
il faut que le nombre % soit pair. Posant donc k = 2, on a

a=a,+ \2d,, B=0,— N2""d,.

La premiére de ces formules montre qu'une seule de ces solutions
(@, B) satisfait 4 la double condition

oL a<Lad,.

Par conséquent, & chaque systéme de valeurs de d, et 2'd,, il ne
peut correspondre qu'un seul terme de Z,, savoir

a

1
(—1)* §(2d,, 2'd,);

mais, pour qu'il existe effectivement, il faut que la valeur correspon-
dante de B vérifie la condition

9=E( B >Eo (mod2).

21+‘ d2

Or il en est de méme pour S,. Car toutes les solutions de I'équa-
tion (10) en nombres impairs sont données par les formules

Sy=a+ had,, 3,:{3-—)\2“"(%;
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Le nombre @ étant < 2d,, 8, ne peut &tre positif qu'autant que A
est nul ou positif; pour que &, soit aussi positif, il faut que A ne sur-
passe pas la partie entiére 0 du quotient § ; 2+* d,. Le nombre &, ne
peut donc avoir que les (0 + 1) valeurs qui correspondent aux valeurs
0, 1, 2, ..., 0 de A. Dailleurs, pour chaque valeur de A, on a

o™

g — 1

O’;_' Ea:l +A (moda), (—=1)? =(—1)"* (—i)

Lia somme des termes de S, qui correspondent i un méme systéme
(d,, 2'd,) est donc
a1

F(2d,, 2'd,) (— 1) 28 (— 1)
S—1P=1—1+1—...+(=1)f=1 ou o

suivant que 0 est pair ou impair. Par conséquent la somme parliclle
considérce se réduit &

a-—1

(=07

si 0 est pair, et & z¢ro si 0 est impair. Les deux sommes X, et 8, sont
donc égales.

F(2d,, 2'd,)

26. En remplacant dans la formule (8') S par son cxpression cn
somme simple, relative & I'équation (2), et X, par I'expression de la
somme ¢équivalente S,, on obtient la formule suivante

' b—1
(o | DT b ) d(a—bar )

= 2F(2d, 0)+ 42(—1) * $(2d,, 2*'d,),

que Liouville a donnée dans son dix-huiliéme article (Journal de
Mathématiques, 2° série, t. X, p. 169).

Lorsqu'on réduit la formule £(x, y) 4 unc fonction impaire de «,
indépendante de y, c'est-d~dire & une fonction I'(z) vérifiant les con-
ditions

F(—2)=-F(a), F(o)=o0,
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pour toutes les valeurs de z employées dans nos formules, on obtient
la formule suivante :

o 2(=1) T [F(a+b)+F(a—b)]
= 2F(2d)+43(—1) T F(2d,).

I.a deuxi¢me somme du second membre peut étre remplacée par
unc somme triple relative aux trois équations

(10") m=m,+ 2'm,, m,=d,%,, my=d,$,.

Les sommations relatives aux deux derniéres équations se trouvant
séparées, on peut effectuer celle qui correspond & 'équation m, = d,3,;
posant donc

Ga—1

E(_I)T= p(m,),

ct remplacant la somme simple du premier membre par une somme
triple, relative aux trois équations (1), on obtient la formule (1.) don-
née par Liouville, dans son sixiéme article (Journal de Mathéma-
tigues, t. I1I, p. 327), savoir

) | Z{ZS(—1)7 [F(a+ b)+F(a—b)]]
=2F(2d)+ 4Z[p(m,) ZF(2d,)].

27. On démontre d’'une maniére semblable une autre formule
donnée par Liouville dans son dix-septieme article (Journal de Ma-
thématiques, 2° série, t. X, p. 135) et qui se rapporte, comme la
précédente, aux deux équations

am=aa+ b3, m=dzs +2d,s,
Mais on y considére une fonction {(x, y) symétrique par rapport

aux deux variables , y, et paire relativement & chacune de ces varia-
bles.



120 PEPIN.
On forme d’abord la somme

o—~1 b—1

§=3(—1)" " * {(a—bya+p)
relative a toutes les solutions de I'équation (2)
am=ao+ 0B

en nombres impairs et positifs @, b, «, B; puis une seconde somme

S, =3Z(— 1)6*?"““6'_?' b(2d,, 2+'d,)
relative & 'équation
(10) m=d, 8, +2d,s,.
Nous démontrerons qu'il existe entre ces deux sommes la relation
S'=8+4S,,

ou I'on désigne par S la somme
¢—1
S=2Z(—1)* {(o, 2d),
relative aux décompositions du nombre m en deux facteurs d, 8.
Cherchons d’abord la partie de S’ qui correspond a I'hypothésc
= 0.
La valeur commune de a et de b étant un diviseur du nombre 7,
désignons-la par & et posons

m = d3d.

La partie cherchée de S’ correspond aux deux équations
m = dg, 2d = a + 3,

et la somme des termes qui correspondent & une méme valeur de ¢ est
égale &
) 8—1

1) Yo, 2d) E(=1) T
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la sommation indiquée par Z s'étendant & toutes les valeurs de & im-
paires et inférieures & 2d/; on a donc

-1

(=1) T =1 —14 11— (=D =1,
La somme des termes de S qui correspondent & I'hypothése
a=b=2

se réduit donc au terme unique

(=1) T §(o, 2d),

ct la somme de tous les termes de S’ qui correspondent aux solutions
de P'équation (2), dans lesquelles @ et b sont égaux, est égale a la
somme S, dec sorte que I'on peut poser

S =S+9,

en désignant par S” la somme des termes de S’ dans lesquels les deux
nombres a et b sont inégaux.

28. Or la somme S” est égale au quadruple de la somme S,. D’a-
hord on peut grouper deux & deux les termes de S” au moyen des for-

mules
a = b, b = a, o' = B, B'=a.

La fonction ¢ (z, y) étant paire par rapport & z, on a
(o~ b, o'+ B)=4¢(a — b, a+ B),

etla somme des deux termes devient

a—1 bh—1 B-1 a=—1

(=T T (=TT 4(a=b,a+p),

et nous pouvons supposer que la solution a, b, ¢, 8 au moyen de

laquelle nous exprimons la somme des deux termes est celle des deux

solutions du groupe considéré, qui vérifie la condition a > 4. Or, cn
Journ. de Math. (4 séric), tome IV. — Fasc. I, 1888. 16
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¢erivant équation (2) sous la forme
am=(a-b)a-+(a—B)b+2b8,

on voit que I'ona

et, par conséquent,

o —1 b—1 g—1 a—1

On a donc

S'=22%,(—1)*'  * Y(a—0b,a+p),

en désignant par 2, une somme dont les termes correspondent a celles
des solutions de I'équation (2) en nombres impairs et positifs, qui sa-
tisfont a la condition @ — b > o.

29. Afin de profiter d'une partie de la démonstration de la for-
mule (11), nous échangerons entre ellesles lettres grecques et leslettres
latines correspondantes, et nous écrirons

-1 a-—1

B
S"=2Z,(—=1)* T {(a—B,a+b),

en désignant par 2, une somme relative & celles des solutions de 1é-
quation (2) qui vérifient la condition & — B > o.

Nous avons vu (n* 22 et 23) que toutes ces solutions peuvent se
grouper deux & deux au moyen des formules

(A) o —fB=a+b, a,+b=a—38,
(B) a,=p—0(a—p), Bi=a+0(a+b),

dans lesquelles le nombre 0, en vertu des conditions @, > o0, b, > o,
est déterminé par les inégalités

(5) 1< <0+r,  0=E(L;)
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La somme des deux termes d'un méme groupe est

-1 a—1

[1+(=1)I(— ')"+~¢(U— B a+10).

D’abord, des formules (A) et de ce que ¢(a,y) est une fonction
symétrique des deux variables x, ¥, on déduit

k,'J(oc,—B,fa‘+b,=ap(a+b,m~[3)={;(o:—($, a+b),

et, par conséquent, la somme des deux termes de 2, qui correspon-
dent aux deux solutions considérées est

(= (= Ty By 0t 1),

D'ailleurs on déduit de I'équation (2) mise sous la forme (a),
n° 24,

. a+b  z2—f
m=-—— + — =1 (mod2),

{3|+al=§+a+0<a+b_““@>5?":a+0 (mod?2).

On a donc

Bi—1 a,—l B~1 a-—1

O R )

ce qui justifie I'expression énoncée ci-dessus.

De plus, comme l'un des deux nombres (@ +.5) ou (&, + &,) est
de la forme 4!~ 2, nous supposerons que celle des deux solutions au
moyen de laquelle on exprime la somme des deux termes vérifie la
condition @ + b = 41+ 2.

La somme S” peut donc s’exprimer par la formule suivante

=92 1 —1) —1:+u a—3,a
o) §S—>:[+< FI(= )T T Y@ —B, a+b),

( 1=E(:25)
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ou l'on désigne par X, une somme dont les termes correspondent i
celles des solutions de I'équation ( 2) dans lesquelles on a

e>8 et a+b=2 (mod4).

30. L'cxpression cherchée dela somme S”au moyen de la somme S,
sc déduit de la derniére formule en posant, comme au n° 25,

(C) a+b=a2d,, o — 3 =2'd,,
ce qui réduit I'équation (2) 4 la suivante :
(9) m=d,§+ 2'd,a.

Aulieu dela formule (13), on aura

a—1

s S"= 221+ (—1)*](— I)E;+Tqa(2i*‘(l2, 2d,),

c 0=5(z42).

en désignant par 2’ une somme dont les termes correspondent i celles
des solutions de I'équation (9) en nombres impairs et positifs ¢,, d,,
a, f8, qui vérifient la condition @ < 24,.

Nous avons vu plus haut (n° 23) que, pour chaque systéme de va-
leurs des nombres d,, 2°d, propres a vérifier I'équation

(v4)

(10) m=d, 8, + 2'd,0,,

I'équation (9) n’admet qu’une seule solution qui vérific la condition
a< 2d,, tandis que I'équation (10) admet toutes les solutions qui se
déduisent des formules

So=a+A2d,, 8‘-——@—7\2“"([2,

cn donnant & A les valeurs o, 1, 2, ..., 0. La somme des termes de S,
qui correspondent & un méme systéme de valeurs de d, ct 2'd, cst

donc
6; -1

Y2 dyyad ) S(=1) T T,

7
vl
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Or on déduit des deux derniéres formules

N N
0y —1 Gg— 1T —1I a—1
+ P=r + A
2 2 2 2

l

On a done

8y—1 8a—1 Bi—-1 a—1

ST T =(=1) T T i—i41—...+(=1)]

La somme renferméc entre parenthéses se réduit 4 1 ou 4 o suivant
cue ) est pair ou impair; elle cst égale dans tous les cas &

sli+(=1))

La somme S, peut donc s’exprimer par la formule

a1

-1
S\ =X [1+ (=P (1) T T (2 dyy 2l)y

dans laquelle 2/ désigne une somme dont les termes correspondent,
comme dans la formule (14), aux solutions de 'équation (g), sous la
condition @ < 2d, ; ce qui justifie la relation énoncéc

S"=48,.
On a donc, entre les trois sommes considérées, la relation

g—~1 b=1

(13) RICORNRICEIATE
‘ — .6;1 §.’;.’+§!—:.l .

=2(~1) 2_ Y(0, 2d)+ 4Z(—1) *  * P(2"'d,, 2d,).

31. On remplit les conditions imposées & la fonction (i, y) en

prenant
Y(z, y)= f(z)+ f(¥)

pourvu que I'on désigne par f() une fonction pairc de . Le premier
membre de la formule (15) devient alors

S0 T a0+ (=) T fat §).

Mais chacunc de ces sommes reste invariable lorsqu’on y échange
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entre elles les lettres grecques et les lettres latines correspondantes.
En faisant cet échange dans la derniére somme et en ayant égard & la

relation
a—-1 b—1 B~1 a-1
(=07 T =(=n7 T

on peut remplacer cette seconde somme par la suivante

-1 _ b—1

2= fa+b),

de sorte que la formule (15) devient

(=) 7 [f(at b)+ fla =)
(16) =2(- I)T[f(%f):*‘ S(0)]

F4E(~1) T T [f(2d)+ f(2dy .
On peut prendre f(x)= costx; on obtient ainsi la formule
a1 bot -
22[2(——1) * cosat 2(—1)? cosbtJ

=2(—1) * (1+ cos2adl)

2
|

|

(17)

o~

+42 [2(— 1)0-’—2—_' 2(— I)lT1 cos2d, l]
+42 [E(- 1)9'_;_12(— I)Q’T_'cos(z"“ d, l].

La triple somme du premier membre se rapporte aux trois équa-
tions
om=m'+m", ~m'=aa, m =D>bf;

les deux sommes triples du second membre correspondent aux trois
équations

m=m,+2m, m=d.0, m=d,,.

Les sommations relatives & ces équations élant séparées, on pourra
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les effectuer pour chaque valeur de ¢. Ainsi, pour £ = o, on ala relation

2p(m')p(m")=Zp(m)+4Zp(m,) p(m,),

oi l'on désigne par p(m) le nombre des décompositions de 2m en
sommes de deux carrés impairs.

Les formules établies dans ce Mémoire sont susceptibles d’un grand
nombre d’applications. Je donnerai dans un prochain Mémoire la suite
des applications aux formes quadratiques, par lesquelles j'ai terminé
le Mémoire cité du 19 avril 1885 (Atti dell’ Accademia de’ Nuovi
Lincer).




