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Sur quelques formules cVAnalyse utiles 

dans la Théorie des nombres; 

PAR LE P. PEPIN, S. J. 

t. Je me propose de démontrer l'ensemble des formules générales 
de Liouvillc, qui reposent sur la partition numérique exprimée par les 
équations suivantes 

n=p q, ρ = aoL, q = b$, n — do, 

dans lesquelles tous les nombres considérés sont entiers et positifs, pairs 
ou impairs. Dans la session du 19 avril 1885 de l'Académie pontifi-
cale des Nuovi Lincei, je me suis occupé de quelques-unes de ces for-
mules et j'ai montré comment elles découlaient de la démonstration, 
donnée par Diricblet, du théorème de Jacobi, relatif à la décomposition 
du quadruple d'un nombre impair en une somme de quatre carrés 
impairs. Je renverrai à ce Mémoire le lecteur désireux d'approfondir 
le sujet qui nous occupe; il j trouvera en même temps de nombreuses 
applications à la théorie des formes quadratiques quaternaires. 

Dans le présent Mémoire, je considérerai successivement les for-
mules qui ne concernent qu'un seul mode de partition, puis celles où 
l'on compare deux modes différents de partition. Dans un travail sub-
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sequent je donnerai de nouvelles applications des formules démon-
trées. 

I. — FORMULES GÉNÉRALES RELATIVES AUX ÉQUATIONS 

(I) n=p~irq, p = ao>., q = b$. 

2. Soit <p(;r, /) une fonction paire de χ et de y, alternée par rap-
port à ces deux variables, ou du moins une fonction qui, pour toutes 
les valeurs de χ et dey employées dans nos formules, vérifie les condi-
tions 

(K.) ï(x,y) = o(-x,y)= (fO, -y), <?(x,y)= ~ o(y, χ). 

Au moyen de cette fonction nous formons la somme triple 

S = 2[E2ç(e-A,i + p)], 

dont les termes correspondent à tous les systèmes de solutions des 
équations (i) en nombres entiers et positifs, soumis ou non à quel-
ques restrictions dont nous parlerons plus loin. On forme cette somme 
en considérant successivement toutes les partitions du nombre donné a 
en deux parties entières et positives p

)
 q. Pour chaque partition, on 

décompose les deux nombres ρ, q de toutes les manières possibles en 
deux facteurs ρ = αα, q = &β; on combine chaque couple α

Ί
 CL avec 

chaque couple b, β et à chacun des systèmes a, a, b, β ainsi obtenus 
on fait correspondre un terme <?(a — b

)
 α -h β); la somme de tous ces 

termes, pour une même solution de l'équation 11 =p + q, forme la 
somme partielle, indiquée par les deux Σ renfermés entre crochets. 
L'autre Σ indique la somme de toutes ces sommes partielles, relatives 
aux diverses solutions de l'équation n= ρ -+- q. 

Pour la démonstration que nous avons à faire, il est plus commode 
de remplacer le .système des équations (i) par l'équation unique 

(2) n = aoi-\- Ζ>β, 

et de remplacer la triple somme par une somme unique, dont les élé-
ments correspondent aux diverses solutions de l'équation (2). 
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Nous partagerons la somme S en deux parties, l'une, S
0
, relative 

à l'hypothèse a = b, et l'autre, S0 dont les éléments correspondent 
aux solutions dans lesquelles a et b sont inégaux. Les termes de cette 
dernière somme peuvent se grouper deux à deux au moyen des for-
mules 

(Λ) «, = /;, b
t
 = a, α, = β, β. = α· 

Les deux termes de chaque groupe sont égaux; car, en vertu des for-
mules (A) et (K), on a 

a
{
 —b

{
 = —(a — b), α, 4-β, = α + β, 

?(«. - «, + β,) = φ(- a + b, α + β) = φ(α — b, « + ?). 

Nous pouvons donc remplacer leur somme par le double de celui 
des deux termes qui correspond à une valeur positive de la différence 
(a — b), La somme S est alors exprimée par la formule 

S = S
0
4-2Σ,9(α-6, α -Η β), 

dans laquelle Σ, désigne une somme dont les termes correspondent 
aux divers systèmes de valeurs entières et positives de «, b, «, β pro-
pres à vérifier les conditions 

a = αα + &β, b. 

5. Nous nous occuperons d'abord de la somme Σ, dont nous grou-
perons les termes deux à deux, en faisant correspondre à chaque solu-
tions a, b, α, β, vérifiant la condition a^>b

:
 une autre solution a

n
 bn 

α,, β,, au moyen des deux formules 

a = αα + &β, b. 

autant du moins que cette correspondance sera compatible avec les 
conditions imposées aux nombres qui figurent dans l'équation (2). 

Pour cela, nous écrirons de la manière suivante les deux solutions 



86 PEPIN. 

que nous voulons associer 

(4) η =(a - b)a + (α -h β)δ, /« = («,--δ,)α, 4-(α, +β,)^,. 

En faisant la substitution (Β) dans la dernière formule, on trouve 

(Τ) η = (a — b)b, +(α + β)α,. 

La comparaison des deux formules (4) et (4') montre que la der-
nière se trouve vérifiée lorsqu'on joint aux relations (B) les formules 
suivantes 

(C) &, = «-+- 0(α H- β), α, = & — 0(α — b), 

dans lesquelles ô désigne un nombre entier quelconque. On a donc 

I. 
a, = b — 0(a — b), β, =(Û Η- ι)(a — b) — b, 
Ct | — Cf. —|— ^0 -f- I ^ -J— β b

x
 — OC -4- 0 ( OC H- β ). 

Les deux conditions a,>o, β, > ο déterminent le nombre 0 au 
moyen des deux inégalités 

(5) 0<-Aj<0 + ., 

pourvu toutefois que le quotient b \ (a — b) ne soit pas un nombre 
entier; car alors l'une des deux inégalités se changerait en égalité et 
Γιιιι des deux nombres oc,, β, serait nul, contrairement à l'hypothèse. 
Tant que le quotient b '.(a — b) est fractionnaire, on vérifie les deux 
inégalités (5) en prenant pour valeur de 0 la partie entière de ce quo-
tient. La différence a — b étant positive, le nombre 0 est nul ou po-
sitif, de sorte que les formules I déterminent des valeurs positives pour 
les quatre nombres a

s
, b„ oc.,, β,, ct les deux solutions associées véri-

fient en même temps la condition a — b > ο, «, — b
t
 ]> o. 

4. Puisque le nombre 0 a une valeur unique, déterminée par les 
inégalités (5), les formules I ne font correspondre qu'une seule solu-
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tion a
{

, bn α,, β, à chacune des solutions a) b, α, β, dans lesquelles 
le quotient b:(a — b) est fractionnaire et positif. De plus, la même 
solution an b

{
, α,, β, ne peut pas correspondre à deux systèmes diffé-

rents de valeurs des nombres a, b, α, β; car, si l'on avait, conjointement 
avec les formules I, les formules suivantes 

a, ~b'~ 0'(a' — b'),P. = (0 >+i)(a'-b')-b', 

b,= a'4-0'(a' -4- β'),b,= a'4-0'(a' -4- β'), 

on en déduirait respectivement 

x = b
l
 — 0 (a, — b

{
),β=(0 b,)- b,, 

b — a, 4- 0 (a,-f-β,),a = a,-Η(θ4-ι)(α,4-β,), 

«'= — 0'(«
f
 —β/ = (0'Η-ι)(«'1 - bt)-bn 

b'= a.-f-O^a'.-h β,),a' —a, Η-(0'4-τ)(α, Η- β, ). 

Les deux conditions a > ο, β > ο déterminent 0 par les deux iné-
galités 

0<—®!_<0 + i; 

de mèine, les conditions α'> ο, β'^>ο exigent que l'on ait 

0<—®!_<0 + i; 

On a donc nécessairement 0' = 0 et par conséquent a' = a, = b, 
a' = a, β' = β. Il reste à examiner si les solutions ainsi groupées satis-
font à toutes les conditions imposées. Gela est évident d'abord lorsque 
les nombres a, 6, α, β ne sont soumis qu'à la seule condition d'être 
entiers et positifs, car la différence a — b étant positive et le nombre 
0 étant positif ou nul, les nombres a,, b

n
 a,, β, déterminés parles 

formules I sont nécessairement positifs et satisfont à la condition 
a

t
 — >o. Cela est vrai encore lorsque les quatre nombres a, b, 

a, β sont tous impairs, car alors les nombres a
n
 b

n
 κ,, β, sont aussi 

impairs. Dans ces deux cas toutes les solutions de l'équation (3) dans 
lesquelles le quotient b\(a—b) n'est pas un nombre entier sont 
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groupées deux à deux par les formules I, de telle sorte que la même 
solution ne ligure jamais dans deux groupes différents. Mais cela n'au-
rait plus lieu si les deux nombres a, b devaient être tous deux im-
pairs, tandis que l'un des deux nombres α, β serait pair; dans ce cas la 
simplification de la somme triple S ne peut plus s'effectuer au moyen 
des formules I. 

Or les deux termes de la somme Σ, qui correspondent aux deux so-
lutions d'un même groupe forment une somme nulle; car, en vertu des 
formules I, on a 

α, -h β, == a — by a, — b{ = a β, 

<p(a, - b
n
 a, + β, ) = <p(a -+- β, a - b) = - φ (a - b, a -h β). 

Par conséquent, les seuls termes qui restent dans la somme Σ, sont 
ceux qui correspondent aux solutions de l'équation (3) dans lesquelles 
le quotient b'.(a—b)cst un nombre entier. L'évaluation de Σ

ί
 dé-

pend donc des conditions auxquelles sont assujettis les nombres <2, &, 
α, β. 

ι° η — £ m («, b, a, β impairs). 

5. Supposons d'abord η pair et posons n — en désignant 
par m un nombre impair. Les deux nombres a al b étant impairs, le 
quotient b',(a — b) ne peut pas se réduire à un nombre entier; par 
conséquent la somme Σ

{
 s'évanouit. On a dans ce cas 

S= S„= Σ©(ο, α-h β), 

la somme désignée par Σ s'étendant à toutes les solutions de l'équa-
tion (2) dans lesquelles a et b sont égaux. Or la valeur commune des 
deux nombres impairs a al b doit nécessairement diviser le nombre m ; 
c'est pourquoi nous posons 

a = b = d, m = de 

et l'équation (2) se trouve remplacée par la suivante 

(2')2λδ = α -4- β, 
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dans laquelle on doit égaler δ successivement à tous les diviseurs du 
nombre m. La somme des termes qui correspondent à une même valeur 
de δ est égale à <p(o, 2λδ ) multiplié par le nombre des solutions de l'é-
quation (2'), relativement à cette valeur de δ. Lorsque les nombres a, 
β doivent être impairs, le nombre de ces solutions est égal à 2λ_ι δ; car 
on peut égaler α à tous les nombres impairs 

1, 3, 5, ..., 2*δ — ι, 

dont le nombre est 2λ_ι δ, et, pour chacune de ces valeurs, on obtient β 
parla formule 

β = 2*δ — α. 
Dans ce cas, on a 

S = S
0
 = 2)'~l Σδ<ρ(ο, 2λδ), 

la somme indiquée par Σ s'étendantà toutes les solutions de l'équation 
m — d%. En remplaçant S par la triple somme représentée par cette 
lettre, on obtient la formule suivante 

(6) Σ[ΣΣφ(α — b, α -h β)] = 2λ~· Σδ<ρ(ο, 2λδ), 

dans laquelle les trois sommations du premier membre se rapportent 
aux diverses solutions des trois équations 

2y m = m' -t- m", m' = αα, m" = b β 

en nombres entiers, positifs et impairs, mr, τη" y a, b, α, β, tandis que 
la somme indiquée dans le second membre correspond aux diverses 
décompositions du nombre m en deux facteurs, cfà = m. 

20 «, a
)
 by α, β entiers et positifs quelconques. 

6. Lorsque les nombres a, by a, β peuvent être pairs ou impairs, le 
quotient b\(a— b) peut être un nombre entier. Soit k la valeur de ce 
quotient. Les solutions de l'équation (3) auxquelles correspondent les 
termes qui restent dans Σ, sont déterminées par les formules sui-
vantes : 

Λ = αα + &β, b = k(a — b), a^>b. 
Journ. de Math. (4* série), tome IV. — Fasc. I, 1888. I 2 
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Nous ferons a — b = δ et par conséquent 

b = k$, a = (k-Ι-ι)δ, η = δ[/ί(α -f- β)-h α |. 

Le nombre δ étant diviseur de n, posons 

η = do. 

Les nombres α, β seront déterminés par la formule 

(7) d — k(<x. -+- β) 4- α. 

Comme les nombres k, α, β sont entiers et positifs, la somme α 4- β 
est au moins égale à 2, etd au moins égal à 3. Ainsi, pour évaluer Σ,, 
on prendra successivement pour d tous les diviseurs de η supérieurs 
à 2; pour chaque valeur de d, on égalera oc -f- β à chacun des nombres 

2, 3, ..., d 1, 

en exceptant celles de ces valeurs qui diviseraient exactement d et 
auxquelles correspondrait une valeur nulle de oc; on divisera d par 
chacune de ces valeurs et l'on prendra le reste de cette division comme 
valeur de oc. La somme des termes de Σ, qui correspondent à un même 
couple de valeurs de d et de δ vérifiant les conditions d§ = η et d > 2 
est 

9(0, 2)+9(8, 3) H- 9(0, 4) + ...+ 9(S, d— 1), 

avec cette condition de réduire à zéro le terme φ (δ, μ.) lorsque μ. est 
diviseur de d. On a donc 

2' = 2'[φ(δ, 2)h- 9(8, 3)+ 9(8,4) + .·.+ 9(8, d-1)_| 

en désignant par Σ' une somme qui s'étend à toutes les décompositions 
du nombre η en deux facteurs d, δ, mais avec cette restriction de faire 
évanouir le terme φ (δ, μ.) lorsque μ. est diviseur de d. Les décomposi-

tions d= 1, δ = n\ d — 2, δ = ^ se trouvent exclues, parce que dans 

la somme partielle, comprise entre parenthèses, le dernier terme 
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<ρ(δ, d — i) ne peut jamais présenter une valeur de d — ι inférieure 
à 2, la seconde variable devant croître depuis le premier terme <ρ(δ, ί) 
jusqu'au dernier. 

7. Il nous reste à évaluer dans la même hypothèse la somme S
0
 des 

termes qui correspondent aux solutions de l'équation (2) dans lesquelles 
les deux nombres a et b sont égaux. La valeur commune de ces deux 
nombres étant un diviseur de η, nous posons 

a — b=o, n = d$, 

et l'équation (2) se réduit à 

(2') d = α-H β. 

Les termes correspondants de la somme S sont tous égaux à φ (ο, d), 
et leur somme est égale au produit de φ(ο, d) multiplié par le nombre 
des solutions de l'équation (2'). Ce nombre est égal à d — 1, car on 
peut prendre pour α les valeurs 

1, 3, . · ·, d 1 j 

et, pour chacune de ces valeurs, on a 

β = d — a. 

La somme S0
 est donc égale à la somme de tous les produits 

(d -1)9(0, d) 

qui correspondent à tous les diviseurs de η désignés indéfiniment 
par d. En joignant ce résultat à celui du numéro précédent, on obtient 
la formule 

S = Σ[ΣΣφ(α — ΰ, a + β)] = Σ(ο? — ι)φ(ο, d) 

+ 2Σ'[φ(δ, 2)Η-φ(δ, 3) -Η φ(δ, 4)-Κ· ·+ d- ι)]. 

8. On vérifie les conditions Κ (n° 2) imposées à la fonction 
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φ (a?, y), en prenant 

?0> y)=/Oi y)-f(y> *)> 

pourvu que la fonction f(x, y) soit une fonction paire des deux varia-
bles x) y, c'est-à-dire pourvu que l'on ait 

/(- ®>r)=/(®> y)=f O, -/) 

pour toutes les valeurs de χ et dey qui figurent dans nos formules. 
En substituant l'expression précédente de y) dans la for-

mule (8), on obtient la suivante : 

Σ|ΣΣ[/(β - b, « + p)-/(« + β, α - b)]) 
= 2(rf- i)[/(o, d) —f(d, o)] 

= 2(rf- i)[/(o, d) —f(d, o)] 

= 2(rf- i)[/(o, d) —f(d, o)] 

Les trois sommes indiquées dans les premiers membres des for-
mules (/) et (g) se rapportent aux solutions des trois équations 

(ι) n = ρ q, ρ = αχ, q=b$ 

en nombres entiers et positifs, comme nous l'avons expliqué plus haut 
(n° 2). La première somme du second membre se rapporte aux di-
verses décompositions du nombre η en deux facteurs d, δ; enfin les 
sommes indiquées par Σ' se rapportent aux mêmes décompositions du 
nombre η, mais avec cette restriction de réduire à zéro les termes 
φ(δ, p.), /(δ, [λ),/([λ, δ) toutes les fois que p. est diviseur de d. 

Les formules (/) et (g) ne diffèrent que par les notations des for-
mules désignées par les mêmes lettres dans le cinquième article de 
Liouville (Journal de Mathématiques, 2e série, t. III, p. 284). 
Comme l'équation 

η = au. -f- y[i 

est symétrique par rapport aux lettres grecques et aux lettres latines, 
les deux sommes 

Σ/(α 4- β, a — h) et Σ/(α+&, α —β) 
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sont égales, de sorte que le premier membre de la formule (/) peut s'é-
crire de la manière suivante : 

(/') 2(ΣΣ[/(α -b, <* + $)-f(a + b, α — β)]). 

9. Lorsqu'on réduit la fonction / {x, y) à une fonction de la seule 
variable x, vérifiant la condition /(— #)=/(#)> l'expression (/') 
devient 

Σ | ΣΣ[/(α - b)—f{a + i)]j. 

Le premier terme du second membre de la formule (/) devient 

I(d - ΐ)[/(θ) -/(<*)] =/(o) [ζ, (»)- ζ(»)] - l(d - !)/(*), 

pourvu que l'on désigne par ζ, (/i) la somme des diviseurs de η et par 
ζ(/ι) le nombre de ces diviseurs. Dans la somme Σ' qui forme le 
deuxième terme du second membre de la même formule, tous les 
termes qui correspondent à un mcrne diviseur δ de η sont égaux à 
/(δ); leur nombre est celui des termes 2, 3,4> · · -, fi? — 1 qui ne sont 
pas diviseurs de d, c'est-à-dire d — £(d). On a donc 

Σ|ΣΣ[/(β-ί)-/(α + δ)]| 
= [ζ, («)_ ζ (η)] /( ο)+ Σ[ιά - αζ(*) - S + ι]/(δ) 

= [ζ, («)_ ζ (η)] /( ο)+ Σ[ιά - αζ(*) - S + ι]/(δ) 

Les sommes qui figurent dans le second membre se rapportent à 
toutes les décompositions du nombre η en deux facteurs d, δ ; mais 
dans la somme Σ' 011 doit supprimer le terme /(p.) de la somme par-
tielle 

/(2) + /(3)+-/(4)-+-· · ·+ f(d — 1), 

qui correspond à l'une de ces décompositions, chaque fois que ρ est 
diviseur de d. Ainsi, pour d = 4, cette somme se réduit à /(3); pour 
d = G, elle se réduit à /(4)4- /(5), et ainsi de suite. La formule (H) 
a été donnée par Liouville dans son quatrième article (loc. cit., 
p. 247). Liouville a aussi indiqué dans son cinquième article comment 
la formule (H) se déduit de la formule (/) {ibid., p. 28G). 
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10. La formule (6), que nous avons obtenue plus haut (n° 5), 
donne les formules des premiers articles de Liouville, lorsqu'on prend 

?(*. r)=/(®>r)- /(/> x)> 

en désignant par / une fonction paire des deux variables χ, y, c'est-
à-dire une fonction qui vérifie les conditions 

/(«:,7)=/(-®. y)=f(*, -y) 

pour toutes les valeurs des variables a?,y employées dans nos formules. 
On obtient immédiatement la formule 

Σ|ΣΣ[/(α — b, α-t-β)-/(« + §, a- h) 
= 2U,2rf[/(o, i\l)-f{ixd, o)], 

dans laquelle la somme triple du premier membre se rapporte aux 
trois équations 

(i') 2km — m'\ m' = αα, m" = ύβ, 

où les nombres m, mm", a, 6, a, β sont entiers, positifs et impairs. 
Ces équations étant les mêmes lorsqu'on échange entre elles les lettres 
latines et les lettres grecques correspondantes, on a 

Σ.ΣΣ/(α + β, a — ΰ)=Σ.ΣΣ/(α -h b
)
 a — β). 

En faisant cette substitution dans l'équation (b), on trouve 

Σ I ΣΣ[/(α — b, α + β) — /(α + 6, α — β)] 1 
= 2"'-ιΣίί[/(θ, 21<i)-/(21d,o)]. 

Lorsqu'on réduit la fonction /(a?, y) à une fonction de la seule va-
riable χ vérifiant la condition /(#) = /(— #)> cette formule devient 

(a) Σ|ΣΣ[/(α-δ)-/(α + £)]| = 21-'Σί?[/(ο)-/(2λίΟ]. 

Enfin l'hypothèse λ = ι réduit les formules (a), (ù), (c) aux trois 
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suivantes 

(A) Σ| ΣΣ[/(α- b)-f(a + b)}\=ld[f(o)-f(2d)l 
2 ί22 [/(« — 6, α + ?)—/(«+ a

 ~
 δ)]| 

= 2<i[/(o, zd) — f(2d, o)], 

Σ | ΣΣ If {a — b, « + β) - /(α 4- b, α - β)]! 
= 2<i[/(o, zd) — f(2d, o)], 

en mcine temps, les équations (i') auxquelles se rapportent les trois 
sommations indiquées dans les premiers membres, deviennent 

2 m = m' -+- m" y m' m" = b [3. 

Dans toutes ces formules, la somme indiquée par Σ dans les seconds 
membres se rapporte aux diverses décompositions du nombre impair 
donné m en deux facteurs. Ces formules coïncident, aux notations près, 
avec tes formules générales designées par les mêmes lettres dans les 
deux premiers articles de Liouville ( Journal de Mathématiques, 
2e série, t. ILL, p. I/§3 et IP.3 ). 

II. — FORMULES RELATIVES A LA PARTITION 

m—ka 4- B b, 

OU LES NOMBRES /JL, «, B SONT IMPAIRS. 

11. Etant donné un nombre m impair, on le partage en deux par-
ties positives ρ, q et l'on décompose chacun des deux nombres ρ, q en 
deux facteurs, dont l'un doit être impair; en un mot, nous posons les 
trois équations 

(i) m = ρ q, p=^ka
} q = ftb, 

en assujettissant les deux nombres a et b à être impairs. Le nombre 
donné m étant impair, l'un des deux nombres A, B sera pair, et l'autre, 
impair. A chaque système de solutions des équations (i) nous faisons 
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correspondre deux termes 

/(A — Β, a H- ù), /(A Β, a — ù), 

où Ton désigne par/(#, y) une fonction paire des deux variables #, y, 
ou encore une fonction qui vérifie les conditions 

/0> r)=/(- r)=/(*» - r) 
pour toutes les valeurs de χ et dey employées dans nos formules. 

Au moyen de tous les termes semblables qui correspondent aux 
divers systèmes de solutions des équations (1), nous formons la somme 
triple 

S = Σ | ΣΣ[/<A - Β, α + b) — /(A + Β, « — £)] j, 

où nous indiquons par les deux Σ entre crochets les deux sommations 
relatives aux deux équations p = Aa, q = Bb\ on obtient ainsi une 
somme partielle qui correspond à une solution unique de l'équation 
m=p-hq, puis, en ajoutant toutes les sommes partieLles, relatives 
aux diverses solutions de l'équation τη = ρ + q

y
 on trouve la somme S ; 

c'est ce qu'indique le premier Σ du second membre. 
Nous allons démontrer que, par la suppression de termes qui se dé-

truisent deux à deux, on peut exprimer la somme triple S au moyen 
des deux sommes simples 

Σ df(d, 0), 
2[/K °)+2f(d> 2)+3/(rf,4) + ...-t-2/(rf,8- l)], 

qui correspondent l'une et l'autre aux diverses décompositions du 
nombre m en deux facteurs d, δ. 

12. Pour rendre la démonstration plus facile, nous remplacerons 
la somme triple, relative aux trois équations (1), par une somme 
unique correspondant aux solutions de l'équation 

(2) m = Aa 4- Bù, 

en nombres entiers et positifs A, Β, a, ù, dont les deux derniers, 
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a et h, doivent être impairs. Nous considérerons séparément les deux 
sommes 

Σ/(A — Β, et -h b), Σ/(A' + Β', α' - I/), 

en faisant correspondre la dernière à l'équation 

(2') m = A'a'+ B'&', 

qui ne diffère de l'équation (2) que par la notation. Les termes 

/(A-B, α-h ft), /(Α'+Β',α'-δ') 

des deux sommes sont égaux lorsqu'on a 

A' h- B' = ±(A — Β), a + b = dz(a' — b'). 

Pour éviter le double signe, nous remplacerons les deux sommes 
considérées par deux autres sommes, vérifiant respectivement les con-
ditions 

A —B>o, α' —£/> o. 

D'abord, la différence A — 13 ne s'évanouit jamais, puisqu'elle est 
un nombre impair; par conséquent les solutions de l'équation (2) peu-
vent se grouper deux à deux au moyen des formules 

À, = Β, B, = A, at= b, bt = a, 

et la somme des deux termes égaux 

/(A - B, a + &)+/(A, — Β,, α, + b
{
) 

peut être remplacée par le double de celui des deux termes qui vérifie 
la condition A — B > 0. On a donc 

Σ/(A — Β, a + b) — ιΣ
{
/(A — Β, a -h b), 

en désignant par Σ, une somme dont les termes satisfont à la condition 
A — B > 0. On peut de même grouper deux à deux les termes de la 

Joum. de Math. (4" série), Lome IV. — Fasc. I, ι388. U 
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somme 2/(A'-f- b', o! — h') clans lesquels la différence a — b' ne 
s'évanouit pas; mais il reste à ajouter les termes dans lesquels a' = b'. 
En vertu de l'équation (2'), la valeur commune de a' et de b' est un 
diviseur δ de posant donc m -- d$, on a 

d — A'-f- B', /(A + B', et! - b') = f(d, o). 

Les termes de ce genre, qui correspondent à une même décomposi-
tion du nombre m en deux facteurs d, δ, sont égaux à f(d, o), et leur 
nombre est celui des solutions de l'équation d — A'-h B', c'est-à-dire 
d — 1, puisque l'on doit donner à A' les valeurs 1, 2, 3, ..d — τ. La 
somme des termes égaux à/(r/, o) est donc égale au produit 

2(d-.)/(«*, o), 

et la somme de tous les termes 

/(A' + B', a'-b'), 
dans lesquels on a 

et' = b', 
est égale à 

2(d-.)/(«*, o), 

la somme Σ s'étendant à toutes les solutions de l'équation m = do. 
A considérer l'équation d = A' -h B', on voit que d doit être > 1; par 
conséquent, on devrait exclure la décomposition d = 1, δ = m. Mais, 
comme le terme correspondant (d — 1) f(d, o) s'évanouit, rien n'em-
pêche d'ajouter ce terme, comme nous le faisons. On a donc 

Σ/(Α'+Β', a'-b') = ̂ (d-i)f{d
y
 0)+2Σ

8
/(Α'+Β/, α' - b'), 

en désignant par Σ2 une somme restreinte par la condition <3' —■ //> o. 

15. La somme S est donc exprimée par la formule 

S=+22,/(A-B, a + b) 

— 2Σ../(Α/-Η B', a' — b') — Σ(ίΖ — i)f(d, o). 

Or tous les termes de Σ
2
 sont détruits un à un, par des termes 

égaux de Σ,, et il ne reste de cette dernière somme que les termes dans 
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lesquels le quotient Β : (A — B) est un nombre entier. D'aborcl les 
deux ternies 

/(A' + B/(A — B, a+b) 

sont égaux lorsqu'on a 

(A) A — B = A' -μ 13', a' — b' = a b. 

Or les équations (2), (2'), auxquelles se rapportent respectivement 
les deux sommes Σ,, peuvent s'écrire de la manière suivante 

(2) m — (A — 33)a ■+■ (a 4- fr)B, 
(2') m =(A' + B')&' + (Û'-- b')A', 

et la dernière, par la substitution (A), devient 

m =(A — B) &'-(-(« 4- b)A 

En comparant cette équation avec l'équation (2), on voit que l'é-
quation (2') sera une conséquence de l'équation (2), si l'on joint aux 
formules (A) les deux formules suivantes 

(B) V= a + 0(a-+-£), A = B - 0(A - B), 

en désignant par 0 un nombre entier soumis à la condition que les 
nombres A', B', b' soient positifs. Or, suivant que l'on résout les 
formules (A) et (B) par rapport aux lettres accentuées ou par rapport 
aux lettres dépourvues d'accent, on obtient les deux systèmes équiva-
lents 

I. 

A' = B - 0(A - Β), B' = (0 4- 1) (A - B) - B, 

fl' = fl + (0+I)(C + ft), b'— <24- 0(A 4- £>); 

II. 
a—b'~ Q(a'— b'), b = (0 4- r)(a' — b') — b', 
A = A'4-(G 4- 1) ( A' 4- Β'), Β = A' + 0( A' + B'). 
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Les conditions α > ο, b > ο exigent que le nombre 0 vérifie les 
deux inégalités 

°<Â~nj<0 + 1· 

de mémo, pour que les deux nombres A', B' soient positifs, il faut que 
l'on ait 

°<Â~nj<0 + 1· 

Comme la différence a! — b' est paire, tandis que b' est impair, on 
vérifie les inégalités (4) en prenant pour 0 la partie entière du quotient 
b' : (a' — b'); cette valeur étant nulle ou positive, les nombres corres-
pondants a, 6, A, B sont positifs et de plus les deux premiers a, b 
sont impairs. Par conséquent, à un terme quelconque de Σ

2
 on fait cor-

respondre par les formules II un terme de Σ, et un seul; et, comme la 
valeur correspondante de 0 doit vérifier non seulement les inéga-
lités (4), mais encore les inégalités (5), le quotient B : ( A — B) n'est 
pas un nombre entier. Enfin le même terme de Σ, ne correspond dans 
les formules II qu'à un seul terme de Σ

2
; car, en résolvant les équa-

tions II par rapport aux nombres A', B', a\ bon obtient les équa-
tions I, et, comme les nombres A', B' sont positifs, les nombres A, B, 
ô doivent vérifier les inégalités (4), qui déterminent pour 0 une valeur 
unique, égale à la partie entière du quotient B :(A — B); par consé-
quent les formules II ne peuvent faire correspondre un système A, B, 
a, b qu'à un seul système A', Β', a', b'. 

14. Il résulte de là que, dans la formule (3), tous les termes de Σ
2 

sont détruits par des termes égaux de Σ, qui correspondent à des solu-
tions de l'équation (2) dans lesquelles le quotient B:(A —B) est 
fractionnaire. Il reste donc dans la somme Σ, tous les termes qui 
correspondent à des solutions de l'équation (2) où le quotient 
B : (A — B) est entier. J'ajoute que ces termes sont les seuls termes 
de Σ, qui, dans la formule (3), ne soient pas détruits par des termes 
égaux de Σ

2
, qui leur correspondent un à un, en vertu des formules 

(A)et (B); car, si l'on considère une solution de l'équation (2), dans 
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laquelle le quotient Β : (A — B) ne soit pas un nombre entier et qui 
vérifie la condition A — Β > ο supposée dans la somme Σ,, on déduira 
des formules (o) une valeur unique de 0, égale à la partie entière du 
quotient Β :(A — B). Cette valeur de 0 étant nulle ou positive, les 
nombres A', Β', a', b' détermines par les formules I et les inégalités (5), 
sont positifs ; de plus les deux nombres d, b' sont impairs et vérifient la 
condition d— o; enfin ils forment une solution de l'équation (2'), 
puisque l'on suppose que les nombres À, Β, a, b satisfont à l'équa-
tion (2). Par conséquent, ces derniers nombres correspondent, en 
vertu des formules (A) et (B), à un terme de la somme Σ2, ainsi que 
nous l'avons énoncé. 

Les termes de la différence Σ, — Σ2 qui, dans la formule (3), ne se 
détruisent pas deux à deux, en vertu des formules (A) et (B), sont 
donc les termes de Σ, qui correspondent aux solutions de l'équation (2), 
dans lesquelles le quotient B : (A — B) est un nombre entier. 

15. Désignons par k la valeur de ce quotient. Nous aurons 

B = k( A - Β), B = k cl, A =: (k -h 1) d, 

et l'équation (2) deviendra 

m = \ k(a -h b) a\d. 

Le nombre A — B = d sera donc un diviseur du nombre m; en dési-
gnant par δ le facteur conjugué, on pourra remplacer la dernière 
équation par le système suivant : 

(G) m = do, 0 = k(a 4- b) Λ-α. 

Les trois nombres a, b, k étant positifs, le nombre δ ne peut pas 
être inférieur à 3, ce qui exclut la décomposition d = m

)
 δ == 1. Mais, 

pour toute autre décomposition du nombre m en deux facteurs d, δ, 
on a dans la somme Σ, un groupe de termes f(d, a + b), qui corres-
pondent aux divers systèmes de valeurs des nombres «, b propres à 
vérifier la deuxième des équations (6). Pour les trouver, on prendra 
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comme valeur de la somme a-l· b tous les nombres pairs, inférieurs 
h δ, 

2, 4, G, ..., δ — ι ; 

on divisera δ successivement par chacune de ces valeurs, ce qui 
donnera un quotient entier et positif k, et un reste impair et positif que 
l'on prendra comme valeur de a. On aura ainsi un groupe de termes 

/(</, 4)+...+/(fl?, δ — ι), 

et l'on obtiendra la différence Σ, — Σ3
 en faisant la somme de tous les 

groupes semblables, relativement aux diverses solutions de l'équation 
m = cfà autres que d=m, δ = τ. On a donc 

S = 2 2[/(c£, 2) -t-f(d, 4) δ ι)J — Σ^Ι — i)J(d> o) 
— ^[/(^5 °) 2f(dj 2) + 2/(^> 4)+ ···■+■ 2f(d, δ — 1) — df(d, o)|. 

Dans la première expression de S, la dernière somme s'étend à 
toutes les décompositions de m en deux facteurs d, δ, tandis que, dans 
la première somme, on doit exclure la décomposition d —m, 0 = 1. 
Da ns la deuxième expression de S, la somme unique indiquée par Σ 
s'étend à toutes les décompositions du nombre m en deux facteurs, 
mais avec cette restriction de réduire à son premier terme la somme 

f(d, o) + 2f(d, 2)+...+ 2f(d, S - 1), 

lorsque δ est égal à 1. 

16. Dans l'équation (2), un seul des deux termes À a ou Β b est 
pair. Par conséquent, à toute solution dans laquelle le second terme 
est pair, il en correspond une autre dans laquelle il est impair, par le 
seul échange des deux lettres A, B et des deux lettres a, b. On réduit 
donc de moitié le nombre des termes de S lorsque, posant A = a, 
Β = 2*β et désignant par α et β deux nombres impairs, on remplace 
l'équation (2) par la suivante, 

(8)m = αα -t- 2' ^β; 
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ii chaque solution de cette équation correspondent deux solutions de 
l'équation (2) par les formules 

À -- α, Β = 2'β, a = a, b = b. 

À, = 2'β, B,— a, — b
t
 = b, 

et, conséquemmcnt, deux termes égaux de S, savoir : 

I/O - 2'P> a ■+■ l>) -/(» + 2'β» α - &)]> 
f/0'β - α + δ) -/Ο'β + α> δ - «)]· 

A la somme de ces deux termes, nous substituons le double du 
premier, et nous écrivons 

(d) S = 22[/(α ~ 2ίΡ> « ■+" *0 ~/(α + 2ί-β, α - ft)], 

on désignant par 2 une somme dont les éléments correspondent aux 
diverses solutions de l'équation (8) en nombres impairs et positifs a, 
b, a, β, l'exposant i n'étant soumis qu'à la condition d'etre entier et 
positif. Il est avantageux, dans les applications, de remplacer la somme 
simple relative à l'équation (8) par une somme triple relative au sys-
tème des trois équations 

(10) m = /»'+2im') mr ~ av.y m"—b$. 

dans lesquelles on désigne par m'y m", a, b, α, β des nombres impairs 
et positifs, et par i un exposant pair ou impair: En substituant dans la 
formule (6) cette expression de S, on obtient, à la notation près, la for-
mule (cl) qucLiouvillc a donnée dans son cinquième article (Journal 
de Mathématiques, 2e série, t. III, p. 274)5 savoir : 

2! j ΣΣ[/(α - α'β, a + b) -/(α 4- a'"β, α - &)] | 
= 2[/(^> o)+2f(d, 2)4-2f(d, 4) -K..+ i/(d, δ - i)]-2d/(d, o). 

17. Lorsqu'on réduit la fonction f (a?, y) à une fonction paire de la 
seule variable χ, c'est-à-dire à une fonction f(oo) vérifiant la condition 
/(— a?) —f(%) pour toutes les valeurs de χ employées dans notre 
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formule, le premier membre de la formule (d) devient 

2Σ I 2Σ[/(α - 2'β) -/(oc 4- a'β)] j. 

Dans la première somme du second membre, tous les termes de la 
somme partielle qui correspond à une solution de l'équation m = dS 
sont égaux à f(d), et leur nombre est 

J _f_ 2 = è : 

cette première somme est donc égale à Σ $f(d), et l'on a 

(F) 2ΣI ΣΣ[/(α - a 'β) -/(« + 2'β)] I = 2(5- d)f(d). 

Si l'on suppose, au contraire, que la fonction f (,r, y) est une fonc-
tion paire de y, indépendante de a?, le premier membre de la for-
mule (d) devient 

22|22[/(« + b) -,f(a-b)\\. 

La première somme du second membre est égale à 

2 [/<«») + 2/(2) + 2/(4) + · · + 2/(5 - ,)], 

avec la restriction de réduire à son premier terme/(o) la somme par-
tielle relative au diviseur £, lorsque δ = ι. Quant à la deuxième 
somme, elle se réduit à 

2rf/(o) =/(o )ζ,(»0, 

ζ,(m) désignant la somme des diviseurs de m. En changeant les signes 
des deux membres, on obtient la formule (D), donnée par Liouvillc 
dans son troisième article (loc. cit., p. 201), savoir : 

2\21[/(a-b)-f(a + b)]\ 
= /(°)ζι('»)-Σ[/(°)+2/(2) + 2/(4)+."+2/(rf- ')]; 
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la somme partielle renfermée entre crochets doit être réduite à son pre-
mier terme f{ o) lorsque d — ι. 

On obtient encore une formule remarquable en prenant dans la for-
mule (D) 

f(x) = F(a? + i) -F{x- i), 

F(.r) désignant une fonction impaire de#. On vérifie d'abord que la 
condition/(a?) = /(— x) se trouve remplie, car on a 

/(— χ) = F(— χ -h i) — F (— χ — i) = — F(# — i) -t- F(# H-1). 

Pour trouver ce que devient alors le second membre de la formule (D), 
il faut remarquer que l'on a 

/(o) = aF(i), Î/(2) = 2F(3)-2F(I), 

a/(4) = aF(5)-aF(3),..., 

if{d — ι) = i¥{cï) — 2 F [d — 2). 

En faisant la somme de ces expressions, on trouve 

./(°) + 2/0) + a/(4)+...+ 2/(«i- .) = aF(rf). 

Ainsi, en divisant par 2 la formule (D) et en changeant les signes, 
on obtient la formule (E) de Liouville (loc. cit., p. 206) 

2\22[F(a-b + i)-F(a-b- i) 
— F (a + b + 1) + F(a H- b — i)] j = F(i) ζ,(m) - 2F(cl). 

18. Liouville a donné, dans son cinquième article {loc. cit., p. 281), 
une autre formule générale que l'on peut obtenir par la combinaison 
des deux formules (b) et {cl) (nos 10 et 16). Si, dans la formule {b), on 
remplace /(#,y) par f{2ex,y), elle devient 

Σ [/(2eα — 2ep, a -h b) — /(2ea 4- 2ββ, a — b)] 
= 21~λ Σί/[/(θ, 2ld) — /(2X+efi?, o)], 

la somme indiquée dans le second membre s'étendant à toutes les dé-
Journ. de Math. (4e série), tome IV. — Fasc. 1,1888. l4 
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compositions du nombre m en deux facteurs d) δ, tandis que la somme 
du premier membre correspond aux différentes solutions de l'équation 

2Ym = «α + &β, 

ou, ce qui revient au môme, de l'équation 

(11) 2Uem = ieau 4- 2eb$ 

en nombres impairs et positifs a) b, α, (3. 
De mcrae, si l'on remplace f(x,y) par f{2lx,y) dans la for-

mule (</), on a 

2 Σ [/(2'Α — 2
ΛΗ

(3, a-h b) — /(2'Α2UI$, a — &)] 
= S\f(2ld> Ο) + 2) H-2/(2^, 4) + 2/(2'^, O-I)| 

— Σ D/(2^, 0), 

la somme indiquée dans le premier membre s'étendant aux diverses 
solutions de l'équation 

(12) 2lm = 2lau -h 2i+lb$ 

en nombres impairs et positifs a, b, α, β; l'exposant i se trouve déter-
miné dans chaque solution, par la condition de donner une valeur im-
paire au quotient (m — a a): 2'. 

19. Considérons maintenant l'équation 

(i3) 2lm = 2pau -h 2qb$, 

dans laquelle les nombres m, α, 6, a, β sont impairs et positifs, tandis 
que les exposants p) q peuvent être positifs ou nuls. Le nombre m et 
l'exposant l sont donnés, et l'on détermine de toutes les manières pos-
sibles les nombres \a) b, α, (3, ρ et de manière à vérifier l'équa-
tion (13); puis, à chaque solution, on fait correspondre un terme 

[f(2paL — 2
?

Β, a -h b) — f(2pv. 4- 2^(3, a — b)]·, 
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enfin on fait la somme de tous les termes semblables qui correspondent 
aux diverses solutions de l'équation (i3), et l'on désigne cette somme 
par S. On a ainsi 

S = Σ[/(2ριχ — 2?β, a ■+■ b) — -4- 29β, a — b)j. 

Les solutions de l'équation (i3) peuvent se partager en divers 

groupes, suivant les valeurs des exposants ρ, q. Tant que l'un de ces 
exposants est inférieur à Z, ces exposants sont égaux; on a 

ρ = q = e, 2l~em = aoL -h l>$. 
\ 

La somme S
e
 des termes de S qui correspondent à la valeur e des 

exposantsJD, q se déduit de la formule (b') en y faisant \ = l — e. On 
trouve ainsi 

(14) S
e
= 2l~c-h 2d[f(o, tf-td) 0)]. 

Lorsque le plus petit des deux exposants 7?, q est égal à /, l'autre 
doit ctre plus grand. Nous désignerons par S/ la partie de la somme S 
qui correspond à cette hypothèse, et nous poserons 

ι1' α = 2*A , 2?β = 2'Β. 

L'un des deux nombres A, B sera pair et l'autre impair, et l'on aura 

S,= Σ[/(2'Α - a'B, a + b) + a'B, α - b)\ 
= 2Σ[/(2'α — 2/+<β, a -h b) — f (2'α -h 2/+ίβ, a — b)J. 

La somme indiquée dans la première expression correspond aux 
diverses solutions de l'équation 

m = A a 4- B b, 

en nombres entiers et positifs A, Β, a, b, dont les deux derniers doi-
vent être impairs, tandis que les termes de la deuxième expression cor-
respondent aux diverses solutions de l'équation 

(12) m = αχiïbfi-
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en nombres impairs et positifs a, b1 α, β. Nous avons montré (n(> 16) 
que la première somme est double de la seconde. 

La somme S, relative à l'équation (i3), s'obtient en ajoutant à la 
somme S,, que nous venons de définir, la somme des termes qui cor-
respondent aux solutions où les deux exposants ρ, q ont une valeur 
commune e, inférieure à /; en un mot, on a 

S — S0 4- S, 4-... 4- Sz_, 4- S[. 

Or on déduit de la formule (i4) 

2 S«.= Σ 4/(0, 2(1) -h 2 /(o, 4 d) 4- 4 f(o, tod) + 2l- '/( o, 2*c/) | 

('il—i)^df(2lcl, o). 

D'un autre côté, la formule (cl' donne 

S,= Σ[/(2*Γ/, o) 4- 2/(2*4 2) 4". · .4- 2/(2*4 ζ — J)J 

— ΣΊ//(2*4 o). 

En ajoutant ces formules membre à membre, 011 trouve 

S = Σ j ΣΣ[/(2';α — a*{3, a 4- b) — /(27'α 4- 2*β, « — b)\ { 
= Σ4/(ο, 2d) 4- 2/(0, 44 4-4/(0) Ht/) 4-...4- 2*-,/(o, 2^ cl)| 

= Σ4/(ο, 2d) 4- 2/(0, 44 4-4/(0) Ht/) 4-...4- 2*-,/(o, 2^ cl)| 

= Σ4/(ο, 2d) 4- 2/(0, 44 4-4/(0) Ht/) 4-...4- 2*-,/(o, 2^ cl)| 

Si l'on réduit la fonction /(a?, y) successivement à une fonction 
paire de χ et à une fonction paire dey, on déduit de la formule (e) les 
deux formules suivantes : 

= (a'- ι)/(ο)ζ,(/«) + Σ(8 - 2'd)f(2.'d), 
= (a'- ι)/(ο)ζ,(/«) + Σ(8 - 2'd)f(2.'d), 

Σ|ΣΣ[/(α-ι-ί») -f(a-b)\\ 
— Σ 4/(24+ 2/(4f0 +···+ 2'_,/(2'^)] 

— Σ 4/(24+ 2/(4f0 +···+ 2'_,/(2'^)] 

— Σ 4/(24+ 2/(4f0 +···+ 2'_,/(2'^)] 
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Dans ces trois formules, nous avons remplace la somme simple 
relative aux diverses solutions de l'équation (i3) par une somme triple 
qui correspond aux divers systèmes de solutions des trois équations 

(i5) q} m — 'ip m' -h 'iq m' — αα, m"—υ p. 

Les sommes indiquées dans les seconds membres se rapportent aux 
diverses décompositions du nombre m en deux facteurs d

)
 δ, mais avec 

cette restriction que la deuxième somme, dans la formule (e) et, dans 
la formule (J), que la somme partielle renfermée entre crochets doit 
être réduite à son premier terme, lorsque δ = τ . 

Liouville a encore donné quelques autres formules dans les articles 
cités; mais, comme il indique suffisamment la manière dont elles se dé-
duisent des formules que nous venons de démontrer, nous n'avons pas 
à nous en occuper. 

III. — FORMULES RELATIVES AUX DEUX ÉQUATIONS 

2.m = aa.-hb$, m = cl
x
 δ, ■+■2i d2 

20. Nous partageons d'abord le double d'un nombre impair m de 
toutes les manières possibles, en deux parties impaires et positives 
m', m"'\ puis nous cherchons toutes les décompositions de chacun de 
ces nombres en deux facteurs. En un mot, nous calculons les diffé-
rents systèmes de solutions des trois équations 

(i) 2111 —m'-{-m", m' = a<x., m"—b$ 

en nombres impairs et positifs. A chacune de ces solutions nous fai-
sons correspondre une expression de la forme suivante 

(— 0 * -+· α -M + β)]> 

où l'on désigne par flf (a?, y) une fonction des deux variables χ et/, im-
paire par rapport à χ et paire par rapport à/; c'est-à-dire une fonction 
vérifiant les conditions 

J'0>-y)=H^y)i = i(o,y)=o, 



NO PEPIN. 

pour toutes les valeurs de χ et de y employées dans nos formules. 
Enfin nous formons la somme S de toutes les expressions semblables 
qui correspondent aux différents systèmes de solutions des équa-
tions (i). C'est ce que nous exprimons par la formule 

S = Σ | ΣΣ(- ί)*\ί(α 4- ft, « - β) + ${a - b, « -t- β)] |, 

où nous indiquons entre parenthèses les cleux intégrations relatives 
aux deux équations m'= α a, m" = Ζ>β. 

Comme les équations (1) ne changent pas lorsqu'on permute entre 
elles les lettres grecques et les lettres latines correspondantes, on a 

Σ3(— ι) 2 if (a — b, ol -h β) = Σ3(— ι)~"*~if(a — β, ο, η- b)\ 

de plus, le système des équations (ι) peut être remplacé par l'équation 

(2) 'im — aα -h ù(3. 

La somme S peut donc s'exprimer par la formule 

8 = Σ[(— i) 2 §(a H- b, α — β)-h (— 1) 2
 if (α — β, a H- ù)], 

dans laquelle le signe sommatoire se rapporte aux diverses solutions 
de l'équation (2) en nombres impairs et positifs. 

21. Désignons par S
0
 la partie de la somme S qui correspond à 

l'hypothèse α = β. La valeur commune des deux nombres α, β est un 
diviseur de m \ nous le désignerons par δ et nous remplacerons l'équa-
tion (2) par les deux suivantes 

(3) m = do, id—a-k-b. 

Comme la fonction if (a?, y) vérifie la condition #(0, a -+- b) = o, la 
somme partielle S

0
 est exprimée par la formule 

Sc = Σ(— ι) 2 ο), 
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dans laquelle le signe Σ s'étend à tous les systèmes de valeurs de cl et 
de b propres à vérifier les équations (3). Or, pour chaque diviseur cl 
de m, le nombre b reçoit les valeurs i, 3, 5, ..., ici — i. La somme 

b- 1 

des facteurs (— i) 2 qui correspondent à une même valeur de cl est 
donc 

1-1 + 1+... + (-

par conséquent, on a 

S
0
 = Σ$(2d, o), 

le signe Σ se rapportant aux diverses solutions de l'équation m = dB. 
Les autres termes de S peuvent se grouper deux à deux, au moyen 

des formules 

a'=b, b' — a
)
 α'= β, β'=α, 

qui correspondent à la permutation des deux termes αα, 6β, et en vertu 
desquelles on aura 

α'H- b'= a -t- 6, 

a'—β' = -(α —β), 

$(a'b\ a'— β') = $(a -+- b, a — β), 

#(a' — βΛ, ο!h- b') — — £(a — β, a -t- £). 

De plus, nous pouvons supposer que celle des deux solutions par 
laquelle nous exprimons la somme des deux termes d'un même groupe 
satisfait à l'inégalité α — β > ο, puisque les deux différences a' — β', 
a — β sont de signes contraires. On peut donc exprimer la somme S 
par la formule 

S = ΣF(ad, ο) + Σ, [(— i)" '1 ' + (- ι)' '] ί(α + b, α - β) 

+ !( ι) s (— ι) ! ] ί(«ι — β,,α, + ύ,), 

en désignant par Σ, une somme dont les éléments correspondent à 
celles des solutions de l'équation (2) dans lesquelles la différence 
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α — β est positive, et par Σ
2
 une somme relative à l'équation 

(2') 2 m = a{ a, 4- β,, 

et soumise à la restriction α, — β, > ο. 

22. Nous distinguons les deux équations (2) et (2'), quoiqu'elles 
ne diffèrent que par les notations, afin de grouper chaque terme de Σ, 
avec un terme de Σ2 vérifiant les relations 

(A) α,— β, = a + b, a, -+- b
t
 = a — β. 

Pour démontrer que cela est toujours possible, nous écrirons les 
équations (2) et (2') de la manière suivante 

(a) 2m =(a + &)β -h(ot — β)α, 

27W=(a, — β,)α, -+-(α, + £,)β,. 

Au moyen des relations (A), la dernière formule peut s'ccrirc 

(β) 2/?2 = (α -h b)a
t
 +(α — β)β,. 

Or, en comparant les deux formules (α), (β), on voit que la dernière 
est une conséquence de la première, pourvu que l'on prenne 

(B) «, = β — 0(α — β), β< = a 4- 0(α 4- b) 

en désignant par 0 un nombre entier quelconque. De plus, nous mon-
trerons que l'on peut déterminer le nombre 0 de manière que la solu-
tion an b

it
 α,, β

Η
 de l'équation (2') vérifie toutes les conditions suppo-

sées dans la somme Σ
2

. En effet, en résolvant les équations (A) et (B), 
on trouve 

I. 

α, = ci H- (0 -+- 1) (ci -+-β
(
 — ο, -f- 0(<2 -f- bb), 

α< = β- 0(a —β),bt=( 0 +i)(a — β)— β. 

Les quatre nombres a, b, α, β étant impairs, les quatre nombres dé-
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terminés par ces formules sont aussi impairs, quel que soit le nombre θ ; 
mais, pour que les deux nombres at, b{

 soient positifs, il faut que ô vé-
rifie les deux inégalités 

(·*> •<rb<
e+

·· 

La différence α — β étant paire et positive, tandis que β est impair, 
le rapport β :(α — β) est une fraction positive, dont la partie entière 
est nulle ou positive. On satisfait aux inégalités ( 5) en égalant θ à cette 
partie entière, et on ne peut le faire que de cette manière. 

De plus, la valeur de 0 étant positive, les nombres α,, β< sont aussi 
positifs et l'on voit qu'ils satisfont à la condition α, — β, ]> ο supposée 
dans la somme Σ

2
. 

Par conséquent, à chacun des termes de Σ,, les formules I font cor-
respondre un terme de Σ2, et un seul. 

23. Je dis en outre que le même terme de Σ
2
 ne correspond jamais, 

dans les formules I, à deux termes de Car, si cela avait lieu, on 
aurait en même temps les formules I et les formules suivantes : 

a, = a'·+·(()'H- i)(a'+ b'),β ι = ο! Η- 6 ο! -+- b' ), 

β ι = ο! Η- 6 ο! -+- b' ),b\ =(θ'-h ι)(α'— β') — β'. 

On en déduirait respectivement les deux systèmes suivants : 

II. 
α = (θ h- I)(û5, -hb^-h a

4
,β = 0(#ι "f" ) H" > 

α = β,~ G(a, — β,),b = ( 0 +ι)(αι + βι)—β,; 

a' = (0r -f- ι) -f- b
{
 ) -h âî|,b = ( 0 +ι)(αι + βι)—β,; 

b = ( 0 +ι)(αι + βι)—β,;&' = (0/+ι)(α
1
-β

1
)~β

ι
. 

Or les conditions a > ο, b > ο déterminent 0 par les inégalités 

«<s£E«» + " 
Journ. de Math. (4* série), tome IV. — Fasc. I, 1888. 10 
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do même les conditions α'> ο, &'> ο exigent que Ton ait 

e
'<^

<6
'
+,; 

on a donc 

•■=<=e(a> 

en désignant par Ε (a?) la partie entière du nombre x. Les deux nom-
bres 0, û' étant égaux, on a 

a = a, b'=b, οΓ=α, β'=β; 

c'est-à-dire que les formules I ne font jamais correspondre la môme 
solution de l'équation (2') à deux solutions différentes de l'équa-
tion (2). 

Ainsi les formules (A) et (B) jointes aux inégalités (5) groupent 
chacun des termes de Σ, avec un des termes de Σ

2
, et inversement, de 

telle manière que le même terme ne se trouve jamais répété. Comme, 
en vertu des formules (A), on a 

#(α. - β„ α, H- b
i
) = ̂ (a-hb, α— β), 

la somme des deux termes d'un même groupe est 

.(- ') 2 +(-') ' ') " J3(a + b,a- β), 

et la somme proposée est exprimée par la formule 

S = Σ #(2d, o) 

+ Σ. [(-1)"7'+(- >y'+(-1)^' -c- 0''} 3(p+ 0, « - β), 

dans laquelle Σ, indique une somme dont les éLéments correspondent 
à celles des solutions de-l'équation 

(2) '2m = acf.-hb$ 

qui vérifient la condition α > β, et les deux exposants α,, β, sont dé-
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terminés par les équations 

a, = a + (0 + i)(a + b), 

•-s(J-ï)· 

•-s(J-ï)· 

24. L'expression précédente de la somme S peut se simplifier. 
D'abord on conclut de l'équation (2), mise sous la forme 

(a) 2m —{a 4- ύ)β -h(a — β)α, 

que l'un des deux nombres (a 4- ù), (a — β) est de la forme 4/, et 
l'autre, de la forme 4/4-2. Supposons d'abord 

a b~o (mod4), α — β = 2 (mod4); 

on déduit des formules (7) 

a(=f,=a (mod4); 
par conséquent 

β, —1 «, — 1 <1 — 1 /1-1 
(-!)— = (-.) ■ , (-1) ! +(-l) 1 =<>; 

le terme correspondant de s'évanouit. Il ne reste ainsi dans celle 
somme que les ternies où l'on a 

a-\- b — 21/,, α — β = 2<-h d
2) 

en désignant par dt, cl., deux nombres impairs, et par i un exposant 
entier et positif. Comme on a dans ce cas 

ΞΞΞ , ^—= H0== — (mod 2 ) 

le coefficient correspondant de + b, α — β) dans la formule (G) 
est égal à 

ΞΞΞ , ^—= H0== — (mod 2 ) 
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Comme ce coefficient se réduit à 

4(— i) 2 ou à o, 

suivant que D est pair ou impair, on peut remplacer la formule (G) par 
la suivante 

(8) S= Σ$(ιά, o)-f-42'(— i) 2 §(a ■+■ by
 α — β), 

dans laquelle on désigne par 2' une somme dont les éléments corres-
pondent à celles des solutions de l'équation (2), qui satisfont aux con-
ditions 

(C) α>β, a~b (mod4), 0 = Ε ==° (mod2). 

25. Les deux premières conditions sont vérifiées lorsqu'on prend, 
comme nous l'avons indiqué plus haut, 

(a) a -Arb — 0L~-$ — iÎ+{d
2 

en désignant par d
K)
 da deux nombres positifs, impairs. En substituant 

ces expressions dans l'équation (2) mise sous la forme (a), on a 

(g) m = d
{
 β 4- a

1 

et l'on peut remplacer la formule (8) par la suivante 

(8') S = Σ#(2^, o)-t- 4^,(— 1) 2 *1(2dn 2i+id.
2
), 

en désignant par 2, une somme dont les éléments correspondent à 
celles des solutions de l'équation (g) en nombres impairs et positifs 
d

n
 û?

2
, α, β, qui vérifient les conditions 

a<2d„ « = E^-.^^ = o (mod 2). 

Mais la somme 2, peut être remplacée par la somme 

S,=2(—i) 2 ^(20?f, 
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étendue à toutes les solutions de l'équation 

(ίο) τη = ί£
4
δ, -t- a'«?aSa 

en nombres impairs et positifs dn d
2

, δ,, δ2, l'exposant i pouvant être 
pair ou impair. En effet, si l'on cherche dans les deux sommes S,, Σ, 
les termes qui correspondent à un même système de valeurs de d

s
 et 

2'^
2

, on trouve que cette somme partielle a la même valeur dans les 
deux sommes considérées. D'abord toutes les solutions de l'équa-
tion (9) s'expriment au moyen de l'une d'elles a0, β0 par les formules 

a=a
0
-hkdn β = βο— k2id

i
\ 

mais, pour que le nombre a soit impair, et ββ étant supposés impairs, 
il faut que le nombre k soit pair. Posant donc k = 2 λ, on a 

a = a
0
 + ^2fl?

2
, β = β

0
 — λ 2I+1 d

2
. 

La première de ces formules montre qu'une seule de ces solutions 
(a, β) satisfait à la double condition 

ο < a < 2 d,. 

Par conséquent, à chaque système de valeurs de d, et 2<<in il ne 
peut correspondre qu'un seul terme de Σ,, savoir 

(— 1) 2 d{id{, 2i+{d<,); 

mais, pour qu'il existe effectivement, il faut que la valeur correspon-
dante de β vérifie la condition 

Θ=Ε(5^,)=° (mod2)· 

Or il en est de même pour S|. Car toutes les solutions de l'équa-
tion (10) en nombres impairs sont données par les formules 

δ, = a + λ 2 d{,δ, = β — λ 21+1 îL. 
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Le nombre, a étant < id

K
, δ

2 ne peut être positif qu'autant que λ 
est nul ou positif; pour que δ, soit aussi positif, il faut que λ ne sur-
passe pas la partie entière 0 du quotient β : 2i+i da. Le nombre δ

2 ne 
peut donc avoir que les (Θ i) valeurs qui correspondent aux valeurs 
ο, i, 2, ..θ de λ. D'ailleurs, pour chaque valeur de λ, on a 

δ, = β — λ 21+1 îL. 

La somme des termes de S, qui correspondent à un même système 
(d

ly 2*da) est donc 

$(zd„ 2!*'d.À)(— t) ! Σ®(—i)1; 

Σ( — ΐ)λ= I — I -+- ϊ —. I)®= ι OU Ο 

suivant que 0 est pair ou impair. Par conséquent la somme par Licite 
considérée se réduit à 

(— τ) 2 §{2(/,, 

si 0 est pair, et à zéro si 0 est impair. Les deux sommes Σ, et S, sont 
donc égales. 

26. En remplaçant dans la formule (8') S par son expression en 
somme simple, relative à l'équation (2), et Σ, par l'expression de la 
somme équivalente S,, on obtient la formule suivante 

Σ(— ι) 2 \i(a -H by α — β) 4- §(a — b, α 4- β)| 

= Σ^(2ί/, o)-f- 4Σ(— ι) 2 #(2dXy + { d*,), 

que Liouville a donnée dans son dix-huitième article (Journal de 
Mathématiques, 2e série, t. X, p. 169). 

Lorsqu'on réduit la formule ^(a?, y) à une fonction impaire de x·, 
indépendante de y, c'est-à-dire à une fonction F(a?) vérifiant les con-
ditions 

F(-*) = -F(*), F(o)=o, 
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pour toutes les valeurs de χ employées dans nos formules, on obtient 
la formule suivante : 

Σ(- 1)! ' [F(e + b) + F (α - i)] 

= lF(2d) + Îi2(- 1)"« *F(2d,). 

La deuxième somme du second membre peut être remplacée par 
une somme triple relative aux trois équations 

(ιo') m = ηι{~\~ 2'm.,, m, = dt δ,, m2 = cl.2δ2. 

Les sommations relatives aux deux dernières équations se trouvant 
séparées, on peut effectuer celle qui correspond à l'équation nu — d

2
 8

S
; 

posant donc 

2(—») ! =p(»*»)> 

et remplaçant la somme simple du premier membre par une somme 
triple, relative aux trois équations (i), on obtient la formule (L) don-
née par Liouville, dans son sixième article (Journal de Mathéma-
tiques, t. III, p. 327), savoir 

Σ j ΣΣ(— ι)' ' [F(a+ b) + F(a - J)] | 
= 2F(ad) + 42[p(m,)2F(2rfl)]. 

27. On démontre d'une manière semblable une autre formule 
donnée par Liouville dans son dix-septième article ( Journal de Ma-
thématiques, 2e série, t. X, p. 135) et qui se rapporte, comme la 
précédente, aux deux équations 

'2m—aat. + b$, m = d
{
b, 4- 2' d

2
à.,. 

Mais on y considère une fonction ψ(#, y) symétrique par rapport 
aux deux variables χ, y, et paire relativement à chacune de ces varia-
bles. 
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On forme d'abord la somme 

S' = Σ(— ι) 2 + 2 ψ(α — b, α 4- β) 

relative à toutes les solutions de l'équation (2) 

2m = aoL-h b$ 

en nombres impairs et positifs a, b, α, β ; puis une seconde somme 

S,==2(— 1) 2 + 2 ψ(2ί£η 2i+idt) 

relative à l'équation 

(10) m = d
{
 8

(
 -h 2id

i
B

2
. 

Nous démontrerons qu'il existe entre ces deux sommes la relation 

S' = S 4- 4S,, 

ou l'on désigne par S la somme 

S = 2(— 1) 2 ψ(ο, 2<£), 

relative aux décompositions du nombre m en deux facteurs cl, 8. 
Cherchons d'abord la partie de S' qui correspond à l'hypothèse 

a = b. 
La valeur commune de a et de b étant un diviseur du nombre m, 

désignons-la par 8 et posons 
m = dh. 

La partie cherchée de S' correspond aux deux équations 

m = d8, 2d = α -h β, 

et la somme des termes qui correspondent à une même valeur de δ est 
égale à 

S = 2(— 1) 2 ψ(ο, 2<£), 
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la sommation indiquée par Σ s'étendant à toutes les valeurs de α im-
paires et inférieures à 2 d\ on a donc 

Σ(— ι) 2 =1-1 + 1 -...+-(—= I. 

La somme des termes de S' qui correspondent à l'hypothèse 

a = b = 8 

se réduit donc au terme unique 

(- 02 ψ(°> 2c0> 

et la somme de tous les termes de S' qui correspondent aux solutions 
de l'équation (2), dans lesquelles a et b sont égaux, est égale à la 
somme S, de sorte que l'on peut poser 

S' = S +- S", 

en désignant par S'7 la somme des termes de S' dans lesquels les deux 
nombres a et b sont inégaux. 

28. Or la somme S" est égale au quadruple de la somme S,. D'a-
bord on peut grouper deux à deux les termes de S" au moyen des for-
mules 

a'=b, b'— a, α' = β, β'=α. 

La fonction ψ (a?, y) étant paire par rapport à χ, on a 

ψ (a' - b\ α'+- β') = ψ(α — b, απ- β), 

et la somme des deux termes devient 

(- 02 ψ(°> 2c0> 

et nous pouvons supposer que la solution <2, b, α, β au moyen de 
laquelle nous exprimons la somme des deux termes est celle des deux 
solutions du groupe considéré, qui vérifie la condition a>b. Or, CIL 

Joum. de Math. (4e série), tome IV. — Fasc. I, 1888. l6 
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écrivant l'équation (2) sous la forme 

2m =(a — b)v. -4-(α — β) b -h 2&β, 

on voit que l'on a 
— = a (mods), 

et, par conséquent, 

— + — + (mod2), 

tt-l b- 1 β—1 et — 1 
(— i) 2 2 = (- ΐ)~+~. 

On a donc 

S"=224(-ï) 2 + 2 ψ(α —δ, α -f- β ), 

en désignant par Σ, une somme dont les termes correspondent à celles 
des solutions de l'équation (2) en nombres impairs et positifs, qui sa-
tisfont à la condition a — b > 0. 

29. Afin de profiter d'une partie de la démonstration de la for-
mule (r 1 ), nous échangerons entre elles les lettres grecques et les lettres 
latines correspondantes, et nous écrirons 

S"=224(-ï) 2 + 2 ψ(α —δ, α -f- β ), 

en désignant par Σ, une somme relative à celles des solutions de l'é-
quation (2) qui vérifient la condition α — β > ο. 

Nous avons vu (n0s 22 et 23) que toutes ces solutions peuvent se 
grouper deux à deux au moyen des formules 

(A) α, — β, = a-t- b) a, + δ, = a — β, 
(B) a

(
 = β — Q(a — β), β, = a -h 0(a 4- 6), 

dans lesquelles le nombre 0, en vertu des conditions a{ > o, b{ > o, 
est déterminé par les inégalités 

(5) + 0=E(
;
1

T
). 
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La somme des deux termes d'un même groupe est 

[n-( — i)°J(— ") 2 + 2 ψ(α — β, a -h b). 

D'abord, des formules (A) et de ce que ψ(&·, y) est une fonction 
symétrique des deux variables x1 y, on déduit 

ψ(α, — β,, a{ -h b
t
 = ψ(α+ b, α — β) = ψ(α — β, a -h b), 

et, par conséquent, la somme des deux termes de qui correspon-
dent aux deux solutions considérées est 

[n-( — i)°J(— ") 2 + 2 ψ(α — β, a -h b). 

D'ailleurs on déduit de l'équation (2) mise sous la forme (a), 
n® 24, 

rn~— 1 ~ ξ ι (mod2), 

et des formules I du n° 22 

rn~— 1 ~ ξ ι (mod2), 

On a donc 
(-1)—+—=(-l)9(-l)—+-, 

ce qui justifie l'expression énoncée ci-dessus. 
De plus, comme l'un des deux nombres (a -f-.b) ou (a, -\-b

{
) est 

de la forme 4 ί 4- 2, nous supposerons que celle des deux solutions au 
moyen de laquelle on exprime la somme des deux termes vérifie la 
condition a-h b — 4^4- 2. 

La somme S" peut donc s'exprimer par la formule suivante 

S" = 2Σ2[ι ι)θ](— ι) 2 + 8 ψ (α — β, ab), 

>-e(rh> 
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où l'on désigne par Σ
2
 une somme dont les termes correspondent à 

celles des solutions de l'équation (2) dans lesquelles on a 

α>β et + 2 (mod4). 

30. L'expression cherchée de la somme S" au moyen de la somme S, 
se déduit de la dernière formule en posant, comme au n° 25, 

(C) a-\-b—id
K

, α — β = ai+< û?
2

, 

ce qui réduit l'équation (2) à la suivante : 

(9) m — β + 2id.
1
a. 

Au lieu de la formule (13), on aura 

S"= 2Σ'[Ι 4-(— l)9j(~ 0 2 2 i/o, 2 (Y,), 

0 = Efr4> 

en désignant par Σ' une somme dont les termes correspondent à celles 
des solutions de l'équation (9) en nombres impairs et positifs d

n d.,, 
α, β, qui vérifient la condition a<^id

K
. 

Nous avons vu plus haut (n°25) que, pour chaque système de va-
leurs des nombres dt

, 2ld., propres à vérifier l'équation 

(ro) m = d
{
^-h 2'd

2
c

2
, 

l'équation (9) n'admet qu'une seule solution qui vérifie la condition 
a<C 2d

n
 tandis que l'équation (10) admet toutes les solutions qui se 

déduisent des formules 

S
2
 = a -ι-λ 2d

n
 δ, = β — λ 2l+i d.

2) 

en donnant à λ les valeurs ο, 1, 2, ..., 0. La somme des termes de S, 
qui correspondent à un même système de valeurs de d

k
 et •iid.

1 est 
donc 

ψ(2<ν< d2y2d{ ) Σ(— 1) 2 + 2 . 
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Or on déduit des deux dernières formules 

kzl + hrzL = tzl + tszl + 

On a donc 

Σ(-ΐ)~ + ~=(- -1+ I l)»J. 

La somme renfermée entre parenthèses se réduit à ι ou à ο suivant 
que 0 est pair ou impair; elle est égale dans tous les cas à 

H'+(-·)·]■ 

La somme S, peut donc s'exprimer par la formule 

St = 5 2'[ï H-(— ï)°] (— i) 2 2 ψ(2<'+%, 2dt)y ■ 

dans laquelle 2' désigne une somme dont les termes correspondent, 
comme dans la formule (i4)> aux solutions de l'équation (9), sous la 
condition a < 2d, ; ce qui justifie la relation énoncée 

S"=4S,. 

On a donc, entre les trois sommes considérées, la relation 

2( — 1) 2 " 2 ψ(α — b, α h- β) 

= 2(-l)°»^(o, 2ά)+4Σ(-ΐ)'Γ1*** Ιψ(2 <+%, 2d,). 

31. On remplit les conditions imposées à la fonction ψ(&·, y) en 
prenant 

Ψ (*»/) =/0*0 +/00» 

pourvu que l'on désigne par f(x) une fonction paire de x. Le premier 
membre de la formule (i5) devient alors 

2(- if''+*'7(« - b) + Σ(- ι)"Γ'+7<« + β). 

Mais chacune de ces sommes reste invariable lorsqu'on y échange 
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entre elles les lettres grecques et les lettres latines correspondantes. 
En faisant cet échange dans la dernière somme et en ayant égard à la 
relation 

2( — 1) 2 " 2 ψ(α — b, α h- β) 

on peut remplacer cette seconde somme par la suivante 

2( — 1) 2 " 2 ψ(α — b, α h- β) 

de sorte que la formule (i5) devient 

2(-iyUi~''[f(a+b) + f(a-b)] 

+ 42(-i) ! + " {f(2d,) + f(2>+'d„\. 

+ 42(-i) ! + " {f(2d,) + f(2>+'d„\. 

On peut prendre/(a;) = cos tx\ on obtient ainsi la formule 

2ς[ς(—ι) ! cosaiS(—i) 2
 cos6i] 

+ 42[Σ(— i) 2 Σ(—i) 2 C0S2c/,J 

+ 42[Σ(— i) 2 Σ(—i) 2 C0S2c/,J 

+ 42[Σ(— i) 2 Σ(—i) 2 C0S2c/,J 

La triple somme du premier membre se rapporte aux trois équa-
tions 

zm = m'-h m", w' = a«, m" =6p; 

les deux sommes triples du second membre correspondent aux trois 
équations 

m = m, + 2^0, m
{
 — d

K
h

x
, m

2
 = d

8
o

2
. 

Les sommations relatives à ces équations étant séparées, on pourra 
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les effectuer pour chaque valeur de t. Ainsi, pour t = o, on a la relation 

SpO')pO") = 2pO)-t-42p(m,)p(ro
s
), 

où l'on désigne par p(/ra) le nombre des décompositions de 2m en 
sommes de deux carrés impairs. 

Les formules établies dans ce Mémoire sont susceptibles d'un grand 
nombre d'applications. Je donnerai dans un prochain Mémoire la suite 
des applications aux formes quadratiques, par lesquelles j'ai terminé 
le Mémoire cité du 19 avril 1885 (Atti delV Accademia de' Ν non 
Lincei). 


