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COMPOSANTES DES ACCÉLÉRATIONS D'ORDRE QUELCONQUE. 4^5 

Sur les composantes des accélérations d'ordre quelconque 

suivant trois directions rectangulaires variables ; 

PAR M. PH. GILBERT. 

Ce problème, en ce qui concerne l'accélération du second ordre et 
ses projections sur la tangente, la normale principale et la binormalc 
à la trajectoire, a été traité géométriquement par M. Resal (1) et par 
M. Scliell (2); pour les accélérations d'ordre quelconque, analytique-
ment par Bouquet (3) et par Somoff (*). La méthode facile et sûre 
que nous proposons ici s'applique à ce problème et à d'autres plus 
généraux. 

1. Considérons un point mobile M, et soit Mrt
 son index d'ordre 

quelconque η par rapport à une origine fixe 0, c'est-à-dire que le 
rayon vecteur 0M

a représente en grandeur et en direction l'accélé-
ration d'ordre n, j

a)
 du point M. 

(1) Traité de Cinématique pure, p. 269. 
(2) Théorie der Bewegung und Krâfte, t. I, p. 544· 
(3) Annales de l'École Normale, p. 147; 1874« 
(4) Mémoire sur les accélérations de divers ordres {Mémoires de l'Académie 

de Saint-Pétersbourg, 70 série, t. VIII). 
Jouni. de Math. (4* série), tome IV. — Fasc. IV, 1888. bo 
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Soient 

Οxyz un système d'axes rectangulaires mobile suivant une loi quel-
conque autour du point Ο ; 

jd, q, r les composantes de la rotation de ce système suivant les direc-
tions Ο a?, Oy, O.2; 

/«»> jnyy jnz ^es composantes de l'accélération j
n1

 qui sont en même 
temps les coordonnées de Mn. 

La vitesse absolue du point M„ représente, en grandeur et en direc-
tion, l'accélération d'ordre λ + ι du point M; or, celte vitesse est la 
résultante de la vitesse relative de Μ

Λ
 par rapport aux axes mobiles, 

et de sa vitesse d'entraînement due à la rotation du système Ο xyz 
autour du point Ο. Il en résulte immédiatement les formules géné-
rales 

jn+i,x— "+" qj/ιζ rjnyi 

Jn+t,y — + rJnx pjη ζ ι 

Jn+t,y — + rJnx pjη ζ ι 

qui servent de base à tout ce qui suit. 

2. Prenons d'abord, pour la direction Gx, celle du rayon vecteur 
OM = u du point mobile; pour Ο2 la normale à la surface conique 
décrite par ce rayon vecteur, élevée du côté du plan tangent vers lequel 
le cône tourne sa convexité; pour Oy la perpendiculaire au plan .vz, 
menée du côté où la rotation de Ο 2 vers Ο χ paraît se faire de gauche à 
droiLc. Si nous nommons ω la vitesse angulaire du rayon u autour 
de Ο2, prise avec le signe + ou le signe — selon qu'elle est dirigée de 
gauche à droite ou de droite à gauche par rapport à O2; Κ le rayon de 
courbure de la section du cône normale à OM à la distance 1 du 
point 0, on verra sans peine que l'on a ici 

ο, /' — ω. 
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Les formules (i) deviendront 

]n-¥\,y — H <ùjnx-f-

]n-¥\,y — H <ùjnx-f-

]n-¥\,y — H <ùjnx-f-

et permettront de calculer de proche en proche les composantes cher-
chées. En effet, pour τι = ο, j

n
 se confond avec la vitesse du point M; 

on a, comme on sait, 

Jox— ~dj.) Joy—J os — °î 

les équations (2) donneront les composantes de l'accélération j
t
 ou j 

du premier ordre, savoir 

2ωΈ u~di ~ u ~dT' 

2ωΈ u~di ~ u ~dT' 

2ωΈ u~di ~ u ~dT' 

On déduirait de celles-ci les composantes jix}j\y, j12
 de la suraccé-

lération, et ainsi de suite. Ces formules sont commodes lorsque le mo-
bile reste sur une surface conique donnée, par exemple, sur un cône de 
révolution dont le sommet est 0 et l'angle d'ouverture 2«; on a alors 

R = tanga. 

Si le mouvement a lieu dans un plan, R = co et j
z
 est nul. 

2. Comme deuxième application, cherchons les composantes de 
l'accélération j

nJhi
 parallèlement à la vitesse, à la normale principale et 

à la binormale. Prenant respectivement, dans les équations (1), les 
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directions Ox, Οχ et Os parallèles à ces trois directions, nous remar-
querons que l'intersection de deux plans osculateurs infiniment voisins 
coïncide avec la tangente à la trajectoire, en sorte que, pour amener le 
trièdre Οxyz dans la position infiniment voisine, on le fera tourner 

autour de l'arc te Ox d'un angle égal à l'angle de torsion ψ et autour 

de l'arête Ο ζ d'un angle égal à l'angle de contingence de la trajec-
toire. On aura donc, ν étant la vitesse de M, 

Ρ — τ' ^ r Π ' 

et les formules ( i) nous donneront 

J dt ~ R JW 

Jn-hi ,y — —fa t~ J il x ~~ J nzi 

Jn-hi ,y — —fa t~ J il x ~~ J nzi 

Ces formules, que Somoff a obtenues par une voie beaucoup moins 
simple, serviront à passer des composantes tangcnticlle, normale el 
binormale de l'accélération j

n
 à celles de l'accélération d'ordre η + f. 

Si l'on part de η = ο, j
0 = ρ, on a évidemment 

Jox—j(joz—°? 

dou, par les formules (4), 

dv . i>2 . 

ce qui donne les composantes connues de l'accélération. De même, on 
trouvera pour les composantes de la suraccélération 

. d2 c e3 

~ Έ d7 ~~ R* ds ' 

J21 - RT' 
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Ce sont les formules dues à M. Resal. On trouve de même, en faisant 

η = 2 dans les formules (4) et observant que ̂ = v, 

dp ~~ R7 Έ + R» 

• _4p^p 1 ^ ^ ί® _ JïV , R2 τ> dn\\ 

RT dt RT\RA Τ Λ/ 

et ainsi de suite. Lorsqu'on suppose le mouvement uniforme, ce qu'on 
peut toujours faire lorsqu'on a en vue les applications géométriques, 

rF' FF' "" s'annu^cnt) cc φ" simplifie beaucoup ces formules. 

5. Comme dernière application des équations (i), supposons le 
point M déterminé par un système de coordonnées curvilignes composé 
de trois groupes de surfaces orthogonales, caractérisés par les para-
mètres λ,, λ

2
, λ8, et cherchons les composantes de j

n+i
 parallèlement 

aux normales M/ι,, M n2, M/î3 aux trois surfaces qui se coupent en M, 

menées dans le sens où les paramètres λ
4

, λ
2

, λ
3
 vont en croissant. 

Nous désignerons par R
<A

 le rayon de courbure de la section princi-
pale de la surface λ,· qui est tangente à la direction M«A, pris avec le 
signe posilif ou négatif, selon qu'il est dirige dans le sens où λ; va en 
décroissant ou en croissant. 

Le triedre 0123 ayant ses arêtes respectives parallèles aux normales 
M/I

4
, M/ÎO, Mn

3
, pour trouver les composantes ρ, q, r de sa rotation 

suivant 01,02,0 3, il suffira d'observer : i° que le déplacement infini-
ment petit du point M dans le temps dt peut être regardé comme ré-
sultant de trois déplacements simultanés ds

{)
 ds

2
, ds

2 suivant les 
directions Mn„ M/i

2
, M/Ï

3
; 2° que, dans chacun d'eux, par exemple 

dans le déplacement dsn en vertu du théorème de Dupin, la normale 
à la surface λ

2
 reste dans le plan tangent à la surface λ3, et la normale 

à la surface λ3 dans le plan tangent à la surface λ
2

. Il en résulte que le 
déplacement angulaire du trièdre résulte d'une rotation au-

tour de Μλ„ égale à — et d'une rotation autour de Mn2 égale à 
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ds yp > eu cgard à la convention sur le signe de et à la disposition des 

are les Μ/ζ,, ΜΛ2, M/Z
3

. En opérant de la même manière sur les deux 
autres mouvements ds

21 ds3 du point M, désignant par p,, P
2
, les 

vitesses du point M parallèles aux directions Oi, 02, 03, on aura 
évidemment, pour les valeurs cherchées de ρ, r, 

+ 9--ϊΐ^ + ϊζΓ Γ = _ϊζ; + ϊϊ7 

el les formules (ι) nous donneront, pour les composantes cherchées de 
Γ accélération j

n+
,, 

J«+<■>- dt
 +

 (ié, r'Jj"
3
 (ai. lé,)·

7

»
2

' 

·/»-',= — clt Ui,, R,,/·7"' \R» R,,/·7"' 

·/»-',= — clt Ui,, R,,/·7"' \R» R,,/·7"' 

Pour u = o, , y
ea

, y
/<3

 se réduisent respectivement aux vitesses Ρ, , 

p,, p.,, et l'on obtient les composantes de l'accélération j
i
 ou j du pre-

mier ordre, données par Lamé, mais par une voie beaucoup plus 
longue, 

J* lit \lï^ ΤΓΓ7/ (λ, ~~ iwP" 

J* lit \lï^ ΤΓΓ7/ (λ, ~~ iwP" 

J
3
~dt

+
( κί, Ri,)"

1 (iC iv.)"'' 

On cil déduirait, en faisant η = ι dans les équations (5), les com-
posantes de l'accélération du second ordre, et ainsi de suite. 

On peut, dans les équations (5), introduire au lieu des vitesses ρ et 
des rayons R les paramètres des surfaces orthogonales, en désignant 
par /^, /ζ

2
, Λ

3
 les paramètres différentiels du premier ordre définis 
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par l'équation 

WfêMSHSD· 

On a les relations connues (' ) 

(ISî-T;' v^k-~ hWi' 

cl de simples substitutions donneront 

1,1 — ^>7 w ~ ïïjWidF M'lJ 

1,1 — ^>7 w ~ ïïjWidF M'lJ 

•/"+,·2~ ~1Γ + \Λ| dï2 ~dt ~~ Λ| dXi ~dt ]J"* 

•/"+,·2~ ~1Γ + \Λ| dï2 ~dt ~~ Λ| dXi ~dt ]J"* 

1,1 — ^>7 w ~ ïïjWidF M'lJ 

1,1 — ^>7 w ~ ïïjWidF M'lJ 

Pour n = o, 011 retrouverait les formules de Guiraudel (-) cl 
Lamé (:i ). 

4. Nous appliquerons les formules (6) au système de coordonnées 
spheriques compose des sphères de rayon /·, des cônes de révolution 
dont l'ouverture est 2O, et des plans passant par l'axe des cônes cl fai-
sant un angle ψ avec un plan fixe. Attribuant l'indice 1 aux sphères, 
l'indice 2 aux cônes, l'indice 3 aux plans, on trouvera ici, par des con-

(') LAMÉ, Leçons sur les coordonnées curvilignes, p. 5i. 

(2) Mémoires de la Société des Sciences de Lille, 1865. 

(') Leçons sur les coordonnées curvilignes. 
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sidéra tions géométriques directes, 

ds
K
 = dr, ds2 = r db, ds$ = sin θ d<\>, 

ce qui donnera les valeurs de t>,, ^3; puis 

E7s ~ r' Rîâ r' Rïï °' 

E7s ~ r' Rîâ r' Rïï °' 

Substituant dans les équations (5), on trouvera 

Jn+\,r y^sinU^, 

Jn+\,r y^sinU^, 

Jn+\,r y^sinU^, 

Pour η — ο, on a 

1»=ν'=Έ' ·/»«=''£' M=''sln0rf7· 

d'où 

^=5?--r7p-'"sm °s?' 

^ = ,'rfF + 257Â-,'sm9cos9rf?' 

^=5?--r7p-'"sm °s?' 

ce qui s'accorde avec les formules de Guiraudet et Lamé. De même, 
on trouverait, pour les composantes sphériques de la suraccélération, 
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en faisant η, = ι dans les formules (8) et réduisant, 

I ~ ôJtdi\Tt] 

n J dt"· dt dt dt* ' 

n J dt"· dt dt dt* ' 

n J dt"· dt dt dt* ' 

n J dt"· dt dt dt* ' 

n J dt"· dt dt dt* ' 

n J dt"· dt dt dt* ' 

Les formules se compliquent rapidement. Lorsque, dans les équa-
lions (8), on suppose ψ constamment égal à zéro, on obtient les for-
mules données par M. Laisant ('). L'application aux coordonnées 
elliptiques ne souffre aucune difficulté, mais elle ne nous a pas paru 
conduire à des résultats spécialement intéressants. W 

(') Nouvelles Annales de Mathématiques, p. 496; 1878.; 

Joum. cle Mal h. (.'p scvic), Lome LV.— l'use. IV, 1888. Ol 


