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Sur les composantes des accélérations d’ordre quelconque

sutvant trots directions rectangulaires variables ;

Par M. Pu. GILBERT.

Ce probleme, en ce qui concerne l'aceélération du second ordre et
ses projections sur la tangente, la normale principale et la binormale
A la trajectoire, a été traité géométriquement par M. Resal (') et par
M. Schell (*); pour les accélérations d’ordre quelconque, analytique-
ment par Bouquet (*) et par Somoff (*). La méthode facile et stire

que nous proposons ici s’applique & ce probléme et & d'autres plus
geénéraux.

1. Considérons un point mobile M, et soit M, son index d'ordre
quelconque 7~ par rapport & une origine fixe O, c'est-a-dire que le
rayon vecteur OM, représente en grandeur et en direction l'accélé-
ration d’ordre n, j,, du point M.

(') Traité de Cinématique pure, p. 26g.

(*) Theorie der Bewegung und Krdifte, t. 1, p. 544.

(3) Annales de I’Ecole Normale, p. 147; 1874.

(*) Mémoire sur les accélérations de divers ordres (Mémoires de I’ Académie
de Saint-Pétersbourg, 7° série, t. VIII),

Journ, de Math. (4° série), tome 1V, — Fasc. IV, 1888, 6o
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Soicnt

Oxyz un systeme d’axes rectangulaires mobile suivant une loi quel-
conque autour du point O

Py ¢, 7 les composantes de la rotation de cc systéme suivant les dirce-
tions Ox, Oy, Oz

Jnas Jnyy Juz leS composantcs de laccelcratlon Ju» qui sont en méme
temps les coordonnées de M,.

La vitesse absolue du point M, représente, en grandeur et en direc-
tion, l'accélération d’ordre # + 1 du point M; or, celte vitessc est la
résultanie de la vitesse relative de M, par rapport aux axes mobiles,
et de sa vitesse d'entrainement due & la rotation du systéme Oxyz
autour du point O. I1 en résulte immédiatement les formules géne-
rales

. dy, .
Jn+iag = :[Zx + q.]nz '] nyy
, . dj, . .
(")) C ey = %‘4-7:/":—[7]“,
' l/n.. N
Jn+1,z= -+ P,] ny — Q] nes

(ui servent de base 4 tout ce qui suit.

2. Prenons d'abord, pour la dircction O, celle du rayon vecteur
OM = u du point mobile; pour Os la normale & la surface conique
déerite par ce rayon veeteur, élevée du coté du plan tangent vers lequel
le cdne tourne sa convexité; pour Oy la perpendiculaire au plan s,
menée du coté ol la rotation de O 5 vers O x parait sc faire de gauche a
droite. Si nous nommons  la vitesse angulaire du rayon u autour
de Os, prisc avec le signe + ou le signe — sclon qu’elle st dirigée de
gauche a droite ou de droite & gauche par rapport 4 Os; R le rayon de
courhure de la section du cone normale & OM a la distance 1 du
point O, on verra sans peine que I'on a ici

w

pP=—p ¢ =o, r=uw.
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Les formules (1) deviendront

. dr .
Jnrr,a = "zli% — O Jnys
. dr . w .
(2) Jn+iy = _/J:"}: +© ]z + 'ﬁ,]uzv
: djn:

w .
Jurrz = ar 'ﬁ]ny?

et permettront de calculer de proche en proche les composantes cher-

chées. En cffet, pour » = o, j, sc confond avec la vitesse du point M;
on a, comme on sait,

du . .
Joz = a’ Joy=wu, Jo: =03}

les ¢quations (2) donneront les composantes de 'accélération j, ou j
du premier ordre, savoir

[ . d*u N
J‘U:_c_i—t?_w u,

(3) . _2(‘0512_{_“@ _) d.ou?
' Jr= dt dt — u dt ’
. wiu
A

On déduirait de celles-ci les composantes j,, /)y J2. de la suraceé-
lération, et ainsi de suite. Ces formules sont commodes lorsque le mo-
hile reste sur unc surface conique donnée, par exemple, sur un cone de
révolution dont le sommet est O ct 'angle d’ouverture 2a; on a alors

R = tanga.
Si le mouvement a licu dans un plan, R = cl j, est nul.
2. Comme deuxi¢me application, cherchons les composantes de

I'accélération j,,, parallélement & la vitesse, 4 la normale principale et
a la hinormale. Prenant respectivement, dans les équations (1), les
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directions Oz, Oy et Oz paralléles & ces trois directions, nous remar-
querons que l'intersection de deux plans osculateurs infiniment voisins
coincide avec la tangente ala trajectoire, en sorte que, pour amener le
tri¢dre Ozyz dans la position infiniment voisine, on le fera tourncr

autour de I'aréte O« d'un angle égal a 'angle de torsion 95 et autour
de Paréte Oz d’un angle égal 4 I'angle dc contingence d-ﬁ-sde la trajec-
toire. On aura done, ¢ étant la vitesse de M,

¢ ¢

p:T, q=0, I'=ﬁ)

et les formules (1) nous donneront

: 4 [
Jn+t,g = '{Fw - ﬁ,/nya
| dj, P ¢
(fl) ¢ Jnery = ’(/1—;’ + ]—{Jn.v_ Ff,]nz’
Gus ¥

‘. ,]'n+i,z = dt Tjn.y'

Ces formules, quec Somofl a obtenues par une voie beaucoup moins
simple, serviront & passer des composantes tangenticlle, normale cl
hinormale de 'accélération j, & celles de Paccélération d’ordre 22+ 1.
Sil'on part de # = o, j,= v, on a évidemment

Joz=— ¥y Joxr=0, Juz= 03

d’oti, par les formules (4),

dy . 02 .
JLL‘:%’ JU':T{’ Jiz= 0y

ce qui donne les composantes connues de Paccélération. De méme, on
trouvera pour les composantes de la suraccélération

. d?y 3
2= gg — R
3¢ do o dR

JwERGATREG'

3

Jaz = RT'



COMPOSANTES DES ACCELERATIONS D'ORDRE QUELCONQUE. 469
Ce sont les formules dues & M. Resal. On trouve de méme, en faisant

d
n = 2 dans les formules (4) et observant que 7‘: =0,

ddv 602 dy 3¢ dR
=g T RaATR &
. he dd 3 dp? 60 dv dR ¢* _IE_’ dR? d?R
IhvmER B TR RA S BUTT o TREE)

2 dR 1dT>

Ras " Td)

J3== BT ar RT<

et ainsi de suite. Lorsqu’on suppose le mouvement uniforme, ce qu’on
peut toujours faire lorsqu’on a c¢n vue les applications géométriques,
de d*y ) . . .
7’ 7g° *+ sannulent, ce qui simplifie beaucoup ces formules.

3. Comme derni¢re application des équations (1), supposons le
point M déterminé par un systéme de coordonnées curvilignes composcé
de trois groupes de surfaces orthogonales, caractérisés par les para-
metres Ay, Ay, Ay, et cherchons les composantes de j,., parallélement
aux normales M#z,, Mn,, Mz, aux trois surfaces qui se coupent en M,
menées dans le sens ol les paramétres A,, A, A, vont en croissant.

Nous désignerons par Ry le rayon de courbure de la section princi-
pale de la surface A; qui est tangente & la direction M, pris avec le
signe positif ou négatif, sclon qu'il est dirigé dans le sens ou A, va en
décroissant ou en croissant.

Le triedre O 123 ayant ses aréles respectives paralléles aux normales
Mn,, Mn,, Mn,, pour trouver les composantes p, g,  de sa rotation
suivant 01,02,03, il suffira d’observer : 1° que le déplacement infini-
ment petit du point M dans le temps d¢ peut étre regardé comme ré-
sultant de trois déplacements simultanés ds,, ds,, ds, suivant les
dircctions Mn,, Mn,, Mn,; 2° que, dans chacun d'eux, par cxemple
dans le déplacement ds,, en vertu du théoréme de Dupin, la normale
A la surface A, reste dans le plan tangent & la surface A4, et la normale
a la surface X, dans le plan tangent & la sugface ,. Il en résulte que le
déplacement angulaire du triédre Mn, n,n, résulte d’'une rotation au-
ds,

> et d’'une rotation autour de Mn, égale 4
21

tour de Ma,, égale & —



470 ' PH. GILBERT,

“ .
.’ eu cgard a la convention sur le signe de Ry, et 4 la disposition des
31

arlles Mn,, Mn,, Mz,. En opérant de la méme maniére sur les deux
aulres mouvements ds,, ds, du point M, désignant par ¢,, 0,, ¢, les
vitesses du point M paralléles aux directions O1, 02, O3, on aura
¢videmment, pour les valeurs cherchées de p, ¢, r,

S % __
P=~"R, "Ry 9 R,TRy TTTR,TRY

ct les formules (1) nous donneront, pour les composantes cherchées de
Paccélération j,. 4,

i . _ [{/‘,” 1<) ¢y 3 [ 3 [ \ .
.]n+|,| — dt + <PE - 1{13>J”3 <]Tl‘; - p:_)‘;},]nm

- . _ df ns Vs '\ . O3 ‘a2 -
(2) Jree= g YAR, 7R e TRy TR,

. _ Afns 3 g \ - 1 30\ -
Jrers = g + (E - 1{32)-]"2—<R; Ry Jrre

Pour 72 =0, j,\, Juss Jus SC réduisent respectivement aux vitesses ¢,
¢4y vy, Ct 'on obtient les composantes de 'accélération j, ouj du pre-
micr ordre, données par Lamé, mais par unc voie beaucoup plus

longue,
[ (e e\ (5
S J' h— dl + (I 31 I{js) 03 (l 12 ] ?1) cg,
s . dpy 0y 2 3 ¥
(b) ‘]"_—d_t +(E§_E—l>v' <R23—E;; 7]

( . dvy ( Py [ ) ( 0y o )
s = o e — e 10— 5 — 5 )0,
XLty 7 Ry R./)"7\®, ~®”s/"

On cn deéduirait, en faisant 7 =1 dans les cquatlons (5), les com-
posantes de 'accélération du sccond ordre, et ainsi de suite.

On pcut, dans les équations (5), 1ntrodu1re au lieu des vitesses ¢ ct
des rayons R les paramétres des surfaces orthogonales, en désignant
- par B, b, hy les parameétres différentiels du premier ordre définis
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TN [N [
=\ (%) + (%) + (&)

On a les relations connues (')

ar 'équation
P |

al; 1 by Ol

dS[= hi’ m__mj)t—t,

ct de simples substitutions donneront

jn+|.l—'7l_[ T3 dr T 2%

. (l[‘,“ (Ili ollg d)\2 /Lz oh1 d)‘l) -
gy a2

By Oy ddy kg OB, )\ ;
+(_'._*_._3_.._3__1_1> »
P (’L Oy ds Dy Ol d)\.z> :
n+12 7 Ty “dt e n
) (T 9l
e, dt TR o, i I

Afns (113 oy d,  hy Ol d‘;\.,*),.
ni

Jn+d,:)=W Y. A 7z T IF

| +%mm”ﬁmmﬁr

Pour n=o0, on retrouverait les formules de Guiraudel (*) et
Lamé (7).

4. Nous appliquerons les formules (6) au systéme de coordonndées
sphériques composé des sphéres de rayon r, des cones de révolution
donl 'ouverture est 20, et des plans passant par I’axe des cones et fai-
sant un angle ¢ avec un plan fixe. Attribuant I'indice 1 aux sphéres,
Iindice 2 aux cones, l'indice 3 aux plans, on trouvera ici, par des con-

(1) Lang, Lecons sur les coordonnées curvilignes, p. 51.
(2) Mémoires de la Société des Sciences de Lille, 1865.
(®) Legons sur les coordonnées curvilignes,
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sidérations géométriques directes,
ds,=dr, ds,=rdb, ds,=rsinfdy,

ce qui donnera les valeurs de ¢,, ¢,, ¢,; puis

f 1 1 1 1
Re =7 Ry~ 7% R ~%
1 1 ) 1
Ry 7 tang0’ R, =0, m:O'

Substituant dans les équations (5), on trouvera

, dr,, . db
Ja+rip = 7‘%& — Jab 3 di JII-\!I San
~ : dfy , - db
(8) Jn+1,0 = jd‘g“ +J”’dt ,]n\'g COSG
: dj N VR - dy
i p= d:"’ + Jar smO-c-ﬁ + Jnt cosf)m-

Pourn=o0,0na

0p == ¢ = rdo rsmO—i
Jor= 9= i’ ]00—‘ dt’ Jod:—— i

d’ou
@ rd0 sm’O
Jr=gg ~Tag — dtﬂ
. a0 dr db
(9) (Jo=r_m + Z'JZ ikl smOcosOaF,
r dy do dy
Jy=T dt dt sodt a’

ce qui s’accorde avec les formules de Guiraudet et Lamé. De méme,
on trouverait, pour les composantes sphériques de la suraccélération,
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en faisant » = 1 dans les formules (8) ct réduisant,

. dir 3(10 d d‘)
Jor=gr Sz a\" &
dvt d.rsind 2 qld
— 3sinl % ——— — Jrsin*d— —,
. —-I'@ 'id dr db
Jo =" © O g \d @
d? 03 . dbt d.r smG
. ( ( dy H’ LA woa.rsim’
(10) 3rsinl cosl == i Tl 7 3cosh -5 v D
. lnf) d“ d.rsinf
Juy =18 lc* dee — dt
+3dv Od +rcose —rsmf) L
dt? de
, ) dr dd db . d\a an
' —i—()cos()?l?;[—tm——f) .n()dt TF

Les formules se compliquent rapidement. Lorsque, dans les ¢qua-
tions (8), on suppose ¢ constamment égal & zéro, on obtient les for-
mules données par M. Laisant ('). L’application aux coordonndes
olhpuques ne souffre aucunc difficulté, mais clle ne nous a pas paru
conduire i des résultats spécialement intéressants.

i T
(") Nouvelles Annales de Mathémaliques, p. 496; 1878, .~ : P

Journ. de Math. (4 série), tome IV.— kasc. 1V, 1888, 61



