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TRANSFORMATIONS D'UNE FORME QUADRATIQUE. 349

Sur les transformations d’une forme quadratique

en elle-méme;

Par M. Csvie JORDAN.,

Nous déterminons dans ce Mémoire les conditions nécessaires et
suffisantes auxquelles doit satisfaire une substitution linéaire pour étre
capable de transformer en clle-méme une forme quadratique de discri-
minant différent de zéro.

Ces conditions étant supposées remplies, nous montrons que la sub-
stitution donnée S et 'une quelconque F des formes quadratiques (de
discriminant Z o), qu’elle transforme en elle-méme, peuvent étre ra-
menées simultanément & une expression canonique dépendant exclusi-
vement des invariants de S.

De 14 résulte cette conséquence, que les diverses formes F sont trans-
formables les unes dans les autres par des substitutions linéaires (ui
n’aliérent pas I'expression de S.

ANALYSE.

i. Considérons une forme quadratique F de déterminant 2o, et une
substitution linéaire S qui la transforme en elle-méme.

Pour nous rendre compte des propriétés de ce systéme, nous nous
proposerons de chercher une forme type & laquelle on puisse ramener
simultanément F et S par un choix convenable des variables indépen-
dantes.
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On peut tout d’abord, sans se préoccuper de la forme F, ramener la
substitution S 4 son expression canonique. Rappelons, a ce sujet, les
résultats connus (voir, pour la démonstration, notre Traité des substi-
tutions, Livre II, Chap. II, § V et VI).

Soient

“nl an2 ¢ mnn

oy —S @y Gyp
A= %oy Oop— $ %an —o0.
Oy %pa Opp— $

Soicnt s,, s,y ... les racines distinctes de cette équation. On pourra,
en prenant pour nouvelles variables des fonctions lincaires conve-
nables des variables primitives, donner & S la forme canonique sui-
vante :

1 1 ! ! ’ ’ U ..'
! 'Il’.n '1'.27 te) ‘z.m' Slxq’ Sl("L‘g + ‘L'|> . Sl (wm' + wlu’ ~l)
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" ” " t "
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Yoo o Ye Sa¥YuS(Ya+y) oo S:(¥e +Yieo)
H " Ul n " U
i.y',..,...,y,,.. SV e e Sa(Ve +Yl))

On voit que les nouvelles variables se répartissent en classes ,
Y, ... correspondant aux diverses racines s,, s,, ... de l'¢quation
A=o.

Le nombre total des variables de chaque classe est égal au degré de
multiplicité de la racine correspondante. Dans chacune de ces classes,
celle des o par exemple, lcs variables sc groupent cn une ou plusieurs
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sérics ', 2", ... telles que S remplace les variables de chaque séric
par des fonctions linéaires trés simples de ces seules variables.

Les racines $,, $,, ... et les nombres m', m”, ..., v, n’, ... des va-
riables de chaque série sont des invariants. La substitution S n’est donc
susceptible que d'une forme canonique unique. Toutefois, il existe des
changements de variables qui n’altérent pas cette forme canonique, ct
qui pourront étre utilisés pour simplifier subsidiairement l'expression
de F.

2. Ces changements de variables rentrent dans les deux catégories
suivantes :

1° SOIENt T,y «v vy T3 Ty evy Tty ov oy Ty ooy by des sérics appar-
tenant 4 la méme classe et contenant un méme nombre m' de va-
riables; on n’altérera pas S en opérant sur ces variables les substitutions
linéaires suivantes :

Ty @) T apx) |

'II .l . )‘
'Z/( a24~zk+.-.+ az;‘.ﬁ/‘ k= l, 2, ceny nl/,

...................

Ty W L. @y )

ou les a designent des coefficients quelconcues dont le déterminant ne
soit pas nul.
2° On ne I'altérera pas davantage par une substitution de la forme

suivante

" 1
xgr' x;nﬂ + awk’

. i
Ty Ty + AXp_ys

53 po
xl”n'—k—l-! a’m'-—k-f-l + a“(/‘/(s

o}, Stant une variable quelconque de la méme classe que ¥, mais dont
Pindice k soit Zm'.

3. Supposons donc la substitution S ramenée & la forme canonique
que nous venons d’'indiquer. La forme F doit ¢tre transformée en elle-
méme par cette substitution; cherchons les conséquences qui en dé-
coulent.
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Soient x, y deux classes quelconques de variables, et soit
% i ; o
Bx,y - Allrlk x;;}"m

P’ensemble des termes de F qui contiennent leurs rectangles mutuels.
Nous appellerons rang de chacun de ces termes, tel que Azt yh, la
somme k + k' des indices des variables qui y figurent.

Dans la transformée FS de F par la substitution S, cc terme se
trouvera remplacé par s, s, Al (2% + o}, ) (¥t +yi_,). Ce produit dé-
veloppé donne quatre termes, tous d’ordre < k + &/, sauf le premier,
qui sera s, s, ALz, yh.

L'ensemble des termes bilinéaires en x ety ct de rang maximum
contenus dans FS est donc égal & I'ensemble des termes analogucs
dans F, multiplié par s,s,. L'identité

FS=S

ne pourra donc subsister que sis,s,21, & moins que les termes bili-
néaires en 2 et y ne disparaissent complétement de F.

Rien dans le raisonnement précédent ne suppose que les deux classes
x et y sont différentes. Doune, si 5721, F nc pourra contenir aucun
terme quadratique par rapport aux .

Le déterminant de F étant d'ailleurs supposé Z o, cetle forme doil
conlenir les variables z. Si donc s} 21, il existe nécessairemenl une

\ . I .
autre classe y correspondant & une racinc s, = —; on aura d'aitleurs
: 5

2>
$,21,

et, les autres racines s,, ... différant de s, ct de s,, on aura

$,5,21, 5,821, ...3
on aura donc
F=8,,+®,

B, étant une forme bilinéaire par rapport aux z et aux y, et ¢ ne con-
tenant que les autres variables. D’ailleurs, le déterminant de B, ),
entrant en facteur dans celui de F, ne sera pas nul; donc les va-
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. 1 . ) ! des
riables # ct les variables y scront en nombre égal, et s, - seront des
R

racines du méme degré de multiplicité pour I'équation 4 = o.
Soit, au conlraire, s} = 1; on aura
515, :: )

Donc I nc contiendra pas les rectangles des variables « avee les va-
riables des autres séries, ci sera de la forme
Q.+ ¢,

(). ¢ant quadratique par rapport aux x, et & ne les contenant plus.
Nous obtenons donc ce premier résultat :

L’équation caractéristique A= o de la substitution S est nécessar-
rement réciprogue, et la forme I se décompose en wune somme e
JSormes partielles, a savoir :

1 Des formes B, , bilindaires par rapport aws dewr classes de
rariables correspondant & deux racines réciproques s, el 21, diffé-
rentes de I’ unité.

2° Des formes quadratiques par rapport aus variables des
classes qui correspondent aux racines +1 el — 1, lorsgue Udquation

caractéristique admel Uune ou Uautre de ces quantilés pour ra-
elnes.

La substitution S ¢lant clle-méme un produit de substitutions par-
liclles dont chacune w’altére que les variables covrespondant & un
couple de racines de variables réciproques, ou a la racine + r, ou i la
racine — 1, on voil que la question se trouve ramencée au cas oft l'é-
(uation caractéristique n’admet que deux racines réciproques ct du
méme ordre de multiplicité, ou une seule racine égale & == 1.

4. Considérons d'abord le premicr cas. La forme I se véduira a

— N
B.,, = Zain,

foN

Journ. de Math. (/¢ série), Lome IV. — Fasc. [l
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les 7} étant des fonctions des y, linéairement distinctes, puisque le dé-
terminant n’est pas nul.

Prenons les v, pour variables indépendantes 4 la place des y. La sub-
stitution 8, remplacant les y par des fonctions des y, remplacera
les 0, par des fonctions des mémes variables, que nous désignerons

. I ;
respectivement par —Hj. On aura donc
1

i ] ) P pors
5(/'” ceey x"., -S|:L|’ ey S' (uv,"i + 'L‘y,,f_l
S =

i Al Loy Fyye
Nyy ooy N ;Hn"‘as_l mi

Il cst ais¢ de déterminer les fonctions Hj d’apres la condition que S
transforme en elle-méme la fonction

DEAR
Elle la change, cn effet, cn

(w4 i YHE

(sauf & remplacer a}_, par zéro, lorsque k — 1= o).
Identifiant celte expression & la précédente, il viendra

7, = H' + ‘, ceny i = H.+ H .. M == H

h+1? 9 mi*
La résolution de ces équations donnera
P i P i i
I—Imi""‘ ’Im"7 mi—y —— Q:n"-l - ’]:m ey

Hi=v —-n+...4+(— D)™k

On voit que B, , est une somme de formes partielles, I¥,, ..., I, ...
contenant respectivement les variables qui correspondent & une méme
valeur de 7, dc méme que S est un produit de substitutions par-
tielles, S,, ..., S; ... altérant respectivement ces divers systémes de
variables.

Considérons séparément un de ces systémes de variables. L'indice ¢
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¢tant le méme partout pourra étre supprimé, et nous aurons

m

F= 2 T Mgy
1

Lyy voeyg Ty STy, "'7'5'|<wm+ xm-i)
1 -
UK S‘I["]l — N (1),
S= ! m—k
Nk ;‘[‘q/f“nlw(_*" +( I) - Ylml
'-
nm ;llbn

5. La substitution Sa perdu la forme canonique, mais il est facile de
la lui rendre par un nouveau changement de variables.
Posons, en effet,

W= (— I)A—' [.}’m—lﬂ-l -+ (m - k))’”,._;,-l— (m — ) (l’.nz— £=9 Ymek-y e ]

La substitution S remplacera cette expression par

'5;(7]/"_ nk+l -+ Y]k-o—-_i e ‘)

_ s-:r"“ + (_":‘s_?':_‘ YRy Ry S VR (m — /.-._1[).(;72 — k —2) Vmtetos e e )
+ 1 +nm—hk—2 !
| o -

:;': “‘_}_“__:_i)/:i )m_k—}—(m—/x)ym_;‘_ (m—~/\‘(‘m2~—,‘——1) YVin-keg = %

Ce résultat est celui quon obtiendrait en augmentant y,,, ¥y, . .. res-
pectivement de V., Ym_ay -+ --

Si donc on prend pour nouvelles variables les y, S reprendra sa
forme canonique, et I prendra en méme temps la forme suivante, ot
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ne figure plus rien d'indéterminé :

(m—1)(m—2)
1.2

F =+, [)"m -+ (lﬂ - '),)”m - ,)/m——z -+ ‘

(m—2)(m—3)
1.2

— L ,';V,,,.. = (In - 2))/”1—2 +

.ym-:l aki ’

+ Ly | Yoo+ (M —=3) Yoy .|+

6. Passons au cas o1 '¢quation caractéristicque de S n'admet qu’une
\ I
scule racine s, ¢gale & + 1 oud — 1.
Si cette racine était égale & — 1, on aurail

S =TS,

T étant la substitution qui multiplic toutes les variables par — 1, et &'
admettant + 1 comme racine de son équation caractéristique. La sub-
stitution T transformant évidemment toute forme quadratique en clle-
méme, les formes I qui sont transformées en clles-mémes par S le
seront ¢également par §' ct réciproquement. Nous pouvons donc sup-
poser s, = 1.

7. Lasubstitution S ¢tanl ramenée & sa forme canonique, soienl
‘Ln ceey o Xy ceey Ly, ey Ly

les diverses sévies entre lesquelles se répartissent les variables; el soit

F=-SAfxlxg.
Sa transformée I'S sera

YA (o wl ) (w2,

pourvu qu’on supprime de cetle expression les lermes ot figurcraien!
des variables avec un indice inférienr nul. On aura donc

FS — S =SA{.(z,_ ) + x,x)_, + x,_,x}_),

expression qui doit ¢tre identiquement nulle.
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Considérons, parmi les termes de F pour lesquels 7 et i’ ont des va-
leurs données, ceux dont le rang k + k' a la plus grande valeur 75 ils
fourniront & la différence F'S — S les termes de rang r — 1,

(1) TAL (% @+ xiah_).

Tous les autres termes de cette différence contenant d’autres variables,
ou ¢étant d'ordre moindre, ne pourronl se réduire avec ceux-ci; ils doi-
vent done se détruire mutucllement,

Soit A, za_, cclui des termes considérés ou l'indice p de la
premiére variable est minimum. Il fournira & Pexpression (1) les deux
lermes ’

AL o (s T+ T, Ty,

dont le premier ne peut se réduire avee aucun autre; car il est ¢videm-
ment le seul qui contienne une variable 2 affectée d’un indice < p; il
doit done disparaitre de lui-méme; donc son indice est nul, ct l'ona
nécessairement

p=1.

Le lerme considéré aura donc pour expression

At"i’ xl‘ xi’

o1 r-i*

Dlailleurs, la séric %, 27, ... conticnt, par hypothése, m” variables

sculement. Pour que ce terme puisse exister, il faut done qu’on ait
rZr+m'.
Par un raisonnement semblable, on établira l'inégalité
rZr+

Deux cas seront & distinguer ici, suivant que ¢ est différent de ¢ ou
égal & 1.

8. Premier cas : i Zi. — Les termes considérés seront

AT xxl + AT a4+ Al

27r-2 r=1 A -1y
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Les termes de rang » — 1 qu'ils fournissent & F'S — S seront

(}\u

1, r-1

i i
+ AL, )BT+ (A, + Ag )BTy, s
et, comme ils doivent sc détruire, on aura

j&" —_—

3, -3

All

1,r—1

An

2,r-2

— O, [&u

2,r—2

Par suite de ces relations, I'ensemble des termes considérés sera de
la forme

[&u

-

Nztal , —ahat +aial —. .+ (= )YE Z).

r—-2

9. Second cas : ¢ =1i. — Dans ce cas, r sera nécessairement un
nombre pair.

Supposons, en effet, qu’on ciit 7 = 2p + 1. Les termes & considérer
seraicnt

(o
PP+ ppo

Au Au ( '3 _.. ._+_All

',p 2 ‘Ip.. )p_

s fournissent & FS — S les termes suivants d’ordre » — 1,

ii it ol gl
(A-| ()/, A-) op_‘)x x +eot AP;P“" Pxn’

)p_

qui ne peuvent disparaitre que si tous les coefficients A sont nuls.
Soit donc 7 = 2p. Les termes & considérer seront

113 i
Al @ xy,  + A

i
Y pr s By o+ AL

cl fournissent & FS — S les termes d’ordre 7 —

(Al + AL, Dmah, . (A +2A VT,

Pour qu'ils s’annulent, on doit avoir
u _— il — -
A,’,,p_, — A} apua T = = (—1)"! zApp,
ce qui réduit les termes considérés a la forme
NEE [ onf ¥
A,,l,[ccpx - 2w,,, z

ot (1) 2zt

p+i "p—ll
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Nous obtenons done le résultat suivant :

Si, pour un systéme de valeurs délerminées de i, i’, on considére
les termes Al.a; xk de rang le plus élevé qui sont contenus dansF,
lewur rang r ne pourra surpasser la plus petite des deur quan-

) i i
lités 1+ m', 1 +mt.
SiiZ2 i, Uensemble de ces termes sera de la forme

AT el — o (=) ]

Sii=1, r sera un nombre pair 2p, et l'ensemble de ces termes
sera
Al (@2l — 2al_ &b, +.. .+ (= D)2 2,

10. Ccla posé, les quantités m’, ..., m, ... étant supposées rangées
par ordre de grandeur décroissante, admettons cue 7, ..., m aient
unc méme valeur m, mais que m™', ... soient < m. D’aprés ce qui
préctde, aucun terme de I ne peut étre de rang supérieur & 1+ ne.
Mais, d’autre part, il existe effectivement des termes de ce rang : car
les ¢ premicres séries conticnnent des variables d’indice 72 qui figurent
nécessaircment dans If; les termes qui les contiennent renferment une
seconde variable, dont l'indice est au moins ¢gal & 'unité; leur rang ne
pcut donc étre inféricur & 1 + m.

I vésulte d'ailleurs de ce qui précéde que ces termes ne peuvent
contenir que les variables des ¢ séries & m variables et que leur en-
semble est donngé, si m est pair, par une expression telle que

(2) EAmz m_’xi Loy ‘_..._*_(___[)m—tx xl],

- s -
L=T1,2y..., 4, U=1,2,..., ¢, 'z

.ct, si m est impair = 2p -- 1, par P'expression

ZA“‘ apet LV ) — B,y o]
) { "

EA;:p ot — 2zl b, +.. .+ (-0 ).
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Il est maintenant ais¢ de simplifier 'expression de la forme I, pav
des substitutions qui conservent & S sa forme canonique et qui ont été
indiquées plus haut. Ici encore nous aurons a distinguer les deux cas
de m pair ou impair.

41. 1° Soit m pair. Soit z), unc quelconque des variables d’indice .
Les termes de F qui la renferment, ¢tant de rang s + m, sonl con-
tenus dans U'expression (2) et leur ensemble sera de la forme

2 (A" 4. 4= N 4.

L’un au moins des coefficients A", ..., A%, ..., par cxemple A”,
sera 2 03 et, comme on peut, sans altérer S, remplacer 2, ..., x, par
ﬁ Z, e K'; %,,, 1l cst permis de le supposer égal & T'unité.

La forme F, contenant le terme 'z, conticndra parmi ses Lermes
d’ordre m - 1 les suivants

A e ! \ m—1," )
(") 'l’lxm_a"'_‘a’m—l_'_"'_’_("' l) Loy Ly e

(Cela posé, nous allons montrer qu’on peut, sans altérer S, faire dis
paraitre de I tous ceux de ses termes (ui conticnnenl une des vavia-
bles @, ..., &,,; ', ..., @), sans &tre bilinéaires par rapporl & ces
deux sérics de variables.

Soit d'abord z!, ..., x,, ... une autre séric de variables, distinete
des deux précédentes; s'il existe des termes bilinéaires par rapport
aux deux séries 2” et &, considérons ceux d’entre cux dont le rang »
est le plus élevé; il seront de la forme

oo nog .

B(‘Za N ‘T’:z'L:---: +.. ‘,)'
Changeons
’ U !

“L.m ) wm# 1? s s ‘Tm -r+2

en

J o o " o s
Ly — B“’r—n Loy — B‘Zr—‘_” ey Ly B‘Li .

L’accroissement subi par les termes (4) par suite de cetle substitu-
tion détruira ces termes de rang »; et les autres termes bilinéaires
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en ', ..., xmet &ty ..., que celie méme substitution pourra intro-
duire seront ¢videmment de rang < 7. Cette opération aura donc
pour effet de diminuer r. Par une séric d’abaissements de ce genre, on
finiva par faire disparaitre complétement les termes bilinéaires par
rapport aux séries 2” et ',

‘n second lieu, s'il existe des termes (uadratiques par rapport aux
variables 2”, considérons ceux dont le rang est le plus élevé. Ce rang .
sera un nombre pair 2 p, ct ces termes seront de la forme

n

B(.’L";f - 293:'—1561»1 +-. ‘+(_' I>p—‘ 2‘”2 Z.;P‘-l)'

Changcons
, ’ .
Ly ovny wm-ﬂ p+3
oen
z,,+ (—1)’Bz] z +(— 1)?B«’
m I 2p-1) ] m-2p+2 [

I’accroissement des termes (4) détruira les termes de rang 2p, ct
les autres termes uadratiques par rapport aux z” qui pourront éire
introduits scront de rang < 2p. Par une suite d’opérations analogues,
on pourra faire disparaitre complétement ces termes quadratiques.

On fera disparaitre par un procédé¢ tout semblable les termes bili-
néaires par rapporl aux «’ et aux &‘, ou quadratiques par rapport
aux .

On raméncra donc finalement F & la forme

F=B a'z” (I’,
B, ¢lant bilin¢aire par rapport aux z' et aux 2” ct @ ne contenant
plus ces variables.

La forme bilinéaire B,,» pourra étre traitée par le procéd¢ employé
dans le cas ou s} ¢tait 21 (n* 4 ct 3) ct ramenée 4 unc forme cano-
nigque complétement déterminée.

Quant & la forme @, si clle contient encore des séries de m variables,
on pourra en cxtraire une seconde forme bilinéaire, ct ainsi de suite
jusqu'a ce que I'on arrive 4 une forme ¥ ne contenant plus que des
séries de moins de m variables, et 4 laquelle on appliquera les mémes
procédés de traitement qu’a la forme primitive F.

Journ. de Math. (4* série), tome IV. — Fasc. III, 1888. 47
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12. 2° Soit m impair = 2p -- 1. Les termes de rang m + 1 scronl
donnés par la formule (3). Considérons ccux de ces termes qui ne
contiennent que les variables d’indice p. Ils constituent unc forme qua-
dratique

(1) (=) ZA;P pxlp""z PP 'p »
i

(u'on peut réduire & unc somme de carrds par unc substitution de la
forme

’ ’ "

T, 0T, x4,
e e ,
i '

Ty ULy AT,y

,j K K
Ty O T, 4 0 ... ,

O N R R

(qui n’altéro pas S, raménera (5) & unc somme de earrés. Les reetan-
yles ! o » Ayant ainsi disparu de Pexpression (3), clle se réduira i sa
sccondc l)’ll‘tlc ol les cocflicients A” seront d’ailleurs ¢gaux a 1. Elle
deviendra done

2[.1‘;,.7;;,—- zz; Ty - (=) oyl L,,, N

Nous allons montrer qu’on peut encore transformer If, de telle sorte
¢w'elle ne contiennc plus que des termes quadratiques par rapport aux
variables de I'une des séries qui figurent dans 'expression préec-
dente.

Supposons cn cffel que F conticnne des termes bilinéaires par rap-
port aux deux séries o', 2. Considérons ccux de ces termes dont le
rang 7 cst maximum ils sont de la forme

(A ol ot
A(z\x,_ , — 2, ,+...).
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En changeant

X X
‘1".'1;—17 S '/L'_’[)—I'+|

¢n

; A, i A
'l’.;P‘l—‘I—(_ [)p;w:‘-l’ AR xf_’p—l‘+l+(— ]>11_§w‘“

on les fera disparaitre, ct I’'on n’introduira en fait de termes analogucs

(que des termes de rang moindre. Iin répétant cette opération, on arri-

vera & la destruction compléte de ces termes. '
On aura donc

F=/+®,
S ¢tant unc fonclion quadratique des z¢ ct ® ne conlenant plus cette
séric de variables.
Il ne nous reste ¢videmment qu'd achever la réduction de Ja forme /,
la forme @ pouvant cnsuite Ctre traitée comme 'a ¢té la forme I,

13. Soit, en supprimant I'indice 7 désormais mutile,

J =L, = 2Ly Xpyy+.ne

+ (= 1) 2z, @y, + 2 Apx,xy. (h+Ek)Y<oa2p, KZIk).

Ou pourra faire disparaitre les termes qui contiennent les carrés des
variables z,_, ..., ;.

Supposons, cu cffet, qu'aprés s'étre déji débarrassé des carrés de
Lpyy ++oy Zporrs, ON cherche & faire disparaitre le terme A,y , 425
sans réintroduire les termes déja supprimes.

On y parviendra cn opérant la substitution suivante

, (=n*
Lap—y '1')1:—1 - __‘2_ p—k, p—k L2 p—1~2k)
..................................... ,
(=¥
L[H-A wp‘l'lf - Py Ap—k,p—kw/)- ky
................. e ey
. , (=1
Loker Lagey — —— Ap—lr,p-—kxv

Lorsque ces carrés auront ainsi disparu, la forme £ ne pourra plus con-
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tenir aucun terme ot les indices k et &’ soient tous deux < p. En cflet,
s'il existait des termes de ce genre, soit Azeaay 'un d'eux, choisi de
telle sorte que &' — k soit minimum.

Les termes qui conticnnent les carrés des variables d'indice <p
ayant été supprimés, k' — k ne pourra étre nul, et, comme &' < p, k sera
< p — 1. Cela posé, la substitution S opérée sur f accroitra le terme
considéré de trois aulres

Akk’(xk'xlr'—l = Ty Ty = Ly Tty )

Le premier de ces termes ne peut disparaitre; car les seuls termes
de f d’ott pourrait résulter un terme qui sc réduise avee celui-l seraient
les termes en x4, 2y, ou en ;. xy. Le sccond de ces termes ne peut
exister, par hypothése, car les indices y sont < p et leur différence est
moindre que &' — k. La méme obscrvation s’applique au premier, sauf
le cas ot k&' — k =1; mais alors il sc confond avee le terme primitif
en LrLy.

14. 11 résulte de ce qui précéde quon pourra metlre f sous la
forme

Wl
f= Z (= DY QT Tp ey
-

les indices de sommation p, ' variant respeclivement de 0 & p —1 cl
deodp—p—1,etles a,y é¢tant des cocflicients i déterminer.

D’aprés ce que nous connaissons déja sur la forme des termes de
rang maximum, on a

Qoo =1, Ayg=Qyy="...= 2.

D’ailleurs f doit étre transformée en clle-méme par S; et cette con-
dition va nous permettre de caleuler de proche en proche les autres
cocfficients a.

En eflet, remplagant généralement xy par x + 24, /'S — S seraunc
somme de termes, dont chacun contient une variable affectée d’un in-
dice au moins égal & p — 1 ct a un rang au plus égal & 2p — 1.
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D’ailleurs les termes de rang 2p — 1 se détruisent mutuellement,
car c’est par cette condition que nous avons déterminé les coefficients
Gyay <+ vy Qggy v on

Le terme général de /S — S sera donc de la forme

B/rk’x'p-4+kfb‘p—k-k'y
k étant So el k> o.
Il existe en général dans S trois termes qui peuvenl concourir & le -
produire; ce sont les suivants
kA v " )
("' I> - Q'L p kL p—k—K's
k! =1 I .
(_ I) - Qpmt ) K E pmt kT pk~K +13

krk—1 ,
(=) Ny o X sk Tpe hk s
¢t Pon aura

Bkk':(_ 1)k+”(a/r1f'— Qpy i — ak,lc'—l)’
Mais B,y doit étre nul; on a done la formule récurrente
Ay = Oy k¥ + Cp i~y

Remarquons toutelois que, si k = o, il n’existe pas dans S de terme
affecté du cocfficient @y, 3 alors la formule se réduit & la forme plus
simple

@y = Ay, k'~

I’osons dans ces formules k =o, 1, ..., w el ajoutons; il viendra

[
Ay = E 279 D
0

Soit d'abord A =1; on aura, d’aprés la valeur connue des coeffi-
cients @y,
Qyy =2k +I.

Faisant ensuite &= 2, il viendra

m
%2:-2(2/1'-*-1):2&&-;—9 + @+

0
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On trouvera cnsuite

[
aw,zz [2"_(./_‘2_’*‘_‘.)+/{ + |] = o l*(:k+2!?§zl-+2) + (1 +1)2((4+2)
=L

et enfin, généralement,

oD (=) (p) (e =)
=2 , + : )
0 TR 1.2...(p—1)

,)(u+l)-«-(n+:¢’—').
1.2,

Qpp

=(2p+p

15. L'expression que nous venons de trouver pour la forme /' peut
¢éLre simplifiée, si 'on consent & faire perdre 4 la substitution S sa forme
canoniquc.

On a, cn cffet, cn réunissant ensemble les termes de /7 qui contien-
nent chacune des quantités zy, ..., z,_,,

f= Ty tee o T LpyNpoy + wjn

Nys +o oy pey Clant des fonctions de ,,_y, ...y €0y Zp, lincairement
indépendantes par rapport & s vy Zpyy.

La substitution S les remplacera par des fonctions H,, ..., 1[,_, de
Lypeiy «roy Lpy Tpoyy UON peuk exprimer au moyen de 7, ..., 7,4,
Ly L py-

Prenons les v pour variables indépendantes & la place de z,,,_y, .. ..
L ey s [ aura pour expression

Ty et Zp Ny + -%;),
et S prendra la forme

Ty ooy Ty Tyyveny Tp+Tpy

Niy <o vy Np—y Hu vy Hp~1

S =

Il reste & déterminer les fonctions inconnues H par la condition

fS=/
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(qui donne

o Ho+ (@ + 2 )H o+ (2 + 2o ) Hpo + (@ + 250 )
=Ly ..ot Lp=~i Np-a + :B;;.

I."identification des termes en x,, ..., x,_, donnera
n,=H, + H,, ceny "]p—zsz—z'i‘Hp—l
el celle des termes restants donnera ensuite
Npr =Wy + Ty + 27,
La résolution de ces ¢quations donnera
Hy= 1 — Npwey oo+ (= 0P (poy — Ty — 202,).

16. Nous obtenons, comme conclusion de cette analyse, la propo-
silion suivante :

Pour qu’une substitution S puisse transformer en elle-méme une
Sorme quadrattque de déterminant 2o, il faut et il suffii qu'on

puisse, par un choix convenable des variables indépendantes, la
metlre sous la forme

S=8%"..,

les substitutions partielles S', §”, ... altérant chacune des variables
distincles et ayant 'une des deux cxpressions suivanies :

Ly ooy Ly SHyy '-"S(w/n"“ -Z'm—l)
() , Lyl e
Yy o9 Vm ;)/n-“);(_}"m']")’m-i>‘
(le nombre m étant assujetti & étre pair si s == 1),

(IT) | 30y 0eiy Bapey 130, 0y UB0py | (t==%1).

Ces conditions élant supposées salisfailes, toute forme quadra-
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tigue ¥ de déterminant différent de zéro et que S transforme en
elle-méme pourra, par un changement de variables qui n'altére
pas Fexpression déja donnée a S, étre ramence a la forme

F=F+F+...,

F', ¥, ... élant des formes quadratiques pariielles, conlenant res-
pectivement les mémes variables que les substitutions &', 8, ...,
Silune de ces substitutions, telle que ', estde forme (1), I aura
poui* expression
(m—1)(m—2) ’
vy [)G!z"*'(”z - ]>)/m-l+ 1.2 }’m—»""'--
. (m—2)(m—3) ’
— L, [,ym-l =+ (’n - 2))/”1—2 -+ - 1.2 Jm=-3 +.

-+ Zy [)/m-ﬁ +(’)Z - 3).ym—a +.. '] +-.. ’+(~ ])m—“'cmyl'

Si, au contraire, S' est de la forme (11), I aura pour cxpression

-2 - - - - ~4 - -
.-P- 2"'])4—!"[)— "’.L' 2&,).,.:).:[)_) T e .+<"" ])p 2@._,,,_'&'

w4+ p —1! - -
+ 2(— D (2p 4 w) Tl 1SSy

oltpvaricdeoap —1,etp de tap—r1— .



