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SUR QUELQUES PROPRIETES DES AIRES SPHERIQUES. 313

Sur quelques propriétés des aires sphériques;

Pae M. G. HUMBERT.

1. L’objet du présent Mémoire est I'extension 4 la sphére de la pro-
pri¢té si simple et si remarquable que présente la circonférence de
cercle pour la mesure des angles situés d'une maniére quelconque dans
son plan, ct qu’on peut énoncer ainsi : la différence (ou la somme) des
avcs interceptés par les deux cotés d’un angle « sur une circonférence
derayon R est égale & 2R2. Dans I'espace, ce théoréme n’est pas ap-
plicable sans modification & la différence des aires que découpe sur unc
sphére un eéne rencontrant cette surface suivant deux courbes fer-
m¢ées; nous montrerons que cette différence ne dépend pas seulement
du rayon de la sphére ct de la forme du cone, ce qui serait la générali-
sation dirccte de la proposition sur la mesure des angles plans, mais
qu'il suffit, pour P’exprimer, d'introduire un nouvel élément, & savoir
la distance du centre de la sphére & un plan passant par le sommet du
cone et li¢ invariablement & ce céne. Nous verrons également que cette
propri¢té s’élend aux surfaces développables et, en général, aux sur-
faces réglées; dans le cas spécial des surfaces réglées, a plan directeur,
on retrouve méme la propriété de angle plan, ¢’est-d-dire que la diffé-
rence des aires découpées sur une sphére par une telle surface ne dé-
pend pas de la position de la sphére dans 'espace. Enfin, les formules
relatives au cone nous permettront d’évaluer la différence des aires
découpées sur une sphére par unc quadrique, dans le cas ou l'intersec-
tion se compose de deux courbes fermées, et d’établir, relativement
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314 G. NUMBERT.

h cette différence, quelques propositions curicuses parmi lesquelles nous
signalerons cclles qui concernent le paraboloide elliptique.

2. Proposons-nous d'évaluer d’abord la différence des aires décou-
pées sur une sphére de rayon R par un angle polyédre convexe, dont
toutes les arétes rencontrent la sphére, et dont le sommet, pour fixer
les idces, est supposé extéricur & la sphére (fig. 1). Nous ferons le
raisonnement dans le cas d’un angle & quatre faces; la théorie s'étend
sans changement au cas d'un angle solide convexe quelconque.

Fig. 1.

L expression & ¢valuer est la différence ABCD — abed ; cherchons la
variation que subit cette différence quand angle polyedre S se déplace
d’unc maniére quelconque dans Pespace.

Tout déplacement de cet angle peut s’obitenir : 1° par une transla-
tion; 2° par une rotalion autour d'un axe qu’on peut supposer passcr
par le centre de la sphére. Une telle rotation n’altérant pas les aires
découpées par 'angle polyedre sur la sphere, il suffit, pour ¢tudier Ia
variation de la différence de ces aires, de considérer le cas d'une trans-
lation infiniment petite de I'angle polycdre.

Soient ¢,, &, &, & les déplacements des faces AB, BC, CD, DA,
complés normalement & ces faces; les aires découpées sur la sphere
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deviennent A’B’C'D’ et a’'b’'c’d'; 1a figure convient au cas ot les faces
de I'angle polyédre se sont déplacées vers P'intérieur de cet angle. Joi-
gnons par des lignes quelconques les points voisins @ et a’, ...5 A el
A’y ...; appclons o, 'aire ABCD, g, I'aire abed; on aura

do, — do,=—[AA'B'B —aa’l'b|—....
Or AA’B'B est unc portion de zone sphérique, de hauteure,, et, si ¢,

est le rayon de la circonférence a lacuelle appartiennent les arcs ad
cl AB, on a évidemment

AABB=27Re, Y28, goih=2nRe, 7L,

27, 27D,
d’ot
arc AB —arcab
AA'B'B — aa’l'b = Re, —
1
: . arcAB —arcab . \ |
1.’expression ——————— cst ¢égale, d’aprés le théoréme sur la me-

sure des angles plans, & I'angle «, des droites A« et Bd, c’est-d-dire &
une des faces dePangle polyedre. On a donc, a.,, #,, o, étant les autres
faces,

ds, — ds, = — 28,2, — 26,0, — 26,0, — 2&,%,.

Si le déplacement d'une des faces, telle que SAB, s’était eflectuc
vers P'extérieur de P'angle polyédre, on aurait eu & remplacer dans
cette formule — ¢, par ¢, de sorte que I'on peut écrire la formule

(lr)-g - Clc| = 2[{(5.”—. ‘+' 8222 +- - .),

en convenant de donner le signe —+ aux déplacements dirigés vers
I'extérieur de Pangle solide et le signe — aux déplacements dirigés vers
I'intérieur.

Si I'on suppose le sommet de l'angle situé a U'intérieur de la sphére,
on aura unc formule analogue, exprimant toujours la différence des
aires découpées par I'angle sur la sphére et non leur somme, comme
on pourrait le penser, par analogie avec le théoréme de la mesure des
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angles plans; cette formule est
[
oo (doy—do,)=c¢ o, + g0, +...,

en convenant de donner le signe + aux déplacements dirigés vers
I'extéricur de l'aire o,, et le signe — aux déplacements dirigés vers
l'intérieur de cette aire. Cette régle comprend la précédente si T'on
ajoute que, dans le cas o le sommet cst extérieur & la sphere, s, dé-
signe la plus grande des deux aires. ’

Cela posé, observons qu'en nommant #,, £,, ... les distances des
faces de I'angle au centre dc la sphére, on a

g =dl,,

si la face SAB, en sc déplacant vers Iextéricur de aire a,, s'¢loigne
du centre dela sphere, c’est-d-dire si le centre cst situé, par rapport
a cette face, du méme coté que l'aire a,, ct qu'on a

¢, =— dh,
dans le cas contraire.
La formule peut done s’écrire

E—IR(clcs'2 —do))==xa,dh, = a,dhy=. ..,

avec la convention suivante :

On prendra le signe + pour la face a si le centre de la sphére est,
par rapporta cette face, du méme cété que l'aire o, et le signe — dans
le cas contraire.

On tire de 14

ziﬁ(o-ﬁ—— 6 )==xa,h,xo,h,...+ const.

La constante est nulle, puisque, s le sommet de 'angle est au centre
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de la sphere, A, by, ... sont nuls, et o, égal & ¢,. Il reste donc
(r) —;—R(cg-—c.):iex.h,imghzi...,

les signes étant choisis comme il vient d’étre dit.

Nous avons ainsi lexpression de la différence des aires découpées
sur une sphére de rayon R par un angle polyédre dont toules les
aréles coupent réellement la sphére. Rappelons que, dans cctie

formule, o,, &, ... sont les angles des faces et Ay, A, ... les distances
de ces faces au centre de la sphére.

3. Remarque. — 1limporte d'observer que, dans ’évaluation de la
différence ds, — do,, nous n’avons nullement supposé que les quatre
arétes Aa, Bb, Ce, Dd concouraicnt en un méme point, mais scule-
ment que chacune d’elles rencontrait la précédente et la suivante. On
en conclut sans difficulté que la différence des aires découpées sur la
sphére par un solide ainsi défini est encorc donnée par la formule

(1 bis) 2—'],{(32—c,)—_—ia,h,iaghﬁi...

#,, hy, ... ayant la méme signification que plus haut.

4. Arrivons maintcnant au cas ot I'angle polyédre considéré devien-
drait un céne.

Prenons le sommet de ce cone pour origine des coordonnées;
soicnt @, b, c¢les coordonnées du centre de la sphere. Il est clair d’a-
bord quele double signe de la formule (1) devra disparaitre en raison
de la continuité : les quantités = «, /o, deviennent en effet == /4 d, en
désignant par d) I'angle d’'unc géncératrice du cone avec la génératrice
voisine, et par /i la distance du centre de la sphére au plan tangent
correspondant. Or, si Pon doit prendre le signe + pour une généra-
trice, on aura également le signe + pour la suivante, et cela jusqu’an
moment ol / sera nul, c'est-a-dirc ot le plan tangent passcra par le
centre de la sphtre, et, & partir de ce moment, d’aprés la régle donnée
plus haut, on devra prendre la distance de ce centre au plan tangent
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avec le signe —. Mais /% est unc fonction continue du paramétre qui
détermine la génératrice, et cette fonction change généralement de
signe en passant par zéro; il en résulte que la formule définitive est

5% (oa— o',):fhdf),

/i étant exprimé en fonction du paramdétre qui détermine la génératrice
correspondante.

Le calcul permet aisément d’évalucr A df), ctI'on trouve une expres-
sion sans radical.

On a en effet, f'(z, ¥, 5) = o étant I'équation du céne,

/= afs+bfy+cf: .
VI 1+ 128
En désignant par « + di, y + dy, 5 + d3 un point du cdne voisin

du point (z, y, 3), on a

Lot fy+ [ia=o,
Sid 4 fydy + fidz =o,

= a[yds -—sdy]_—_l_— b[zcl."v—xcf:]_i_c:[.zs_{lx_:‘)_{il.g_i:[‘
T V(yds—sdy)+ (sdx—zds )} + (zdy — ydry

Quant a d0, angle des directions z, y, 5 ct x + d, y + dy, 5 + ds,
il est donné par la formule connue

Viyds —sdy)P+(sdz—a ds)+(xdy —ydz)
x2+y?+;‘2

d) =

Donc enfin

I _ [(a(yds—sdy)+ b(sdx —xds)+c(xdy —ydr)
2—R<.G"'_G')~, 2+ yi+ 52 ’

Iintégrale étant prise le long du contour du eone.
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En posant

N = ‘yds—z dy
2y 5t

f sdr—axds
W= 7 +yi+at

fxdy ydz
V= 3 3 rid
T+ yi+s

ces intégrales étant toujours prises le long du contour du cdne, on
aura

o,—a,=2R[ha+ pub+vcl.
Si donc on désigne par plan d’orientation du cone le plan
Az + @y +v3 =0,

dont la position, par rapport au céne, comme on le voit aisément, est
indépendante du choix des axes de coordonnées, et par module du cdne

la quantité
7\=+P‘2+V2’

on arrive au résultat suivant :

Tutorime. — Soil un cdne, de module p, renconirant une sphére
de rayon R suivant deux courbes fermées, et de telle sorte que
loutes les géncratrices réelles du cone coupent réellement la sphére;
désignons par d la distance du centre de la sphére au plan d’orien-

lation du céne : la différence des deux aires que le cdne découpe
sur la sphére est égale @ 2pRd.

5. Laremarque dun® 3 permet d’étendre ce théoréme aux surfaces
développables.

En cffet, & la limite, la figure considérée dans cette remarque,
formcée de droites, telles que chacune d’elles rencontre la précédente et
la suivante, devient une surface développable.

Soit alors ux + ¢y + w3 + p = o I'équation du plan tangent de
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cette développable, u, ¢, w et p étant des fonctions d’un paramétre ¢;
on a
hdy = LR g,
Ve + ¢ 02

el, d'aprés (1 bis), la formule qui donne la différence des aires dé-
couples par la développable sur une sphire de centre (a, b, c) el
de rayon R est

1 ‘an -+ by +cw
—(cz—a,)zf LXHFTP g,
2R \/UQ"I" ‘y2+“12

Pintégrale s'étendant & tout le contour de la développable.

- wdo ¢ dl v )
Or les intégrales ) | ——
Vi + o2 4 o2 Va4 04 02 V40 o2

sont égales aux intégrales A, u, v relatives au cone dirccteur de la de-
veloppable; il en résulte qu’on peut écrire

2—11—{ (s, —5,)=ra+ub+ve+wm,

cl, par suite :

Si une développable rencontre une sphére de rayon R suivani
deux courbes fermdées, et de lelle sorte que loules les génératrices
réelles coupent réellement cette surface, la différence des dewr
aires qu'elle découpe sur la sphére est égaled 29 Rd, p désignant
le module du céne directeur de la développable, et d la distance du
centre de la sphére a un plan lié a la développable et paralléle au
plan d’orientation du céne directeur.

Ce plan peut &tre appelé plan d’orientation de la développable.

6. Avant de faire quelques applications des résultats qui précedent,
nous ferons connaltre une autre méthode pour I'évaluation de la diftc-
rence des aires dans le cas du cone. Cette méthode, qui nousa été indi-
cuée par M. Darboux, donne une définition géométrique simple du plan
d’orientation du cone; nous avons cru toulefois utile, malgreé la simpli-
cité de la nouvelle démonstration, de faire connaitre celle qui est exposée
précédemment, parce (u’elle s’applique aux surfaces développables et
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qu'elle donne, sous une forme plus commode et plus précise, la diffé-
rence des aires découpées par un angle polyédre.

Considérons (fig. 2) unc sphére de rayon R ct de centre O, ct un

Fig. 2,

cone de sommet S : un pinccau conique irés petit, de sommel S et
d’ouverture dw, découpe sur la sphére deux aires de, et ds,. Ona

SM:?
da, = dw cosSM,0’
_ SM?
ds, = dv —s3i5°

Or les angles SM, O et SM, O étant égaux, il vient

. SMi— &M,
dcz— dc,_dwm-
D’ailleurs
M, M, = 2RcosSM, O,
et, par suite,
—2 2 —3 2
_ SM,—SM, o, SM,—SM,
C[O'._. — d0'| =2Rdw ——L\—il—le—- =a2Rdw mSL\lz-SM,’

¢’est-d-dire

ds, — ds, = 4R dw SP,

I désignant le picd de la perpendiculaire abaissée de O sur M, M,.
SiP'on prend le point S pour origine, cn désignant Loujours par a,

Journ. de Math. (4" série), tome IV.— Fasc. TI, 1888. -‘,l‘-?'
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b, c les coordonnées du centre de la sphere, il vient, x, y, 5 élant les
coordonnées d’un point de SM,,

do,— ds, = 4R dw @z +by +os
VFrrEs

d’ou, en intégrant

5, — 6, = _.Rf““i%”f‘”* do,
Va4 yi+ 52

I'intégralc ¢tant prisc cetle fois dans U'intéricur du cone.

Or, si I'on désigne par o I'aire sphérique interceptée par le cone sur
une sphére concentrique de rayon un, par X, Y, Z les coordonnées du
cenire de gravii¢ de cette aire, on a ¢videmment

Id(tl
(D——
f\/.v +y* +"-

et deux expressions analogues pour Y ct Z, les intégrales étant tou-
jours prises dans 'intérieur du cone.
L’cxpression cherchée peat done s'cerire

5, — 6, = 4R(aX + DY + cL)w.

Si 'on compare cette formule & celle quia ¢i¢ trouvée par la premiére
méthode, & savoir

7, — a0, =2R(Na +pb+ve),
on en conclut

(2) A= 20X, w=-20Y, v=1202Z
el, par suile :
Le plan d’orientation d’un céne est le plan mend par le sommel

normalement a la droite qui joint les centres de graviié des deux
aires que découpe le cone sur une sphére concenirique de rayon
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égal a Uunité; le module du cone est égal au produit de la dislance
de ces deux centres de graviié par la valeur de Uangle conique.

On peut dire aussi que le module est égal au moment, par rapport
au sommet, des aircs découpées par le cone sur une sphére concen-
trique de rayon un.

7. Tl est facile de vérifier divectement les formules (2).
. £x d(l) . . e
En effet, l'expression ———=——= est la projection de I'élément do,
2+ y' +35?
de la sphére concentrique au cdne, sur le plan des ys; il en résulte que
2 dw
intégrale | -—=——— prisc dans l'intéricur du cone, représente
Vi i st
Paie de la projection sur le plan des ys de 'une des aires découpées
par le cdne sur la spheére concentrique de rayon un.
Or, si I'on désigne par z, y,  les coordonnées d’'un point du con-
tour de l'aive sphérique, la projection de cette aire sera représentée

par lintégrale - f (yds— sdy), prise le long de son contour, ou,

si 'on veut, par l'intégrale - f y—d‘——”_*_d—— s prise le long du contour du

cone. Cette derniére intégrale étant égale a 5)\, on a bien

A=2 u)X,
cc qu'il s’agissait d’établir.

8. Nous allons faire maintenant quelques applications des formules
qui viennent d'éire démontréces,

Observons, en premier licu, que le théoréme fondamental sur la dif-
férence des aires sphériques découpées par un cone, et sur I'évaluation
de cette différence en fonction du module et du plan d’orientation du
cone, s'applique non seulement aux cones algébriques ou aux cones
transcendants ayant une équation déterminée, mais encorc a toule
surface conique composée de portions de cones algébriques ou trans-
cendants juxtaposées suivant les génératrices.

En particulier, un angle polyé¢dre posséde un plan d’orientation et un
module, qu’on peut définir comme dans le cas général, soit analyti-
quement, soit géométriquement.
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Cela étant entendu, on peut de la formule
g,— o, =2pRd
déduire les conséquences immédiates suivantes :

Le lieu des centres des sphéres de rayon constant sur lesquelles
une surface conique fixe découpe deux aires de différence donnée
est un systéme de deux plans paralléles au plan d’orientation du
cdne el symcirigues par rapport @ ce plan.

En particulier :

Les sphéres sur lesquelles un cone fize découpe deur aires égales
soni celles qui ont leur centre dans le plan d’orientation du cone.

Remarquons que, si I'on fait tourner un edne autour d'une droite
perpendiculaire a son plan d’orientation, ce plan, qui est li¢ invaria-
blement au cone, nc fait que glsser sur lui-méme, ct, en réalité, il ne
change pas de position dans l'espace : la distance & du centre de la
sphere a ce plan demeurc ainsi constante, ct la formule fondamentale
montre qu'il en cst de méme de la différence 5,— =,. On arrive donc &
ce théoréme curieux :

La différence des aires que découpe un cone sur une sphére fixe
resie conslante quand on fait tourner ce céne aulour d’une droite
quelconque perpendiculaire a son plan d’orientation.

La propriété de 'angle inscrit dans une circonférence peut sc géneé-
raliser dans 'espace comme il suit :

Un cone qui se déplace d’une maniére quelconque, de telle fagon
que son sommet resie sur une sphére et que son plan d’orientation
demeure tangeni a la sphére, découpe sur celle surface une aire
de grandeur constante.

La valeur de cette aire est donnée par la formule générale ou l'on
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fait d = R; elle est donc égale & 2pR?, p étant ioujours le module du
cdne.

On voit, cn particulier, que les cones dont le module est égal & =
découperont ainsi une aire égale & la moitié de la surface totale de la
spheére.

Plus généralement :

Un cone qui se déplace d’une maniére queleonque, de telle facon
que son sommet reste sur une sphére ei que son plan d’ortentation
demeure tangent & une sphére concenirique & la premiére, découpe
sur celle-ci une aire de grandeur constante.

La valeur de cette aire est 2pR? cos, en appelant ) Fangle constant
sous lequel le plan d’oricntation coupe la sphére primitive.

Dans tous ces énoncés, on suppose toujours que touies les généra-
trices réelles du cone coupent réellement la sphére.

9. Remarque. — Lorsque le sommet du cone est sur la sphére, la
courbe commune peut étre une courbe fermée sans point double, oun
unc courbe composée de deux boucles avee un point double au sommet
du cone : dans ce dernier cas, 'aire d’une des boucles doit étre prise

’ p
pesitivement, ct celle de 'autre négativement,

Il peut se faire que la courbe commune 4 un cone et & une sphére
que rencontrent toutes les génératrices réelles du céne se compose
d’une seule boucle fermée : c'est ce qui se présente, par exemple

b ’
quand le cone est du troisiéme ordre ct que son sommet est intérieur i
la sphere. Les formules et les théorémes précédents s’appliquent alors
: “mes p ppliquent :
a la différence des deux aires sphériques comprises I'une & l'intérieur,
autre 4 I'extéricur de cette houcle.

10. Nous n'insisterons pas plus longtemps sur les conséquences
immédiates de la formule fondamentale, ni sur celles qu'on pourrait
déduire de la formule établie pour les surfaces développables : nous y
reviendrons plus loin, & I'occasion des surfaces réglées de nature quel-
conque; mais, auparavant, nous donnerons quelques exemples de la

détermination du module et du plan d'orientation d’une surface co-
nique.
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Triédre. — Soit un triedre ayant son sommet & I'origine des coor-
donnécs; appelons «,, a,, «, les angles des faces, et &,, &, A, les dis-
tances de ces faces au centre d'une sphérc de centre (@, b, ¢) ct de
rayon R. Si le point (&, b, ¢) est dans I'intérieur du triedre, et si le
sommet du triedre est extérieur 4 la sphere, on aura, pour la différence
des aires découpées,

g, — o, = 2R(h,a, + hya, + h,ya,).

D’aprés la formule générale relative aux cones, on a aussi, en dési-
gnant par p le module du triédre, et par d la distance du point («, b, ¢)
au plan d’orientation

g, — 0,= 2:1d,
d’ot
leyoy+ hyoy~+ hyo, = cd.
Si I'¢quation de la face a; cst

Az+By+Csz=0 (i=1,2,3),

el si Nz 4wy +v's5=0 cst I'équation du plan d'orientation du
lricdre, on aura donc

i=3
20, Aia+B;[)+C[C o)\’a-}-p,’[)_‘_\,’c.
CVAIEBIFCE i

i=1

d’oti I'on tire, puisque (&, b, ¢) cst un point arhitraire,

A,‘ p)\l
Z a.l' P e S e |
VA}+=Bi+C; Vi wa
¢l deux autres équations analogues.

En désignant par l;, m;, a; les angles que fait avee les trois axes [a
normale 4 la face ;, et par p, ¢, 7 ceux que fait avee les axes la nor-
malc au plan d’orientation, ces ¢quations peuvent s’éerire :

u, cosl, +a,cosl, + a,cosl, =pcosp,
() { 0, COS/M, — 0, COSI,~+- Oy COSIN, = P €OS(,

o, COSn, - &, COSn, - 0y COSN, = P COST.
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Ces trois équations déterminent cosp, cosq, cosr et p, c'est-a-dire
le plan d’orientation etle module du triédre; en méme temps, clles
metlent en ¢vidence la construction géométrique suivante :

Par le somme!l d’un triédre, élevons sur chacune des faces une
normale dirigée vers extérieur du tricdre, et portons sur ceite nor-
male, a partir du sommet, une longueur égale al’angle de la face :
si l’on compose comme des forces les trois longueurs ainsi définies,
la résultante obtenue est égale au module du tricdre et perpendi-
culaire a son plan d’orientation.

Nous avons appelé extérieur du triedre par rapport & une face la
portion dec I'espace qui n'est pas située du méme cété de cette face cue
l'aréte opposée.

Le module du triédre peut se calculer aisément en fonction des
angles des faces.

Ajoutons, cn effet, membre & membre, les équations (E) élevées au
carré; il vient

2 2 2 2
v -—U-“'l-a._,‘*‘an

+ 2,0, (cosl, cosl,~+ cosm, cosm, -+ cosn, cosn, ) +....

Or, sil'on désigne par A, 'angle du triédre compris entre les faces «,
eta,, ona

— cosA,, = cos!, cosl, + cosm, cosm, + cosn, cosn,,
d’otl
a2 2 2
(3) [ p*=oi 4o+
| — 20,0, C08A ,, — 20,0, COSA,, — 20,2, COSA,,.

Cette formule donne le module du triédre en fonction des faces «,,
oy, &y du triedre et des angles A ,, A,;, A,y qulelles comprennent; on
peut, si 'on veut, exprimer tout en fonction de a,, a,, o, par les for-
mules

COS, = COSa, COSA, + Sine, sine, cos A .,

..........................................
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11. Exemples.— 1° Pour un triédre trirectangle, le plan d'orien-
lation est normal & la droite qui est 'intersection des plans bissecteurs
des trois triédres, et que, pour abréger, nous appellerons axe du
triedre ; le module est donné par la formule (3), o

l
134
|
o
s
I
|
»ia

on a ainsi

On peut maintenant appliquer & cc cas particulicr la formule géné-
rale; nous nous contenterons d’¢noncer le résultal suivant :

Un triédre trirectangle dont le sommet est sur une sphére de
rayon R, et dont 'aze passe par le centre de la sphére, découpe sur
celte surface une aire égale ¢ =R? /3. '

Cette aire est donc incommensurable avec celle de la sphére.

2° Pour un triédre ayant ses trois faces ¢gales, le plan d’oricntation
est encore normal & I'axe, le mot aze ayant la méme signification que
tout a I'heure; appelons a 'angle commun des faces, A T'angle diédre
compris entre deux faces; on a

par suite,

De Ii cette conséquence intéressante :

Si un triédre, dont les faces sont de 60°, a son sominet sur une
sphere, et si son axe passe par le centre, il découpe sur la sphére
une aire égale au sixieme de Uaire totale de celte surface.
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12. 11 scrait aisé de multiplier ces exemples; mais nous préférons,
pour ne pas lasser I'attention du lecteur, arriver & unc application plus
importante de nos formules.

Nous allons montrer qu’clles permettent de déterminer, sur la
sphere, la valeur d’une aire quelconque limitée par des arcs de
petits cercles.

Désignons, en effet, par I? le polygone qui limite cette aire; si nous
faisons passer un grand cercle par deux sommets consécutifs du poly-
gone, nous obtenons un nouveau polygone I, limité par des arcs de
grand cercle dont on sait calculer I'aire, ct, pour déduire l'aire de I
de celle de P, il suffira de savoir évaluer la surface de la lunule com-
prise entre un grand cercle et un petit cercle.

Or c’est Ia unc application immédiate de la formule qui donne l'aire
découpée sur une sphére par un tricdre dont le sommet est sur cctte
surface; car le tricdre dont le sommet est & 'une des extrémités de la
lunule, ct dont les arétes sont la corde de cette lunule, la tangente au
grand cercle ct la tangente au petit cercle, découpe précisément sur la
sphere Iaire dela lunule.

Si donc on appelle

« 'angle de la tangente au grand cercle et de la tangente au petit
cercle & Pune des extrémités de la lunule, ces tangentes étant sup-
posces dirigées vers la lunule;

B 'angle de la tangente considérée au petit cercle et de la corde de la
lunule, cette corde élant supposée dirigée vers la seconde extrémité
de la lunule;

h la distance du centre de la sphére au plan du petit cercle;

I'aire o de la lunule sera, d’aprés (r),
g=2R[Ra=x=AB].

On prendra e signe -+ si le centre de la sphére est, par rapport au
plan du petit cercle, du méme coté que la lunule, et le signe — dans lc
cas contraire.
On peut donner une formule tout & fait pareille pour I'aire o de la
lunule comprise entre deux petits cercles B et C.
Journ. de Math. (§* série), tome 1V, — Fasc. i1, 1888. 43
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Sil’on appelle

o 'angle des tangentes aux deux cercles & 'une des extrémités de la
lunule, ces tangentes étant dirigées vers la lunule;

B l'angle de la tangente considérée au petit cercle B et de la corde de la
lunule;

+ Pangle analogue de la tangente au cercle C et de Ia corde de la
lunule;

/v et k les distances du centre de la sphére aux plansdes cereles B et €

on aura
g=a2R[Raz=x= Al kv]

On prendra le signe + devant  (ou &) si le centre de la sphére cst,
par rapport au plan du cercle B (ou C), du méme ¢6té que la lunule,
et le signe — dans le cas contraire.

13. Angle polyédre. — On a, pour déterminer le plan dorientation
et le module d’un angle polyédre convexe quelconque, des formules
analogues 4 celles qu’on a établics pour le triédre, et en particalier
une construction géométrique de ces deux ¢léments identique i celle

du n® 10.

14. Cone du second ordre. — 11 est clair que, pour un cone du
second ordre, le plan d’orientation cst le plan mené par le sommet
normalement a I'axe de symétric intéricur ou principal, car une sphére
ayant son centre dans ce plan est coupée par le cone suivant deux
courbes fermées syméiriques 'une de 'autre, et comprenant des aires
¢gales.

Cela pos¢, supposons que le conc soit rapporlé i son sommet ct & scs
axes, I’axe principal étant celui des 5, son ¢qualion scra

Az*+ By*— Cs*=o,
A, B, C étant positifs.

Le plan d’orientation étant le plan des xy, les intégrales que nous
avons appelées A ek . au n® 4 seront nulles, et le module p du céne
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est égal & la valeur absolue de I'intégrale

_ (zdy—ydx
V= xz--l—yi—i-z"’

prise le long du contour du céne. Si I'on pose £ = tang¢ et si l'on

remplace z? par sa valeur tirée de I’équation du cone, il vient

_ ¢ Cd?
V—‘[ C + Acos?o + Bsin?o
ou
m
V?-'Cf ) d? )
, (A+GC)coslo+ (B4 C)sine

ct, d’aprés une formule connue ('),

p=C—oee— .
VA +C)(B+C

St maintenant on appelle a et § les angles que fait I'axe principal
avec les génératrices du cOne situées dans les plans principaux ui pas-
sent par cet axe, il vient

sina = —‘/__C——_:, sinfd = —-\—/_(i_—-—
) VA+C vB+C
cl, par suite,

o= 2msinasinf.

D’aprés cela, la différence des deux aires que découpe le cone con-
sidér¢ sur une sphére de rayon R que rencontrent toutes ses généra-
trices réclles a pour valeur 4nRdsinasinf, d étant la distance du
centre de la sphére au plan principal normal 4 I'axe intérieur du cone.

15. Quadrigues. — On peut faire une application de ces résultats
a Pévaluation de la différence des aires découpées sur unc sphére par
unc surface du second ordre, qui rencontre la sphére suivant deux
courbes fermées.

(') Voir, par é.\'emple, le Cours d’-Analyse de M. Hermite, p. 396.
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Soient
4y + 7 =R=o0
et
F=Mz*+ Ny*+Pz*+2mz +2ny +2ps+¢g=o

les équationsde la sphére et de la quadrique I, les axes de coordonnées
étant paralléles & ceux de I,

SiI¢ coupe la sphére suivant deux courbes fermées, il est clair que
Pun des deux cones réels qui passent par l'interscction des deux sur-
faces aura son centre & I'intéricur de la sphére. Lesaxes de ce cone sont
d’ailleurs paralleles & ccux de IF5 nous supposerons quc son axe inté-
ricur est parallele 4 O,

Cela pos¢, I'équation du cone cst de la forme

Ft+l(z+y*+32—R2) =0,

0 ¢tant une constante convenablement choisic; son sommet est & une
distance d du plan 2 Oy donnée par la relation

F,+ 20d=o,
c'est-a-dire
S
d=—$75
Quant au module p du cdne, il s’obtient en calculant, d’aprés la formule
donnée plus haut, le module du cone qui lui est parallele et dont le
sommnel est & Porigine; ce dernier cdne ayant pour équalion

Mz + Ny + P32+ 0(a*+ y* + 5*) = o,
on aura
> 0
¢ =mod 2% L+ =
VIM=P)(N=P)

La différence des deux aires découpées surla sphére par la qua-
drique F, ou, ce qui revient au méme, par le conc considéré, sera donc,
d’apres la formule générale,
mod p

4 Gy — G, =1 =27 ]} .
(4) ) = 2pRd 211\\/(1\1—~P)(N—l’)




SUR QUELQUES PROPRIETES DES AIRES SPHERIQUES. 333

Cette formule met en évidence plusicurs propriétés curieuses des
surfaces du second ordre.
Si on la met sous la forme

(3, s == ™ :_p' P ’
Gy— G, modzJ{( L >¢(RI—P)(N—I’)

on voit que la différence des deux aires découpées par une quadrique
sur unc sphére cst égale au produit du rayon de la sphére par la dis-
tance de son centre & I’un des plans principaux de la quadrique, lc tout
¢tant multipli¢ par un coefficient numérique, ou module, qui ne dé-
pend que de la forme de la surface du second ordre, ct nullement de sa
position dans 'espace.

C’cst donc une relation tout a fait analogue & celle qu'on a trouvée
dans le cas des surfaces coniques; sculement, ici se présente cette cir-
constance remarcquable que les quadriques n’ont pas sculement un,
mais deux modules, le module & choisir pour I'application de la for-
mule dépendant des posilions respectives de la sphére et de la qua-
drique.

Pour mettre ce fait en lumiére, supposons par exemple que la qua-
drique soit un ellipsoide : M, N ct P sont alors positifs.

Lc cone ayant pour sommet l'origine qui est paralltle au cone pas-
sant par l'intersection de l'ellipsoide et de la sphére, ct dont le sommet
est intéricur a la sphére, a pour équation

(M+0)z?+(N+0)y*+(P+0)s*=o.

Nous avons supposé¢ que 'axe principal de ce cone était Oz; on a
donc
M-+0>o, N-+0>o, P+0<o,
ou

M+0<o, N+0<o, P+0>o,

ce qui exige que P soit plus grand que M et N ou plus petit que ces
deux quantités; en d’autres termes, l'axe de l'ellipsoide dirigé sui-
vant O 5 sera le plus grand ou le plus petit axe de la surface.

Ce résultat peut encore s'énoncer ainsi :

L’axe principal du céne qui passe par l'intersection d'un ellipsoide
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et d'une sphére, et dont le sommet est intérieur a la sphére, est paral-
I¢le soit au grand axe, soit au petit axe de I'ellipsoide.

Imaginons qu’il soit d’abord paralléle au grand axe, et désignons
par a, b, c[a> b > c] les trois demi-axes de l'ellipsoide; P sera alors
inféricur &4 M et N, et 'on aura

P M _ N
1 AR
@ G @
e plan principal de l'ellipsoide dont la distance au centre de la sphére

intervient dans la formule (4) est le plan du petit et du moyen axe; lc
module correspondant a pour valeur

anP a?
=27

a8
@\t a?

Si, au contraire, I'axe principal du céne considéré plus haut est pa-
ralléle au petit axe de Pellipsoide, le plan principal de cet cllipsoide,
dont la distance au centre de la sphére intervient dans la formule,
est celul du grand et du moyen axc; le module correspondant a pour
valeur

2=

1

Y ey e)

On aurait des résultats analogues pour 'hyperboloide & une nappe
ou hyperboloide & deux nappes.

P2 =27

16. Toute cette discussion peul se résumer dans les termes sui-
vants :

Soit Mz*+ Ny*+ Ps* =K I'équation d’une quadrique rapportée
& son centre et & ses axes; appelons module correspondant au plan

principal 5 = o la valeur absolue de la quantité

onP
VM=P)(N—P)
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el modules correspondant aux autres plans principaux les quaniités
analogues obienues en permutant M, N et P. Deux de ces modules
sont réels, le troisiéme est imaginaire.

Cela posé, admetions que la quadrique coupe une sphére de
rayon R suivant deux courbes fermées; le cdne du second ordre qui
passe par celie intersection, el dont le sommet est intérieur d la
sphére, a son axe intéricur normal ¢ Uun des plans principaux de
la quadrique; soit1l ce plan.

La différence des deux aires découpées par la quadrigue sur la
sphére est égale a 2Rpd, p désignant le module correspondant au
planll, et d la distance du centre de la sphére a ce plan ().

Cette formule n’introduit jamais celui des modules qui est imagi-
naire, parce que le plan Il ne peut pas coincider avec le plan principal
correspondant & ce module, si I'on suppose que la quaquue coupe la
sphere suivant deux courbes fermées.
De la résulte immédiatement cette conséquence :

La différence des deux aires que découpe une quadrigue sur wne
sphére ne varie pas quand on fait tourner la quadrigue autour
d’UN de ses axes, ou de toute autre droile paralléle ¢ cet axe.

I’axe dont il s’agit est celui qui est normal au plan IT défini plus haut.
Si I'on remarque que les modules de la quadricue ne dépendent que

les 1 s M N it éoal .
des rapporls ;5 ¢t 5> on voit ¢galement que :
La différence des deux aires que découpe une quadrique sur une

sphére ne varee pas quand la quadrigue se déforme en restant con-
cendrique et homothétique & elle-méme;

ou, si 'on veut :

Les deux aires annulaires découpées sur une sphére par le solide

(1) Il est & remarquer que ce théoréme s'applique & la différence des deux
aires découpées sur une sphére par un coéne du second ordre, méme quand toutes
les génératrices réelles du cdne ne rencontrent pas le sphére. 11 suffit que l'in-
tersection se compose de deux houcles fermées.
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compris eatre deux quadrigues homothétiques et conceniriques sont
égales.

17. Dans le cas ou la quadrique est de révolution, il cst aisé de
voir, d’aprés ce qui précéde, que e plan I cst toujours normal & 'axe
de révolution; si cet axe est 'axe des 5, onaura

M=N,
et lc module correspondant sera

¢ =2rmod g—p-

A8. Paraboloide. — Ces résultats s’appliquent aux paraboloides,
mais avec une modification importante dans le cas ou, le paraboloide
¢lant elliptique, le plan IT est normal & I'axe de cette surface.

Soient, en effet,

vy +—R=0
ct
F=Ma*+Ny*+ome+2ny +2p3s+¢=o

les équations d'une sphére et d’un paraboloide, dont I'axe est paralléle
al'axe des 5.

Supposons que le paraboloide coupe la sphére suivant deux courbes
fermées, ct que le cone qui passe par ces courbes et dont le sommel
est intéricur & la sphére, ait son axe principal paralléle 4 Iaxe du para-
holoide; on aura alors, pour la différence des deux aires découpées sur
la sphere,

(5) r;._,—o-,:ar:l{—/_-,i—_—_a
VAN
en faisant simplement P’ = o dans la formule (4) ().

Il résulle de 14 que, si 'on imprime au paraboloide unc translation

quelconque, la diflérence ¢, — o, reste constante, car les coefficients

(*) Cette formule montre que M et N doivent étre de méme signe, c’est-a-clire
que le paraholoide est elliptique.
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M, N et p ne varient pas quand on remplace x, y, 3 par x+h, y +h,
= + { dans I'équation du paraboloide.

(lomme on peut également, sans changer g, et o, faire tourner le
paraholoide autour d'un diamétre de la sphére, on voit que la diffé-
rence o, — @, restera invariable pour tout déplacement du paraboloide
dans l'espace.

On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Soit un paraboloide elliptique coupant une sphére suivant deur
courbes fermées; le cone du second ordre qui passe par ces courbes,
el dont le sommet e¢st intérieur o la sphére, a son axe intérieur pa-
ralléle & Vune des directions principales du paraboloide : suppo-
sons-le paralléle a Uaxe de cette sur face.

La différence des deux aires que découpe le paraboloide sur la
sphére reste constante quand le paraboloide se déplace d’une ma-
niére quelconque dans Uespace, la condition précédente étant lou-
Jours supposée remplie.

Si, au contraire, I'axe intérieur du cone dont il vient d'étre question
¢tait normal & P’axe du paraboloide, la différence des deux aires aurait
la méme expression que dans le cas des quadriques & centre.

Si le paraboloide est de révolution, le céne dont il s’agit a toujours
son axe Inlérieur paralléle 4 celui de la surface; le théoréme s'énonce
alors plus simplement et d’une maniére tout & fait générale :

La différence des deux aires que découpe sur une sphére un pa-
raboloide de révolution est indépendante des positions respectives
des deuw surfaces dans Uespace.

D’aprés la formule (5), clle est égale & 4=Rw, w désignant le para-
metre de la parabole méridienne.

Le paraboloide eclliplique nous présente ainsi le premier exemple
d'une surface pouvant découper sur une sphére deux aires dent la dif-
férence ne dépend que de la forme des deux surfaces : ¢’est une géné-
ralisation directe de la propriété de 'angle plan et de la circonférence;
nous indiquerons, i la fin de ce travail, une infinité¢ d’autres générali-
sations de méme nature, mais le paraboloide est la surface la plus
simple & laquelle s’appliquent ces extensions si curieuses.

Journ. de Math. (4 série), tome IV, — Fasc. III, 1888. 44
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Pinceaux de droites. — Nous termincrons ce Mémoire en ¢iendant
aux surfaces réglées la propriété établic pour le cone ct pour les sur-
faces développables ; quelques remarques relatives aux aires découpées
par un pinceau de droiles sur un plan et sur une spheére serviront de
base a cetie exiension. .

Soit dw I'aire infiniment petite que découpe un pinccau de droites
sur un plan normal a l'axe du pinceau en un point M : il est clair que
l'aire ds découpée sur un plan passant par M ct faisant avec le premier
un angle ¢ sera donnée par la formule

dw = ds cos),

car I'aire dw peut étre considérée comme la projection de I'aire .
Cela posé, cherchons comment varic I'aire découpée par le pincean
sur un plan qui se déplace en restant paralléle & lui-méme.
Soient
L=45 4P
(6) g ’ + P
Yy=9s+1

les équations d’une droile : si 'on imagine que o ct 3 soient fonctions
de p et g, ct sil'on donne & p et ¢ des valeurs voisines de deux cuan-
titds p, et ¢,, on ohtient, par les équations précédentes, une infinite
de droites appartenant & un pinceau infiniment délié.
L’aire découpée par ce pinceau sur un plan 5 = const. sera
, dr J Je dy
ds’=mod (&= &L v2 X
dp dy  dq dp
« et y ¢tant des fonctions de p ct ¢ définies par les équations (6), ol 3
est une constante. On a ainsi

ds'=mod(Az*+ Bs+1)dpdy,
élant posc
N Y R )
ST dpog T g 0p’ T op T 0y

Ces formules permettent d’¢valuer 'aire découpée par le pinceau sur
un plan quelconque .
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.

Soient en effet

5 l'ordonnée du point M ou le plan P rencontre 'axe du pinceau;

() Tangle de la normale 4 ce plan avec I'axe du pinceau;

0" Pangle de ce méme axe avee O 53 ‘

ds ct do’ les aires découpées par le pinceau sur le plan P ct sur le plan
horizontal mené par M.

On a ,
dz cosl) = ds' cosl)’,

car chacun des deux membres cst égal a I'aire découpée par le pinceau
sur le plan normal & son axe au point M.
On cn conclut

de = 2% mod(As* + B +1)dpdg.

On sait que toutes les droites du pinceau rencontrent deux mémes
droites; si le plan sécant passe par I'un des points ot ces droites cou-
pent I'axe du pinceau, l'aire découpée sur ce plan cst nulle; on voil
ainsi que les deux racines de Péquation Az®+ Bz + 1= o0 sont les
ordonnées des deux points focauzr du pinceau. ‘

20. Cela posé, soit une sphére de rayon R
B4+ yr+ P —a2ax—2by —acs+k=o.

PProposons-nous de calculer les deux aires que le pinccau (6) dé-
coupe sur cette surface : on peut évidemment substituer 4 la sphére
son plan tangent en chacun des points M, et M, ou elle est rencontrée
par I'axe du pincean.

Si donc on désigne par O I'angle que fait Paxe du pincean avec
chacun des deux rayons de la sphére qui aboutissent aux points M,
et M, par & 'angle de ce méme axe avec Os; par 5, et s, les ordon-
ncées de M, et M,, on aura

ll

cos®’ . '
ds,= —— mod(Ast+ Bz, +1)dpdy,
cos?’

——mod(Az}+ Bz, + 1)dpdy.

cost

1O
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Deux cas sont maintenant a distinguer.

Si les deux points focaux du pinceau sont tous deux a I'intérieur, ou
tous deux & I'extérieur de la sphére, les trindmes Az} + Bz, +1 et
A s+ Bz, 4+ 1 sont de méme signe, et l'on a

do, — do, = cc_‘::r‘: mod| A (2} — 5})+ B(z, — 5,)] dp dy.

Si au contraire les deux points focaux sont I'un a 'intéricur, I'aulre
a l'extéricur de la sphére, on aura

do,+ ds, = cos? mod[A (s — 5})+ B(s,—3,)]|dpdyq.

cos0
Or on peut écrire

1 MM, 1 59— 5,
2 R~ 2R cos®

l

cosl =
ct, par suite,

2
2

do, = d=, = 2R cos*0'mod [A(;' —)+Bls—s) dp dy,

.32'—‘51

c est-a-dire

ds, 2= ds, =

TTET mod|A(z,+z,)+ Bldpdy.

En cherchant les 5 des points d'intersection de la droite
z=e3+p, y=B8s+yq
avee la sphere, on Lrouve

2(az+ bR +c—ap—Rq),
PER Dy )

543, =

done enfin

| iR : . s e,
ds, = ds, = (—a-,:“r,_'_l); [Alax+ 0B +c—ap—0¢)+ B+ 32+ 1)|dpdy,

en prenant la valeur absolue du sccond membre.
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Cette formule peut &tre interprétée géométriquement d'une maniére
tres simple.

Le plan mené normalement 4 I'axe du pinceau par le milieu du seg-
ment que déterminent les deux points focaux a pour équation

w(x—al—p)+B(y —BL—q)+s—L=o,
¢ désignant I'ordonnée de ce point milieus or, d’apres ce qui a été dit,
on a
4 B
ct 'équation du plan devient
Aoz + BBy +As— A(ep +Bg)+B(a*+p*+1)=o.
L distance ¢ du centre de la sphére & ce plan est donc

A(az+bB+-c—ap —Bq)+ B2+ f2+1)
Aya+ B

oz

ct, par suile,
4R3e

(284 P2+ 1)’

dsy = do, =

Adpdyg.

roles

Or, si l'on fait un changement de variables en prenant pour varia-
bles indépendantes « et § & la place de p et ¢, il faut remplacer dans
cette formule Adp dg par dedf, puisque A est le jacobien de « et 8,
considérés comme fonctions de p et g. 1l vient donc

4R3
ds, = do, = 2

S, de df.
(a*+ B+ 1)

dl dp . . . I3 e s .

————— a une signification géométrique simple; clle
(24 B2+ 1)

représente l'aire découpée sur une sphére de rayon un par le faisceau
des droites menées du centre de la sphére parallélement aux droites du
pinceau.

La cuantité

. w . \ , .
Désignons par = celte aire, (qu'on peut appeler Vouserture du pin-
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ceau, on a finalement

o2

ds, = ds, = 2R 0w

On peut donc énoncer ce théoréme :

La somme algébrigue des deux aires découpées sur une sphére
par un pinceau de droites est égale au double produit du rayon de
la sphére par Uouverture du pinceau et par la distance du cenire
de la sphére au plan de symétrie des deux points focaux du pin-
cea.

Ce plan est toujours réel, méme si les points focaux sont imagi-
naires.

La somme algébrigue dont il s’agit sera la différence des deux aires
si les points focaux sont simultanément & l'intérienr ou & I'extéricur de
la sphére; ce scra la somme des aires si I'un sculement des points fo-
caux est intéricur & la spheére.

21. Le résultat qui précede devient illusoire siw cst nul, c’est-a-dire
si les droiles du pinceau sont paralléles & un méme plan : en ce cas, un
des points focaux est & I'infini, A est nul, et le raisonnement n'est plus
applicable.

Supposons donc que A soit nul; laformule qui donne l'aire découpée
par le pinceau sur un plan sera

cos 0’
ls =
cos0

(Bs+1)dpdy

el la somme algébrique des deux aires découpées sur une sphére de-
vient

2R

doy = ds, = ErFErn

B dp dy.

On prendra le signe + sile point focal a distance finic est intéricur
& la sphere, ctle signe — s'il est extérieur.

Cette formule ne renferme que le rayon de la sphére ct ne contient
pas les coordonnées du centre. Ainsi :

La somme algébrique des deux aires découpces sur une sphere
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par un pinceau de droiles, toutes paralléles & un méme plan, est
égale au produil du rayon de la sphére par un coefficient constant,
qui ne dépend que de la nature du pinceau. Cette somme reste donc
constanite quand le pinceau se déplace dans Uespace d’une maniére
quelconque.

La somme algébrique qui intervient dans ce théoréme cst la diflé-
rence des deux aires, si le point focal du pinceau situé & une distance
finic se trouve & U'extéricur de la sphére; clle est la somme des deux
aires dans le cas contraire.

22. On peut, cn s’appuyant sur ces propositions, démontrer quel-
(ucs résultats simples relatifs aux surfaces réglées.

En raison dec la variété des formes que peuvent présenter ces sur-
faces, il ne parait pas possible d’¢noncer des théorémes généraux sur
la somme ou la différence des aires que découpe une telle surface sur
unc sphere; nous nous bornerons, dans ce qui suit, a traiter cuclques
cas spéciaux, tres ¢tendus dailleurs, qui offrent de lintérét par cux-
mdémes, et dont la discussion montrera comment la question peut étre
aborddée dans chaque exemple particulier.

25. Surfaces réglées & plan directeur. — Considérons, pour
commencer, unc surface £, & plan directeur et a deux directrices,
dont T'une est une droite D et I'autre une courbe plane C, située dans
un plan parallele & D : on peut toujours supposer que cette courbe
n’a pas de point double; sinon, on la décomposcrait en deux ou plu-
sicurs courbes fermécs, sans point douhle.

La surface X cst un conoide, composé¢ de deux nappes, qui se croi-
sentlelong de la directrice D; pour distinguer ces nappes, nous appelle-
rons nappe antéricure celle qui est décrite par les génératrices rectili-
gnes, prolongées & partir de la droite D, du coté de la courbe C, et
nappe postéricure celle qui cst décrite par les génératrices prolongcées
dans 'autre sens.

Remarquons maintenant que le solide compris 4 l'intéricur du co-
noide X peut ¢tre décomposé en ¢léments de volume infiniment petits
par des plans paralleles au plan dirccteur et des plans passant par la
droite D : deux couples de ces plans, deux & deux infliniment voisins,
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limitent une sorte de coin infiniment délié; les coins ainsi obtenus rem-
plissent une et une seule fois l'intérieur du conoide, car ils n’empic¢tent
pas les uns sur les autres. Pour évaluer V'aire découpée par le conoide
sur une surface, il suffit donc de faire la somme des aires découpées
par les tranches ¢lémentaires.

Or chacune de ces tranches peut étre considérée comme un pinceau
de droites, toutes paralléles au plan directeur, et dont le point focal i
distance finic est sur la droite D; la somme algébrique des aires décou-
pées par ce pinceau sur unc sphére cst, comme on I'a vu, ¢gale & R dos,
dgs étant un cocfficient infiniment petit, indépendant de la position de
la sphére; il en résulte que la somme algébrique des aires découpées

sur la sphére par le conoide est égale 4 f dw, ct qu'clle ne dépend

par conséquent pas des positions respectives de la sphére ct du conoide,
pourvu, bhicn entendu, que toutes les génératrices réelles de la seconde
surface rencontrent réellement la premiére.

Pour déterminer le signe & attribuer aux aires sphériques, il suffil
d’appliquer & chacune des tranches ¢lémentaives la régle qui a éié
donnée plus haut : soient alors A et B deux courbes fermées suivant
lesquelles le conoide coupe la sphére; admettons pour plus de généra-
ralité que chacunce de ces courbes soit tracée en partic sur la nappe
antéricure et en partie sur la nappe postéricure du cone. On donnera
le signe + aux aires qui correspondent aux portions de A situées sur
la nappe antéricure, le signe — & celles qui correspondent aux por-
tions de A sur la nappe postérieure, ct pour la courbe B, on prendra
les signes inverses.

Si, par exemple, les courbes A et B sont situées sur unc méme nappe
du conoide, c'est la différence des aires qui intervient; c’est la somme
si A et B sont sur deux nappes diflérentes.

24. On peut énoncer maintenant le théoréme suivant :

La somme algébrique des aires découpées sur une sphére par un
conolide dont toules les génératrices réelles rencontrent la sphére est
égale au produit du rayon par un coefficient qui ne dépend que de
la forme du conoide.

Cette somme reste donc constante quand la sphére se déplace
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d’une maniére quelconque dans Pespace, sans cesser de rencontrer
loules les générairices réelles de la surface réglée.

Ce théoréme s applique non seulement aux conoides, mais & toules
les surfaces réglées & plan directeur, ou d "toules les portions conti-
nues de ces surfaces, qui n'admetient qu'une seule directrice mul-
liple, parce que, dans ce cas, on peut toujours décomposer le solide
intérieur & la surface en coins infiniment déliés, ayant leurs sommets
sur la directrice multiple, ¢t n’empiétant pas les uns sur les autres,
ainsi qu’on I'a fait dans le cas du conoide.

Nous avons ainsi une infinité de surfaces, jouissant par rapport ala
sphére de la méme propriété que 1'angle plan par rapport & la circon-
ference; a ces surfaces, il convient d’ajouter, comme on I'a vu plus
haut, le paraboloide elliptique, qui est d’ailleurs une surface réglée a
plan directeur, mais & génératrices imaginaires.

Comme exemple de surfaces auxquelles le théoréme précédent s'ap-
plique simplement, on doit citer le conoide droit connu sous le nom de
coin de Wallis; la détermination du signe a donner aux aires sphéri-
ques se fait en ce cas sans aucune difficulté.

25. Surfaccs réglées. — La formule générale donnée au n° 20
pour les pinceaux de droites peut étre apphquce comme il suit aux
surfaces réglées.

Soit, par exemple, une surface réglée X définie par deux directrices
rectilignes, D, et D,, et une troisiéme directrice plane, C, fermée ct
sans point double. Décomposons I'aire comprise 4 I'intéricur de C en
éléments infiniment petits, n’empiétant pas les uns sur les autres, et
considérons le pinceau des droites qui s’appuient sur D,, D, et ren-
contrent le plan de C a l'intéricur de 'un des éléments : il est clair que
les pinceaux ainsi obtenus rempliront Vintérieur du solide compris
dans la surface X, et n’cmpiéteront pas les uns sur les autres. Pour
calculer la différence des aires découpées par I sur une spheére, il
suffit donc de faire la somme des différences analogues pour les pin-
ceaux introduits, et d’appliquer a cet effet les formules du n° 20, en
observant que les points focaux de I'un quelconque des pinceaux sont
surDetD,.

La somme algébrique des aires découpées par un pinceau sur une

Journ. de Math. (4* série), tome IV. — Fasc. III, 1888, 45
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sphére de centre @, b, ¢ et de rayon R est de la forme
do, = doy=2R(Na+ Wb+ ve+a')dw,

N, 1w, v, @' et dw’ étant des coefficients qui dépendent seulement de la
nature du pinceau; il résulte de la que la somme algébrique des aires
découpees sur la sphére par 2 sera de la méme forme

oot g, =2R(Aa+ ub+ve + ©),

A, 14, v, @ ¢tant des coefficients qui dépendent des éléments définissant

la surface Z.
Cette expression esl analoguc a celle quia ét¢ trouvée dans le cas des

cbnes ct des surfaces développables; on peut I'écrire, en posant

e = VN + 492

g, o, =2 Rp d,
formule ot d désigne la distance du centre de la sphére au plan
e+ py +v5+w=o0,

qu'on peut appeler plan d’orieniation de la surface réglée; nous ap-
pellerons dec méme la constante p module de la surface.

On peut démontrer que le module de la surface régléc st généra-
lement égal & celui du cone directeur, et que son plan d’orientation
est paralléle & celui de ce cone.

Reprenons a cet effet les formules du n° 20, en supposant que le
plan de la courbe directrice C soit celui des zy. On a, pour la somme
algébrique des aires découpées sur une sphere de rayon R ct de centre
a, b, c par le pinccau des droites infiniment voisines de la droite

r=as+p, y=p3+7¢q;
la formule

do, %+ do, = ——— [A(aa-+bB+c—oup — Bg)+ B(+ B2+ 1)] dp dg;

(@ 1)
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d’ov

A b8 —ap— 8 B (22 2
suko, =R [ [2AEIbr o f) L 2BURE B D dpdy,

Pintégrale étant prise 4 l'intérieur de la courbe C.

On a donc
2Az
A= [f(«’+?2+' dpdy;
o= [ [t i

v= [ wEey e

Si 'on prend comme v'u"nbles « ct 3 4 la place de p et de ¢, on aura,

yuisque A est éeal & — -F — d d{i
puisq o¢ dp dg  0qdp’

€ = /‘f(u‘ﬂ—'i e do dB,
'L~—ff(£- gy o dBs
v=ff(?;‘;?:_‘r)§‘l°‘do’

les intégrales ¢tant prises cette fois 4 I'intérieur du cone directeur de
la surface réglée, puisque, si le point p, ¢ est sur la courbe C, le
point ¢, B, 1 est un point du céne formé par les paralléles qu'on peut
mener de l'origine aux génératrices de la surface.

Les variables p et ¢ ont ainsi disparu; il en résulte que les quantités
X, welv ont les mémes valeurs pour toutes les surfaces réglées qui ont
méme coéne directeur, et en particulier qu’elles ont, pour une de ces
surfaces, les mémes valeurs que pour le cone directeur, ce qui dé-

montre la proposition a établir. On peut d’ailleurs la vérifier dircc-
tement comme il suit.

d . . .
o df ; est Taire infiniment petite duw, que dé-
(o B2-+1)°

coupe un pinceau conique ayant pour axe la direction a, §, 1, el com-
pris & lintérieur du céune directeur, sur une sphére concentrique de

L’cxpression
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rayon un; on a, d’aprés cela, en désignant par , y, z les coordonnécs
d’un point de cette sphére,

22 dw
= /f\/x2+_}’ ey
u__f/ ?ydw

\/sc2+y+
v__ff 25 dw
Vot

les intégrales étant prises a I'intéricur du cone dirccteur : cc sont pre-
cisément les formules établies aux n* 6 ct 7 dans lc cas du cone.

26. On peut donc énoncer le théoréme suivant :

La somme algébrigue des aires découpées sur une sphere de
rayon R par une surface réglée, a deux directrices rectilignes, dont
toutes les génératrices réelles renconirent la sphére, est égale a
2pRd, pdésignant le module du cone directeur de la surface et d la
distance du cenire de la sphére a un plan, lic a la surface réglée, et
paralléle au plan d’orientation du céne direcieur.

Ce théoréme s'étend évidemment & toutes les surfaces réglées, ou a
toutes les portions de surfaces réglécs, telles qu’on puisse décomposer
le solide qu’elles renferment en pinccaux rectilignes n’empiétant pas
les uns sur les autres.

On peut déduire de la proposition précédente des conclusions ana-
logues & celles qui ont été établies pour les cones; ainsi, la somme al-
gébrique des aires découpées reste constante quand la surface réglée
tourne autour d'un axe normal au plan d’orientation du cdne direc-
teur.




