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de Lettre adressée ¢ M. HerviTE;

Psr M. Davio HILBERT.

Pendant mon séjour & Paris, 'année derniére, vous avez eu la bonté
de diriger mon attention sur ’analogie remarquable qui existe entre
la théoric des invariants des formes binaires du quatriéme, du cin-
quieme degré, cte., et respectivement celle des formes cubiques ter-
naires, quaternaires, etc. Pour la forme binaire biquadratique et la
forme ternaire cubique, cette analogie saute aux yeux le plus distincte-
menl, aussitot que nous nous servons pour la discussion de ces formes
d’une certaine proposition générale que j'ai expliquée dans un travail
dans les Mathematische Annalen, vol. XXVIII, p. 381.

Dans ce qui suit j’ai 'honneur de vous communiquer, en peu de
mots, comment la théoric de ces formes se montre sous ce point de
vue.

Soit

f=a,2+ fa, 2w, + ba,x 2} + fa, ¢, 23 + a,z) = al

la forme primitive binaire et biquadratique. Premiérement cherchons
toutes les formes quadratiques

9 = o) + 20, L, Ty + 0y X5 = &,
Journ. de Math. (¢ série), tome IV. — Fasc. TI, 1888, 33
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pour lesquelles, par un choix convenable de la constante A, on a la
relation
(aw)a;= \j.

Apres unc ¢limination facile, nous sommes menés & I'équation cu-
hique en A

a, @, @y — A
A
AN =] q, a+ - a =0
a,—h a, a,

ou
3 ] 0] —
N—ik—2j=o0,

cl, si nous employons le déterminant muni d’un hord

a, a, a, — )\ )’::
« a, + 2 a )/ )/
! 02 . "3 — VY1)
A(.’L‘, ¥ 7\): 2 ,
a,—r a, @, y:
2 2
x, -z, X 0

nous avons, pour fixer les formes cherehdées,

A, y, W)= () 5" (),
A, y, M) = ¢8(w) 9¥(y),
A, y, N = 99(e) 49(y),

ou, apres Uidentification des variables .z, &, el y,, v,

X e
. — )2
-, / — = ?( )
AEY 0y
- . —h = "9(") )
PACY g

._.___/'__ '=fr(")‘
9 g T
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ol1 A", 2@, A sont les trois racines de 1'équation cubique et £ cst le
hessien de la forme biquadratique. Puis, sinous désignons les symboles
des formes ¢, ¢®, 5@ respectivement avee les indices (1), (2), (3),
nous avons, a cause de

(au®)ai=10al’,

(aa®)al=N0a),
les relations suivantes

(a o:(‘))'-‘ ( ao )2 — )‘(D( o9 a_(k))ﬂ,

(aa)?(qay? = KO (o ath)?
et par conséquent, pour i % k,
(2aP)? = o,

c’cst-i-dire que les invariants bilinéaires des formes o, ¢®, o® s'¢va-
nouissent, tandis que leurs discriminants prennent les valeurs

fl

CREADS ‘%)(_’“_(:Q = — O =A@ (WM — U@,

(ama(?))? — 0_3)(7(:_:)) _— %(7\(2) _ )\u)) ()\(2; — 28,

(a®a®)? = ga(™) _ LN — N (W — W),

01®

D’autre part, en cherchant toules les formes binaires cubiques ¢ qui
remplissent identiquement la relation

(Jr )=,

on arrive facilement aux résultats suivants. A chacune des deux

valeurs
) — f ] I = /i
7\ _-1-\/3 cl AR — \ 3

appartient un faisccau de formes cubiques 9 et ¢®, ct ces deux fais-
ceaux cubiques sont en méme temps ceux qui ont la méme forme
biquadralique /' comme jacobien. Duresie, de la méme maniére qu’au-
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paravant, on obtient la valeur zéro pour I'invariant bilinéaire

(o" 8)s

Voila les résultats principaux ct essenticllement connus de la théoric
d’une forme binaire biquadratique, qui ménent facilement & la décom-
position de la forme biquadratique et, d’autre part, a4 I'étude des dégénc-
rations possibles de la forme hiquadratique. Comme onle voit, ces ré-
sultats ont été déduils seulement au moyen d’un principe général,
c'est-i-dire en cherchant toutes les formes qui se reproduisent par un
certain mode d’opération invariantive. Dans ce qui suit je voudrais
montrer que ce méme point de vue suffit pour la résolution élégante de
questions analogues dans la théoric d’'une forme ternaire cubique.

Soit

f=a, ]+ 32T X oA Gy, T, = @

la forme primitive proposée. Premié¢rement, considérons des formes
hilinéaires
P =Ly Ty Uy 4= 0o Xy Uy o o Uy Ty Uy == 05 Ug

avecune série de variables x,, x,, &, et une autre séric de variables u,,
u,, u, transformée par des substitutions inverses, et cherchons toutes
ces formes ¢ pour lesquelles, par un choix convenable de A, on a la

relation identique
(aau)aga, = N, ug.

En comparant les coefficients des produits des variables z, w,, x, ct
u,, Uy, Uy, On obticnt neuf équations qui permettent I'élimination des
neuf grandeurs o, ,, &,,, ..., %, d’ot découle I'équation du neuvieme
degré pour A

-2 —-a,, [2 29 0 — Gy a,, © a5, a,,
[T o — Gy Ry — A 0 -y —Q,y 0 —a,,
—Q, A o —a,, LT o - @y, 3 a,., o
0 ~ Q= A a,, o — @, @y 0 - a,, a,,,
@5 —a,, Qs — — Qo Y -,
— @y Qg o — Q. @y o = Qyy Ay — A ]
0 -, a,,— A Y — Lo o (¥ @,
(L% o Qs Qs o @y — M Ay Y -—a.,
(L™ Qs ° — @y, 0 % a,,, —A

=0,
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ou, si nous calculons le déterminant et exprimons les coefficients des
puissances de A par les invariants fondamentaux Set T de la forme ter-
naire cubique,

MM —6SN —TA—38%|=0.

A chacune des neuf racines de cetté équation :
A=o, D N N N L P L N LA
appartient toujours une forme bilinéaire

P = Uy, ci9(4), ?m, ?(a), ?m, 5(-), 5{2), ‘q;(s), gm,

Alors, si nous munissons le déterminant d’un bord & droite avec

Vil YaPu Vs Ya¥2y YaPay YV YiVsy YaVsy Y
et cn bas avec

Tyllyy Lallyy Lalyy Tilyy Talyy TglUyy Tilyy Lallyy Tyly,

nous serons en ¢tat de fixer les quatre paires de formes bilinéaires
selon la formule

U N = o) o ; _
A(y, p)l ? (:U, u)? (79, (L 1,2,3,4)

Du reste, par la méme méthode qu’auparavant dans la discussion de
la forme binaire biquadratique, nous obtenons les résultats
(@) ==ii)
a‘pw =0, “E(i) =0,
w ok =) A B =k

s gy =01 Gy &g =0, &y Wp, =0,

@ Bw B B RO

c’est~i~dire que tous les invariants linéaires et bilinéaires des formes
¢ et ¢ s'évanouissent, excepté les quatre suivants :

@ —0 __ JA(AM) :
“Bm“p(i>=—ﬁﬁ"’ (L=”23 3)4>‘
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Pour nous rapprocher des résultats connus, nous transformons une
des huit formes bilinéaires par unc substitution lin¢aire dans la forme
spéciale pour laquelle sculement les trois coefficients a,,, @, 0.5 de-
meurent finis. Alors la forme primitive f prend en méme temps la
forme canonique de Hesse ct, abstraction faite de facteurs indiffé-
rents, nous avons les formules plus précises

¢=UZy +E Uy + Uy, zim
3

— e=c
Q= U\ &) + Uy Ty + € Uy, ’

(BBx) oo, = (A2 f — 3h) =z, x,

dans lesquelles nous reconnaissons la théorie des quatre triangles avec
les neuf points d'inflexion.
D'autre part, si nous ¢écrivons la forme primitive ternaire ct cubique

symboliquement
g 3 3
j =da,= b.z"

nous pouvons chercher toutes les formes ternaires cuadratiques
9= Uy T A 200, Ty = 20,38, Ly o Ly Ty = Oy,
qui remplissent identiquement la relation
(aba)a,b, = hai.
On arrive & deux valeurs pour A
M=+2yS o A=—25,

dont chacune appartient a un certain systéme deux fois infini de coni-
ques ¢t et o).

Comme on le voit, le principe expliqué méne & la construction d'in-
variants et covariants irrationnels ct procure au moyen de ceux-ci une
connaissance du sens propre et de la connexion analytique des formes
invariantives rationnelles, quand méme, comme il arrive dans des cas
plus compliqués, le véritable calcul de tous les invariants et covariants
résultants n’est plus praticable.
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Mais nous pouvons modifier notre principe en divers sens, par
exemple, si nous cherchons une forme binaire ¢ du degré r detelle
nature que le covariant simultané (f, ¢); de cclle-ci ¢t d'une forme hi-
naire donnée / du degré n contient la forme 9 comme facteur. Dans le
cas spécial n = 2r — 2 ¢t i = 2, on obtient pour ¢ les formes de tous les
faisccaux qui ont la méme forme f comme jacobien et, pour r =4, ce
dernicr probléme a ¢té traité sous un autre point de vue par MM. Brill
(Mathematische Annalen, vol. XX, p. 330) et Stephanos (Comptes
rendus, t. XCIIL, p. 994).

Du reste, on peut spécialiser ladite méthode en cherchant simple-
ment toutes les formes ¢ qui donnent un résultat s’annulant aprés unc
cerlaine opération invariantive sur la forme proposée f. Dans la dis-
cussion d’une forme binaire f du degré 2 = 27 — 1, on profite de cette
méthode pour obtenir une forme ¢ du degré i dont les facteurs li-
néaires conduisent & la forme canonique. Mais je voudrais expliquer
par un exemple que le méme principe suffit pour établir la possibilité
d'unc forme canonique pour des formes 4 plusicurs variables.

Soit représentée la forme canonique d'une forme quaternaire cu-
bique par

f=a=0+L+0+ 0+ 1,

ou {,, L, 1y, L, l5 sont des formes lincaires dont les cocfficients, re-
gardés comme des coordonnées homogénes, peuvent définir cing
points py, Py Puy Ps, Ps dans l'espace. Si nous cherchons cnsuite
toutes les formes quaternaires quadratiques 4 = u; avec des variables
inverses u,, Uy, Uy, &, qui remplissent la relation

a;a,=o0,

nous trouvons un ccrlain systéme de formes cing fois infini. Mais,
d'autre part, nous savons, a cause de la forme canonique supposée, que
cetie condition est remplie par toutes les surfaces quadratiques ¥ con-
tenant les cing points py, psy py, piy ps. Pour m'expliquer plus briéve-
ment, je nomme un systéme spécial de formes dont chacune contient
un certain nombre de points fondamentaux un systéme naturel avec
ces points fondamentauz. Alors le probléme de la représentation ca-
nonique d’'une forme quaternaire cubique est le méme que de trouver
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un systéme naturel ¢, quatre fois infini, qui est contenu dans un sys-
téme proposé ¢ cinq fois infini de formes quaternaires et quadratiques.
Mais maintenant il est facile de montrer que la représentation cano-
nique n’est possible que d'une seule maniére; car, si

f=0+ 0+ D+ 0+ 1]

¢tait une autre expression canonique ou les coefficients des formes li-
néaires !/, I,, 1;, 1, I, donnent les cinq points p,, p,, py, Py, P dans
Pespace, il serait nécessaire que le méme systéme ¢ cinq fois infini
de surfaces quadratiques contint deux systémes naturels, quatre fois
infinis : premiérement le systéme de formes { avec les points fondamen-
taux p,, p., Py, Puy Ps et secondement le systéme de formes ¢’ avec
les points fondamentaux p', p,, p, P, ps- Par conséquent, il devrait
exister quatre relations linéaires entre les formes ¢ ct ¢/, c’est-a-dire
que les dix points py, pas Pyy Pas Psy Py Pas Par Pis Ps S€Taicnt néces-
sairement situés dec telle sorte qu’on puisse faire passer une surface
quadratique par ces dix points et cn méme temps par trois points ar-
bitraires de I'espace. Si nous supposons ces trois points dans le plan
des points p,, p,, py, on voit que les sept autres points p,, p; et p,,
Pas Ps» Piy Ps S€raient tous situés dans un autre plan, ce qui est exclu
comme insignifiant. En méme temps nous apprenons que la susdite
expression canonique cst susceptible de représenier toute forme donnée
quaternairc et cubique dans toute sa généralité; car clle contient le
nombre convenable de constantes indépendantes et une représentation
indéterminée est inadmissible selon les réflexions que je viens de faire.

Voild une démonstration simple du théoreme fondamental dans la
théorie dela forme quaternaire cubique; mais cetie méthode est suscep-
tible de généralisation pour d’autres formes. Par exemple, on trouve
au moyen des mémes considérations, comme auparavant, que toule
forme ternaire du cinquiéme degrc¢ se laisse exprimer toujours d unc
maniére et d’une seule maniére comme unc somme de scpt puissances
de formes linéaires.

Ainsi 'on voit que divers problémes de la théorie des formes peu-
vent se traiter pareillement, si I'on se place sous le point de vue que
nous venons d’exposer.



