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Sur les fonctions quadruplement périodiques
de dewxieme et de troisieme espece ;

Par M. Marmiy KRAUSE,

Professcur & 1'Université de Rostock (Allemagne).

Eatrait d’'unc Lettre advessée & M. Herwire.

La lecture de votre Ouvrage, si important et si intéressant : Sur
quelques applications des fonctions clliptiques, m’a fait naitre la
pensée de faire des recherches analogues dans la théorie des fonctions
de dcux variables. Je prends la liberté de vous communiquer quelques-
uns des résultats que j'y ai trouvés. Le point de vue d'ou je sortais
¢tait d'élablir des fonctions fondamentales, analogues & celles que
vous avez trouvées dans la théorie des fonctions elliptiques; puis de
révéler leurs qualités principales et de montrer de quelle maniére une
multitude infinie de relations fonctionnelles et de systémes d’équations
difféventiclles dont on connait les intégrales peut étre établie a Paide
de ces fonctions, 11 est & espérer que ces systémes d’équations diffé-
venticlles pourront ¢tre employés aussi dans les Mathématiques appli-
(uces, et qu'ils produiront des fruits abondants. Mais, dans cette occa-
sion, je n'y tiendrai pas, je me réserve plutdt cette recherche pour un
autre temps.

L.a méthode que je vais employer différe en ce sens de la véire qu'elle
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reposc sur la théorie de la transformation des fonctions théta, tandis
(que la votre se fonde sur des théorémes connus des fonctions double-
ment périodiques.

1. Soit F(e,,¢,) une fonction entiére et transcendante des deux
variables ¢, et ¢, qui satisfait aux équations

FCe+, €2) =(_ I>8'F("4, ":x)cl'ma
Floy, e+ 1) =(—1)&F(¢,, ‘,:')el’m”
F(Vl + T+ 702) = (_ ')h'F("H "2)0-7"'"(”4"4!!)’(”"'n"x"n’ l:'x:mi’

F(V, d gy b+ 722) :._(_ l)lo, F(‘.” ‘,2)e—ﬂin(av,*—r“)—(aws—l‘t‘{-l,rﬂ)m‘.

(1)

Dans ces équalions les quantités n, g, ga, &, /1, sont des nombres
positifs ct entiers, tandis que les quantités /,, /,, «,, &, peuvent étre
choisies arbitrairement.

Désignons I'expression

& &
hy b,

sous le nom de caractéristique de la fonction proposce.

11 s’ensuit alors ¢u'unc telle fonction contient n? coefficients enticre-
ment indépendants ou aussi qu'entre n?~+ 1 fonclions qui salisfont
aux mémes équations il peut exister au moins unc relation lincaire.
Il suffit donc de construire * fonctions du méme genre qui sont linéai-
rement indépendantes 'une de 'autre pour épuiser toute l'infinic mul-
titude des fonctions possibles. I y a dans le choix de ces fonctions une
trés grande variéte.

Introduisons la notation des doubles parenthéses, ¢'esl-i-dire posons,
au lieu de (¢, 0,), 32((¢)); nous pouvons choisir, par exemple,
comme fonctions fondamentales les cuantités

3((0))" 2p((0))° Sy((e))* Za((0))* Fu((1 -+ W)t
Lci les nombres a, b, ¢, d satisfont & I'équation

a+b-rc+d=n—1,
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tandis que la somme des caractéristiques des facteurs du produit

Sa((9))* %a((9))* F5((9)) Za((0))*

ct de la fonction $,((¢)) cst égale a la caractéristique de la fonction
proposce.
Posons ensuite

A (it
\ T (0 V) ot pmt — o0y, 00y w0y Wy Uy 1)

F:((+))
(2) ? ou ausst
= ‘I’,((V, w, l))

11 est ¢vident que nous pouvons choisir comme grandeurs fondamen-
tales denxi¢mement les suivantes :

S5 ((0)) ' Su((0))* Sa(())* 3 ((0))° 2a((¢))* 0" P (0, w, 1))

o 00
pourvu que les nombres a, b, ¢, d, 1 satisfassent & 'équation
a+b+c+d=n—r—1

et que les caractéristiques aient les mémes qualités qu’auparavant.

Parmi les fonctions ci~devant définies prenons-en n? linéairement
ind¢pendantes; toutes les autres du méme genre peuvent &tre exprimées
lin¢airement par celles-ci. Si nous considérons les fonctions théta pri-
mitives comme des quantités connues, il est évident que nous pouvons
choisir comme fonctions fondamentales les quantités

(I)l.(.(v’ w, l)) = T 0+ w))e(’.“.+/,9,)m"

F5((0))

Cies fonctions fondamentales satisfont aux équations

CD (0,41, 0y @, 00y, 1y 1) = (= 18D (0, w, 1)) '™,
B0y 0041, @, Wy, Ly b)) = (= 1) D (0, w, 1)) ™,
(3) (]’c("l T Cat Tagy Wiy Wy by 1)
= ('— l)hl (I);(( 0, ¥, 1)) c—ﬂiiﬁwl-—llt' l’lsru),
(I’,(V. + Tyay O3+ Tagy Wy, Wy, Uy, la)
! = ("" l)h' q’g ((V, W, l)) e—ﬂi(ﬂw,-llru—l;:“)
Journ. de Math. (4* séric), tome IIl. — Fasc. I, 138. 12
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et deviennent infinies pour toutes les valeurs de o, et ¢, pour lesquelles
la fonction £;((¢)) devient égale a zéro. Mais ces scize fonctions ne
sont pas indépendantes non plus I'une de I'autre, il suffit au contraire
d’cn connaitre une scule pour les connaitre toutes, toujours suppose
(ue les fonctions théta primitives soient données. En cffet, cela résulte
des formules du théoréme d’addition dont nous voulons citer ici au
moins les (uatre suivantes

393 U5 Qs = papsgsgs+ P2y 40 ¢

+ PaPaqsqgstPoaPisG s s
SASMPGQ5=P5P1qra(]n‘*‘l)ol’ol([o'.(jz::
(/|) { — PaPi29:25G03 — PoaPsvGr3 93y
9590|P0|Q5=P5P019.390|_Pcpo(lu(]o

T+ PaPasqs Q2 — PisPosdi3Gvas
SssoPer,=PaPoQa?o+P«Pol([|([m
| +PaPosgsGos = PisP2iG s

Ici 'on a posé

Po=Se((e+ o), Qu=Fal(o — ).
pe=%((4)), ga=5u((w)).
Ces formules se trouvent dans un travail de Keenigsherger dans le

Journal de Crelle, t. 64, ctdans'Ouvrage de 'auteur : Die Transfor-

mation der liyperelliptischen Functionen erster Ordnung ; Leipzig,
1886.

Prenons comme exemple la fonction
(5) F(rie)= F5(01 4 @y 02+ ag) S5(0 4+ by, vy + b, et L,
Alors il s'ensuit que nous pouvons poser

Flowt) 0,5 (0, e) (1w, 1)
(6) . + ¢S, (04 )P ((vy o0y 1))
+ ¢, %ol ("n "';:)q)oa (("7 W, l))
4 ¢, S0 (94 02) Lo (0, 0, 1)),




SUR LES FONCTIONS QUADRUPLEMENT PERIODIQUES. 9!
lei 'on a poseé

W,:a,-&- b‘, W2=a3+bg'

Lia détermination des constantes peut étre donnée a l'aide de la
substitution de demi-périodes en substituant, au lieu de

35((‘)))7 Si«"))y 5‘0,((0)), S'0«"»’

successivernent

EA(C) ()X EN(CH ()N
i3a((0)y  —i%((9)y t30((9))  iZn((V)),
E5((9)),  190((0)), £3,((9))y  E50((0)),
Sl — i3 Sl I3((0)).

Alors nous obtiendrons la formule

F93 303 ((9)) F (04, ¢4) = Y:((a)) 303((6» 55((9))(1)5(("’ w, 1))

F5( 04y va)
(7) + Z2:(()) 32 ((0)) 3,((2)) 2y (05, 1))
+ 313((@))313((8)) R0 ((9)) Do, (5, 0, 1))
— 5 ((@) 3;,((0) 2, (4N Do (0, v, 1)),

ou aussi, en employant les notations usuelles,

Sos Tos (®N T3 ((+ + @) 3, (0 + b))
= 50 ((0) 30 (D) 5, () 35 (¢ + w))
+ 50 (@) Fa (BN F, (2N 3 (0 + )
e S0 (@) F0a(( 1) F00 () Fou (¢ + )
— 5, (@) (M) Z (N Z0((+ + ).
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Deaxi¢mement nous pouvons poser

LG
& 5'5(((‘:“‘(.2)) =c, S’;(O” ;*2)(1)5((‘., w, ])\)
+ e, 5, (viy 0) D (v, W, 1))

" '

) +01%o|("n z)‘pm(("’ v, ,\))
w,l

'+'(’5~ (‘n‘ y _—_()‘bs(f;‘ k1l

(a:x,a).

En substituant des demi-périodes, nous obtenons les formules

I Ne, = So-,((a)) 90.,((1))) Q;(c‘)o%’((“.»
""’«a»'%a((b))~01~«n((“ )) [;7‘{ “+ 010”"0‘(( V)

“ow
Nea= E((@) Z0 (D) (S (@)
RN N O EN D ER MO
Ney=9,5((@) 91 ((0)) S (e)e Za((w)
= 5 ((@N (D)) T3 (5o (W)
Ney==—53((@)) Z,(()) T0a Zoa((w)),
v N= S:ﬁ ((W)) Sn(‘e)o"ou"os((“',))'

Ici I'on a pos¢

%oy = [Befn]

Enfin nous voulons poser

/ F(‘, ‘,)
s ':l’v :3) =6 5‘7("" 92)(1)5((0, w, ]))

{ ¢y %, (0 0) Dy (0 00, 1))
(10) s 0Dy ((0, 0, ¢
' 43 S5(0), 09)? _'5—((7)}_“"_))

2 s (0,0, 1)) .
d"g

+ ¢, 55(94y 02)
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Pour les constantes s’obticnnent les valeurs

C B ()3 ()(13,3)
= 2((@) 310N F (N Z5(01 o
=% ((@)Z(ENZu (W) F4 (5o
32, (W) S5 ((w))(13,3)
= Z,((@) (W) Z1 (W) Z\5 (42
~ Z3((a)) 3:((0)) Z5((w ) T, (£2 )y

) 3 Zay Toa ()
() = %::((@)) %24 ((0)) = S0, (D e T (v o+ 655, (42 Do s
€1 %01 %0 ((s0))
= Z0:(()) s ((D))

— 0y S0a () [Ca <[,7:i + L"ﬁi%ﬂ«i’ﬂ)]

. dloaF((vw)) ]
s i A,

| 1(13,3) = =3, 334 Sus s |-

v

D'une manitre semblable encore d’autres rclations peuvent étre
¢tablies.
IXn outre, nous pouvons former d’une maniére analogue le produit

Z((v+a)S;((0+D))...Z5((0 +m)) etirledm,
Il peut étre représenté ou comme fonction lin¢aire des quantités

q’a(( 03 0 D)z o 1,00

dont les coefficients sont des fonctions entiéres des fonctions théta pri-
mitives ou comme fonction enti¢re des quotients différenticls des quan-
tités

D, ((0yw, 1)) et P, (e, w,0)),
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lci 'on a post
We== e+ bg+...+ m,. (e:1,2).

Les constantes peuvent étre déterminées par des développements en
sérics. Pour simplifier ces développements en séries dans le cas traité
ct dans le cas général, nous introduirons, comme dans la théoric des
fonctions hyperelliptiques, les variables #, et «,, en posant

(12) u, =Ko+ K,
12
u,= Ky 0,+Ky,e,.

Les quantités K, K., K;,, K,; sont déterminées par les équa-
tions
50174252, 7y 30330 1

9'3(0, )u= K‘.'«

3. 933
3(¢.). = K 30131232331-7013.\3“
3(‘2)0’— 22 52 S92 ’
(l3) { R Rt Rt
3033I23|3l'
‘Ji(“)“ - I\“ '?;, L "

B
~ ~
N T3 T80T 1y
Ty (f2)e=— Ky, "

En méme temps nous définissons quatre quantités K, , K\, K, , K,
par les équations

(1%) i Kizi+Kete=K, Kz +Kumn.=k{,
S , > ta - -
Koz + K=K, K, m:+Kyn.=K,,.

Posons alors

I,=7K,K,, ‘:“7\21\'2!9 /2=7\|K12+7‘2K227
lJ) { o, =0 K+ 0k, Wy = W Ky 4wy Ky,
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Nous aurens des fonctions (ui satisfont aux équations

S+ K yu,+ Ky = (= 08 f(u,, u,) erEttkem
flu,+K w4+ Kyy) =(— 1)8f (1, 1) ePwrhbnm
S+ K uy + K ) =(— D4 f(u,, wy) e~ 2k Ky
S, + K u+ K =(— 0" f (u,, u,) e ™k by,

K= 2K, (u, -+ m')

n

W,

(16) -k, (v, + _)

n

>y > -1 7
+ K}, K., — K}, K,,,
K =— 2K, (u, + %—'—)

-+ '.!le("2+ %)
—_ Kl;gK;n'*‘ K".‘::K“’
K=K, K,,—K,:K,,.

Nous désignerons les quantités de cette nature sous le nom de fonce-
tions quadruplement périodiques de troisicme espéce, mais nous
nous bornerons & celles qui peuvent étre ordonnées partout suivant les
puissances croissantes de u, et u,.

Ces fonctions sc composent des fonctions fondamentales ci-devant
définies si on substitue u,, u,, ®,, Wy, A, A, au licu de ¢, v,y w,, w,,
/,,1,. 11 convient de les remplacer par d’autres ¢léments simples (ui
n'en different que de certaines constantes. Dans le choix de ces con-
stantes il régne une grande variété. Nous les introduirons pour sim-
plifier les résultats dans les solutions des problémes proposés et les
varierons avee ces problémes. Premi¢rement nous voulons les intro-
duire de la manicre suivante.

Proposons lus fonctions théta primitives comme fonctions de u, ctu,
ct désignons les quotients différentiels des fonetions théta impaires pour
les valeurs spéciales u = u, = o par

034(91y 0g)o .
du,
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Nous ohtiendrons les formules

073(0, 3)s

=0
du, ’
03:("“ 1) — 3’01313323'5':5'03303“,
du, 33,5252
T (s1s ©2)o e = 3:2305'13,
du, F,.9,.9;
055 (s, 2)o —_
—" =0,
au,
030, (15 2 )o — 31,F01 93T, ,
()"1 3353535

0363 (¢15 92)o - T4, T01T3 7,4
- du, T3 3,75
(\ /) - ~ [

035 (94, 2)o __ 333332-70’
du, EER

03, (1y ¢2)o __ %2 35353231»,
du, 537,35

0T63 (¢4, 2 ) — 31273, T T, ,
au, -

0F53 (04, 2)0 = \2 71:33,30,13, ,
dllg 3"”3-‘33

03453(¢1, 2 )o - 32330:;:.33’.’
du, 5,,3.,7;

T3 (81, 1) — 2 T3 B0y 353y,
Jduy ) 533,73,

2 =2 %02 22

.,.z='72:s"01’ 7\2=“231:«, P':!:di"”'
731 51,51 533,
nsuite nous désignons
33("!7 )
(18) S5 op(uy, ) = ag((u)),

pourvu que Sg(¢y, ¢,) soit une fonction paire de ses arguments ct

' Fa (P15 ¥a) — .
(‘lg) 0Ta(91y M)y |, 93a(91,03)0 O'a<ll,, ll,) - a’a((u).),

ou, du,
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pourvu que J,(¢, ¢,) soit une fonction impaire des mémes arguments.
A l'aide de ces quantités nous définirons les fonctions hyperellip-
ligues par les équations

S (g, us)

(20) aly(uyy uy)= a5 (1, 1t3)

Infin nous poscrons

¢ _*_".)),,u,v,w,v,\m

’

\ g, (1, u,y, ‘”nwz,xnxz)= u((u’w’ )\)): 2l

3’a((“'))
( '.’.l) ' ’ . o, ((1e, w, X))
Talllyy Usy W, 0y, Ay A:!) = ?“«u’w’ 7\)) =" ;T(_‘;))__- ‘

Toules les fonctions quadruplement périodiques de la troisicme
espiéee qui possedent les propriétés auparavant établies, aprés étre
[

divisées par Z;(¢,, ¢,)", s’cxpriment rationnellement par les fonctions
hyperelliptiques des arguments «, ct u, el par les quantités

%a((tty », 1)),
Ces fonclions elles-mémes satisfont aux équations

Jal Uy + Ko, + Ky, 0,0, )\.')
— (_ ) o ( u, o, )\)) 0(7&.!\',.4—)‘,&,»1:1,

Fal lly + Koy 2, + Koy 0, @4, A, 7\2)
=(— 1)59,((t, », X)) L

?a( “l -+ KIu? ”2 -+ K;l’ 0)” 0)._,, )\I’ )\2)
— (___ ')h. ?a((‘ u, v, )\)) e(‘A.I\",,+).,|\"“-)1:i-nz’,1:i’

"?a( ul + K;g’ ”'.' + K;j, 0)1, (‘02’ 7\19 )\2)

\ =(— I)": ?a(-( ", o, 7\)) e(luﬁ',.+)~s";;)1‘i—"1§7“,
K, = 2K,,0, —2K 0,
Kea,=— 2K, ;0,+ 2K, 0,

ol doivent étre choisies comme fonctions fondamentales.
Nous désignerons les quantités de cette nature sous le nom de fone-
Journ. de Math. () série), tome III. — Fasc. 1, 1887, 13

/1(" hi 'id/{,\
v‘ :‘.. /. I/e\‘.

r/’
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tions quadruplement périodiques de seconde espéce. Les fonctions
9«((#, », 1)) ont au surplus la propriété qu’clles deviennent infinies
(uand la fonction o, (u,,«,) devient ¢gale & zéro. Les fonctions fon-
damentales que nous avons introduites ne sont pas indépendantes 'une
de Pautre; mais il suffit d’en connaitre unc scule pour les connaitre
toutes, suppos¢ cn effet que les fonctions hyperclliptiques soient con-
nues. Cela suit des formules du théoréme d’addition dont nous voulons
citer au moins les quatre suivantes :

. ve 1 2,2,2 14+%2) .,
| Ps(\)e—])s’qs”*"’pﬂ%_—' 1,91’

, g% (1 + pt /
-+ xley'gy“n P‘)\)\xpa Qa ks g’:‘ Ltk pu?lz.n

RV ’o_r 2x? ' ' ’
PI(\)5=Plp196915+mpop()l([osqia

X2, ., .,
+ TPl a9 G0

(23) A0 ) (1
- = h(l_‘,-_,_)xgl—k )[ozpa!.qlJQ.s’

' ’ ' ‘ %7 (l !\)!
P, Qs=p.P0, 790 — "@;"PPQJn
b 2305 (1 4 ut)?
"f}"i)‘:'ilapapuq$9u 4 uﬂ' "‘Pn]'m(/n’/un

PLQi=pypiq, g+ 12 (t+2*)*p, P, ¢, 4.,
+ R REA D, DoayGos + % M1+ U32 PP

Dans ces formules, on a pos¢

P,= 7. ((tt + v)), Q= 3, ((u — w)),
=1 - A=1— A%, wi=1—ul
Pa=32((1)), fa:= Ta((w))
Ue=x—w?  w=A—ul =2t

Les constantes que I'on rencontre dans les relations dont nous avons
prouvé Dexistence s'expriment & l'aide des développements en séries
(qui scront considérés dans le paragraphe suivant.
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=1
O

3. Ledéveloppement de la fonction

a5 ( Uy, Usy Wy, Wy, Ay, Ay)

) .\ ?5(”1’112’5"01‘-"2’7\”7\2): o (24, U)

' gy ( Uy 4 @y, 1ty 4+ wy) et Fh )T
= 3
o5 (2, Ug) a5 (g, 00y)

dans le voisinage du point #, = o, 1, = o, n’offre pas de difficultés.
En effet, nous aurons

‘ log 95 (tyy Usy 0y 03y Ay Ny)
(2) =logoy(u, +w,,u,+w,)—logs,(u, u,)
l —loga; (wy, 0,) + (N uy+ Au,)wi.
L coOté droit peut étre développé suivant les puissances croissantes

de u, ct u,.
Nous obtenons

' logc,(u, o, U, + wg) - log@,, (ll,, l(,)

le,‘.,'O’;; Wy, ty 1
=logs,(w,,w,) + u, [__7)__1':1_"1 + A, m]
-l‘ i o " l'
(3) ’ +u, [')_'_(.’___"“"M-{—)\.,-.\:LJ
dwz B
| + ll; (aaou‘;"*zauuiuz*‘a“ui) EaCERE

Les coefficients des puissances supéricurcs s'expriment rationnelle- .
ment par les fonctions hyperelliptiques des arguments w,, w, et par
les quantités x*, A?, w*. En cffet, cela suit immédiatement des rela-

Lions
?loga;((w) 0t loga; (1)), prpd pd (14-x2)? x?%2)2 (1 + p?)?
dui = dui + ' I; al, ((u))2 —L—P-T—*— al,;((w))?
Flogas((0)) _ d'loga;((1))y | wipix’ 3 (142 2y xrf A (14 p?)? 2
0 ou,duy, — Ou,du, + 3 al, (&))" + e al,; ((w))?,
0? loga; ((w)) _ 0% logo;((u))y pEdat pd (14 w2)?
ou} - oui + wd al, ((w))*

+ w3y w el A aly () + i )\’;(?: ) al, s ((w))?.
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Dans ces formules on a posé

A [d’cs«u))'

0“? d“:: Juy=uy=0.

Nous arriverons ainsi au théoréme suivant :
Tutonine. — La fonction
?5(”1, Uy, 0y Wgy Ay, )\2)

Secprime comme produit de deur facteurs. L'un est égal a

0 0 N
1, [-————I"KG‘“‘)" w"+)~. i |y |'_~log CACITILTY AT
o dw, . ()0),

'

Pautre peut étre ordonné suivant les puissances croissantes de u,
el u,. Les coefficients de cette série s'ecpriment rationnellement
par x2, N, w2 el par les fonctions hyperelliptiques des arguments
W, rl w,.

Il en résulte que, si nous posons

R - dlogo; (v, w 2N
(.)) RIA, = — =2 _;(_'_’_L, Tlhy=-
dw|

_ [’i’_{{”s(“’h “’1),

dw,
nos fonctions peuvent éire développcées en séries dont les coefficients
sont des fonctions rationnelles des quantités ci-devant définies.

Nous arrivons maintenant au probléme plus difficile d*¢tudier le ca-
ractére de la fonction fondamentale dans le voisinage d'un autre point
(juelconque.

Nous nous bornerons & un cas particulier.

Nous supposons

dlogay (w, wy)

(6) N dlogo, (wy, wy) e

TN, = — o, ’ TNy = —

et nous proposons d’étudicr le caractére de la fonction

3, (Uy, Uy B, 0y, Aq, Ay)
() ‘ '~l"|(”n”29 Wy Oyy Ay Ay) = ntn 'm?)"""i‘
7 ]

' _ 3, () + W, Uy + wy) et + D u ) mi
a1y, ) 3y (w0, wy)

dans le voisinage du point «, = o, 1= o.



SUR LES FONCTIONS QUADRUPLEMENT PéRlODlQUES. 101

Pour ccla nous partirons des égalités

s dlogd, (uy, uy, 0y, g, 11,2y) __ dloga, (uy+ vy, g+ wy)

Jdu, - du,
(8) ? _ Odloga, (u,, us) _ dlogs, (v, w,)
Jdug dw,

(e=1,2).
Ccla posé, nous aurons d’abord

dloge, (1) + 0y, uy~+0,) _ d log oy (v, w,)

du, dw,
— gy, Plogo (0, ) 0 loga, (w;, wy)
- : dw% 2 dwl do)’

1 y
4+ (byo s +2by u uy + by ) +.. .,

(9) |

dlog s (tey 4wy, 1ty + wg) dloga, (v, v,)

du, duw,
—u O loga; (v, w,) u 0% loga, (v, 0y)
- du, dw, : dui

!
\

' ’ 92 U ’ 2
+ 5 by Ui+ 2b uuy + by un)+.

Mais des équations

| Ologay (uy, us)  Fas(uy, ty), o 1
du - dui (1+%*)* al; (uy, uy)?
__ x2x203  aly(uy, us)?
(-F )T al (e, 4y )
Ploga (ny, 1) Pay(uy, ty)e %2 I
du,du, T duy dus (1 %)% al, (1, uy)?
(10) Sty S TCTIC YN
(14 %2)? aly (), uy)?
*logs,(uy, 1) dte (uy, 1), . %t 1
duj - oul (%) al) (4, 4,y)?
(1 'H*’)_’ 24252 2l (e, @y)?
(1+22) % al (uy, uy)?
x’x? l)’( I ala(“n ul)2

- ("‘H")i aly(uy, uy)?
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nous concluons que les équations (9) peuvent étre représentées de la
manicre suivante :

dloge (u)+ v, g+ 1y) 0 logay (v, w,)

du; ()(!)1
0% gy 1y, U)o 0oy (uy, tty)o )
) - du? T+ Us du, ity +Pi(a, 1),
11 ‘
() dloga (uy+wy, Uy+w,)  dloge,(w,, w,)
()u. dw’
____ 9 "a(“u ”:)o d!"s(“h u!)u by
= " 5u, 0uy 3 ou?} + Pa(u, uy).

Dans ces formules P, (u,, u,) ct P;(u,, u,) sont des séries ordon-
nées suivant les puissances croissantesde u, ct u,, dont les coefficients
s'expriment rationnellement par les fonctions hyperelliptiques des ar-
guments o, et w,, ct parles grandeurs x*, A2, u?.

En outre, nous pouvons poser

du,

( P,(uy, up) = Q%;@

| P, ) = 2L,
(12) ‘

Dans ces formules f(u,, u,) cst aussi une séric ordonnée suivant les
puissances de u, ct u, dont les coefficients ont les qualités déja plu-
sicurs fois citées.

Alors nous obtiendrons le résultat

d lﬂg%(un Uyy Wy Wy, 7\” )\.z)

d | o 0%e;(uy, tty) Qas (1, u
—— ? ( I; 2’0 + 2l[| ”2 __‘_.( 19 !)o
oot ou? du, du,

+d f(u,, uy) — dlogs,(u,, u,),

(_)20':.(“|~ "),

2
u, 3
+ U, o

ou aussi

'*l"a(”n Uy, @, 03 Ay, 7\2) 54(”4, ”2)

( I 3) C ;[": dfc,m,,u.),.
= ue

2 N
02641, 1) l)-a’ ey, 1),
+3"1 "‘ 7 Sll.._“g A KU

On} Iu, duy BH ] P (”H u?)‘
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Dans cette formulc P(«,, %,) est également une série ordonnéce
suivant les puissances de u, et u,, ayant les mémes qualités que
P,(u,, u,), .... La constante C s'obtient égale a I'unité en posant sur le
coté gauche et droit u, = u, = o.

Joignons-y le résultat que la fonction o,(u,, u;) satisfait A une
¢quation de la forme

5 043000, gy Nty )y 04l 0

3] « +2iey 0 +N
|(un u,) = e [ Lo B Y T ]P/(un Uy ),

nous aurons le résultat

P(uy, 1)
(I-’l) 4’4<un Ugy Wiy Wy Ay, 7\2) = i’_'((ul_,_’,_,ia’

ou aussli le théoréme

TukorkMe. — La fonction 4, (u,, s, w,, 0y, A, A,) peut étre re-
présentée comme quotient de deux séries ordonndées suivant les puis-
sances croissantes de u, et u,.

4. 1l s’ensuit des considérations précédentes u'il doit exister entre
les quantités y introduites unc variét¢ infinic de relations différen-
tielles. Nous pouvons déterminer les cocfficients & I'aide des dévelop-
pements donnés au dernier paragraphe. Nous préférons cependant
dans les exemples suivants une autre méthode qui, & son tour, don-
nera quelques lois pour le développement en séries.

Nous pouvons poscr

5 0b, ((‘ W, l)) o (I)s((‘,’ w, l)) + c(:x 7, ((()) ) ((‘,’ w, l))
A Z4(()

+ ¢ 2D By (0,00, 1) + 0 S B (00,1,

En substituant des demi-périodes, nous obtiendrons

(o 0Fa(() 1 C (edo Zul())
(2) 5 o= dwe  Zos((w)) +hwi, cn) 15'oa oa((“'))
( S = — F13(Pe)o l'i((“')) Y = M M
3 303 3.03 ((W)) . 303 303 ((‘V))
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D’une maniére semblable nous trouverons les formules suivante

P0ey((0, 0 D) e D (0, 0, 0) + (.:,g E:‘ ;; P,((0. w,1))

; dve
(g) JM ((‘ n \ N 2 3 ((‘ )) e «
+ P g ) Po((v, 0y 1))+ 5 X)) ([’0,((c,q,l)),
o 935 ((w)) ! . o Fea((9)) Ty (9e)o
“ = o T, (W) +hwls % == R :.‘((“))
- "(LE_)B I, (ﬂ)) Y = — ”2'1_(‘_5)0_ le((ﬂ_‘_)_.
L st((“’)) L Tus Sau((v))’
A%, (( ) o 3 < e
___0'0;.-‘2_ u ol((‘ w l)+ 10 5 5' EE‘ ;; (I’o ((‘ 9§ ’/»
e a“'&“)’f By((oyew, 1)+ e, 200 (e 1),
(f) I.vs, —_ 0313((“')) ,_l__ +_"I ('(3, — 3.~”(|e)q 3 (“))
VT v Fa((w) mhe e TFos Tl ’)
Y — — F13(0e)o Jo‘*((" » o = f (‘E)o 32.((“))
e T Il 1T g, u()
@, (¢, v, m o se 21 () <
__d_t_-— (I) ((“ 2 I)) + 1Es ,'E(‘) (I’m((‘ A a/))
(€) () ) 'Ju(( )
+ 3—"-((—(:)3 O (e, ) +¢ ,037—(% Py ((vy0, 1)),
[
() — 033(("')) ! — RETRN 5 (2 )y 3 3 “))
= Tow mey TR =g -::((n 5
l 313(‘5)0 525((“ ) RO ‘z_(_l 03 ((“))
1é Sas Tu((w))

=T m(@)

Introduisons maintenant les quantités w,, w,, ©,, @y, ..., ¢l posons
Ts = ?5((”’ W, A»a

aly ((w)) aly ((w))
£, = :;03((:" 22y (1, 0y 1)),

b3 ((0)) algy ((t0)) -\
Loy = g‘%—‘ ?oc(.(ll, 0, '\)),

alg((w)) aly ((w)) .
xr, = l_.;_lo_a&‘w)_;— 20 ((1, w, 1)),

mily= — 200D,

(4)
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Nous obtiendrons alors les formules importantes et fondamentales

dx; dlogal 3 ((w))

dm = owy — Ts— M+ ) al (@)@, — % (1-+pt) aloy ((w) Zors
Oy OVORUN) g a2 (1-+ i)l (1) e, + ] ale () 7o
o0 = SBTulO) g al, () 25 ~ g oy (@) 20y
. oy - Qlomala() g _ 2, (@), + P aly () 7o
= el g, *‘%‘:,“,ﬁ—)al (@)@ — =g aly (@),
Bou — DDy, ¥l () 7 — D a1 (),
g%? =2 a:)"‘i(‘w)) x, + (14 x2)(1+ p2)al, ((w) 2y, — (1 +%*)al,, ().
o0 _ 0D 4 (1) paly, () 2, — aly (1)) .
Dans ces formules on a & poser
Ol — (14 p )l (@)l (@),
Q) — 2 al, (@) aly (@) + 22 (1 + ) alg (@) aley (),
DD — al, ()al, (@) + 2221 -+ W) gy (@) alay (@),
QoD — 32 (1 Wl () aloy (@),
(6) dala(@) _ 4 g1

oo = Pt Tl (@) aly (@) + T o (@) by (),

) al,,
y a(;.w(:m» = - j_ o alyy (@) aly, ((0)),

daly ((w))

T = %; aly((w)) aly, ((w)) — ;% al, ((0)) aly, ((0)),

daly ((w))

Jw, = -)% al"((m)) aloa ((m».

Journ. de Math. () série), tome III. — Fasc. I, 1887. 14
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Divisons les équations (5) respectivement par &y, Zy, &y, Z,-
A Taide du théoréme d’addition, les quotients

I
;g, a4, B=5,1,01,0
s'expriment rationnellement par les fonctions hyperelliptiques primi-
tives. Les coefficients sont des fonctions rationnelles de x?, A%, u? et
des fonctions hyperelliptiques des arguments w, et v,.

De 14 on tire le théoréme suivant :

TutoriME. — Tous les quotients différenticls du logarithme des
Sfonctions introduites s’expriment rationnellement par les fonctions
hyperelliptiques des arguments u, et u,. Les coefficients sont des
Jonctions rationnelles des quantités x2*, \*, u* et des fonctions hy-
perelliptiques des arguments o, et v,.

De telles formules peuvent éire élablies en grand nombre. Nous
pouvons les regarder comme analogues & celles, dans la théorie des
fonctions clliptiques, qui ont ¢té c¢tablics d’abord par Jacobi ct se trou-
vent & la fin du Tome I** de ses Ouvres complétes ou dans ses tra-
vaux sur la rotation d’un corps. Qu'il me soit permis de renvoyer le
lecteur, concernant ces théories, i un travail de M. Staude qui a été
publié récemment dans les Acta mathematica. 1l n'entre pas dans mes
intentions d’épuiser toute la variété des relations différenticlles. Jo
vais sculement ajouter aux relations déji ¢tablies quelques-unes du
second ordre ol nous supposons que

mil = 0B 0% (@)
"’l'_——_‘d;:—k’ ,.ll._,___»_ -o‘“_._;_'
)2’ "i ’ ’ B
':)(;f’ = ¢, z; + e, al, (0) z, + ¢, aly ()7,

¢, = 21RO Lt 3wyl () e, (),

" dw,
2\2] 0 logal ) logal )logal '
e, =— p{(:-;-xz)s[ 0 ;J:«w» . o.,;;:((w» 4 o,,;“.l«u» ,

, [0 logale (@) . dlogals((w) . 0logale ()]
2 —m e w2 2 03 . 1 ~ .
¢y= (1-+p )[ du, + du, + o, »l’
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;)»lt;—" = ¢y + eialy, () &y, + ¢, al,((w)) 2,

" ) logal,, (w))]? fa . N
= [2LoBSta O] yesal, () — ity (@)

" 3 a oy [0 logalgs((w)) . dlogal  ((w)) )Iogalol((u))
— e 2 g2 Y] 03 Lobial |
¢ =— w4 u )[ dw, + Doy du,
PR NE I 0 logaly, ((w)) + d logal, ((w)) + dlogal, (e}
! creee duy Jw, du, 1’
Pay

duyduy — ¢ius + eqal, (W) o, + cjaly (1) zy, + efalo((w) i,

w dlogaly () 9 logaly((o) st s
= oirele)) 2oe ) 4wt (1 + )l ()

+ wrrtaly, ((w))? — wips #*al, ((0))?,
%2 )2 |-‘) |0galm ((w)) + d IOgalu(("’)) dlogal () )

dw, D,

¢, = — i (r+

o dlo,nlo(((m) dlogal;((w)) 0 logaly, ((«)y
e, =—*0+ w* )[ Jor, -+ Joog -+ o,

Caas 2\ [0 logaly; () . dlogaly((w)) dlt)gal...((?t))‘
R A )[ dw, + o, + du, I’

o » g logal s ((m)) | dlogal,((w))  dlogal, (1)
2,,2,,2 m i 3 n %o .
L P')\‘ o, + o, + ou, _‘

Nous pouvons aisément tirer de ces formules des équations aux-
«quclles les fonctions particuli¢res satisferont ct dont on connait les in-
tégrales. En outre, les modifications les plus variées y sont imagina-
hles et possibles, précisément comme vous I'avez montré pour les
fonctions elliptiques dans votre Ouvrage précédemment cité. Il ne me
reste plus qu’a montrer qu'il y a en effet des problémes de Mathéma-
tiques appliquées qui conduisent & de telles équations différentielles
et quels sont ces problémes. Je me réserve cette recherche pour une
autre occasion.

e T ———n



