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sun LES FONCTIONS QUÀDRl'PLEMEîiT PÉRIODIQUES. «7 

Sur les fonctions quadruplement périodiques 
de de/evième et de troisième espèce ; 

PAR M. MARTIN KRAUSE, 

Professeur à l'Université de Rostock (Allemagne). 

Kxivait d'une Lettre adressée à M. HERMITE. 

La lecture de votre Ouvrage, si important et si intéressant : Sur 
quelques applications des fonctions elliptiques, m'a fait naître la 
pensée de faire des recherches analogues dans la théorie des fonctions 
de deux variables. Je prends la liberté de vous communiquer quelques-
uns des résultats que j'y ai trouvés. Le point de vue d'où je sortais 
était d'établir des fonctions fondamentales, analogues à celles que 
vous avez trouvées dans la théorie des fonctions elliptiques; puis de 
révéler leurs qualités principales et de montrer de quelle manière une 
multitude infinie de relations fonctionnelles et de systèmes d'équations 
dilférentielles dont on connaît les intégrales peut être établie à l'aide 
de ces fonctions. Il est à espérer que ces systèmes d'équations diffé-
rentielles pourront être employés aussi dans les Mathématiques appli-
quées, et qu'ils produiront des fruits abondants. Mais, dans cette occa-
sion, je n'y tiendrai pas, je me réserve plutôt cette recherche pour un 
autre temps. 

La méthode que je vais employer diffère en ce sens de la vôtre qu'elle 
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repose sur la théorie de la transformation des fonctions thêta, tandis 
(|ue la votre se fonde sur des théorèmes connus des fonctions double-
ment périodiques. 

1. Soit F(e
n

ea) une fonction entière et transcendante des deux 
variables v

{ et qui satisfait aux équations 

(■) 

F(''l + =(- Oi,F(e.,i>.)e','"> 
1'"Οι,<·2 + ι) =(--1 ) g1 F(v1 v3 ) 
Γ(ι·, + τ,ι)"■ F(i>,,v2) e-rin(2v +t11) 

Κ(^·
(
 -ι-ι-, + τ„) =(- i)*'F(c,,v2-rin(2v2+t) 

Dans ces équations les quantités n9 gn
 sont des nombres 

|)ositifs et entiers, tandis que les quantités /,,/2, peuvent être 
choisies arbitrairement. 

Désignons l'expression 
g1 g2 

//, Jt.j, 

sous le nom de caractéristique de la fonction proposée. 
Il s'ensuit alors qu'une telle fonction contient /ia coefficients entière-

ment indépendants ou aussi qu'entre η2·+-ι fonctions qui satisfont 
aux mêmes équations il peut exister au moins une relation linéaire. 
Il suffit donc de construire η2 fonctions du même genre qui sont linéai-
rement indépendantes l'une de l'autre pour épuiser toute l'infinie mul-
titude des fonctions possibles. Il y a dans le choix de ces fonctions une 
très grande variété. 

Introduisons la notation des doubles parenthèses, c'esl-à-dirc posons, 
au lieu de £

a
(e,,r

a
), £

e
((p)); nous pouvons choisir, par exemple, 

comme fonctions fondamentales les quantités 

&.((<>))« a,((p)/&,((«·»· Si((o/a,((p + W))e".'.w. 

Ici les nombres a, b, c, d satisfont à l'équation 

a + b-\-c-\-d = η — ι, 
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lundis que la somme des caractéristiques des facteurs du produit 

ya((v))ByB 

et de la fonction S
e
((e)) est égale à la caractéristique de la fonction 

proposée. 
Posons ensuite 

<») 

Ji5
t
'((T))')> «ί',",+',"·"" = Φ«(Ριι P., «>ι> «>»> /,, 4) 

ou aussi 
= <I'.((P, l))· 

Il est évident que nous pouvons choisir comme grandeurs fondamen-
tales deuxièmement les suivantes : 

Μ(ρ)Γ' &.((ρ))βν(ρ))'V(p»cV(p))* dS-r ' 

pourvu que les nombres a, /;, c, d, r satisfassent à l'équation 

a + i> + c + c?=rt-7'-i 

et que les caractéristiques aient les mêmes qualités qu'auparavant. 
Parmi les fonctions ci-devant définies prenons-en linéairement 

indépendantes ; toutes les autres du même genre peuvent être exprimées 
linéairement par celîcs-ci. Si nous considérons les fonctions thêta pri-
mitives comme des quantités connues, il est évident que nous pouvons 
choisir comme fonctions fondamentales les quantités 

Q1(()vwl)= 

(les fonctions fondamentales satisfont aux équations 

(3) 

Ψ,(>, + 1, i'j, »v,, «·„ l„ /,) = (- Ι)*.Φ,((Ρ, (V, /))e'.T·', 

'I'.( P, , P. ·+* «, pp. , "Pj, 4, 4 ) = (- 1 y· '!'.((P, w, 0)el,ri 

Oe! -h T|
 n

 -h
 a

, W
{
, W

a
, , 4) 

= (_ |)A' Φ,(( P, VP, 0)e-ri2w 

Φ.(Ρ, "+" 'ha» w1 , w2, l1/
2
) 

=
 (_ !)Λ, φ

β
((ρ, iV, /))<?

-«'(2«ν-/
1
τ

15
-/

|
τ
ηί 

Journ. de Math. (/|· série), tome III. — Fasc. I, 1887. ' 2 



<)(> KHAL'SE. 

et deviennent infinies pour tontes les valeurs de e, et eâ
 pour lesquelles 

la fonction ~
3
((p)) devient égale à zéro. Mais ces seize fonctions ne 

sont pas indépendantes non plus l'une de l'autre, il suffit au contraire 
d'en connaître une seule pour les connaître toutes, toujours supposé 
que les fonctions thêta primitives soient données. En effet, cela résulte 
des formules du théorème d'addition dont nous voulons citer ici au 
moins les quatre suivantes 

ω 

9393P3Q3= 

+ -t-/W » 3 ?. 9 ? « ̂  
S* S» Λ Ρ» Qô = PoP* + PoPo I <h ·. ?33 

- Pip. a q* « » - jW;n q. a q* > 

93&βι p»iQ»=/'»/'· i^yoi -PiP»q*qo 
■+■ p*p-isq% qi\ ρ ι nPo'3 q \ $q οά* 

£ApoQ.,=p*p*q*q* -+-ρ<ρ<>, q. q^ 
-+- ρ λ ρ ο 9 q% q^+Ps *p* » ? « 3 q-i\ · 

Ici l'on a posé 

l\= %*((? H- «')), Q«= £,((* - w)). 

/>«=S«((<0)» ?«=&«((» '))· 

Ces formules se trouvent dans un travail de Kœnigsbcrgcr dans le 
Journal de Crelle, t. 6i, et dans l'Ouvrage de Fauteur : Die Transfor-
mation der hypcrelliptischcn Functional erster Ordnung; Leipzig, 
1886. 

Prenons comme exemple la fonction 

(5) F(r,, i\) — ~+" ('3 ^2) "+" bn
 i'.j H- lf , (,df> 

Alors il s'ensuit que nous pouvons poser 

(<>) 

&,0',',r0 ~~ ^>Φ»((Γ»vV» 0) 

■+■ c
a
Sr,(r,, r

a
)Î>,((e, er, /)) 

+ 6
3

Ξ?
οι

(Γ„^)Φ
01

((Γ, <V, /)) 

"+-c
4
£ro(p,,r

a
)4)o((r, /)). 
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Ici I on a posé 
W| = a, 4- b

t
, tt>a = aa -+- b2. 

La détermination des constantes peut être donnée à l'aide de la 
substitution de demi-périodes en substituant, au lieu de 

&,((p)), a,((c)), &„((«>)), &„((<·)), 

successivement 

iS3((v)),A ((**))> î((**))» ^OS((P))> 

*&·»((«"))» — *&·((^))» **·«((*))> *Srai((^))» 

t*^24((. ̂ ))î '*^3 ((*0)?i913((v)) 

^oa ((<·))» ~ 'Χι (("))> a ((«ΟΧ '"^(O))· 

Alors nous obtiendrons la formule 

(7) 

So3So3((v)) F(v1,v2) = So3$* 

-Η ^«((β))^«((Α))&ι((0)Φ4((Ρ, «Ρ, /)) 
*+* ^«»((a))3fll((^))3rei((p)) Φ» ι ((*'> W, f)) 
— Sr.i (C*35)) ^".*»(( ̂ )) ̂ ο((^")) C^o ((0)> 

ou aussi, en employant les notations usuelles, 

£„3^03((w))£r
5
((V + «))S

3
((> -+- b)) 

= -03 (( «)) ̂ 03 ((δ» Sr
5
 ((?)) S

5
((ρ -ρ

 w
)) 

-h £.,,((a))&
i4

((ft))&,((p))3r
(
((pH- «>)) 

-4- 2r
l8

((a))Sr
l3

((ft))&
0
,((p))3r

0l
((p -f. a-)) 

- ^((«))3r.,((/>))^
0
((p))3r

0
((r -f- «')). 
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Deuxièmement nous pouvons poser 

<«> 

koCl] =C|&»(ρ»ρ«)φ»((Γ»<v>0) 

H-c
a
 Ρ

2
)Φ,((ρ,^, /)) 

+ C,&oi(^» <,«)Φβι((^ 0) 

^ C»-3 V Π * 2 'dG5((v,w,l)) 

(t = i,a). 

lin substituant des demi-périodes, nous obtenons les formules 

{<)) 

Se, = 2rea((a)) Ζ
0Λ

((ύ))Ζ'3(ν,)0ΖΛ((\ν)) 

Ν c;l = S, 3 (( a)) Sl;l(( &)) &'3 ( e,)0 S?3 (( w)) 

Ν ca = 3γ
2

., ((a)) £
2
, (( b)) ( r

e
)

0
 £r

;
, (( «· )) 

- Sr
3 ((a)) Sr

3
 (( b)) £r'

a
 , ( r, )

0
 3Γ

2 4 (( «·) ), 
Ν c

;l
 = S,

 3
 (( a)) S

l;l
(( &)) &'

3
 ( e,)

0
 S?

3
 (( w)) 

- Sr3 ((a)) Sr3 (( b)) £r'a , ( r, )0 

Νc„ = - 2r
s
((a)) Sr,(( &)) 3γ

03
 ((«')), 

Ν = Sr#((w))Sr'3(re)0S0,Sre>((iv)). 

Ici Ton a pose 

S&(ve)o =L àr, ' 

Enfin nous voulons poser 

(1 ° ) 

sfe^=c. S»0» «'.)·.((·'.w;l 

+G'
a
 (c,, Ρ2)Φ, ((r, W1, / ) ) 

, c
 c /

f
,
 p

 y <**»((<',«·,0) 

+ c4S5 (v1, v2)² dO((v,w,l)) 
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Pour les constantes s'obtiennent les valeurs 

(■■> 

«Î-. Sr® (( «p)) 2r. a (( w))( 13,3) 

== - ι >((«)) S» »(W) (()) -:ι (r» )» 
- S, ((a)) à, ((b)) Sr,, (( iv)) S?',, ( ν ι )0, 

«a-»((w))Sr„((w))(i3,3) 
= r, ((a)) S-3 ((^)) - . ((«0) -1 )o 

~ Sr,
 s
((a)) & , 3((&)) £r

s
((ir ))£?; (r. ),, 

C2SoSo3((w)) 

~ * Λ \ ((Λ)) ̂ 2*(( ̂ )) **2·» (0*0) [î!3 ^3 t O'i )o « I I Ο 2 )ϋ |i 

c1-.2-.2 ((«>)) 
= Sp3 ((a)) So3((b)) 

~ ê.,S.,«·''» [«■(/.«'f "*%""")] 

+c1[l2ri + dlogS3 ((w)) /dw2 

[(l3,3) = S
3
A,A.

;
, J. 

D une manière semblable encore d'autres relations peuvent être 
établies. 

lin outre, nous pouvons former d'une manière analogue le produit 

Sr
}
 ((e -h a)) 2r, (( ν -+- h))... 3r

s
 ((p -+- //*))efllg 

Il peut être représente ou comme fonction linéaire des quantités 

^a((^j **'» 0)»:«,οι,ι,ο» 

dont les coefficients sont des fonctions entières des fonctions thêta pri-
mitives ou comme fonction entière des quotients différentiels des ({nan-
ti tés 

<I>
3
(( e, «ρ, /)) et Φ, (( v, iv, /)), .... 
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Ici Γοιι a pose 

o'6 — αε -+- bt -+-... -f- w?6.(E: 1, 2). 

Les constantes peuvent être déterminées par des développements en 
séries. Pour simplifier ces développements en séries dans le cas traité 
et dans le cas général, nous introduirons, comme dans la théorie des 
fonctions hyperelliptiques, les variables u, et u.2, en posant 

(12) 
U| — Κ.i2v2, 

U
2 =Κ„Ρ,4· K23v2. 

Les quantités Κ,,, K
12

, K
2I

, K
22

 sont déterminées par les équa-
tions 

■'sx^/o— -< ' 

03) 
3 \ 2/0 ^22 Gji CrSC-S ' 

C,' \ If ^03*^lî*^O^I4 

S'i x^a^o — ~ ^ia c, c, cj 

En même temps nous définissons quatre quantités Κ , Κ,, Κ[
Λ
,, Κ j 

par les équations 

ΟΙ) 
k-11 ^ 11 ^0 a ̂  ι a ^ 111 ιι · ι a 1 a -22 — h ,,,, 

1ν2| ν | | "Ι" L22 · I 2 "" Κ2|^ Κ24 "|2 ί" lX
2'2 · 2 2 1Χ ·>·ι · 

Posons alors 

(I.)) 
/, Χ, Κ., | ! Χ21^2Μ 

CO, — νν,Κ,, -f- ο?

2 Κ., 2, 

/•2 λ, Κ,2 +· À
2
 Κ. 22 4 

ω2 = tv, KS1 -+- «'2 ha2. 
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Nous aurons des fonctions qui satisfont aux équations 

(16) 

/(», -h Κ, „ «a 4" K
ai

) = (- l)s'/(u
n
u2 ) e 

/(«, -h K,a,«,4- K33) = (~ !)'»/(«,, ΐΛ
>
)β,)·'Κ"+)·Κ»,π', 

/ ( «, -h K',,, tt
3 4- K'

2
, ) = (— I )A- /( u,, lt2 ) i+^'i I, 

/(«, 4- R'
1U

, «3 4- K'
22

) = (— i)\/("M ι/
2
)β-π",*,+λ,κ'ίΐ+),κ". 

α,Κ= 2R
3î

i</, + ̂  

-
3
K„ (», + £) 

4- K.||K.»î Kaik.« 

α,Κ=-2Κ
2)
^, + ̂  

+ αΚ„(ιι,+ =ΐ) 

R I 2 R 2 I "I- R 2 2 R · · ' 
Κ = Κ.,, K22 K,aK3l. 

Nous désignerons les quantités de cette nature sous le nom de fonc' 
lions quadruplemenl périodiques de troisième espèce, mais nous 
nous bornerons à celles qui peuvent être ordonnées partout suivant les 
puissances croissantes de m, et u

2
. 

Ces fonctions se composent des fonctions fondamentales ci-devant 
définies si l'on substitue u

n
 ω,, ω

2
, λ

η
 λ

2
 au lieu de e

n
 v\,, ce,, iv

3î 

/,, /a. Il convient de les remplacer par d'autres éléments simples qui 
n'en diffèrent que de certaines constantes. Dans le choix de ces con-
stantes il règne une grande variété. Nous les introduirons pour sim-
plifier les résultats dans les solutions des problèmes proposés et les 
varierons avec ces problèmes. Premièrement nous voulons les intro-
duire de la manière suivante. 

Proposons les fonctions thêta primitives comme fonctions de u
t
 et ie

3 

et désignons les quotients différentiels des fonctions thêta impaires pour 
les valeurs spéciales u

{
 — u

2
 = ο par 

d 3χ(('ΐι ('f)o 
du» 
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i\ous obtiendrons les formules 

d3r3(ei,rt)e 

èui ~~ ' 

= S01S12S23S2 

OS24('»)o Jp8 STu^O^IV 

d^nO'i; <*8)0 
d//â ~ ' 

So4('2)0 ^nSrpiS2S23 
dit\ &3J&4SÎ5 

à ('
2

)o S14S01S2 
d//j 

Q'i, *'2)0 ^3^4^f ̂ 0 
(î//| 

à3\{*\y ('j)o __ aS5S4S2S11 

dSo (v1(*2)0 ^1 a ̂ »4^01-Λ 
dW| ^34^4^5 

d*^p5 (<'ι? ^'2)0 ^2 ^ 

^•^*13(^1» ^*2)0 ^23*^03 ̂ 3 "'3 4 
dlt\ "'34^4*J3 

d J)3 (('|> <'j)p ο •^~23*^'|:| •^•'i *^3 V
 # 

v 2 "/»3"'θ1 \2 2 2 3 ,.'J ,Ji"'ui 

Knsuile nous désignons 

<ιΗ) -?·('^''') = a
t
(u„ «

2
)= σρ((»), 

pourvu que £p(e
n

 v
?
) soit une fonction paire de ses arguments et 

(IC)) -γζ-η . r- = σ
β
(«

η
 U

2
) = 7

Λ
((ΐί)), 

du χ du 1 
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pourvu que Sr
e
(r, v.

2
) soit une fonction impaire des mêmes arguments. 

A l'aide de ces quantités nous définirons les fonctions hyperellip-
liqucs par les équations 

(a
"> «0=^(^77,7)· 

Kiiflri nous poserons 

(2.) 

σ„(//,, //
3

, ω,, ω,, λ,, λ,) = σ
β
((«,ω, λ)) = "u

 &a((tr)) ' 

Pa (u1» "a» ω,, ω„ λ,, λ
2
) = ?«((«, ω, λ)) = -yp * 

loules les fonctions cjuadruplcment périodiques de la troisième 
espèce qui possèdent les propriétés auparavant établies, après être 
divisées par s'expriment rationnellement par les fonctions 
liyperollipliques des arguments u% et u.2 et par les quantités 

?«((//, ω, λ)). 

( les fonctions elles-mêmes satisfont aux équations 

t>u) 

?«<". + Κ. η "a + Κ an ωη ω2> λ,,Μ 
= ( — ιy«9

e
((«, ω, X))r?a'K"+x'K*',m, 

?«( ■+· U-i Κ- 22) ωη ω2) ^ί)y2 
= (-1) E 1 

9β(«,Η- Κ',,,//,4- Κ'^,ω,,ω.,λ,,λο) 
= (—· ι)Λιφ

β
(( //, ω, λ)) e(A,K',+A,KiI ° rI - NX1 NI° 

^α("ι Η~ Κ,
 5

, j s ) ^ « ) ^ 2 ) ^ ι ) ) 
= (— i)Af9e((w, ω, X))c(/,K'll4-/»Kb)71'-nx3ri 

Κα', = 2 K
aa

(o, — 2 K,aco
a

, 
Κ a'

â
 = — 2Κ31 ω, + 2Κ η ω

2
, 

et doivent être choisies comme fonctions fondamentales. 
Nous désignerons les quantités de cette nature sous le nom de fonc-

Journ. de Math. (\· série), lome III. — Kasc. I, 1887. id 
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fions quadruplemcnl périodiques de seconde espèce. Les fonctions 
o
a

((Uj ω,λ)) ont au surplus la propriété qu'elles deviennent infinies 
quand la fonction σ5(«η r/

a
) devient égale à zéro. Les fonctions fon-

damentales que nous avons introduites ne sont pas indépendantes l'une 
de l'autre; mais il suffit d'en connaître une seule pour les connaître 
toutes, supposé en effet que les fonctions hyperelliptiqucs soient con-
nues. Gela suit des formules du théorème d'addition dont nous voulons 
citer au moins les quatre suivantes : 

; p;Q= p'5q5² + u²u1² 

+ κκ>»'<Ρ,<7. + ~ V~~PÏ>9»< 

(ï'i) 

P'Q'i = PPQQ + 

+ x²1/ 1+x 

—rrir.—— Λ « Λ * y. » y. » 

P i / \> 11 11 M·? [■*>, ( I H~ )" 1 t / 1 

+ 1, — -*-^1-■—Ρι,Ρ.,'Ι,,ν.» 

P. q»',=ρ» p, q'-. -+- ̂  ( ■ + *2 'ρ, p., q\ <L, 
-t- a2XJ/>;p'„g,y„, + x\XJ(i -+- μ2 )2p\,p,, y',,y,,. 

Dans ces formules, on a posé 

D* = *«(( u H- ω)), ( )'
Λ
 = σ

Λ
((u - ω)), 

*;=ι-χ», λ;=ι-λ% α;=.-[Λ2, 

/>«=*«(("))> r- σα((ω))> 
u2 = κ2 — α8, u.? = λ2 — u.2, λ* = κ2 — λ2. 

Les constantes que l'on rencontre dans les relations dont nous avons 
prouvé l'existence s'expriment à l'aide des développements en séries 
qui seront considérés dans le paragraphe suivant. 
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IL Le développement de la fonction 

ω fs ( W2i ωΜ ω2ί ^D^j) — * ff- («ι, Wj)y1,y2 

cr8( «, Η- ω,, ut 4- ω,) βίλ,α,+Χ,Μ^πι 

~~ »a(«ι» "«)*·(»!» ω«) 

dans le voisinage du point w, = ο, it. = ο, n'offre pas de difficultés. 
En effet, nous aurons 

(a) 
lof? ^2J ω2) 

= logσ5(«, -+-ω,, κ2 + ω3)- loga-(«
t
, «.,) 

— loga
5

(oo,, ω
2
)4-(λ,«, 4-λ

2
«

2
)π*\ 

Le coté droit peut être développé suivant les puissances croissantes 
de «, et «2. 

Nous obtenons 

O) 

log*, (m, -f- ω
η
 u. 4- ω2

) - loga
5
(//

n
 //

2
) 

= 1θδ
σ
ί(

ω
ι>

ω
.) + ", Γ^^^+λ,πίΊ 

+ u2 [dlogg5 (u1;u2) 

Les coefficients des puissances supérieures s'expriment rationncllc-
nient par les fonctions hypcrelliptiques des arguments ω

η
 ω

2
 et par 

les quantités κ2, λ9, μι2. En effet, cela suit immédiatement des rela-
tions 

(ί) 

—>7f— = dlif— + β a1' (("» + Î4 »!..((«))-, 

-Ιΐ^τ,ζ- = άιΰάϊΓ, + ri a1· ((")) + il a1' » «Ό) -

—35»— = + ÏH a1· «"» 

4- χ2*; al,((ιι))' + μ'λΗ,' "**μ>)' al,,((«))a. 

-h ~ (α
20

 m'; -h 2<ζ,
 t
 u

t
 u., 4- «02 ut) -+-
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Dans cos formules on a posé 

d²g__ Γ d'<r
5
 ((</))" 

Ou* L àu\ _u1 = u2= 0 

Nous arriverons ainsi au théorème suivant : 

Théokème. — La fonction 

?»(W|, "2» ^2? î 

s'c.rprime comme produit de deux facteurs. L'un est égal à 

ίίί|·«σ»(ω,,ω,). .1 , r<ilotrT5'w,, ω,) . _.| 

l'autre peut être ordonné suivant les puissances croissantes de u, 
et iu. Les coefficients de cette série s'expriment rationnellement 
par κ-, λ2, μ2 el par les fonctions hyper elliptiques des arguments 
ω, et ω2. 

Il on résulte que, si nous posons 

/-\ _.·ί dloga
3

(u>„ ω,)
 n

 ω,) 
ν 7 σω, " </ω2 

nos fonctions peuvent être développées en séries dont les coefficients 
sont des fonctions rationnelles des quantités ci-devant définies. 

Nous arrivons maintenant au problème plus difficile d'étudier le ca-
ractère de la fonction fondamentale dans le voisinage d'un autre point 
quelconque. 

Nous nous bornerons à un cas particulier. 
Nous supposons 

(()) -/χ _ _ dlogiTi __ _ <)loggi(c>|,fa>
2

) 

et nous proposons d'étudier le caractère de la fonction 

(7) 
f I (

w

n
 U11 ωη

 w

2) λ,, λ
2
) — - ·,

ι(ί<ΐ|</ι)
y1, y2) 

ι, (//, ω,, Mâ-h ω2) gU, 

~~ »ι(«ι, Μι)*ι(ωι,ω,) 

dans le voisinage du point u, = o, u
3
~ o. 



SUR LES FONCTIONS QUADRLPLEMENT PERIODIQUES. IOl 

Pour cela nous partirons des égalités 

<») 

à Ιορ:ψι (ttt, ttj, ω,, to
t

, λ,,λ,) __ dlogg|(«t-4- ω
η

 Μ,-f-ttft) 
du» dut 

__ dloggjn,, u
t

) __ diogg| (ωη ω,) 
à Ur à(oe 

(ε = i, a). 

Cela posé, nous aurons d'abord 

(9) 

d logff, (u
t
 4- ω,, κ,-π'ω, ) __ d log <?ι (ω1?

 ω,) 
ûiii άω

ι 

(ω,, ω,) à1 logσ, (to,, ω,) 
1 du* 3 doit d<at 

-h 7~(^o«; + ab
n

u
i

u.
2
 + b

02
ul) + ..., 

d Ιο#<Tj (u
t
 Η- ω,, //, -t- ) __ d log^i (ω,, ω,) 
dut

 d<i>
t 

— d'Iogg! (ω,,οη) d* logJi (ti)
t>

 ω,) 

' doitdtoi 3 dbi'2 

+ 1/1.2 b'20u²+ 2b'11u1u2+b'02 

Mais des équations 

(1 o) 

di loggi (//,, u
t

) _ 0*<T.(u
t

, //,)„ 1 » 
duj ~ du\ (î + x1)4 aliiWoWi)1 

x*xf λ£ al
3
(^i, Uj)% 

(i-hx*)2 ult(«,,ut)*' 

di log g, (/<1, Uj) _ d'-G:, χ* ι 
duiditi diiidut (1 -l-x*)1 alt> "i)2 

_ .*^ΛΜ_ m2 ala("i, "s)2 

(ι + *'Γ »!,(«„ a,)*' 

d2 loffg,^,, Uj) d^.ju|, Uj)
0
 _ xv î 

du'j du$ t1-H*4)* al^u,, «,)* 
, (' +μ')' „j„jp "*)% 

(14_κΐ)2 . *al,(a„ «,)* 
_ χ>χ?λχ „♦ »U(«n "i)4 

(i-+-x*)*r αΙ,(ί/,,Μ,)
4 



102 KKAX'SE. 
nous concluons que les equations (9) peuvent être représentées de lu 
manière suivante : 

00 

d logor, («, H- ω,, Ut·+- ω,) d log<Xi(b>,, uij) 

ÔUi âio, 

- dïj + U' du, du, + 1 ■<"" "*>' 
à loggi(«|H- Mt>

 eu,) _ dlQSg|(Mt>
 tp

t
) 

ύιΐχ d<i>
s 

- du, du, + din + 11(</" "*>■ 

Dans ces formules «
2
) et P2(«,, u.x) sont des séries ordon-

nées suivant les puissances croissantes de u, et u.
x1

 dont les coefficients 
s'expriment rationnellement par les fonctions hypcrelliptiqucs des ar-
guments ω, et ω

2
, et parles grandeurs κ2, λ2, μ2, 

lin outre, nous pouvons poser 

(12) 
P1(u1, u2)= df1 (u1, u2) 

P,(«„ «,) = ̂ 1^'· 

Dans ces formules f(uit u.,) est aussi une série ordonnée suivant les 
puissances de w, et u

2
 dont les coefficients ont les qualités déjà plu-

sieurs fois citées. 
Alors nous obtiendrons le résultat 

tllog'.J', (u,, i/
2>

 to,, (o
2
, Χ,,y2) 

^ TTâ L 1 àiTî ' 2 2 ! 
4-rf/,(f/M wa)-//loger,(//,, w

2
), 

ou aussi 

0Ό 
ψ,0,,Μ

3
, ω,,ω

2
,λ,, λ2

)σ,(//,, it
9
) 

= Ce L 1 «M ' 1 <M«, « - J P(„
n
 „

a
). 



SUR LES FONCTIONS QUADRUPLEMENT PÉRIODIQUES. Ιθ3 

Dans cette formule P(w,, u2) est également une série ordonnée 
suivant les puissances de u{ et u.2y

 ayant les mêmes qualités que 
l\(w

n
 u.j), La constante C s'obtient égale à l'unité en posant sur le 

côté gauche et droit u, = u.2 = o. 
Joignons-y le résultat que la fonction σ,(α,, u3) satisfait λ une 

équation de la forme 

σ, (u,, u.
2
) = 0*1' du* +î'"'" d>'\ Jp'(

Wn
tf

2
), 

nous aurons le résultat 

04) Ψι(«η "
2

, ω,,ω.,, λ
Μ
 λ,)= a;

S
, 

ou aussi le théorème 

THÉORÈME. — La fonction Ψ«(αη
 u%y ω,, ω2, λ,, λ

2
) peut être re-

présentée comme quotient de deux séries ordonnées suivant les puis-
sances croissantes de u, et u.2. 

4. 11 s'ensuit des considérations précédentes qu'il doit exister entre 
les quantités y introduites une variété infinie de relations différen-
tielles. Nous pouvons déterminer les coefficients à l'aide des dévelop-
pements donnés au dernier paragraphe. Nous préférons cependant 
dans les exemples suivants une autre méthode qui, à son tour, don-
nera quelques lois pour le développement en séries. 

Nous pouvons poser 

(I) dK((v,w,l)) = ci O ((v,w,l)) 

+ c3P01((v)) 901 

En substituant des demi-périodes, nous obtiendrons 

dE03((w)) I P' 

'
 M *·»(("·)")

 &·»((«'))
1 

(2) = P' (ve)oP13((w)) 
* Λ 2fo3 ^93 ((^)) 4 2Γθ3 "*03 (iW)) 



Ιθ4 KRAUSE. 

D1unc manière semblable nous trouverons les formules suivantes : 

o> 

dO((v,w,l))
=FÏ

, ,
ILI((1

, ,
}+(F

 M ♦.((,. /)) 

+ HT |ff *.(('·. 0)+C Ûi ψ., (('·. «·- '». 

c3- <)μ·, 57Γΰ^·)) 1
 ' ·

_

 s.. »««»·)")' 

te» ^1 :i (<'£ )o ^3((**')) igi ^3 (('ê)u 3,»((»')) . 
~*03 ((**')) 8 *^03 

dO01((v,w,l))Φ., ((,·, «·, /)+ <; |i|| ♦,((.·, «·, /)) 

+m M··. «·. ο+<?, m ψχο'. «·, ο). 
dP13((w)) I 

® d»v
2
 J13((iv)) ε ,0 ^

03 a ((,41*)) 
lit *^1 3 (('ε )θ ^ft3 ((ει ^3 0 6 ((**')) . 
'' *^o3 •^ΙΐίΙ"')) 12 *^03 •^l»((,ï')) 

diO((v,w,l))=»*♦«««·. «■,/»+«·■,·;m ψ.,((v,w,l)) 

+c §$> ((«·.«·, ')+<·?; j® ♦.««·.··. ')h 

t|:< ~ dtVg 2r
3
(((f)) U " 11 _ .%3 ΞΤ3<(^·)> 

igi ^1 a(( e)q ((n·)) (£, b'i \i ^03 (('\'D _ 

' '* *^03 ^3 ((t1(')) ^0» *^3 (("')) 

Introduisons maintenant les quantités //
2

, ω,, ω
2

, ..., el posons 

(4) 

•rs = ?β(0> ω, λ)), 

*' =—ΟμΓ" ?·«''> ω'λ^· 

r01 —«WMÎ— ω' κ»> 

x0 ~~ βΙ
Μ

((ω)) ιό(("» ω, λ)), 

TCi7
t
= - ίΜ^-· 



SUR LES FONCTIONS QUÀDRUPLEMENT PÉRIODIQUES. IOD 

Nous obtiendrons alors les formules importantes et fondamentales 

(5) 

gf = dlogaUM)^- + al,((«)) α, - x
!

(n-j**)al„, ((«)).r„ 

dx²/du² = dlogal13_
 Χ»|Λ8(1 + ) al.,((«)) JE. , -+- Χ

1

 μ-JJAJ al0((«))a:„ 

drj
 =

 dlog<(W)
a
,
|
 _

 ali((„));r5 _ al0, ((«))«,, 

Ί)«, " (ΐω, 371 ΐ + κ* alo«vW;;ro +·
 I4

_
x

s &ΜνΜλ> ̂ OM 

c?«!~~ «ίω» Xoi I-+-JX4 , +((u))x3 

^01 _ ^alin((t0))^ _ I4·8
 q

l //.Λ\
 r

 _ μ! !*£(» + *') J » 

dxo
=

 da

^
M))

 a?„ + (ι -*- χ
2
)(ι 4- [J.

2
) al

t
((u))x

0i
 - (ι+*

i
)al

01
((a))a?

l
. 

^ =
 da

^
M))

 - (ι + x
2

) Falo, ((«)) Jg| -Λ·((«))^5· 

Dans ces formules on a à poser 

(G) 

daloa((w))= *»(i + n*)al,
s
((o>))al.,((o>)), 

—ΛΓ5 = -χ2 »l.((»))«I.((«)> + *>'(< + μ*)a'i,((ω)>a'o,((ω))) 

—ST
1
 = ·>.((»))«1.((ω)) + 3Χ2(| + λ*)al,,((ω»al,, ((ω)), 

dal2= a χ V (, + V)al,, ((«)) al., ((ω)), 

'1^}1 = μΐ \fi »1. ((ω)) al, ((ω)) + ̂  «!„((«)) al
M

«<a)), 

^^ = r^al«'(W) «ι., ((*>)), 

dal3= Γ' a1»((^))»l>((<»)) - al
4

 ((ω)) al,, ((ω)), 

£îg:ii = ïî ·!.((«)) »»..((«))■ 
Journ. de Math. (î« série), tome III. — Fase. I, 1887. ^ 



ΙΘ6 KIUUSE. 

Divisons les équations (5) respectivement par #5, xn xon x0. 
A l'aide du théorème d'addition, les quotients 

α, (3=5, 1,01,0 

s'expriment rationnellement par les fonctions hyperelliptiques primi-
tives. Les coefficients sont des fonctions rationnelles de κ2, λ3, jxu et 
des fonctions hypcrelliptiques des arguments ω, et ω2

. 
De là on tire le théorème suivant : 

THÉORÈME. — Tous les quotients différentiels du logarithme dès-
fonctions introduites s'expriment rationnellement par les fonctions 
hypcrelliptiques des arguments «, et u2. Les coefficients sont des 
fonctions rationnelles des quantités κ2, λ2, μι2 et des fonctions hy-
pcrelliptiques des arguments ω, et ω.2. 

De telles formules peuvent être établies en grand nombre. i\ons 
pouvons les regarder comme analogues à celles, dans la théorie des 
fonctions elliptiques, qui ont été établies d'abord par Jacobi et se trou-
vent à la fin du Tome Ier de ses Œuvres complètes ou dans ses ira-
vaux sur la rotation d'un corps. Qu'il me soit permis de renvoyer le 
lecteur, concernant ces théories, à un travail de M. Staude qui a été 
publié récemment dans les Acta malhematica. 11 n'entre pas dans mes 
intentions d'épuiser toute la variété des relations différentielles. Je 
vais seulement ajouter aux relations déjà établies quelques-unes du 
second ordre où nous supposons que 

_;/ d2f
s
«u')) _

;/ d3r,((w)> 
{/il' | " uii*.2 

!= = c,x
t
 + ejal, ((u))x, 4- e',al

0
|((«)).r

0
,, 

β
.
 =

 [d logali, ((»))]'
 +

 ^
 (

,
 + χ5)Ι al( {(u))

,
 + χ1 a

,
oi ((||))

,
t 

- _ a \a l~d lofç al
0
s ((ω)) , dlogal

at
((w)) d logal, ({»))' 

_ ..2/. , ..a\rdlo?al
n3

((to))
 t

 d logal,s((io))
 t

 à logal
0l
 ((«))'|. 
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liiif = + e»a1· ' ((")) x« ·+ β"ι al° ((")) *·> 

< = [*' "l:;
 <<

'"
)>
]'

+ f*'*2"'.! ((«))'- !*)>!*" «i.(<»)2> 

Λ
, _ „s,, j/, , ...|\Γ<ΗομηΙο»((ω)) , ()ΙομβΙ,

3
((ω)) , d logal

0
, ((«))"] 

'· -Ρ·.* Ή 3^ + —+ —W, J' 

()ΠιdUi — ''>V, ^>l,((w))x·, -+- <al
nl

((^))x
ot

 -h <al
0
((tt))x

0
, 

,,
 = + ̂ {ι + xtyAtmf 

+ «A- xa al
0

, ((u)y — [A£ μ; κ- al
0
 ((>/))% 

S - -ΜΛχ(ΐ+Χ ) | jj- + + jjjj- J. 

' , C + μ J>| 33; + 33;— + 33;—I 

-x j» (|+|X )| ^ H JJJ- + ^ , 

'. =* Ρ,Ρ*[ 33; + —33; + 33; J· 

\ous pouvons aisément tirer de ces formules des équations aux-
quelles les fonctions particulières satisferont et dont on connaît les in-
tégrales. En outre, les modifications les plus variées y sont imagina-
bles et possibles, précisément comme vous l'avez montré pour les 
fonctions elliptiques dans votre Ouvrage précédemment cité. Il ne me 
reste plus qu'à montrer qu'il y a en effet des problèmes de Mathéma-
tiques appliquées qui conduisent à de telles équations différentielles 
et quels sont ces problèmes. Je me réserve cette recherche pour une 
autre occasion. 


