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JOURNAL

DE

MATHEMATIQUES

PURES ET APPLIQUEES.

Développements en séries trigonométriques de certaines fonctions

nériodiques vérifiant U'équation AF = o
H

Par M. APPELL.

Soit ¥(x, y, 5) unc fonction de trois variables réelles z, y, 5 que
nous considérons comme les coordonnées rectilignes rectangulaires
d’un point M; supposons que cette fonction vérific I'équation

*F  »#F  *F

¢t admette par rapport & x la période 2¢, c'est-d-dire remplisse la
condition

F(z+aa, y,3) =F (2, y, 3).

Il résulte du développement en série de Fourier que, si cette fonc-
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tion est régulitre en tous les points de I’espace situés a I'intérieur d’un
cylindre paralltle & Paxe des coordonnées x, clle est, ainsi que toutes

scs dérivées partielles, développable en une série trigonométrique de la
forme .

V=00
YR « IR
F(z,y,5)= 2 (A,,cosT + B,sin T)’
v=0

convergente en tous les points de I'intéricur du cylindre : les coeffi-
cients A, et B, sont des fonctions dec y et 5 vérifiant I'équation

av vV v
'a}',‘,‘ -+ 'd_? o a—’ V = 0.

Si la fonction F(z, y, 5) admet la période 2a par rapport a x ct la
période 23 par rapport 4 y,

F(x +aa, y,3)=F(z,y + 28, 5) =F(x, y, 3);
et, si clle est régulicre en tous les points de I'espace situés entre deux

-plans paralléles au plan z Oy, cette fonction, ainsi que ses dérivées,
est développable en une double série de la forme

$y=w
F(x,y,3)= 2 (pr coswcos%} -+ B, ,cos P'Trs'any
myv=0
l‘* yrY E‘- =Y
+ Gy, sin = cos —= -+ D,,si .3 )

convergente cn tous les points considérés; les cocfficients A, ,, B,,,
Cyvy Dy, sont des fonctions de 5 vérifiant I'équation différentielle

(‘I;:;J ﬂ:’("i {S:)U=O'

Je me suis proposé d’appliquer ces propositions générales, qui sont
bien connues, aux fonctions lcs plus simples satisfaisant aux conditions
précédentes. De méme que, dans la théoric des fonctions d’une va-
riable imaginaire, les fonctions périodiques les plus simples, aprés les
fonctions périodiques holomorphes, sont celles qui admettent une infi-
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nit¢ de pdles distribués réguliérement dans le plan comme cotsousnz;
dans la théoric des fonctions de trois variables x, y, 5 vérifiant 'équa-
tion AF = o, les fonctions périodiques les plus simples, aprés les fonc-
tions périodiques réguliéres en tous les points 4 distance finie, sont
celles qui admettent une infinité de poles distribués réguliérement
dans I'espace, le mot pdle étant employé ici dans le sens que nous lui
avons donné précédemment ( Comptes rendus des séances de I’ Aca-
démie des Sciences, 5 février 1883, ct Acta Mathematica, t. 1V,
p- 313). Ces fonctions périodiques se présentent dans la résolution de
différentes questions de Physique mathématique, ainsi qu'il résulte
d’une remarque de Riemann ('), de plusieurs Notes présentées & I'A-
cad¢émic des Sciences par MM. Boussinesq (), de Saint-Venant, Fla-
mant (*) et Chervet (*); ces applications, avee quelques autres que
j’'ai cu 'honnecur d’indiquer dans une Note présentée a I’Académie le
28 janvier 1884, se trouvent résumées dans un Mémoire Sur quelgues
applications de la fonction L(x, y,s) & la Physique mathéma-
tigue, publié¢ dans les Acta mathematica, t. VIII, p. 265.

Les développements cn séries trigonométriques obtenus dans le pré-
sent Mémoire se prétent facilement au calcul numérique. Comme on
le verra, ces développements présentent une analogic intéressante
avec ceux des fonctions simplement et doublement périodiques ct, en
particulicr, des fonctions

logsin(x + yi)sin(x — yi),
log0(z +yi)0(x — yi)
qui satisfont & I'équation
dtw  Pw

2 =00

o= o

Les principaux résultats contenus dans ce Mémoire ont ¢té indiqués
dans unc Note présentée 4 ’Académic le a1 juin 1886.

1) Schwere, Electricitit und Magnetismus, bearbeitet von Hattendorff, p. 84.
*) 3, 31 janvier, 30 mai 1870,

3) 3, 10, 24 avril 18823 12, 19 novembre 1883.

*) a4 septembre 1883; 11 février 1884,
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1. Soit 2,(x, y, 5; @) la fonction définic par la séric

o~ (. o ) = 1 ! 1 ot
(1) edny, 3i0) \/m+2 [\/(w—lna)’-i—y’—i—:’ \/m’a’l’

ot tous les radicaux sont pris positivement, la sommation désignée par
2’ s’¢tendant & toutes les valeurs enti¢res de m positives et négatives,
zéro cxcepté.
Cetle fonction 2, satisfait & I'équation différentielle
@e, | de, | e,

a4z, = oz oy? +9F =05

clle est finic et continue, ainsi que toutes ses dérivées, en tous les points
de T'espace, & 'exception des points ayant pour coordonnées

(2) T = ma, y =0, 5=o0

m prenant toutes les valeurs enti¢res, zéro compris; enfin elle ne change
pas (quand on augmente x de la constante @ :

c(z+a,y,s5a)=2,(sy,s;0a).

Cetle derniére propri¢té résulte immédiatement de ce que la diffe-
rence
el("" +a, ), :‘) - 34('7"3 b ) :>

Py

]eut s’écrire

m=<«+«

~ 1 1
mzw [\/[.z' —(m—1)aP+ 3+ 3? - V(z — ma)t+ »* :’]’
séric dont la somme est ¢videmment nulle, puisque les termes se dé-
truisent deux & deux.

En employant la terminologie que nous avons introduite dans un
Mémoire Sur les fonctions de trois variables réelles satisfaisant a
I’équation différenticlle AF = o (Acta mathematica, t. 1V, p. 313),
nous dirons que cette fonction €, cst régulitre en tous les points i dis-
tance finie, & I'exception des points (2), qui sont des péles de ré-
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sidu + r, qu'elle a un point singulier cssentiel i I'infini, et qu’elle admet
le groupe de périodes (a, o, 0).

J'ajoute (u'a I'aide de cette fonction on peut exprimer le potentiel
d’une masse liquide limitée par deux plans paralléles ct traversée
par un flux d'électricité a I'état permancnt, comme il résulte d’une Note
présentée 4 PAcadémic des Sciences, dans la séance du 24 sep-
tembre 1883, par M. A. Chervet.

“n tous les points de I'espace autres que les points de I'axe Oz, celte
fonction 2, ct toutes scs dérivées pourront étre développées en séries
trigonométriques procédant suivant les sinus et cosinus des multiples

27X ~ . . .
de ~ Fn particulier, on aura, en tous ces points,

VR
a

e.(x,y,:;a)=Ao+A,cos-2—}f +...+ A, cos ey
développement qui nc contient que des cosinus, car la fonction £, cst
paire en x.

Lies cocfficients Ay, Ay, ..., A, de cc développement sont des fonc-
tions de y et 5 que nous allons déterminer.

L posant, pour simplificr,

(‘) )'24— 3*=u,

on a

©

’ ! ! i 1
. == s - 4
(4) ' Va4 u z [\/(a, —ma)+ u \/m’a*]

ce qui montre que les cocfficients cherchés Ay, Ay, ..., A, dépendent
uniquement de « ct de a. Au licu de calculer directement ces coeffi-
cicnts, il est plus simple de déterminer leurs dérivées, par rapport a «,

du’ da’ U7 du’

En différentiant les développements précédents par rapport i o, on
obtient

(5) de, dA, dA, anx dA, avea

%—zmt—-i-mcos-——a +--’+ WCOS a +-..,

Journ. de Math. ({° série), tome IIl. — Fasc. I, 138. 2
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puis, d'aprés (4),

az, 1 1 RN T

[(x — ma)?+ u];‘

' de,
(6) i
m=—o[(x — ma)*-+ u]*

. dA .
Pour calculer les coefficients —=, nous cmploicrons une transfor-

mation indiquéc par Riemann (Schwere Electricitit und Magune-
tismus, bearbeitet von Hattendorff, p. 88), qui nous a été signalée
par M= de Kowaleski.

Soit N une quantité positive, I'équation

r(§)=;r<;>=-i—*"

f Vs.e~ds

donne

T

ou, cn posant s = N/,

-

el

I ® = 1
— /t.e~Ndl= -
T i
Done, en faisant

N=(x —ma)?+ u,

l 1 5 = ;/_I_:\/‘ ﬁe—t(r—mm'-md’
[(x-—-ma)’+ u]? T

cl, d'aprés (6),

ona

n=+wn

("?) ...Z"..:__.___f \/2 —{le+xt) 2 eimiar—mitat ;.
oy 4

m=—w

Or, si l'on fait, en suivant les nolalions de MM. Briot et Bouquet
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dans leur Théorie des fonctions elliptiques,

etay qumra—mim’i
03(2, 0, 0')= Z ev ,
m=—a
on voit, en posant
1.7 ,
W = ‘—12) W = —~— a,

que la série qui figure sous le signe f dans la formule (7) est

i
03 (.'L‘, a‘l’ b a)-

On peut donc écrire

' ac, _ ! Tty =
(8) T —-nﬁt[ \/t.e 03(117, —a—e’-—'a) di.
Si, d’autre part, on fait
-l -
P =e © —e alt
el
Y=o
S LN t a2y
Fa(x) =1+ 321)" €os ——
v=1

on sait que P'on a (Brior et BouvQuer, Théoric des fonctions ellip-
liques, p. 320)

o ¥
() =\/w—‘. e 0y (i, w, w’),

c’est-d-dire, dans le cas actuel,
t i
S‘ X)) = —e—txt — — H
(&) =a\/-e O (2, = —a);

e""ea(w, Z—f, - a) = ;—%S,(w).

d’on
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Substituant dans I'équation (8), on obtient

s, __ 1 [ e~ "Zy () dt.

du aJ,

Iinfin, en mettant, pour 3,(.x), son développement en séric trigono-
mélrique

vV=®

T awmax
— ——‘m- Ny &
S,(x)_l—l—zze cos —
w=1
on obtient
d"’ o Vy== ” . [ D] a
= 1 2 == N o
?—’=——f c""dl—--—zf e “'dicos -
[£3 a o {lv:-' f
de

On a ainsi le développement de - en série trigonométrique. Les

cocefficients
dy, i, A,
de’ du’ 7 du

de ce développement sont

[ dA, U S ]
\ @ =—a) T d=—
(¢ / -
" d\, _ 2 f —n =Tt 1y
e =7 al ¢ '

in inlégrant ces expressions par rapport a «, on a

1
Ag=— -logu + By,
10 {
( ) a [° ~m—L,",'dt
J\V = - (4 “ T -+ Bv#
\ ady

ott By et B, sont des constantes indépendantes de «. Nous allons
montrer que toutes ces constantes B, sont nulles, sauf B, (ui est
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égale &

~ 2(logaa - C),

€. désignant la constante d’Kuler o, 577215. ...
La fonction

VY=»
29V
z, = E A, cos
a
Yv=0

vérifie I'équation Ae, = o3 or, A, étant unc fonction de « = y? + 32,
ona

Y=ot
92, Avirt 29TL
Y =——2 ~5 A, cos —
v=0
=
0*e, dA\, ;2 d*A, 29T
dy? “2 2de TV g )OS
v=0
e, _E 2dAV+ s 2 @Ay cosa\m.l'.
FE du LRl a ’
v==0

la somme de ces dérivées c¢tant nulle, on doit avoir

d*A, | dA,

v2g?
— + e A =0,
du? v

du a?

(11)

On vérifie sans peine que l'intégrale définic

2 2w ®de
].,:: - c asl —
aj, - ¢

est unc intégrale particuli¢re de P'équation différenticlle (11), ¢'est-
a-dire que Pon a

dtl, dl, vin?
(12) bt de — e !

y= 0.
D’aprés les valeurs (10) trouvées pour les coefficients A,, on aurait
A= I+ Bva

B, étant indépendant de u. En substituant cette valeur de A, dans I'é-
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quation (1) et tenant compte de I'équation (12), on trouve
vin?
= By=o,

ce qui donne B, = o pour toutes les valeurs de v autres que zéro. Pour
verifier la relation (12), il suffit de partir de I'identité

.

-Iu-!’—,—‘: wllc—i”v—‘ mly2
d\ te “t ) —e¢ Ol —tu+ == )dt
al !

el d'intégrer les deux membres entre les limites o et =, en remarquant
(jue I'intégrale du premier membre s’annule aux limites.

1l nous reste donc & déterminer B,. our cela, nous calculcrons
directement le premicr coefficient A, du développement de €.

[La formule

2VR.T
a

27T.L
Si=A,+ A cos— +...4+ A,cos +..s

donne, cn cffet, d’aprés Fourier,
: L e
Ao = _j Q. ([.L'.
a 0

Prenons, dans la série (1) qui définit e, les termes correspondant
aux valeurs de m comprises entre — & ct + &, k ¢tant un enticr positif;
el soit

m =k
I 1 2

. 1
bk—-—" -—/'___.'—'—.._. -+ 2 3 3 el e —
Velea Al V(x—ma)+u  (x+ma)+u ma

la somme ainsi obtenue : celte somme lendra vers €, quand on fera
augmenter / indéfiniment.
Or on a

/."S,,d.c _ loga +\\//(:‘:+ «

m=k S
(1—m)a+\J(0—=m)a*+ u
+ lo
ME_‘ [ & —ma-+yVniai+ w

+ log ——

(1 +m)a +\/(1+ m)ia*+ u 2
ma+ymiat+ u m
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Si, dans le second membre, on remplace la somme des logarithmes
9 ’ o)

par le logarithme du produit, on voit que les mémes facteurs, sauf
deux, se retrouvent au numérateur et au dénominateur, et ’'on obtient

“ k+1a+\V(k+1)a’+u T 1
S, dr = log . —2(: L -)-
( L & —ka+-\kiat+ u +3+3 +k

Comme l'on a

1 ka +\Vktal+ u
= ’
— ka+ykta’+ u u

on peut écrire, en ajoutant et retranchant 2 logk,

[ Sedz = loglti D VT a]Cha + VRTaT )
'“2('+%+%+-..+7{,—logk).

Si k augmente ind¢finiment, Sy tend vers &, et on a
a
L@t
f e, dw=log*=- — aC,
u
[

(. désignant la constante d'Euler,

(]::lim<1+§+-§+...+%-—loglt>

pour & infini : celte constante, que Gauss désigne par — ¥'(o0), a pour
valeur, d"aprés Gauss (Werke, 111 Band, p. 154),

C=—"Y(0) =0,57711566...;

donce, enfin,

A= (llfae, de = — élogu+ 2(log2a — C).

En résumé, si l'on fait

2T AVRY
ey yysia)=A,+ A cos— +...+ A,cos —— e
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les coefficients ont pour valeurs

.= — —logu+ (log')a——( )

- meve
"“""'—dl
[ e ""T, (v=1,2,....%),

Yo

(13)

o —— —

« désignant la quantite y* + 3*
2. Enremplacant ¢ par unc nouvelle variable = liée & £ par la relation

™

:a\/;,,

2 /‘ - “"’" t4d)dz
- T3 —
~a <

‘o

il vient

si done on désigne par f(e) l'intégrale définie suivante, qui dépend du
seul paramélre e suppose positif,

Y —-'T _l_ =
fy=g [ T

0
on pourra écrire
By e d(mE) ()
( VT a a /] a’l\ a )

Nous avons vu que ce coefficient A, vérifie équation différen-
ticlle (11),
d?A,  dA,

u 5 + Ay, ‘A’Tt"A
_— —_— = - = 0,
diu? du a Y '

introduisons dans celte équation la variable indépendante ¢ liée &«
par la relation
v\ u atz?

——y

« =y’

I"équation différenticlle deviendra

A, dA,

(I,|') E-(TET & —-."EAV‘:().
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1 serait d’ailleurs facile de vérifier directement que l'intégrale dé-

finic
1 [ —e(s+i)de
= - (4 . Se—
/&=:f -

satisfait & cette ¢quation. 1l suffirait de partir de I'identité

(}—i l(" — -';) c_s(H%)] = [—— ;(,- + %7)’ + Q_E + ':(" + %)]cﬁe(w%)

ct d’intégrer les deux membres entre les limites o et o, en remarquant
que l'intégrale du premier membre s'annule aux limites.
Si, dans I'équation différenticlle (14), on fait

. e=—3V—1m,
clle devient
BA, A, .
dr? dy, +nd,=o,

ce qui cst I'équation différentielle bien connue i laquelle satisfait la
fonction de Fourier

' ¢
Ul %

Jo(“l])‘:-l—' l,-%;—,—(‘;-—-m,—& +...

22

(ui est un cas particulier des fonctions de Bessel (woir, par exemple, le
Traité¢ de Todhunter : The Functions of Laplace, Lamé and Bessel,
Chap. XXXII).

Une scconde intégrale particuliere de I'équation différentielle e«
fournie par la fonction complémentaire Y, introduite par Neumann :
Theorie der Bessel’schen Functionen, Leipzig, 1867, § 17). L'inté-
grale f'(¢) est done de la forme

f(e)=AJ (aey—1)+BY,(2ey=1),

A et B désignant des constantes numériques ().
Cette intégrale

®de v+l
fE@=g [T
<o

(') Voyes un Mémoire de M. . Weser, Journal de Crelle, t. T5.
Journ. de Math. (4° série), tome IIl. — Fasc. I, 188;. 3
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a ¢été employée par Riemann dans la solution d'une question de Phy-
sique mathématique : Zur Theorie der Nobil’schen Farbenringe (*).
n éerivant

1 lds (i) 1 [Tdz -z(ael)
f(&):;L[ —e T+5f —c T

4 v

et remplacant, dans la premiére intégrale, = par =, on voit qu’elle de-

vient identique & la seconde; done

*d= —a(n-é)
f(s):fl e :

Faisant alors

) | o

e
‘:::t-—l—ﬁi:—i,

et
/(&)=

L ovEST

= o,

on trouve

ce qui est 'intégrale considérée par Riemann & la page 58 du Mémoire
cité. D’apreés ce grand géométre, la fonction f(¢) est développable en
série sous la forme suivante

/(O =X iy Tm) — loge],

m=0
¥ (m) désignant, suivant la notation de Gauss, la fonction

dlogT(m+1),
dmn

Cetle méme intégrale a ¢té développée en série semi-convergente par
M. Stielijes dans unc thése soutenue devant la Faculté des Sciences de
Pavis, le 30 juin 1886 (2).

(') Riemann’s Gesammelte mathematische Werke, p. 34.
(%) Voyes également un Mémoire de M, Lirscunz, Journal de Crelle, t. 36.
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Dans le Mémoire de Riemann : Zur Theorie der Nobili’schen
Farbenringe, cette fonction f(e) est introduite pour calculer les
cocfficients du développement en série trigonométrique de la fonc-
tion

m= o

N\ mi_ e et e e e I
U= 2‘ (=1) [\/f-*:f- (s+2mB—12)t Jriy(z+amB+a)

m=—x

r=at+4y

Or, d'aprés les notations que nous employons dans le présent Mémoire,
on a

- e A ’ Lo —_— ———
(@ yi4P) = "+"+«v-+2 [w/v’+y’+(~—wﬂ>’ \/rﬁn’@’)
la fonction U de Riemann est done

o3 )12y
—"4(0-{‘“,3"))’14@) e(s +a+133,z,y; 4B).

En remplacant la fonction e, par les développements qui résultent
des formules (13) et (13°), on retrouverait I'expression de U donnée
par Riemann,

la somme ¢tant ¢tendue &
paires de n.

En sc reportant & la Note de M. Chervet (Comptes rendus des
séances de I Académic des Sciences, a4 septembre 1883), on voit que
le potentiel déterminé par M. Chervet est, 4 un facteur constant prés,

toutes les valeurs enti¢res positives et tm-

e (x,), 5527)—2(x + =¥, 5;27),
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c'est-a-dire, d’aprés le développement que nous avons trouvé,

V=®
2

23 [1— (= 1 (7T cosvar

v=t

ou, plus simplement,

n==

%Ef[(%:m-}- l)\/y2+:“] cos(2an -+ 1)x.

n=9

3. Voici maintenant un développement analogue au précédent, re-
latif & une fonction qui admet deux groupes de périodes.

Désignons par @ ct b deux quantités positives, par m et n deux
nombres cntiers, ct faisons

Pun=\(x — ma)*+ (y — nb)*+ 5%,

Cma=\NNa@* 4+ n2D*.

La fonction dont il s’agit est définie par la série

(.5) ez(w,y’:;a’ b)=ﬁ+2'(_l——— T r_mz.zw—lm'[),

I - 3
m,n “a,n Pum.n

’
la sommcz ¢tant ¢tenduc i toutes les valeurs enticres, positives, né-

gatives et nulles de m ct n, la combinaison /= n = o ¢tant scule ex-
ceptée. Cette fonction e, vérifie '¢quation Ag, = oj clle a pour pdles
de résidus + 1 tous les points de coordonnées

T = ma, y = nb, 5 =o0,

m et n prenant toutesles valeurs enticres, positives, négatives et nulles;
clle est régulitre cn tous les autres points de I'espace situés & distance
finic. La fonction g, ne change pas quand on ajoutc ¢ d zou b a y : en
d’autres lermes, on a

S(w+a,y,5)=2cy(u,y+b,3)=2,(x, y,3);
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c'est cc que l'on vérific immédiatement sur la séric (15) en formant la
différence

3,(:11' “+a,y, 3) - 92(-’1” Y 3)’

ct groupant ensemble les termes qui correspondent & des valeurs de m
¢gales et de signes contraires : on reconnait alors que cette différence
est nulle. Enfin la fonction ¢, cst paire par rapport & chacune des va-
riables z, y et 5.

Cette fonction s¢ présente dans différentes questions de Physique,
notamment dans la détermination du potentiel enun point d’'une masse
fluide indéfinie, ayant la forme d’un prisme droit & base rectangle, tra-
versée par un flux d’électricité (*), ou dans I'évaluation des vitesses
aux différents points d'un liquide qui s’écoule par le fond d’un vase
prismatique & base rectangle (*), enfin dans la détermination de la
fonction de Green pour un prisme droit indéfini & basc rectangle.

Dans tout I'espace situ¢ d'un méme c6té du plan des coordonnées zy,
par cxemple pour toutes les valcurs positives de 3, cette fonction ct
toules scs derivees sont développables en séries trigonométriques pro-

- En
particulier, pour toutes les valeurs de 5 plus grandes que zéro, la fonc-

tion €,(x,y, 3;a, b) cst dévcloppable cn une double série de la
forme

. . . . . 2% amy
cédant suivant les sinus ct cosinus des multiples de -%3 et 27F

|J.:3°,‘I~:ao
. - 20T 29T
(l()) S,= E Ay,,v cos -Law Ccos A }”
ph=0,v=0

ne contenant que des cosinus, puisque la fonction 2, est paire par rap-
port & chacune des variables z ¢t y. La connaissance de ce développe-
ment est importante pour le calcul numérique de la fonction e,.

'Lcs cocflicicnts Ay, sont des fonctions de 5; en procédant comme
précédemment pour la fonction ¢, nous calculerons d’abord les dé-

. A
rivées == de ces cocfficients par rapport 4 z.

(') Voir une Note présentée par MM. Chervet et Appell (Comptes rendus
des scances de U’ Académie des Sciences, t. XCVIII, p. 359.

() Voir diflérentes Notes de M. Boussinesq (Comptes rendus des séances de
' Académie des Sciences, séances des 3 et 31 janvier, 30 mai 1870.
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D’apres les développements ci-dessus (15) ct (16), on a, en différen-
liant par rapport i 3,

2, 3 s 2 !
‘_."—'_'T”“ZT——‘ 5
~ rp.0 Umn L
H m,n=—=
(17) .

s ds a ¢ b

wy==
' Jg, dAy, aury  2umy
By =0

Voici comment on peut calculer les coefficients %‘_‘—” de ce dernier
développement.
D’aprés I'équation de la page 10,

I 2 * - .
—y == — e dt
Ni x/ﬂfo \ ’

N =7, ,=(x — ma)*+ (y — nb)* + 32,

dans laquelle on fait

on a
I 2 =
—_ 2 ~l[(x =mad4-(y—nl)t+ 31,
=2 [ JVidt.e :
mnn \ ‘Rt 0
donc
)5 - mn=+x
529 23 At it eyt st S et Yaby
—__. == \’ldl.c 12 y24-29) 2 elm: miuia g :_».
Jds V=
0 mn=-

Or, en suivant les mémes notations que plus haut, on a

mn =+ 3
. . Tt
2 el at-amary __ 03 (w’l;z‘g’ — (l),
n=—c ’
n=+x )
—tn3l3—2nby) T!
3 =, 5 - 1)
n=—w® ’

el, par suite,

02, 2z [ - oty 1) =i )
(18) 7 =- =, yidt.emtmers '0:,(;0,;2, —a)O,(y,m, - b).
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D’autre part, d'aprés la transformation des fonctions 0, en fonc-
tions ,, rappelée précédemment (p. 11), on a

- = 1
V L 2pnL
.""0( ,~a) yr 1+2zc @7 ooy 2RET ),
ay't - a

S/ ”
_ \f “;, 2Ty
”0, (y’bz b)--- i 1+22‘e ' CO§ —tm -5 )

ct, en multipliant membre & membre, on peut écrire

em ), (.z', %::, - a) 0, (y, 1—;—:.’ — b)

V.= m Ve
= ~=( 5+ aunT 29y
(G5 ) g 2UTL 0g 21T
a b

asee cette convention que le coefficient 4 du terme général doit ¢lre
remplacé par 2 quand 'un des enticrs g ou v est nul, et par 1 quand
les deux entiers @ ct v sont nuls. En substituant dans expression (18 )

-~

ds’ra ()e [ .
de ==, on trouve pour ~-* un développement de la forme cherchée

03
|J.V==n

~ dAy, LR vy
2‘ 4o €08 ——— C0S ——)
p,v:o ”

dans lequel des coefficients ont pour valeurs

(19) = %-r:*-—_( w,

oli le facteur 8 doit étre remplacé par 4, lorsque 'un des entiers w, v
est nul, et par 2 quand ces entiers sont nuls tous deux.

L'intégrale définic & laquelle on est ainsi conduit est connue : clle
a ¢t¢ donnée par Legendre dans ses Ewercices de Calcul intégral,
t. I*, § IX. Legendre démontre, en cffet, que I'on a

1+ 1

L ——
f ulave T = \fanme .
0
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Or, I'intégrale qui figure dans I'équation (19) est de la forme

W ®)= [ de i

Yy

en y faisant

on obtient

W y=y/2 [T

ce qui est I'intégrale de Legendre, dans laquelle n = —;; on a donc

228
.
-IJ(&, B) \/? \/a? —2x3 __ \r o2,
Donc enfin, enfaisant e =35, f == ” -+
4 R - T \/1': u? v 8m ans E T_'_
(20) == =" it e TE)T " w" “o

-~

Tels sont les cocfficicnts du développement de —— o - Pour avoir les covf-

ficients A, ,du développement de €,, il faut mtcgrcl les expressions (20)
(ue nous venons de trouver.

Tout d’abord, en supposant u = v = o ct se souvenant que le fac-
teur 8 doit alors étre remplacé par 2, on a

d[\o 0o __ 27
ds T ab’
d’on
2ns
A“"’:——aT +Booa

B,, ¢tant une constante indépendante de z, y, 5. Puis, en supposant
'un au moins des entiers g et v différent de zéro, on a

(21) A=

bW \/,,s 1"+Bp.,v’
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ou le facteur 4 doit étre réduita 2 quandI'un des entiers p ou v est nul,
ct ou B, désigne une constante. Il est facile de voir que toutes les
constantes B, ,, & I'exception de By, sont nulles. En effet, si 'on ex-
prime que la fonction

< vy
ey= 2 lJL,\,cos Z cos B
o me 2 12 A
vérifie 'équation Ae, = dd + ddy: + ddz: = o, il vient
& A Wt W
gt A (:— + Yl?)"\lw: 0;

si I'on substitue dans cette équation la valeur (a1) de A, ,, dans laquelle
B,,, est une constante indépendante de 3z, on trouve immédiatement

2 w3
<%’i -+ z;) Bp.,v= 0,

ce qui donne By ,= o tant que . et v ne sont pas nuls tous deux.

En résumé, on a, pour la fonction 2,(«, y, z; a, b), le développe-
ment suivant

ans
e, (x,ys5a,b)=— “b -+ B,,o
(22) By =ro _mz\/a, +5 apmz avny
-+ z = Ccos 2 CO0Ss Tk
wv=0 gb b’

’
ot, dans la somme z , il faut laisser de cdté la combinaison p.=v =o,

et ou le facteur 4 doit étre remplacé par 2 quand I'un des entiers 4 ou
v est nul. Il ne restera plus qu'a déterminer la constante B, 4, qui dé-
pend de a et b.

On pourra déterminer cette constante en attribuant a z, y, 5 des
valeurs particuliéres : par exemple, si l'on fait # =y =o, ona

- WV
B,,=¢ g by 2%E gy Y
om——i’ag(0,0,o,a, )+ ab ’“2 3 ”
by /5 2
NVaEtE

formule dans laquelle z a une valeur positive quelconque.
Journ. de Math. (4* série), tome III. — Fasc. I, 1887 [l
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D’aprés une Note Sur la distribution du potentiel dans Uintéricur
d’une masse liguide ayant la forme d’un prisme droit a base rec-
tangle, que nous avons présentée i I'Académie des Sciences, M. Cher-
vet et moi ('), ce potentiel s’exprime par la formule

\% h
v, = oy y, 55a,b)— <, <.L Y+ sa, I))

car la fonction appelée dans la Note 3 (i, y, 3) est ,(x, y, 55 @, b).
On a donc, en vertu du développement (22) que nous venons de
trouver,

[1——(-—1)"]009 0s 22t

ou, plus simplement,

ey ELE
V.= 2 >  cos 2T s 28TV
Vo ab ud ot T a b
e =+t 713
a b?

I'entier ® prenant toutes les valeurs de o i + %, etlentier g toutes les
valeurs impaires de 1 & + %; le coefficient 8 du terme guu bral devra
¢tre remplacé par 4 dans tous les termes dans lesquels w = o.

Il est intéressant de rapprocher le développement (22) de la fone-
tion €, du développement en série trigonométrique de la fonction de
deux variables réelles ¢ el y

eV e —
w = log sin =—-"= sin =——"-,
% P

qui vérific I'équation

2w + iy )
S - = O.
.r? ar?
Comine
" ¥ " +¥ ;"I + ¥ -—.rd l
r+yt . x— Vi ¢t —e * e %2 —¢ 1
sin - SN i e
2 R¥] 2
(2 .
— —,‘(I _— (,J‘l—))(l ’)—J‘l—))

(') Séance du 11 février 1884.
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on a
w=y—aloga +log(1 — ™)+ log(1 — e=7);

('oti, pour toutes les valeurs positives de y,

V=
K
W=y — o2 — SY L5
v=) — 2log2 22‘ — COSV.L';
v=1
nous obtenons ainsi un développement dont I'analogie avec la série (22)
s'apergoit immédiatement.

4. On peut obtenir le développement de la fonction €, par une

autre méthode qui nous fournira une vérification des résultats préceé-
dents.

Donnons & 5 une valeur positive ¢ : alors la fonction <, et sa dérivée

0} o)

. scront développables en sérics trigonométriques
(4

V=0
R apmy 2vmy
s(x, y,c5a,0)= 2 Ap,vcos—%w €08 ~—5»
u,v=0
!J.,‘I::a
d,(x, v, c; a, b dA apma 2V ¥
2( sy by y ):: 2 Py v coS [ cos -y
dc de a b
$,v=0
et 'on aura
o b
4 [ Yot 2T 2y
Ay,y = E&J dx So(&, ¥, €) cos —— cos —= dy,
(23) e "
Py b
dAy,, b [ a2, (e, v, ) apna vy
L] = — d LY S_...l_._
r as), dzx § 5 €08 —— oS — dy,

ott le facteur 4 doit étre remplacé par 2 si . ou v est nul, et par 1 si g
ct v sont nuls.
Pour calculer ces intégrales, nous emploierons une méthode analogue
a celle de M. Hermite pour le calcul des cocfficients du développement
d’une fonction doublement périodique en série trigonométrique.
Considérons le parall¢lépipéde rectangle P dont les faces ont pour
¢quations

a b
.L'=:t;} y::t;’ Z“'—:ﬁ:c,
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¢ étant une constante positive quelconque. Dans V'intérieur de ce paral-
lélépipéde, la fonction e, (, y, ) a un seul point singulier, a savoir
origine qui est un pdle simple de résidu + 1; en d’autres termes, la

différence
1

J/‘ 4 e
= 2;(%, ) 3) Vot s
est régulitre en tous les points du parallélépipéde . D’autre part, la
fonction

EP
"‘~\/;; o 2T 2VE ¥

Y(e,y,3)=¢ €os ——— cos —

vérifie I'équation Ay = o ct est régulicre en tous les points & distance
finie. Les deux fonctions e,(@,y,s) cl $(x,y,s) admettant les
groupes de périodes (a, 0, 0), ct (o, h,0) reprennent les mémes

. a b
valeurs aux points correspondants des faces === -, y === -, que

nous appellerons les faces latérales du parvallélépipede Pyl en est de
méme de leurs dérivées partielles. On peut remarquer que les déri-
vées partielles

02, 00y JdS,  dY

ox’ ok’ Ay’ Ay

n
s'annulent, les deux premicéres sur lc: faces latérales w = =+ S et les

dcux derni¢res sur les faces y = =+ ; Cela résulte immédiatement de
ce que ’équation

r)v,( r+a, y. s)_ __02,(.x, ’_’_i)
o - or ’

. a
dans laquellc on fail £ = — —, donne

08, _ _0_?__, .
or « \ Oz a’
(.w:::—;-)

d’un autre coté, la fonction 2, (, y, 3) ¢tant paire en x, sa dérivée
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ac . . .
-1 est impaire et I'on a aussi
Jdxr

(%),

done, cn ajoutant et retranchant,

Y o
ht =0 -ﬁ == 0.
0&9) a ( 0£>

I ’»- x

_ll
T

»w!Q

.r=—-’-

. s < b .
Il en serait de méme de "’Z)f sur les faces y == == ~- Pour cc qui est des
%

Ve 0! e . .
dérivées =5, —f, la proposition est évidente.
Jdr’ dy

Enfin, la fonction 2, étant paire en z, ona

~ . oy . -~ / dv3 de’
Sa(wy s — ) =2y(w, y, €), 2 ) T 0z )=

Cela posé, déerivons autour de origine comme centre une sphére s
de rayon r assez petit pour que la sphére soit comprise dans P'intérieur
du parallélépipede I, Dans I'espace E compris entre la surface de cette
spheére s et la surface da parallélépipede P, les deux fonctions e, et ¢
sont réguliéres; on a done, en appliquant le théoréme de Green a cet
espace,

/ t ( s ()n g;’> g :;t/"]f(e.!’-w*— '{’Aeg)dx dy ds = o,

Pintégrale double étant ¢étendue & la surface qui limite 'espace E ct
I'intégrale triple & 'espace I lui-méme; cette intégrale triple est évi-
demment nulle. L'intégrale double peut étre partagée en deux parties :
I'une relative & la surface du parallélépipéde P, P'autre a celle de la
sphére s; on aura donc

24) jif;(e,%‘%-- dn)d +jj( %‘:)dc=o,

34', 921 ¢tant prises suivant la normale vers I'extérieur de

les dérivées I
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I'espace E, c'est-a-dire pour la premiére intégrale vers l'extéricur du
parallélépipéde et pour la scconde vers I'intérieur de la sphére s, Cette
seconde intégrale

e [ (o)

st égale & — 4w, En cffet, comme la normale & la sphére est le
rayonr, ona
W _ o 02 _ 0%,

on or’ on T or’
dans l'intéricur et sur la surface de la sphére s, on peut écrire
y ON ]
LR §i
e, =5+ U,

U ¢tant une fonction réguliére : alors 'intégrale (25) devient

LG8 )= 0= 3)

la scconde intégrale est nulle, car les fonctions U et ¢ sont réguli¢res
dans l'intérieur dc la sphére s; quant & la premiére, comme I'élément
superficiel de la sphére s est do = r?sin ) d0 d7, clle s'¢erit

3 :

S| & S

ct, en supposant cue 7 tende vers zéro,
—~ff¢(o, 0, 0) sin0 db d,

cest-a-dire — 4= 3 car ¢ (0, 0, 0) =1.
I intégrale (25) étant égale & — 4=, la relation (24) s’écrit

(26) ff (vg I~ d;:) do = 4=,

I'intégrale étant étendue 4 la surface du pérallélépipédc P ct les déri-

sin 0 d0 oy
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0y 02 . .
véos d% » 5, ¢tant priscs normalement aux faces vers 'extérieur. Les

parties de cette intégrale relatives aux faces latérales sont nulles. En

. a
effet, sur la face z = -2 par exemple, on a

02, _ 0%, o _ab
on — ox’  on~ 9z
v 0 de, dq‘ ] —+— 4
ct nous avons vu que les dérivées —=*, -~ s’annulent pour & = =% -.
dr  dx 2
Donc sur les faces latérales tous les éléments de I'intégrale (26) sont
nuls, et il ne reste plus qu'a évaluer les parties de cette intégrale rela-
tives aux faces supérieure et inférieure du parallélépipéde 5 = = c. Sur
la face supéricure on a
2y =2y (2, y, ¢),
de! dvg(-l‘,.'y, C)’

on de
'4’ - c!‘lr Vug + 7 cos 24T Cosgvn‘y,
a b
O T T o5 2
on ~ de [) i )
ds = dxdy;

d'apres les valeurs (23) des coefficients A,

d’:}“"‘, la valeur de I'in-
C

tégrale (26) ¢tendue & la face supéricure z = ¢ est donc

ab S dA,, mr\/“,
-!'—'(211\/;;—{— '[?A(hv—' —‘FV .

De méme, sur la face inféricure 5 = — ¢, on a

Sy = 32(“5'7 Yy — C) = 32(1” Y C)a

--mc\/“, 2 pnr vy

¥ cos €os —0»

<
II

:’ dV,(l V,—C) de (.1‘,7,6)

on de

d t §,.14 E—--’. 2 xr 2vTY)
%_—=——21 —-—i—-b, at coe-”' cos 2251,
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car, actuellement, dn = — dz = dec; de plus
ds = dx d_y.

La valeur de l'intégrale (26) étendue & la face inférieure est donc

1 v

b s dA, —ame(E LT
‘1_(__ 27 ';—2 -*-;)—,'A[.L,v"‘ ”"")e Na*a,

4 de

Donc, enfin, I'équation (26 ) s’écrit

. e N T Ty
- /-pf_+r:(eznc\/%+%;’e—znc\/—§;+%;>j\ ,
( ) al b2 2]
27 R —
( e ”—:4--:—:- LT ﬁ:+7—;) dAy,, 16w
—\e a +e at "y TV TE R
de ab

On a ainsi une équation différenticlle linéaire du premier ordre définis-
sant A, , comme fonction de ¢. En intégrant cette équation, on trouve
immédiatement, dans la supposition que @ ct v ne sont pas nuls tous
deux,

v

A _ 4 c—-l‘ltc %4—%—,
By T ‘,‘g ‘li
ab a—i -+ Z‘;

(28)
) + Cp.,y (0’ V“: X + e 2 \/a. bl)’

C,,v désignant une constante d’intégration indépendante dc c. Il est
aisé de voir que cette constante C,,, est nulle, en s’appuyant sur ce que

‘ dA- . L ¥ o . n
la valeur de - —F* reste finie quand ¢ augmente indéfiniment. En

dc
effet, on a
%dz:g,y _ &% frmadx [y.,,e.% oe.(dxc,,y, ) cos“*‘:" w0 33;‘-’—'d ;
comme _—
im=- 3 . )

mn=—w [(Z—ma)+(y — nb)*+ c*]?
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02

5 va cn diminuant quand ¢ augmente; la

uantité % f%’;—” reste donc finic quand ¢ augmente indéfiniment. Or il

1
la valeur ahsolue de =

n’en serait pas ainsi si, dans la valeur (28) de A,,,, la constante C,,,
n’était pas nulle. On a donc

-270 V/!-l‘_'_ E—:

je w
Ap,.v =
aby /%
a 0
expression identique & celle que nous avons trouvée précédemment,
puisque 5=c. Pour cc ui est de A,, 4, I'équation (27), dans laquelle on

fait . =v = o ct dans laquelle, d'aprés des conventions antérieures,
on réduit le second membre au quart de sa valeur, nous donne

d:\o.o — 2T,
de —  ab’
d ot
ane
Agy =— ab +Bo,o,

expression identique & l'expression déja trouvdée.

5 Les fonctions 2, et ¢, dont nous venons de former les dévelop-
pements cn séric trigonométrique possédent un ou deux groupes de
périodes. Nous allons maintenant nous occuper des développements en
séric trigonométrique des fonctions uniformes satisfaisant & I'équation
AT = o ct admettant trois groupes de périodes, c’est-i-dire le nombre
maximum de groupes de périodes que puisse posséder une fonction
uniforme de trois variables réelles. 3’ai démontré (Acta mathemalica,
L. LV, p. 347 ct suiv.) que celles de ces fonctions qui n’ont que des
poles peuvent s’exprimer lincairement a 'aide d’unc fonction Z (., y, 5)
ct de ses dérivées, par une formule analogue & celle de M. Hermite
pour la décomposition des fonctions doublement périodiques en élé-
ments simples.

Les fonctions de z, y, 5 qui admettent trois groupes de périodes
reprennent les mémes valeurs aux points homologucs d’un réscau de
parallélépipédes ; en me plagant dans le cas le plus simple, je suppo-

Journ. de Math. ({° séric), tome IIl. -— Fasc. 1, 188, 5
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scrai ici ces parallélépipédes rectangles: Alors, en prenant des axes de
coordonnées paralleles aux arétes de ces parallélépipedes et appelant
2, 283, 2y les dimensions des parallélépipédes, on aura, pour les coor-
données des sommets du réseau,

x=2me, y=2n8, s=2p¥,

m, n ct p désignant des entiers qui prennent toutes les valeurs posi-
tives, négatives ct nulles.

Voici quel est 1'élément simple & 'aide duquel on peul exprimer
toutes les fonctions F qui satisfont & I'équation AF = o, qui n’ont
d’autres singularités que des poles et qui reprennent les mémes va-
leurs aux points homologues de ce réseau de parallélépipedes. Faisons

r=yat+yt + 33, p = Vhmtad + 4nB + 4piyE,

amar-+anfy+2pys
re ’
R=y(z—2ma)+(y—2nB)?+ (5 —2py)* = y1* — 2rpcosy + 2%

COS? =

I’élément simple est défini par la série suivante

L(x,y,s;29,28,2Y)
(29) I SHE I r r? ’
. —_ 2 a N ) . )
=;+2 [R s~ (cosy) — 5l ’(COS?>J’

ot le signe X' indique unc sommation étendue & toutes les valeurs
enticres, positives, négatives et nulles de m, n, p, la combinaison
m = n=p=o étant scule exceptée, ct ot I’,(cosy), ’;(cosz) sont
les deux premiers polynémes de Legendre

P,(cosg) = cosy, P,(cosg) =2(cos?y — 1).

Celte fonclion particulicre (29), relative au cas ot les parallélépipedes
¢lémentaires sont rectangles, s'obtient en faisant, dans les formules
générales ¢tablics dans le tome 1V des Acta mathemaitica,

a=2a, 0= 2B, ¢’ = 2%

’

b=c=a=c=a"=0"=o0;
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les simplifications qui se présentent alors dans les formules générales
ont été indiquées dans un Mémoire paru récemment dans les Acta
mathematica (t. VIII, Cahier ITI, p. 271).

La fonction Z définic par la séric (29) vérifie I'équation AZ = o clle
a pour poles de résidus + 1 tous les points de coordonnées

r=2ma, y=2nf, 3=2pY,

m, n ct p prenant toutes les valeurs entitres, positives, négatives et
nulles; clle est régulire en tous les autres points de I'espace situés &
distance finie. Cette fonction est paire par rapport & chacunc des va-
riables , y, 53 clle vérific les relations suivantes :

L(x +2a,y,5)=L(x,y,3)+ Az + L,
(30) Z(x,y +28,5)=Z(x,y,5)+ By +E,
L(z,y,5+27) =ZL(x,y,5) + s+ I

o A, B, C", E, I, E” sont dcs constantes ayant pour valeurs

A =27 (a,0,0), B'=2%Z(0,8,0), C"'=2Z.(0,0,%),
E = Aq, E' =D, =Cy,

comme on le voit, cn faisant dans les équations (30) et celles qu'on en
déduit par la différentiation x =—«, y =0, 3=0 ou x=o,
y=—f,35=0, ouecnfin x =0,y =0,35=—y (voir Acta mathe-
matica, t. VIII, Cahier IIT). Cette fonction Z(x,y, 535 22, 28, 27) s¢
présente dans différentes questions de Physique mathématique, no-
tamment dans la détermination de la fonction de Green pour un pa-
rallélépipede rectangle (Acta mathematica, loc. cit.). La fonc-
tion Z(.x,y, 552a, 28, 2y) n'est, d’aprés les relations (30), périodique
par rapport & aucune des variables x, y, 5; mais il est facile de la
modificr légérement, de fagcon qu'elle devienne périodique par rap-
port & deux des variables, x ct y par exemple, sans cesser de vérifier
Péquation AF =o. Aprés cette modification, on aura une fonction
développable en séric trigonométriques; il est important de déterminer
les cocfficicnts de ce développement pour le calcul numérique de la
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fonction. C’est cc que nous allons faire, en suivant une méthode ana-
loguc & la seconde méthode cque nous venons d’employer pour le dcvc-
loppement de la fonction ¢,.

6. Désignons par ¥'(x, y, 5) la fonction

- . Azt Byt (AW
G3nY ("”1)”5)=Z('”a)”*12“’23’27)—_ﬁ— 4;3 (—_+ '3> +

les constantes A ct B’ étant celles qui figurent dans les relations fon-
damentales (30) relatives a la fonction Z. Cette fonction ¥, ne diffé-
rant de Z que par un polyndme qui satisfait d I'équation AF = o, satis-
fait & cette méme équation et posséde les mémes poles que Z avee les
mémes résidus. Les relations fondamentales (30) montrent immédia-
tement quc I'on a

Y(w+ 22,y,5)=Y¥(x,y,s),
Y,y + 28,3) =Y (x,y, 5),
(32) | Yz, yy5+27) =T(xy,3) + v <_:- B )(d +7v)

=¥ (2,y,5) — 5(+7
En effet, la différence W' (& + 29, y, 5) — ¥(z,y, ) st
Z(x~+2a,y,5)—ZL(x,y,5) — %[(L + 22)* — .r?|,
¢'est-d-dire zéro, puisque la différence Z(x + 22, y, 3) — Z(x,y, 3)
est égale & Az + E ou A(x + a), d’aprés la valeur de I qui est égale

4 Aa. On démontre de méme la scconde des relations (32). Quant &
la troisiéme, clle résulte de ce que la différence

Y(x,yys+29) = ¥ (xy3)

CG+n)+ (i +7p) [+ 21— =)

ou, en réduisant, &

(33) (G+5+5) G+

cst ¢égale a
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Cette expression peut &tre simplifiée & Paide d'une formule générale
établic & la page 359 de mon Mémoire du tome IV des Acta mathe-
matica. Cette formule appliquée au cas actuel, dans lequel les quan-
tités qui figurent dans la formule générale en question ont les valeurs
particuli¢res suivantes

p-“—"-V:)\':V’:)\”:p.”:O, )\=(J.'=V”=I,
d=0=0=7 =20, I=28, =02y,
nous donne
d’oti
- [ i'
= B Y agy’
la quantité (33) cst done égale & — 5—;;(: +v)-

Sans avoir recours a cctte formule générale, on pourrait, en écrivant
la troisi¢me des relations (32) sous la forme

(34) Y(z,y,5+2v) —¥(z,y,5) = Gz + H,
Gr et H désignant des constantes, montrer que l'on a

H = Gy, G='_;%'

Il suffirait de remarquer que, la fonction Z étant paire par rapport &

chacunc des variables x, y, z, la fonction ¥ Uest également; faisant

alors dans la relation précédente 5 =—+v, on trouve zéro pour le

premicr membre, d'ot Gy — H = o. La constante II ¢tant ainsi dé-
terminée, on aura G en remarquant que I'intégrale double

av
f f -o-z ds y
étendue & la surface du parallélépipéde formé par les six plans

r==xa, y=:§:{3, :=iT,
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est égale & — 4, carla fonction ¥ a dans cc parallélépipéde un seul
pole de résidu + 1; d’autre part, en vertu des deux premicres rela-
tions (32) et de la relation (34), cette intégrale a pour valeur 4G af;
on a donc

G=-21.

ag

On peut remarquer, pour simplifier certains calculs ultéricurs, que
’_® ' - o‘r‘ 9 0W n
la dérivée particlle 5 s'annule pour z =+« ct 2, poury = =B. En

cffet, la premicre des relations (32) différentiée par rapport a «

donne, pour xr = — a,
o\ _ (o ]
dar x:a—. EZ z:—a’

, : . e OW L
mais, comme la fonction ¥ est paire en x, la dérivée = cst impaire, et

or
I'on a
o (9% ‘
bz')x:a - (W)z:—a

L.es valeurs de ces deux dérivées sont done nulles.

7. D’aprésles relations (32), la fonction ¥ (, y, 5) admet par rap-
port & z la période 2« ct par rapport & y la période 235 comme entre
les deux plans

s=2py, s=20p+1)Y (p enticr),

cette fonction est réguliere, elle est, dans I’espace compris entre ces deux
plans, développable en une séric trigonométrique procédant suivant

les sinus ct cosinus des multiples de ’;—x, % ; il en est de méme de
Loutes ses dérivées.

En particulicr, si I'on donne & 5 une valeur positive ¢ comprise
entre o ct 2y, la fonction ¥(z,y, ¢) cst développable en une série de

la forme
fyv=o

Y(z,y,¢) =Y Apycos 2= cos w;"'

$,v=20

ne contenant que des cosinus, car la fonction ¥ est paire cn z eten y.
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Les coefficients de ce développement sont des fonctions de ¢, et Pon a

==
LR N dA pn 2 vy
== 2‘ * cos == cos —= 3

wv=0

Les coefficients de ces deux développements sont donnés par les in-
tégrales définies

To+ 3% Yo+ T v
N ‘ Bf dxfh ‘I"(:z;, ¥y €) cosucos fgrdwdy,

( 3) \ dAp.'v _ . ,r,+21d )r&-’ﬁdlp(x’ ¥, C) o c Ty d d
dc —;‘i;L -70/’; 9 ¢ osp xdy,

ces cocfficients devant étre réduits & leur moitié si I'un des entiers g
ou v est nul, et & leur quart si w ct v sont nuls.
Pour évaluer ces coefficients, considérons la fonction

L JE
" \/“' f"cos” cos-%—’:

(e, y,35)=¢e

cette fonction vérifie 'équation Ap = o et est régulitre en tous les

points de I'espace situés & distance finic; elle a, par rapport & x, la

période 2a, par rapport & y la période 28; la dérivée partielle g—-
s'annule pour z ===z, ct la dérivée % d , pour &= =f.

Soit P le parallélépipéde formé par les six plans
rx=%xa, y==x8, 5 =c, 5=c— 2y,

ol ¢ est positif et moindre que 2y. Dans l'intéricur de ce parallélépi-
ptde, la fonction ¥ (&, y, 5) a un seul pdle, l'origine, qui est un pdle
du premier degré de rcs1du + 1. On en conclut, comme & la page 3o,
la relation

(36) f[(‘l'%‘%——?g%) do =4,

l'intégrale double étant étendue a la surface du parallélépipéde P et les
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veen 0% 0%, . "
dérivées 5= et - élant prises normalement aux faces vers lextérieur.

Celte intégrale sc partage en six parties relatives aux six faces du pa-
rall¢lépipede : les parties relatives aux faceslatérales r =+ a, y ==+
sont nulles; car, sur la face = «, par exemple, on a

d: __ 0% o 9v

o=’ onT 02’
et l'on a vu que ces dérivées partielles sont nulles pour & = a3 l'inté-
grale relative a la face z = a st donc nulle, puisque tous ses ¢léments
sont nuls. Il ne reste plus qu'a évaluer les deux parties de I'inté-
grale (36) relatives I'unce & la face supéricure 5 = ¢, I'autre 4 la face
inféricure 5 = ¢ — 2v. On a, pour 5 = ¢,
vy

B -
IP.=IF(-Z")/aC)7 ?z?(wy}”c)zcﬂ Ve 'B'COSuCOS—’—,

4

M Qv d% _%=T:\/yf*+v “\/w g ey

an = o’ on = Do m COS p CO@—p—’

ds = dcdy;

la partic de I'intégrale (36) relative & la face supéricure est donc, en
faisant, pour abréger,

'\/1— +t g = (4, v),
+% +‘3 . .
e f de f . [(}‘v W' (z, y, 0)— a1 (‘3’0“ : c)] cos ' EL cos 22X ‘1) )

([ \l" \,
de

¢’est-ii-dire, d'aprés les expressions (33) des coefficients Ay, et

o 7" [(P" v)Apy— dl\lgv]
De méme, sur la face inféricure 5 = ¢ — 2v, on a
V(@ y, e —2y)=T(z, 5, 2y —c)
=¥(z, y, — c)—a—’;(—- ¢+

=¥(z,y,c) + a%(c — %),
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et comme, pour cette face,

dn =—ds =— de,

oV QW(x, ¥, c—ay) _d‘l(r,1 C)_i.
on de ac a3’
puis
e =19 (L,),c—2Y) =WtV cos E;i"cos v’;y,
dv _ de(r,v,c—ay) _ o 21) (g ( rx vry
o= e =—(v)e' €08 == c0s —
4}
do = dxdy;
d'otl
A 9% ov — 2y (1,%) d‘l"(x, ¥y €)
ldn_fdn — el (, v)q(x’y’c)_ dc
< con E5 cos Y — e, v) (e — ) — 1]
vay
< cos 227 cos p .

En multipliant par dz dy ct intégrant par rapport & x ct y de — «
d +actde — Ba+ 8, on obtient la partie de I'intégrale (36) relative
a la face inféricure du parallélépipede P. Supposons d’abord que les
deux entiers i el v ne sont pas nuls tous deux; alors 'intégrale

f (lz f+| cos—~co %ydy

dAy,
estnulle, el, Caprés les expressions (35) de Ay, et —=2, la partic de

Fintégrale (36) relative & la face inféricure cst

(g ]

S (e5—e )

¢tant la somme des deux expressions que nous venons de trouver pour
Journ. de Math. (4° séric), tome UI. — Fasc. I, 1887. 6

L'intégrale
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les faces supéricure et inférieure, et étant d'ailleurs égale & 4, on a
'équation

231ty )[e — ele-mE A, ,— aB[ e — o] Lo g
/ .l c

ou bien

dA, i elY—e) (th,v)
P-« I - .
(P’? V)AP« - “.3 eYiv) — e=Y(i1,V)

Cette équation a ét¢ obtenue par la considération de I'intégrale

? do v
S (Y5 —o5)

ol
v 2 3 z
T X3 r YRY
o =e¢ '* Bcos "a cos ZL = ¢ cos 27 ¢os -'-s—'-
Si I'on prenait
—T3 \/a,-* 3 _ wr n-)
= B cos 122 COST_e S coe—-cos §

cn changeant lesigne de © \/ + 1 g ou de (@, v), on trouverait une
aulre équation qui se déduirait dc la précédente par le méme change-
ment de signe. Cette nouvelle équation serait

dApy 47 e~y
(9 V) Ap+ =™ = 33 s =g
On a donc, en ajoutant ces équations membre & membre,

am  elY=) (V) 4o e~ (Y-r) (V)
WY B (, v) | eV — vy

et en retranchant,

dAp_ v 2 n e—{Y~0) (Uq\’) — elt—0o (!JuV)
dc — o efeviegTvam

expression qui est bien la dérivée de la précédente par rapport & c.
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Dans ce qui précéde, nous avons supposé que p. et v ne sont pas
nuls tous deux. Sip=v=o0,0na

2 v2
(1 v):w\/%—,-l——p—,::o;

alors la partie de I'intégrale

‘/Z[‘(‘szi fdn>d°"

étendue & la face supérieure du parallélépipeéde, est

_ ap dAoo

dc

ct la partie relative 4 la face inféricure

ainsi qu'il résulte des expressions générales : en écrivant que la somme

est égale & 4w, on obticnt une identité. Il faut done procéder autre-
dAy,

de ’
En désignant toujours par 4 («, ¥, 2) la fonction

ment pour trouver A, ct

_ VR emE vy
¢(x,y,3) = B’cos == 2 Cos =g

ct considérant l'intégrale

SIS -+5) e

¢tendue non plus au parallélépipéde précédent, mais au parallélépi-
pede

*x==xa, y:i@, s=:¢,
comme l'intégrale de la page 29, on pourra refaire cxactement les

calculs que nous avons faits aux pages 28, 29 et suivantes, en y rem-
placant @ par 2, b par 2§, et la fonctlon e, par la fonction ¥'. On
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trouvera ainsi que les coefficients A, vérifient la relation suivante,
identique a la relation (27),

APPELL.

’
(ty v)[S®Y — e=e) Apy — [ A | ‘_"L}ﬁ;‘i = %,
. .y 3 o2
(w, v) désignant, comme plus haut, la quantit¢ n\/ %, + g—, On en

conclut, pour . =v = o, cn réduisant le sccond membre au quart de
sa valeur,

oo __ _ ™
de 228
d’ot
TC \
Ao,o = - ﬁ‘; -+ (‘0,0,

C,,» désignant unc constante qui ne dépend pas de ¢, mais uniquement
des périodes 24, 28, 2y. Si 'on remplace ¢ par 5 dans les valeurs
de A,y et Ay, trouvces ci-dessus, on oblient le développement suivant.,
valable pour toutes les valeurs de 5 comprises entre zéro ct 2y,

o s<L 2y,
N .\ T3 \ TN 2 eV (Y=Y umr  m
(37) 1'(x, ), 3)= 228 Ceo + “32 (o) T — gmTw €08 - o8 =

ot (@, v) désigne la quantité = B 7 la somme Y s
$111 P., 8 a4 (Jue T \/ e {53’ a S C $

‘e

¢lendant a

toutes les valeurs de g et v de o & + =, la combinaison w=v =a
exeeplée, et le facteur 2 qui figure devant le terme général devant ¢éure
vemplacé par 1 quand I'un des entiers g ou v est nul.

Pour les mémes valeurs de 3, on a, pour Z(x, y, 3), le développe-
ment qui résulte de la relation (31)

Z(r,y, 3529, 28,2y)
A

ha'

(38) s . B L A B,
S (G )

i

= ll.(.L', b 3) -+

Si 'on veut le développement en séric trigonométrique de la fone-
tion ¥ pour des valeurs de s non compriscs entre o et 2y, il suffit,
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par I'application répétée de la formule
¥(z, 5,5+ 27) =Y (@ 5,5 - 5GE+1)

d'exprimer la fonction ¥'(z, y, z) & I'aide d'une fonction ¥ (=, y, ),
dans laquelle 3’ est compris entre o ct 2y, et d’appliquer ensuite le dé-
veloppement (37).

SiT'on pose, de méme,

(ol B/ AP
Z(x,y,3)= V=, y, 3)+ /p}"*‘/( s* (4? >zl’

4 A. C”
L(L‘,_},..)_Il(x,),..)+—"+/ "( ‘{+ ,z).)’2’

on a, pour les valeurs de x comprises entre o ct 24,

O (x,y,3)=~— 23{ = +C,,

v 2 e(“"“) (RN ~+ e"'(“““” w,v) p:n) VTS S
o ; ; cos —
TR ) e g W08 COR T

(=B 0

ct, pour les valeurs de ) comprises entre o et 2§,

H(z,y,3)=- 5?‘ + Cy,
a BN L o-B-nigw” wr s =2
;(—“ E (l"’y v)” edvi’ . e- By 08 Y COS— ’
ol
” L' ‘I’
(s v)'=x ( it 4

7. ATaide des résultats précédents, on obtiendra facilement le dé-
veloppement en série trigonométrique d’une fonction F(, y, 5) véri-
fiant I'équation AF =o, admettant les trois groupes de périodes
(22,0,0), (0,28, 0), (o0, 0,2Y) et n'ayant que des péles dans un
parallélépipéde élémentaire. Cette fonction F est donce supposée véri-
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fier les conditions
F(z +aa,y,z)=F(z,y+28,3) =F(x,y,3 + 2v) =F (=, y, 3).

Prenons pour parallélépipéde élémentaire le parallélépipéde dont
les faces ont pour équation

z =o, r=2a, y=o0, y=a2f z=o, Z=2y

ct soient

(wnynzc) (1'27}’2,32) very (af'myp’:p)a

les péles de la fonction F situés dans ce parallélépipede. Pour plus de
simplicité, je supposcrai tous ces poles du premier degré et j'appellerai
R, R,, ..., R, les résidus correspondants. Alors, comme je I'ai d¢-
montré dans le tome IV des Acta mathematica, page 359 ct sui-
vantes, on aura, pour l'expression de cette fonction F,

( F(z,y,5)=L+Mz+ Ny +DPz
, \
(39) z

k=p

+E RiZ(x — @iy —yi 5 — 54),

k=1

ot Z(z, y, z) est la fonction définie précédemment (p. 34), ctoun L,
M, N, D> désignent des constantes dont les trois derni¢res ont pour

valeurs
k=p

k=p k=p
(40) 2Ma=A2R,,$A., 2N$=B’2Rkﬂ, 21’7:(]”21{,;,‘;
A=1 k=1 k=1

on sait d’ailleurs que la somme des résidus

R,+Ry+....+R,
est nulle.

Proposons-nous de former le développement en série trigonomé-
trique de la fonction F (x, y, 5) pour des valeurs de 5 voisines de 2y, et
en particulier pour 5 = 27, c’est-i-dire sur la face supéricure 5 = 2y
du parallélépipéde élémentaire considéré. Pour cela, conformément a
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I'équation (31), nous ferons

A B
L(z,y,5)=Y(2,y,5) + 13 w+4p)” ( 4@)2

ou cncore, d’aprés la relation

A B’ cr T
:+?+7*“m’
B/ [0
Z(x,y,z) = ‘F(x,y,z)-!— = g ""4@)’ + = ',+4“:"{ 3%

On déduit de 13, en remplacant x, y, 3 par x — x4, ¥ — Y1y 2 — 3n

Z(J;—xk,y—_)'k,z-—z,,):‘F(x—xk,y—y,,,z —3)

f£ 2 E: 3 C”~2 z?
TR +Aﬁy +R® +4«pv
A 2 C” 2
*+ i pyk /:”f‘ /,p.(
A C”

;—;.’L‘.L‘,,— ?‘—B)"yk"— 5':-{':-']‘— 21?‘{ SSh.

Remplacons Z(x — @, ¥ — ¥4, 5 — 54) par cette valeur dans I'ex-
pression de la fonction F(x, y, 3) : les termes cn «x?, y*, 3* disparai-
tront cn vertu de la relation R, + R, +...4+ R,=o0; les termes en «

et y disparaitront également en vertu des relations (40); et en po-
sant, pour simplificr,

h=p

k=p
N A B ., O _, n ;
Q=X Ri( ot + gpri+ 5oi) C:WER""""

k=

-

puis tenant compte de la troisitme des relations (40), nous aurons

sb(w’y’“)~L+Q+c “zu
(41) ?

A=p

+ IR (@ — 24,y — yiy 5 — 54)-
k=1

Comme le péle (x4 ¥4y 34) est dans le parallélépiptde ayant pour
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faces oppostes 5 = 2y, z = o, si 5 est suffisamment voisin de 2y, la
différcnce 5 — z, est positive et moindre que 2y, donc, pour des va-
leurs de z suffisamment rapprochées de 2y, on pourra appliquer &

W (& — x4, ¥ — yr 5 — 51) le développement (37)

» - - T(d -— 5 ) N
1P (.l‘ — .’I);,,y "*"yk, - = Q,‘).= — 013 -+ (-‘0,0
T E 2  elY—3+3;) ‘L’v) —+ e~ (Y=3+3)(1,V) cos ur(x— ) cos vie(y — ]_A_)
aﬁ (u., v) eY(tyY) — e—Y(1,V) @ p

En portant ce développement dans I'expression (39) de F(z, y, 3),
on voit que la constante G, , disparait, car son cocfficient est

R,+R,+...+R,,

c'est-i~dire z¢ro, et il reste

1?(.’[,‘,}" :)::L—*—Q‘FC C”("—T)

k=p
o 2R; e(Y—3+3) (1Y) - e— (Y=3+3) (V) pn(r — ) Q\m(‘,. — )
ZZZ 2 () eV — g T(BW cos % cos §

I

Wy k=1

2 v2

Tt . . '
(@, v) ayant la valeur = \/ % + - Nous avons ainst un développe-
2? 9

ment en série trigonométrique de Iz, y, 5), valable surle plan 5 = 2y
et dans tout l'espace compris entre deux plans paralltles au plan
5 = 2y silucs de part et d'aulre de ce plan et passant par les poles de la
fonction I les plus rapprochés de ce plan.

De méme, en posant

k=p k=p

™ ﬂ -‘ 2
/'zh,znlulm = _/”iq.{zn/-') A
k=1
on a, dans le voisinage de la face x = 24«
F(z,y,5)=L+Q

g7a (P —a)

1: 2Ry e“—x*-ﬁ’ww’+c—w-xmmm' ww(r—yp)  vR(5—5,)
— 2:2 8 1. COS —
By (

v

'r:M

®,v) e* V) — e alp, ) €08 8 ’
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ol
. TR
vy =my/5+ 3
et, dans le voisinage de la face y = 23,
=N

N . . ¢
1(r,y,5)=L+Q+n— 5 (y—B)
k=p
™ ARy eByad e e (Boarrd ey pm(s—3h) o vm(z—24)
w1 s (2, v)" eBi” _ g=Bip7” 0s 1 ‘N
wy k=i

ofl

n3

7 v V!
(I}.,V) =7 7 -+ =

Ces développements s’appliqueront par exemple & 'expression de la
fonction de Green pour lintéricur d'un parallélépipéde rectangle,
telle que je I'ai indiquée d’aprés Ricmann, -dans le tome VIII des
Acta mathematica (p. 277) (*).

8. Comme vérification, il est possible de déduirc du développe-
ment (37) celui de la fonction e,(x, ¥, z; 24, 23), en supposant que ¥
augmente indéfiniment. En cffet, sil’on se reporte a la série (29) qui
définit Z(x, y, 35 2, 283, 27), on voit que, si y croit indéfiniment,
tous les termes de cette séric dans lesquels 'entier p est différent de
zéro tendent vers zéro, ct I'on obtient pour y = c« unec série a double
entrée que I'on peut éerire

L(r,y, 55 20,28, <)
T N . S L
v A x—2ma) - (y—2nd)+3t VhmPal 4 4n2f?

’[ amar+2nfy . 3(amax +anBy)— (4m*a+ 4B (23 + y2 + s*)]
_— - ’
m,n (

4

dnata® 4+ An‘-‘@?)g_ 2 ‘-(4m’a=+4n=§’)§

(') Latransformation des fonctions 8 en fonctions 3 employée dans les nt 1 et 3
a éLé également appliquée par M. Greenhill (Proceedings of the Cambridge
Philosophical Society, vol. 111, p. 289) & I'intégrale définie que donne Riemann
pour exprimer la fonction de Green, mais dans un but différent du nédtre.
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~’ .
les sommes z ¢tant ¢tendues aux valeurs entiéres de m et n, de — =
wm,n
A + =, la combinaison m = n = o étant exceptée. La premitre partic
du développement ci-dessus est 2,(x, y, 55 24, 28); quant A la
deaxiéme, clle est de la forme
ALyt - (4 + )37,

. et b désignant des constantes; en effet, les sommes

N/ 2 %

3’
2

m.n (|I)l 7“"}"4"2?’ )

~/ any

3’

AT /20232
won (4m P4 n ? ))
AN Jmnal

A N )
myn (lln21 -+ |" 3),

sont ¢videmment nulles; puis, si Pon désigne par 4 et w les con-
slantes

" hurlt— 8miat 1Y _dmiat—8aty
A= ALE TR T = CE TR

'.l 2 A0
mon (Am2a? +4n-'31) wen (hmiad 4= ft iy
la deuxiéme partic sc réduit bien &

bo? = by — (4 4 wh)5?
On a done

L(x,y,3;22,28,x)
= 2,(x, ¥y 5529, 28) + AL+ Wyt — (4 + ») 3P
Lorsque y augmente indéfiniment, les constantes appelées précé-

demment A ct B’ tendent vers des limites A, et B et la fonction

, . A By,
W, y,5) =24l y, 55 22,28, 2 )—— A g1 ( + —_;5) =2

’
12 |

tend vers une limite ', (., y, 5) donnée par la formule

¥V (e,yy3) =24(x, y, 31 22,28, %) —
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ou encore, d’aprés I'expression ci-dessus de

L(x,y, 3524, 28, x),
v A |
oy yy 3)=24(e, y, 35 22, 28) + (A. — ?.—:1)“'?

-+ (ub— B—‘\)y“—<a,+u5— ?—' - li')z*.
48, b2 43

Comme les deux fonctions ¥, (x, y, 3) cte,(«, y, 5; 24, 28) ad-
mettent la période 2« par rapport & @ ct la période 28 par rapport
a y, il faut que les coefficients de 22, y?, 3? dans le second membre
soicnt nuls, car le polynéme

: ArY a2 s B A BYY
(-\.. — :,"‘;)-L +(U. ad r,'—l%')) — | b+ ¥h — :,“; — ?‘Tj ]

ne doit pas changer quand z augmente de 22 ou y de 285 on a done
\ Ny o " B, _ o
Al -/‘1 == 3 13 33 ==
U (e v 2Y= 2. (2. v = N
U\ (e, y, 5)=2c,(x, y, 55 22, 28).

Donc la fonction 2, (x, y, 53 2, 28) est lalimite vers laquelle tend
V'(x, y, 5) quand y augmente indéfiniment. Nous avons trouvé pour
Y (.r, y, z) le développement

(R

Wr .
V(w,ys) =~ 25 + o
)
RN 2 eI e (rm2iy) .y .
- _.2 - COS EZZ 08 =
20 (,v)  GTEVI gy COS TR G0N =

on

oL s 2y,
Si v croit indéfiniment, € ; tend vers une limite By, et F'on a

Vo v =)= e (; Y
Vi, yy 5) == e, (, y, 55 2a, 23)
s T 2. PR Y
DI em —e - - TV COR —— (O] —
225 1 Buo+ apE )’ COS T COS =
développement identique & la série (22) dans laquelle on remplace-
it @ par 2« et b par 28,
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9. Le développement (37) présente une grande analogie avee celui
de la fonction
W =logh(x + yi)0(x — yi).
En effet, en adoptant les notations de Briot et Bouquet (Théorie
des fonctions elliptiques, p. 480), on a, d’aprés Jacobi,

m=»
= s 2MES
DlOgO( ) Z 7 — m Sin - '(J'—,
. m=1
d'on
m=
GRS
o
]0 0( ) A +2 z ,n(,lm_ 'l —m) P ’
m=1
A désignant une constante. On cn conclut
logh(x + yi))0(x — yi)
m=%
. Y 2 2 I)Iﬁ.l' 2T R
?—‘:21‘—7-22——“-*—-__—(?05- - COS —
m(q"—aqg=") © ©
m=t
m=w=» mwy _immy
1 eY 4+e © amz.r
= e (O] ———
A+2 m o =g COR—35 >
m=1

analogie de cette série avec le développement (37) est évidente.

10. La méthode suivie dans les n® 4 ¢t 3 permettva de trouver les
développements en séries trigonométriques de fonctions de la forme

ZI(L,—ma,)~+(L,-ma)+ o (= g ) - et e

la sommation ¢tant ¢tendue i Loutes les valeurs enticres de ey, iy, .. ..
my, de — % & + %, ¢t l'exposant p ayant une valeur assez grande pour
que la série soit convergente (voyes une Note de M. Jordan, dans le
Tome IX du Bulletin de la Société mathématique). 1 suftiva de
prendre pour point de départ la relation

PpNr= [ eV

¢



