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APPLICATIONS DE LA DERIVATION D'ARBOGAST. 53

Applications de la dérivation d’ Arbogast. — Formule générale
pour le changement de la variable indépendante ;

Par M. DAVID.

Cette petite Note doit étre considérée comme la suite de celle que
j'ai publi¢e dans le Journal de Mathématiques, février 1882, et clle
a surtout pour objet d’ajouter aux divers problémes, que j'ai alors
résolus, une formule générale pour le changement de la variable indé-
pendante. Les Traités de Caleul différentiel donnent bien la méthode
pour obtenir ce changement ; maison est bientot forcé de s’arréter a
cause des calculs prolixes que on rencontre ct dans lesquels aucune
loi ne se manifeste. En employant la notation d’Arbogast, on arrive i
résoudre le probléme dans le cas général; ce qui est unc nouvelle con-
lirmation de U'observation de Lacroix, que cette méthode a été trop
peu remarquée.

Avant d’entrer dans la question clle-méme, j*¢tablirai une formule
(ut peut scrvir cncore & d’autres usages.

1° D’aprés la formule fondamentale du Mémoire cité plus haut,
on a

1
a+ax+a, 4. =(a+xDa" +xD*a +...)

i
= (a'+zDa’ + £ Da +...)"

En différentiant, puis divisant cette identité par celle qui résulte de
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la différentiation, il vient

r(a"+aDa" + e2D¥a" 4. . .) s(s4+arDas + 2 D?a¥) +. ..

Da +axrDia" & 322D0a" +...  Da+arDia* F 300005 4. ..

‘n ¢galant les coefficients des puissances de 2*', on obticnt la for-

mule
L2(kr— hs) DD = o,

le'signe 2 s’é¢tendant & toutes les valeurs entiéres et positives de b et k
(ui satisfont a I'équation

(1) k+h=a.

La formule classique du Calcul différentiel devient, en se servant de
la notation d’Arbogast,

D*am* = 3D« Drat,

¢Len ajoutant, apres avoir multiplic par une constante arbitraire ¢, on
a la formule plus générale

(2) (D@ == Z(hr— hs + ) D" Diar,

«qui remplace les deux autres en donnant & ¢ deux valeurs quelconques,
principalement o el .

2% Nous rapprocherons de celle-ci, & cause de la similitude dua sujet,
bien que nous n'ayons pas & nous cn servir, la formule suivante :

Wadas.
L(r-+$) na @ r
.. \ - qrs D —yr—qs—u
( 2 I)l&‘) ‘ qr+h ysh
— 3 (kr — s T o P
’ =3 (kr — hs +t)D* - T D% - T

(qui parait digne de remarque.
Il faut, dans la Note citée, se reporter a la série

L liad ne2
u=aszs"+a,s"7 + a3 +...,
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(qui donne par l'inversion la premiére formule de la page 68, & savoir :

rq yr+t ogr 2
- qr - qr+l ~ T Gr42 - 7
- —-a LA, n KA a
=" —+u’ D — g D — +.t
,//,o ____’/'. __’/l._ 1 __'/,.___.)'

on en conclut I'identité

g g qr+i @l qr+2 qr+2 ;
= - ar A S A ar —_— P Ay
::(u’a "—+——l—'u "Da P4+ L_u" Da 7 +\)

A\ .

o qr -+ 2
'S s r’s+l aqs +1 (fs+2 qs+2 J
G Nt s T e s
= ( Wl a Ty D T+ DY 7+, )
os 41 s+ 2

IEn la différentiant, puis la divisant par celle qui résulte de cette dif-
férentiation, on a

qr yr qr+t qr+l qr+2 (r+2
—_ = LA —-— o=l g —
vds ur a v +ur Da v o4wr Da v o+
sdu " :/ .o o g gt qr 4r+? ur
Zula 7+ u'" Da " +—L—u’ D'a ? +...
I/I‘ I/I' “+ 1 (/I' -+ 2
(AL s BRI i B e SN rc.
o a?4+ur Da v +ur Dla v +... .
T s gs s+ Tt s+ skt T
oS 5y e [70) T itharran qs e o T
Purar+-"—wur Da " +-L_u? Da 7 +..
t/.\' I/.S' -+ 1 I/S -+ 2

puis, en égalant les cocfficients d'unc méme puissance de u, il vient

e st
> (hrr — TR Y S
2(kr— hs)D — T D TR0

le signe 3 s'¢tendant & toutes les valeurs enticres nulles et positives de
e et k qui satisfont & ’équation (1). Pour I'application de cette formule
{tdes cas particuliers, il est bon de noter I'identité suivante :

kr—hs=r(gs+k)—s(qr+h).

En dirigeant les calculs d’'une autre maniére, on trouve une seconde
formule.



-
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La formule rappelée ci-dessus, & savoir

ogr -"i aqr+1 __'B_l yr+3 ,];_:_z
-t /_ 1 7] ../___ a P L—.— a P
=t U " D——m—tu'’ D = “+
— l/l —_ l/l' —qr —1

veen
—qr—2

donne par le changement de 7 en s, puis par le changement de
enr-4s,

i -4 gs+1 _ g et poot
5" ré P a ” T e !
—_— - = ——+ll D—~ - tu D L
oS — s — s —1 aprgir
§r+qs B na gr s+t _qrey :,;,
Sr+s (s m grrgsel ) 7
“qoEm e et D
=u +u a _ r
7 A ——gr—qgqs—1
yr+s+? ~_I/I‘+;IA\~.._2
7 1 ]
e el L
T — s — 2

En multipliant les deux premiéres entre clles, il vient

g I O
shy ﬂ%{ﬁ a ? al
qirs —qr —qs
Grgs+ f/_'_ s+ qr+t qs
-I—,,— a r a ? a r oaq
+u D e — -+..
—qyr —s—1 —qr—1 —qs
:[r‘—f-l,,\‘-f-l - ﬂ‘ _— 'l.ﬁ'_‘x-
—_—— a /) a ,)
+u De
—qi —s— 2
__l/l"H |5+ %~1
+ D a r @—1 a r
—qr—i — s — 241
qr+2 s+%-2
+ D22 " _pee_ "’
—qr—2 —s— a2

Comparant celle-ci avee la troisiéme ct égalant les puissances égales
de u, on trouve la formule

qrgs+o qr+h qs+k
_ItSpe_¢ —spr " pr !
ors —qr—qgs—x

~qr—h prr—
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De celle-ci et de la précédente on passe facilement & la for-
mule (2 bis), en les ajoutant aprés avoir multipli¢ la seconde par une
constante arbitraire ¢ indépendante de k et &, et qui recoit principale-
ment les valeurs o ¢t %. Ce n’est qu'une maniére d’éerire sous une
forme unique les deux équations comprises dans (2 bis).

La notation différentielle donnerait bhicn aussi les mémes for-
mules (2) ct (2 bis), mais dans une forme plus compliquée.

3° Revenons au changement de variable indépendante dont il
s'agit.

s ¢lant une fonction de x ct par suite & une fonction de 3, nous
posons, pour abréger,

ds 3 . ds
a, = ;i.—l" a.

.,
1.2.3dx?

el, avee le changement de variable,

dr dt.r d*x
["z(l—:’ b, = 1.2dsY by 1.2.3d3s"' o
et & la place de P'équation

ds dr
dr ds
nous ¢erivons

dans laquelle @, est unc fonction de .« ct b, une fonction de s.
“n différentiant par rapport i z, il vient

Y a, d"th, aa, d"—D, 3a®  drsl, .
(-‘) [ —1] den-t + [n—2] do"2 + [”__3] drn +... =05

les expressions [« — 1], [1 — 2],... désignant les factoriclles
2.3 (n=1), 1.2.3...(n—2).

D’apres le théoréme des fonctions de fonctions (p. 67 du Mémoire
Journ. de Math. (§ séric), Tome III. — Fasc. I, 188-. 8
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cité), ona

/u

_..l__. nb1 d"bl a" 4+ dn-—lbl al|l-l + d""’[), 2 al'l-‘.!
(7] dz* =~ “dz [n] ds"-' T [n—1) ds"=* 7 [n—2]

+...

ou bien, par les notations ci-dessus,

dr b .
I-%j dz* (” -+ l)b""" a” + llb Da” "+ (ll — l) b;c—a D2 a" B
La substitution dans I'équation (3) donne ensuite

e = Db (0. Dy 2 )
+(n—2)b,_,(a,D*a"+2a,Da "+ 3a,a] *)+...=0.

(4

Maintenant j’emploie la formule (2) qui équivaut, ainsi qu'on I'a vu
ci-dessus, & deux autres équations, & savoir : en faisant

{=o, r=irI, sS=n—p—1, % =p,
a Péquation
3[p—(n —p)h]DraDr-tgr-r1 <o,
et en faisant

== o, r=tu, sS=u—p—1, a=p.

a I'équation
Drgt P = XD qgDPF g7,

En retranchant ces deux équations 'une de 'autre, aprés avoir mul-
tipli¢ la deuxi¢me par n ct changé @ en a,, il vient

nDPa'? = (n — p)2(1 + h) Dia, Dr-ha! 7,

puis

I)p Il P / v(l _+_h)a’*th_k n--p~\

n—pn D _-p- B .
= u’ |a,DPa’ P! + 2a,DP V@ P! + 3a, DP?a) P+ L.
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Par la 'équation (4) s'éerit
(5) b,a\+ b, Da)"' + b, ,D*?+...= o;

¢'est la géncéralisation de la formule @, b, =1 pour les différentiations
d’ordre supérieur.
En faisant successivement dans celle-ci

n=r, n=a2, n=73, ceey
on a les équations
ba =1,
b)D a, + bya} =o,
(6) { 0,D*aq, + b,D?+ bya’ = o,

bD’a, + b,D*a}+ b,Daj + bia,=o,

d’ott Pon tire sous forme de déterminant, par exemple pour # =5,

D a, a? o) o
(7) b= (=0 D'a, Dal & o |
a* | D%a, D*a® Da' a

D*a, Da; D?a} Da;

La loi est assez évidente pour qu'il soit inutile d’écrire le détermi-
nant sous la forme générale. Clest 1a formule pour le changement de la
variable indépendante qui a ¢té annoncée.

Remarque. — 1l est peut-Ctre hon, pour abréger d’autres calculs
analogues, de mettre en évidence la solution des équations suivantes
dont on s’est servi pour former le déterminant (7).

Les équations données étant

za =1,

za,+ yb, =o,
xa,+yb,+zc,= o,

x8y+ yby+ 3¢+ vdy, = o,
xa,+yb,+ sc,+vd, +ue,= o,
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on sait, par la régle connue, que les inconnues z, y, 3, ¢, u sont don-
nées par les formules

. L =Y =Y
’ d—ﬁ’ t——-D) U--ﬁs

Ol e

X
-Z‘-—T)-: y—"-‘:

les déterminants X, Y, Z, V, U, D ¢étant mis sous la forme symbo-
lique

¢ 0o o0 o0 o I 0 0 o0 o
a, b, o o o o b, o o o
D=|a, b, ¢, o o |, X=|0o by ¢,¢ o o |,
a, b, ¢, d, o o b, ¢, dy o
a, by ¢, d, e, o b, ¢, dy e,
a 1 o o o a 0o 1 o0 o
a o o0 o0 o a b, o o o
Y=|a o0 ¢ o o |, L= a, b, o o o |,
a; o ¢ dy o a, b, o d, o
a, o ¢ d, e, ¢ty by o d, ¢,
a o o 1 o @ o o o 1
a b, o o o a, b, o o o
V=|a, b, ¢, 0o o |, U=la, b, ¢, o o |,
a, b, ¢, o o a, b, ¢, d, o
a, b, ¢, o e, a, b, e, d, o
ou, plus simplement, >
b, o o o
D =ab,c,d,e,, X= bie o o ,
by ¢, d, o
by ¢, d, e,
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a o o o a, b, o o
a ¢, 0 o a, b, o o
Y =— . L= ,
a, ¢ d, o a, b, d, o
a, ¢, d, e, a, b, d, e,
a b, o o a b, o o
a, b, ¢, o a, b, ¢, o
V - - y U = .
a, b, ¢, o a, b, ¢, d,
a, b, ¢, e, a, b, ¢, d,

Cecisuppose qu'il y a cing ¢équations données; pour un plus grand
nombre, il 1’y a qu'a obscrver la loi que suivent les déterminants

\,Y,....

Considérons maintenant les divers syst¢mes d’¢quations

La =1 £ra =1 ra =1
(8) xa,+vby=o0 | wa+yb, =o
(_ xay+ yby+3c,=0

les valeurs des @, y, 3,... sont données respectivement par les for-
mules

a b
1 a, a, b,
L= - Y= — - S =
a Y ah,’ = a b, c;
a, bl 0 o
a by o a; by ¢, o
a, b, ¢ a, by ¢y d,
az b‘, C3 a, [’5 ¢y, db
. Q= ’ =
a by c, dy a b, cy d, e
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E
1

biw:~om| D'ay D i a)
| D?a, D@} l)a’:!

D a, a [§]

ol enlin

D «, & 0 0
Pt D*a, D & al o

® | Da, D*¢* Dda a

]
]
' Dia, D*'a} D*a} Da,

ce qui est la formule (7).



