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LES FONCTIONS FUCHSIENNES ET L’ARITHMETIQUE. 4od

Les fonctions fuchsiennes et U’ Arithmétique ;

Pas M. H. POINCARE.

I. — NOTATIONS ET DEFINITIONS.

Dans le Mémoire qui va suivre, et qui a pour objet I'étude arithmé-
tique des fonctions fuchsiennes, nous ferons usage d'un systéme abrégé
de notations qui a déja été assez souvent employé.

Nous désignerons une substitution linéaire quelconque par une seule
lettre.

Ainsi soit

F(x, y,3)

une forme homogéne en z, y et 3.
Considérons une substitution linéaire portant sur ces trois variables
el définie par le systéme de neuf coefficients

a b c
a by, ¢
a:l b8 ca i

Nous désignerons par exemple cette substitution par la lettre S.

Alors la notation
F.S

désignera la forme

F(a,x+ b,y +¢,3, a2 + b,y + ¢33, a, 2 + b,y +¢,2).
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Comme F.S sera aussi unc forme homogéne en x, y, 3, nous pour-
rons lui appliquer une autre substitution linéraire

’ ! U

a. bi cl

/C'_ r ’ 1
=|a, b, c |

1 [ !

l aa b3 03

Nous obtiendrons ainsi la forme

ay(a,x + by +¢,3)+ b(a,x + b,y + ¢, 5)+ e (ae + by + ¢)3)
F| ax(a\x + b,y + ¢, 2)+ by(a,x + by + ¢,5) +¢y (@& + Uiy +¢,3)
ax(@,x + b,y +¢,3)+ by(a,x + U,y + €,3)+ ¢y (@, r + b,y + ¢, 3)

(jue nous désignerons par la notation

) (F.5)%,

ou plus simplement

F.8.8.

Cela définit cn méme temps la substitution S8’ ¢t montre que 'on a
F(SS)=(FS)S.

Nous allons considérer en particulicr la forme quadratique

¢ =Y2-XZ,

dépendant des trois variables indépendantes X, Y ¢t Z et les transfor-
mées de cette forme quadratique par diverses substitutions linéaires S.
1l est aisé de trouver toutes les substitutions linéaires S (ui n'altérent
pas @, c’est-d-dire qui sont telles que

b.S=19.

Mais il convient d'abord de distinguer ces substitutions en deux
sortes.

Une transformation qui n’altére pas une forme quadratique peut
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s écrire
a, b, cy
a, b, c,
a, b, ¢,

a, b, e, —S

cette ¢quation aura une racine égale 3 + 1, ou une racine égalc & — 1.
Dans le premier cas, la transformation sera dite droite; dans le second
cas, clle sera gauche.

Dans ce qui va suivre nous ne nous occuperons que des transforma-
tions droites, dc déterminant + 1. Il est aisé de voir alors que les sub-
stitutions semblables droites de la forme ® peuvent s'écrire

& =& 7
S=| —288 al+fy —-207]
B @
ol a, f, ¥, € sont quatre quantités quelconques telles que

(«d —By)*=1.

Nous n'envisagerons que les substitutions & coefficients réels; nous
supposerons donc que «, B, v, & sont réels, de sorte qu'on devra avoir

ad — @Y =1,
Nous rejetterons également les substitutions de déterminant — 1, de
sorte qu'on aura enfin

@l —By=1.

Nous avons appelé substitutions fuchsiennes les substitutions de la
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forme

<__ az +p

“y Yz + 8./ b4
ot a, B, v, & sont des quantités réelles telles que
«d — By =1.

On voil ainsi qu'a la substitution S correspondra une substitution
fuchsienne

= (Z, agz 4 B)

Y5+ 38

Si S et & sont deux transformations linéaires qui n'altérent pas @,
et que s et s” soient les substitutions fuchsiennes correspondantes, i la
transformation S8’ correspondra la substitution fuchsiennc ss'.

A tout groupe discontinu de transformations n'altérant pas ¢ cor-
respondra un groupe fuchsien, et réciproquement.

Soit maintenant T une transformation linéaire de déterminant quel-
conque et qui altére . Posons

F=0T.

La forme quadratique I sera inallérée par certaines substitutions
linéaires de déterminant 1, que nous appellerons, pour employer une
expression consacrée par l'usage, transformations semblables de T'.

A toute transformation semblable de I¥ correspondra une transfor-
mation semblable de P.

Si en effet S est unce transformation semblable de @, T * ST sera une
transformation semblable de If.

Ainsi & tout groupe discontinu de transformations semblables de IF
correspondra un groupe de transformations semblables de D, ct par
conséquent un groupe fuchsien; et réciproquement.

Supposons que I ait ses coefficients entiers; parmi les transforma-
tions semblables de F nous distingucrons celles dont les cocfficients
sont entiers. Elles forment un groupe discontinu qui a déja attiré 'at-
tention de nombreux arithméticiens désireux de parcourir la voie qu’a
ouverte M. Hermite.
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A ce groupe discontinu correspondra donc un groupe fuchsien et
par conséquent un systéme de fonctions fuchsiennes. De pareilles fonc-
tions fuchsiennes pourront s’appeler fonctions fuchsiennes arithmé-
tiques (Cf. Bulletin de U’ Association francaise pour Uavancement
des Sciences, t. X, p. 132 ct 138, ct Comples rendus de I’ Académic
des Sciences, Notc du 29 mars 1886).

Le but du présent travail est I'étude de ces fonctions fuchsienncs
arithmétiques et de leurs applications a la théorie des nombres.

Je me proposc en particulier d’établir que ces fonctions admettent
un théoréme qui peut ¢tre regardé comme la généralisation du théo-
réme d’addition des fonctions elliptiques, ce qui ne parait pas avoir
lieu pour les fonctions fuchsiennes ordinaires.

Pour compléter ce systéme de définitions qui me seront nécessaires
dans la suile, je vais rappeler ce qu’on doit entendre par indice d'un
sous-groupe.

On peut trouver dans le groupe principal un certain nombre de
substitutions

([) Sy, Si oy Se

telles que toute substitution du groupe principal puisse se mettre d'une
maniére ct d’une seule sous la forme

2] -
'lihks

T, étant unc substitution du sous-groupe et S; unc substitution du
systéme (1).

Le nombre des substitutions de ce systéme (qui peut dailleurs étre
infini ) est I'indice du sous-groupe.

Le groupe commun a deux groupes G et G’ est le groupe formé de
toutes les substitutions communes & G et a G'.

Deux groupes sont commensurables quand leur groupe commun cst
pour chacun d’eux un sous-groupe d'indice fini.

On définirait de méme le groupe commun & trois groupes ou la com-
mensurabilité de trois groupes.

Voici maintenant quelques propositions qu'on peut déduire immé-
diatement de ces définitions.
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1° Soient G et G’ deux groupes quelconques, C leur groupe com-
mun, soit g un sous-groupe d'indice fini de G ; soit ¢ le groupe com-
mun & g et & G’; ¢ sera un sous-groupe de C; je dis que ce sera un
sous-groupe d'indice fini. '

Soit n l'indice du sous-groupe g.

Soicnt

S,, S, .., 8,

n substitutions convenablement choisies dans le groupe G. Toute
substitution de G pourra se mettre sous la forme

T;S; (k=1,2,...,n),

T, étant unc substitution de g.
Nous pourrons toujours supposer que S, se réduit & la substitution
identique
S‘ =1.

Formons le tableau des substitutions de C, c’est-i-dire des substi-
tutions communes & G ct & G’. Nous pourrons les classer en n classes.
Chacune d’clles peut, en cffet, se mettre sous la forme T;S; et K peut
prendre n valeurs différentes. Il peut arriver toutefois qu’une ou plu-
sieurs des classes ainsi définies ne contienne aucune substitution.

Soient .
T,, T,, ..., T, ..., alinfini,

les substitutions de la premiére classe qui correspond au cas de & =1
et de
S]‘ = S‘ =1I.

Ce scront par définition les substitutions du sous-groupe c.
Nous pourrons supposer

1 =1.

Solent maintenant

T,Ss, TiSp ooy TSy ...

l

les substitutions de la seconde classe.
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Je dis que toutes ces substitutions pourront se mettre sous la forme
TIT,. S.),

T; étant une substitution de la premiére classe, c'est-a-dire du
groupe c.
Je dis que I'on aura par exemple

T,S,=T.T.S,,
T'; appartenant a c; cela revient a dire que
T, T,
appartient & c. En effet, T; ct T, appartenant par hypothése & g, il en

est de méme de T; T7*; de plus, T; S, et T, S, appartenant & G, il en
sera encore de méme de

T.S,(T,S,)~ =T, T

Cette derniére substitution faisant partic & la fois de g et de (' fera
parlic du groupe commun c.

Ainsi le Tableau des substitutions du groupe C réparties en 7 classes
pourra s’éerire

T,, T, U
T,s,, T,T,S, ..., TT.S, ..,
T';S:n TQT;S:H ey TiT:S:n &)
eveny eeseney ey e e ’ vy
TS, T,TS,, ..., T.T™S, ...,

quelques-uncs des classes pouvant manquer.

Par conséquent I'indice de ¢ par rapport & C est au plus égal a I'in-
dice de g par rapport i G.

2° Si g et g’ sont deux sous-groupes d'indice finide G ctde G, leur
groupe commun sera un sous-groupe d'indice fini par rapport au
groupe commun de G et de G'.

Cette proposition s¢ déduit immédiatement de la précédente.
Journ. de Math. (% série), tome III. — Fasc. IV, 1857, 5{
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3¢ Si g et g’ sont deux sous-groupes d’indice fini par rapport & un
méme groupe G, leur groupe commun sera encore un sous-groupe
d’indice fini de G. .

4° Si deux groupes G et G’ sont commensurables & un méme Lroi-
sitme 37, ils seront commensurables entre eux, et les trois groupes
seront encore commensurables centre eux.

Soient en effet C,, C, et C, les groupes communs, respectivement a
Geta G, aG"etd Gyetenfina Geta G'.

Soit enfin ¢ le groupe commun aux trois groupes G, G’ et G”; ¢ sera
¢videmment aussi le groupe commun & deux quelconques des trois
groupes (,, C, ct C,.

Par hypothése, les indices de C, par rapport & G’ ct 4 G”, et de C,
par rapport a G et & G”, sont finis.

Je dis que ¢ est un sous-groupe d'indice fini de G”; c’est en effet le
groupe commun a (; et a C,, sous-groupes d'indice fini de G”".

Je dis également que ¢ est un sous-groupe d’indice fini de (3'; en
effel, ¢ est le groupe commun & G’ et & C, 5 C, est un sous-groupe d'in-
dice finide G”. Donc l'indice ¢ par rapport au groupe commun a G’ ¢l
a 7, c'est-a-dire par rapport a C,, est fini. Or I'indice de C, par rap-
port & (' est lui-méme fini. Donc l'indice de ¢ par rapport a (i’ es|
encore fini.

Rien ne distingue dailleurs G de (. Donc Y'indice de ¢ par rapport
aux trois groupes G, G’ et G” estfini; donc les trois groupes sont com-
mensurables entre cux. C. Q. F. D.

(Z, contenant ¢ aura évidemment un indice fini par rapport a (x et
a G’y d’out il suit que ces deux derniers groupes sont aussi commensu-
rables entre eux,

lI. — RépvcrioNn DES FORMES.

Dans mon Mémoire sur les groupes kleinéens (. Acta mathematica,
t. L, fig. 1, § 2), j'ai exposé la distinction entre les groupes propre-
ment discontinus ct les groupes improprement discontinus. On a vu
(u’un groupe peut étre proprement discontinu dans une région donnée
de I'espace et improprement dans une autre région.

[¢i nous envisageons des formes quadratiques ternaires qui ont six
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cocfficients : elles peuvent donc étre regardées comme des cnsembles &
six dimensions (ou & cinq seulement si l'on suppose le discriminant
donné). Les groupes que nous envisageons pcuvent donc étre propre-
ment discontinus quand les six coefficients sont soumis & certaines iné-
galités, ct ne plusI’étre qu'improprement quand ces inégalités cessent
d’étre remplies. Par exemple, ils pourront I'étre proprement en ce qui
concerne les formes définies et improprement en ce (ui concerne les
formes indéfinies.

Considérons donc un groupe G formé&-de substitutions linéaires ct
proprement discontinu par rapport & toutes les formes (uadratiques
ternaires définies. Soient F et I deux formes quadratiques ternaires
définies; je dirai que ces deux formes sont ¢quivalentes par rapport au
groupe G quand on pourra passer de I'une & Pautre par une substi-
tution de ce groupe. Parmi les formes équivalentes i F,y il y en aura
une que 'on regardera comme plus simple que toutes les autres et (ue
I'on appellera la réduite de I\

Celte définition comporte évidemment un trés grand arbitraire; on
peut d’unc infinit¢ de maniéres trouver des inégalités telles que, parmi
les formes équivalentes a F, il y en ait une ct une seule qui y satisfasse
(et cela quelle que soit F). Ce sont alors ces inégalités (ui sont les
conditions de réduction.

‘n d’autres termes, et pour cmployer un langage géométrique, con-
sidérons les six cocfficients de notre forme quadratique comme les
coordonncées d'un point dans I'espace & six dimensions. Cet espace sera
divisé cn deux régions, R correspondant aux formes définies et R’ cor-
respondant aux formes indéfinies. Notre groupe G sera proprement
discontinu dans R, improprement dans R’. On pourra done partager R
en une infinité de régions particlles r(, 74, ..., ad inf.; de telle facon
qque les substitutions de G changent ces régions partielles les unes dans
les autres. Cette subdivistion sera tout a fait analogue & ce (qu'est dans
la théoric des groupes fuchsiens la subdivision du plan, ou d'unc
partic du plan, en une infinit¢ de polygones curvilignes. Alors les
formes réduites, par rapport au groupe G, seront celles qui correspon-
dent & des points intérieurs & la premicre région partielle r,.

Cette définition de la réduction par rapport & un groupe G est une

] ’

généralisation immeédiate de celle de la réduction arithmétique. Dans
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le cas de la réduction arithmétique, en cffet, G n'est autre chose que
le groupe arithmétique, qui cst formé des substitutions lindaires &
cocfficients entiers ct de déterminant 1. On peut prendre alors pour
conditions de réduction, soit celles qui ont ¢été adoptées par M. Sel-
ling, soit celles de MM. Korkine ct Zolotareff. Mais on pourrait en
imagincr une infinité d’autres. _

Un autre cas particulicr intéressant est celuiot G est un sous-groupe
d’indice fini du groupe arithmétique. Alors une substitution quel-
conque du groupe arithmétique pourra sc mettre d’une manicre et
d’une seule sous la forme

Tisln
T, étant unc substitution de G ct
S,, S ..., 8,

étant des substitutions du groupe arithmétique dont le nombre n est
précisément 'indice du sous-groupe.
Si alors F est une forme définie quelconque, sa réduite arithmétique
L
s'éerira

FTt' Sl«a

ct nous pourrons convenir, pour définir la réduction par rapport au
groupe (x, de dire que sa réduite par rapport a ce groupe sera FT,.

Tout ccla ne peut pas s’étendre au cas des formes indéfinics, car les
groupes qu'il pourrait étre intéressant de considérer, et en particulier
le groupe arithmétique, sont improprement discontinus pour ces formes
indéfinies, ¢’est-d-dire dans la région (ue nous avons appelée R'.

Mais tous les arithméticiens connaissent lingénicux arvtifice par
lequel M. Hermite, introduisant les variables continues dans la théorie
des nombres, a le premier triomphé de cette difficulte.

“n méme temps que la forme indéfinie

O =Y2-XZ,

envisageons la forme
' ., X¥ 7
H=Y+ Y -+ —

“
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qui est définic. Si T cst une substitution lindaire et si HT est unc
forme définie réduite par rapport au groupe G, nous dirons que la sub-
stitution T est réduite par rapport & G ct que la forme indéfinie T
est également réduite par rapport a G.

Voici maintenant comment on pourra trouver les réduites d'unec
forme indéfinic

F =00
On aura aussi

F= (I)S’t,

S ¢tant une quelconque des substitutions

ol &, B, ¥, ¢ sont quatre quantités réelles quelconques telles que :

Ce groupe des substitutions S, qui n’altérent pas ®, s’appellera
groupe reproductif de 9.

Considérons la forme définic HS=; il y aura toujours, d’aprés ce
(ui préeede, dans le groupe (v une substitution T qui réduira cette
forme quadratique définic par rapport au groupe G. La forme HS~T
sera alors réduite. La substitution S« T sera réduite, et la forme indé-
finic

#S<T=F,T

sera réduite. La substitution T scra alors I'une des substitutions rédue-
trices de I'. Comme il y a une infinité de substitutions S, la forme I
admettra cn géncral unc infinité de substitutions réductrices.

Il peut se faire que deux substitutions réductrices T et T’ conduisent
A une méme réduite, ct qu’on ait

FT = FT".

in ce cas, T-'T” est 'unc des substitutions de G qui n’altérent pas F.
Il peut donc arriver que le nombre des réduites soit fini, bien que
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celui des substitutions réductrices soit infini. C'est ce (ui se passe, par
exemple, si F a ses coefficients entiers et si G est le groupe arithmé-
tique.

Il en est encore de méme si, les coefficients de IF ¢tant entiers, (5 est
un sous-groupe d'indice fini du groupe arithmétique.

Vappellerai groupe reproductif de F le groupe des substitutions li-
néaires de déterminant + 1 qui n’altérent pas cette forme. Ce sera le
transform¢ par la substitution = du groupe reproductif de @, car toute
substitution qui n'altére pas I¥ peut se mettre sous la forme

'S,
S n'altérant pas .

Jappellerai sous-groupe inaltérant de G par rapport a 1< le groupe
commun & (& et au groupe reproductif de F. Le transformé de ce sous-
groupe par la substitution == sera le groupe inaltérant transformé
relatif 4 (i et a I. Ce sera un sous-groupe du groupe reproductif de ¢.

Nous avons vu au numéro précédent qua toule substitution du
groupe reproductif de ¢ correspond une substitution fuchsicnne s.
Done au groupe inaltérant transformé relatif & G et a F correspondra
un certain groupe fuchsien (ue jappellerai groupe fuchsien relatif a
Gretal.

Nous adoplerons des dénominations spéciales, pour abréger le lan-
gage, dans le cas ol G sera le groupe arithmétique. Le sous-groupe
inaltérant sappellera le groupe principal de I'; le groupe inaltérant
transform¢ s'appellera le groupe transformé principal de I°; eufin le
groupe fuchsien relatif & I¥ et au groupe arithmétique s'appellera le
groupe fuchsien principal de Y.

I résulle de la que, pour étudier le groupe principal de F, formé
des substitutions semblables de F, il suffit d'¢tudier le groupe fuchsien
principal de F. _

Nous adoplerons le mode suivant de représentation géométrique.

Nous considérerons un plan représentant la variable imaginaire 5
nous ferons correspondre & la substitution S la substitution
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quc nous représenterons elle-méme par le point du plan des z quia pour
affixe

ay/— 1+ 8

W—1+38

(e point fait partie du dernier plan situé au-dessus de I'axe des quan-
tités réclles. A chaque substitution S correspondra un point de ¢e demi-
plan, mais & chaque point du demi-plan correspondront une infinité de
substitutions S faisant partic du groupe reproductif de @.

Nous regardcrons comme donnés le groupe (s et la transformation =
qui change ® en IF.

Voici alors comment se représentera géométriquement la réduction
de F par rapport 4 G :

A chaque substitution S ct, par conséquent, & chaque forme quadra-
tique définie H.S correspondra un point de notre demi-plan. Je dis
maintenant qu'a chaque point de ce demi-plan, auquel correspondent
pourtant unc infinit¢ de substitutions S, ne correspondra pourtant
qu'unc seule forme définie H.S.

Soient, en effet, S et §’ deux substitutions correspondant & un méme
point P de notre demi-plan. Je dis que

H.S=HY,
¢est-d-dire

H.SS-'=Il.

En cffet, les substitutions fuchsicnnes s el s’ qui correspondent res-
pectivement 4 S ct §' changent toutes deux le point y— 1 dans le

point I*. Donc la substitution ss'~", n'altérera pas le point y — 1.
On en conclura que les valeurs des quatre quantités «, 8, ¥, &, qui
correspondent & ss' ', ou ce qui revient au méme a 8§'~', sonl

@ = cOsp, 8 = sing, v = — sing, ¢ = cosg,

¢étant un angle quelconque; d'oti 'on dédnira sans peine que la substi-
? gie q q peneq
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tution S8~ s’¢erit

i 2 1 ain? in2 i
I COS ? —+- 381 ? sin ?
|

— sin*¢ cos’y  sin?g |,
sinp — isin®g  cos?p
ct, par conséquent, qu’elle n’altére pas H. C. Q. F. D,

A chaque point du demi-plan correspond donc une seule forme H. S,
par cons¢quent une seule forme ®S. Connaissant la forme définie
HS~=, on connaitra la substitution réductrice T qui fait partie du groupe
(v ct réduit HS< par rapport & G.

A chaquc point du demi-plan correspondra de la sorte une substitu-
tion réductrice ct unc seule. Nous pourrons donc subdiviser ce demi-
plan c¢n unc infinité de régions, telles que, pour tous les points d'une
méme région, la substitution réductrice soit la méme.

Ce mode de représentation géométrique est analogue, mais non iden-
tique & celui qu’a employé M. Selling.

Nous avons vu que, dans certains cas, bien qu’il y ait unc infinité de
substitutions réductrices, il n’y avait qu’un nombre fini de réduites.
Qu'arrive-t-il alors? Soient f,, /., ..., /, nos a réduites. Nous avons
subdivis¢ le plan en une infinit¢ de régions qui correspondent aux diffé-
rentes substitutions réductrices. Soient 7,4, 7445 #1444 « -, 1',; UNC infi-
nit¢ de ces régions correspondant i la réduite £, clles scront les trans-
formées les unes des autres par les diverses substitutions du groupe
fuchsicn relatif & F et & G. Soient de méme 7,4, 75, ..., 7'y los régions
(qui correspondent & la réduile f,, .... Soient enfin 7,4, 74, ... les
régions qui correspondent i la réduite f,.

Nous pourrons toujours supposcr qu’on a choisi les indices de telle
SOrte (ue 7'y, ..., Iy soient les transformées de ry,, ..., 7, par la
méme substitution qui change 7,4 en r;.

Cecla pos¢, réunissons 7y, Iyy, ..., I'yp ¢n une région unique R, et
de méme 7y, gy ...y 7y onoune région unique R, Les diverses ré-
gions R; scront les transformées les unes des autres par les diverses
substilutions du groupe fuchsicn relatif & IY et & G,

1l serait aisé de ramener ces régions R,, ..., R;, ... & des polygones
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curvilignes, comme je I'ai expliqué dans le § V de mon Mcémoire sur
les groupes fuchsiens (Acta math., t. 1).

Avant de terminer cc paragraphe, je dois faire une dernicre ve-
marque. Nous avons regardé comme donnée la substitution = qui change
@ en I, I ne suffit pas, pour cela, de sc donner I, En effet, cette forme
peut dériver de @ d’une infinité de maniéres; on a non sculement

I = (‘)7’

mais encore
IF=®0.8.5

S ¢lant une substitution queleconque du groupe reproductif de @.

Il est clair, si 'on se reporte aux définitions qui précédent, que le
groupe fuchsien relatif & F et & (& ne sera pas le méme selon qu’on re-
gardera I¥ comme dérivée de ¢ par la substitution = ou par la substitu-
tion S7.

Quand cela sera néeessaire, afin d’éviter toute confusion, nous distin-
gucrons ces deux cas en disant, dans le premier, le groupe fuchsien re-
latif & G et & ¥ = @5 dans le second, le groupe fuchsien relatif a i el
alt=0Ss,

Le groupe fuchsien relatif & G et & F = ©S< sera le transformé du
groupe fuchsien relatif & G et I¥ = ¢z par la substitution s=*, s étant
la substitution fuchsicnne qui correspond & S, en vertu des conventions
faitex. En particulicr, le groupe fuchsien principal de I = ®S< sera le
transformé du groupe fuchsien principal de F = €= par s .

Il. — LEMMES bpiveRs.

Lk MME l. — Si g est un sous-groupe d’indice fini de G, le groupe
fuchsien relatif a g et a F sera un sous-groupe d’indice fini du
groupe fuchsien relatif a Geta IV

Cest une conséquence des lemmes démontrés & la fin du § Let des
définitions du § 1L

Lewse . — S: G et G sont deux groupes commensurables, les

Journ. de Math. (4* séric), tome III. — Fase. IV, 1885, 55
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groupes fuchsiens de X relatifs respectivement & G et a G sont aussi
commensurables.

(e lemme est une conséquence immédiate du précédent et des defi-
nitions.

LenMe 111, — Soit ¥ = O sorent ensuite T' une substitution de G
et ' =0T une forme équicalente a F par rapport au groupe G.
Les deux formes I' et ¥’ auront méme groupe fuchsien relatif a (s.

En effet, le sous-groupe inaltérant g’ de G par rapport a F’ sera le
transformé par la substitution T’ du sous-groupe inaltérant g de G par
rapport a F.

Si, en effet, U est une substitution du second sous-groupe g, de telle
sorte que

F =FU,
on aura

F=FI'=FUT'=FT-'UT,

de telle fagon que T'-* UT" apparticndra au premier sous-groupe g’.
Le groupe inaltérant transformé de F sera le transformé de g par
~=!, ce sera donc

De méme, le groupe inaltérant transformé de ' = ®+1" sera

~T'gT-1<.

o

Mais nous venons de voir que

g'::: T gT'.
Il vient donc
T gT="s'=T"'gT,

de sorte que les deux groupes inaltérants transformés se confondent.
Les deux groupes fuchsiens se confondront donc également.
C. Q. F. D.
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En particulier, si G est le groupe arithmétique, le groupe fuchsien
de I = @< par rapport & un groupe commensurable & G sera commen-
surable avec le groupe fuchsien principal de F = @~.

Si T’ est une substitution & coefficients entiers, les deux formes équi-
valentes I' = @z ct ¥ = @1'T" auront méme groupe fuchsien principal.

Lenve 1V, — 8¢ G et G’ sont deux groupes commensurables, et
S une substitution de G', une des puissances entiéres de S (d’expo-
sant différent de o) fera partie de G.

Soit, cn cffet, g le groupe commun de G ct G’; soit z I'indice du
sous-groupe g par rapport a (x'; cet indice est fini par hypotheése.

Si alors on prend au hasard # + 1 substitutions dans G’ (parmi les-
«quelles on peut toujours supposer que 'on comprend la substitution
identique 1), on pourra tonjours trouver parmi elles deux substitutions
S; oL Sy, telles que

S5

appartiennc i g et, par conséquent, a G,
Prenons, par exemple,

g - 2 2 \
S, S, S8, L, 8

Alors

fera partie de G. C. Q. F. D.
Nous allons étudier maintenant quelques-uns des sous-groupes du
groupe arithmétique. Ce groupe est formé, d’aprés sa définition, de
loutes les subslitutions
a, a, a,

b, by b,

(o8 ¢, Cy

dont les coefficients sont entiers, ct le déterminant égal & 1.
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Pour définir un sous-groupe du groupe arvithmétique, il faut done
assujettir les coefficients enticrs a, b, ¢ & de nouvelles conditions.

Je distinguerai les sous-groupes ¢ congruences ot les neuf coefi-
cients a, b, ¢ sont assujeltis & satisfaire & certaines congruences suivant
un certain module ¢ premier ou composé.

LLemMe V. — Un sous-groupe a congruences est loujours un sous-
groupe d’indice fini du groupe arithmétique.

Soit, en effet, g un sous-groupe défini par les & congruences
(1) PoooPyo P =0 (modg),

ot les I sont des polyndmes entiers par rapport aux a, b, «.
Les congruences (1) devront étre satisfaites si I'on fait

@ =by ez, T )
| | (modg),
Vay,=a,:~by=—by=:cz_r,m=0 | '

et, en cffet, la substitution identique

't o o

|

lo 1 ol
1

N I

devra faire partie de g.

L sous-groupe g’ défini par les congruences (2) sera done un sous-
groupe du groupe g (ui est lui-méme un sous-groupe du groupe
arithmétique.

Il est évident que g’ sera un sous-groupe d’indiee fini du groupe
avithmeétique; car cet indice sera certainement plus petit que ¢° (il se
réduira & ¢* si ¢ est premier), puisque chacun des neuf cocfficients «,
b, ¢ peut prendre ¢ valeurs incongrues par rapport au module ¢.

Donc a fortiori g sera un sous-groupe d’indice fini du groupe
arithmétique. C. Q. F. D,

Cousidérons maintenant une transformation T & coefficients entiers,
mais dont le déterminant soit ¢gal & un entier A plus grand que 1.
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Soient (r le groupe arithmélique, G' son transformé par T', g le
groupe commun a Get & (35 je dis que g sera un sous-groupe a con-
gruences.

Soit, en effel,

@, @, a

.
II
1
]
=
~
N

une subslitution i cocfficicnts entiers faisant partie de G.
Soit

o, o, o
T = Su ;(-1’2 33
Yo Y2 Ya

la substitution définie plus haut.
La wansformée de S par T’ s'éeriva

—

> ]’i ])3

-2 2

A A
Torsp | P P Pol
' R

Py Py by

A A A

les P étant des polynomes entiers homogénes ct du premicr degré par
rapport aux @, b ct ¢, et dont les coefficients dépendent des «, 8 ¢ .

Pour que cette substitution fasse partic de g, il faut et il suffit que
ses cocfficients soient entiers, ce qui s'exprime par les neof congruences

P;~=0o  (modd).

Ciela montre que g est un sous-groupe & congruences; d’ot F'on dé-
duit aisément lec lemme suivant :

Lenme V1. — Le groupe arithmétique est commensurable avec son
(ransformé par une substitution & coefficients entiers de détermi-
nant plus grand que 1.
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Ou, ce qui revient au méme,

Le groupe arithmétique est commensurable acec son transformé
par une substitution a coefficients fractionnaires.

Soit maintenant T’ une substitution & coefficients fractionnaires; je
dirai que la forme F est commensurable avec sa transformée I'T” par
la substitution T'.

Lemse VII. — Considérons deux formes commensurables ¥ et
I'T'5 le groupe fuchsien principal de ¥ = ®z sera commensurable
avec le groupe fuchsien principal de FT' = @=T".

‘n cffet, le groupe arithmétique cst commensurable aveele groupe G;
((ui est son transformé par T'~.

Soit g le sous-groupe inaltérant de G par rapport & IY; il sera com-
mensurable avee le groupe principal de F.

D’autre part, le groupe principal de FT' sera le transformé de g
par T".

Le groupe transformé principal de I = @z scra le transformé par
=~' du groupe principal de F; le groupe transformé¢ principal de
FT' = @zT’ sera le transformé par (zT")~* = T~ =~' du groupe prin-
cipal de FT’, et, par conséquent, le transformé par ==* du groupe g.

Or g et lc groupe principal de F sont commensurables.

Donc les groupes transformés principaux de F = @z et de FT' = ¢ =T
le sont également.

Donc les groupes fuchsiens principaux de IF = €= et de FT'= {=T"
sont commensurables. C. Q. F. D,

IV. — SUBSTITUTIONS FRACTIONNAIRES.

On peut se proposer de rechercher quelles sont les substitutions i
cocfficients fractionnaires qui n’altérent pas unc forme IF & cocfficients
entiers, ou, en d’autres termes, quelles sont les transformations sem-
blables fractionnaires de F. 1l est ais¢ de prévoir, d’ailleurs, que le
groupe formé par ces transformations ne sera pas un groupe discontinu.
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On voit aussi immédiatement que des substitutions semblables frac-
tionnaires de F on pourra déduire les substitutions semblables fraction-
naires d’une forme I = FT’ commensurable avec F. En effet, les der-
ni¢res scront les transformées des premiéres par la transformation T.

Soit donc & trouver les substitutions semblables fractionnaires de la
forme

F=Aut+ANy*+ A2+ 2Bys + 2B'ws 4 2By,
Ona

A(AN - B)F = (AN’ — B"?)(Ax + B’y + B'z)?
+ [(AA'—B"?)y + (AB —- B"B')z]* + AAz2,

A désignant le discriminant de I, de telle sorte que la forme F est, &
un facteur constant prés, commensurable avec

F'=(AA' — B?)2? + y*+ AAzt.

Nous sommes donc ramends i étudier les substitutions semblables
fractionnaires des formes telles que

Ax?+ By*+ Cz?,

ou plutdt, puisque nous avons affaire a une forme indéfinie, et si nous
voulons mettre les signes en évidence

Ax®+ By — C3z®.
Nous allons d’abord nous poser le probléme suivant :

Quelles sont les substitutions fractionnaires qui n'altérent ni s
ni Ax*+ By*?

[l faut alors trouver quatrc nombres fractionnaires «, §, v, 8, tels
([uc
Ao + By )+ Blyz + 8y)* = Au?+ By?.
Nous mettrons les quatre nombres «, §, v, ¢ sous la forme
0

a N
a:—el, 3::?5—‘, Y:-?—y 8:-2-,
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%, 1, Y1y 91, € Gtant entiers ou fraclionnaires, nous pourrons loujours
supposer que «,, v, ct € sont cntiers : on aura alors

By Qoo — o
1!'31—;51“‘4‘— Ela
Ao+ DByi=Ag,

A2, 8, + By, g, =0,

A Rz AR P )
AR+ Be =B

Supposons ue L'on ait trouvé trois enticrs 2, v, et ¢ satisfaisant a

il suffira de prendre

pour satisfaire aux trois autres équaltions.
Il veste done & résoudre I'équation

By =A\(e—2,)(c+2).

Nous multiplicrons done B par un carré quelconque v7, mais de telle
facon que By} soit divisible par A, ct de plus soit impair ou divisible
par g (ainsi, si B est un multiple de 4 + 2, y, devra étee pairs si
A=A A}, A, w'étant divisible par aucun carré, v, devra étre divisible

par A Ay).

. . ) B2 .
1l sera facile ensuite de décomposer -—\‘~‘ en deux facteurs tous deun

pairs ou tous deux impairs, € - 2, ¢l ¢ -+ 2,, et d'en déduire, pour
el o, deux valeurs entidres,

Tel est donc le moyen de former les substitutions semblables frac-
tonnaires de la forme binaire

A+ B).z_

Pour les étudier plus complélement, nous supposerons A = 1. Celle
hypothése est toujours permise; car, si 'on avait A < r, on multiplic-
rait la forme par A, et on changerait ensuite de variable en posant

Ar=ua".
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Considérons notre substitution fractionnaire

4 _ Bu
o ﬁ & 3
¥ Sl !

ct la substitution fuchsiennc correspondante. Cette derniére sera ¢évi-
demment une substitution clliptique qui n’altérera pas un certain point
du plan. Ce point, que jappelle P, sc détermine aisément, ct I'on
trouve (u'il est le méme pour toutes les substitutions fractionnaires de
notre forme

«* + By

Pour définir une substitution fuchsienne elliptique, il faut se donner
non seulement le point I’ qui n’est pas altéré par cette substitution,
mais encore I'angle de rotation ¢.

ler nous avons

d’oti on déduit

Nous aurons alors

(a' + Y \/_:_B)(“I i \/_——B) =€’

Nous devons supposer que «,, v, ¢t & sont prcmiers entre eux, ct
par conséquent que «, et v, sont premiers entre eux. Les deux nombres
complexes

g+, V=B et a —y,/—B
seront alors aussi premiers entre eux, ct l'on aura
¢ = MN, @, + 7,V — B=M2, %, —y,V—B=N3

Met N étant deux nombres complexes existants ou idéaux, conjugués
entre eux et de plus premiers cntre cux.

Journ. de Math. (4° série), tome I1I. — Fasc, LV, 1887. 56
7
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Cela posé, cherchons d’abord si ¢ pcut étre commensurable avec 27.
Si cela était, on trouverait un nombre entier m, tel que

(1. + 'Yq V: B)m= g
ou que
q l\lm — Nm :

M ct N étant premiers cntre cux, cette égalité est impossible. 11 n'y
aurait exception que si ¢ était égal & 1 et que «, + y,v/— B fiit unc
unité complexe.

Mais il faut faire attention au sens que I'on doit attacher a cc mol.
Pour que la théoric des nombres complexes idéaux soit applicable, il
faut prendre pour hase du systéme \/— B, si + B (que d’ailleurs nous
supposerons n’étre divisible par aucun carré) est multiple de 4 plus 2
ou plus 1 il faut prendre, au contraire,

V=B
2 ’
si B est multiple de 4 plus 3. Dans ce dernier cas,
2+ By=B
2

est considéré comme un entier complexe si a + 3 cst pair (voir
Depexino, Théorie des nombres entiers algébrigues, p. gt. Paris,
Gauthier-Villars; 1877).

Alors on a, comme unités complexes,
Toahy

+1,  Ey—1,

)

On doit donc conclure de cette discussion que I'angle 9 ne peut étre

. i . ‘ T™ T 2
commensurable avec 27 que s'il est égal A ®, 4 = =, &4 = ~ou a == 2 .
’ 2 3 3

On voit, de plus, que les substitutions fractionnaires qui repro-
duisent a la fois les deux formes

3 et x?+ By?
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correspondent aux divers entiers complexes formés avec y — B, et que
leur théorie dépend intimement de celle de ces nombres complexes et
des idéaux correspondants.
Voild donc une premiére catégorie de substitutions fractionnaires
n’altérant pas la forme
z? +By?— Cz2.

Unc autre catégorie se composera des substitutions qui n’altérent
ni y, ni #? — C3? (sans parler d'unc autre catégorie qui sera formée
de méme des substitutions qui n’altérent ni x, ni By? — Cz?). Ces sub-

slitutions correspondront aux nombres complexes formés avec y/C
comme celles de la premiére catégorie correspondaient aux nombres

complexes formés avec /— B. Mais I'analogie de ces trois catégories
de substitutions fractionnaires est trop évidente pour qu'il soit néces-
saire d'insister.

Je dis maintenant que toute substitution fractionnaire peut toujours
étre ramence & celles que nous venons d’étudier.

Soit, en effet,

[a, b ¢
S == a, b2 Cy
a;, b, ¢

unc substitution fractionnaire quelconque qui n’altére pas unc cer-
taine forme quadratique F & coefficicnts entiers ou commensurables.
Je supposerai, de plus, que cette substitution est droite au sens donn¢
a ce mot dans le premier paragraphe de ce Mémoire.

On pourra trouver alors une forme linéaire

oZ+ 3,y +1.3

A coefficients entiers, qui ne sera pas altérée par la substitution.
On pourra ensuite trouver encore deux formes linéaires

a0, & + B2y + ¥a5,
0,2+ By + ¥s3
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a coefficients entiers, ct telles que I'on puisse écrire

F= A(qyz+8,y+v3)
+ Ay (2 + By +v,3)?
+ Ay(oyx + By + 153)%,

A, A, et A, étant des quantités commensurables positives ou néga-
tives.

Faisons maintenant un changement linéaire de variables en faisant

=az+fy+71.3,

Il

x/
Y =,z +B,y + Y53,

=a,x + B,y + 1,5,

(2}
|

il viendra
F=Ax*+A,y?*+ A,3%

de telle sorte que, si I'on appelle T la substitution linéaire
q PP

oy 34 e
%o pa T2 |y
%y @3 Ya

on aura
FT-'= A, 2*+ A, y* + A, 5%
La substitution

TST-

scra fractionnaire ct n’altérera pas FT—'. Mais il y a plus, clle n’altérera
pas z, ni par conséquent
A x4 Ayt

Nous sommes donc ramenés au cas précédent.

Il conviendrait peut-étre, pour compléter cette théorie, de dire
(uelques mots des substitutions fractionnaires gauches qui n’altérent
pas une forme quadratique. Mais je ne crois pas devoir m’y arréter
pour le moment. Je me bornerai & observer que, si S est une substi-
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tution fractionnaire gauche n'altérant pas F, S? sera une substitution
fractionnaire droitc n’altérant pas non plus F.

V. — CALCUL DES MULTIPLICATEURS.

Soit
a, b, C,
S = ag ba CJ
a by ¢

! ’ U

a‘ bl c‘

R
I'ST=|a, b, c
a, b, c

3 3 3

sa transformée par une substitution liné¢aire quelconque T. On aura
a,+b,+c,=a,+b,+c,.

Iin d’autres termes, la somme a, + b, + ¢, sera un invariant. On

pourra choisir la substitution T, de telle facon que T-'ST soit de la
forme canonique

A, o0 o
o A, o |

0 o A,

Alors 4,, A, ct A, scront les multiplicateurs dec la substitution A;
ces multiplicateurs seront les racines de I'équation cn 2,

a, — A\ b, ¢,

a, b, ¢;,—A
ct ’on aura

MN+A+N=a,+ b, +c,.
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Si, en particulier, S n’altére pas une forme quadratique ct cst une
_ substitution droite, I'un des multiplicateurs est égal & 1, et le produil
des deux autres est aussi égal a 1.

Soit alors
. a:-—{—p\)
Pz 8

la substitution fuchsienne correspondant & S; « -+ & sera, pour cette
substitution, un invariant comme @, + b, + ¢, I'était pour S, ct I'on
aura d'ailleurs

(a +8)¥=a,+by+c, + 1.

11 résulte de la que la connaissance de a + ¢ suffit pour déterminer
les trois multiplicateurs, qui devront satisfaire & I'équation du troi-
sitme degré

N—i—[(z+ 8 —1](A*—%)=0.

Si S est unc substitution a coefficients entiers, lasomme a, + b, + ¢,
devra étre un entier, ct par conséquent « + ¢ devra étre la racine
carrée d’un cntier. :

La somme a + ¢ s'appellera V'invariant de la substitution S e\ s’¢-
crira, pour abréger, [S].

Nous allons traiter maintenant le probléme suivant :

On se donne [A |, | B]| et Uincariant[ AB] de la combinaison AB
des deux substitutions A et B. On demande de calculer Uinvariant
d’une combinaison quelconque de ces deux substitutions

Am Bn’ A™ Bu Ap’ Al Bn Ar Bq, o

m, n, p, q étant des entiers quelconques positifs ou négatifs.

Tout d’abord, il est évident que deux substitutions inverses I'une de
'autre auront méme invariant; on aura

[Al=1A""} [Bl=[B'], ...

De plus, une substitution aura méme invariant que sa transformée
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par unc substitution quelconque; ainsi,
[A]=[B~'AB],
l A™ B"A" Bql — [BquBaAp I,
ct, en particulier,
[BA]=|AB]=[A"'B'|=|B'A'|
Je vais maintenant chercher une relation entre
|Al, [B], [AB] et [AB?].

Nous pouvons toujours, par une transformation convenable, mettre
la substitution fuchsienne qui correspond a B sous la forme

&

(_ 3+ 8’
- *(.-."-f-a)

\

Soit ensuite

la substitution fuchsienne correspondant & A. Alors

( a5 + 9\ a5+ 8
3, ———= ct 5, ——
1.0 1,428
e ey
scront les substitutions fuchsiennes correspondant respectivement &
AB ct 4 AB*, de sorte qu’on aura

(7\+ ‘;:)=[B]a “‘*‘a:IAIv
ah+ 7 =|AB], N +5;=[AB]
On en tire aisément, par I'élimination de a, & et A,

|AB|[B] = [A] + | AB?].
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Si, dans Ia formule précédente, on change A en AB”, il vient
[AB"*] =[AB*][B] — [AB"].
C'est une formule de récurrence qui permet de calculer [ AB” ], ou n

est un entier (quelconque positif ou négatif, quand on connait [A], [B]
et [AB].

Aussi, connaissant [A], [B] et [AB], nous pouvons cn déduire
| AB*], et par conséquent [ B*A], puisque

[B"A]=[AB"].

Nous connaissons ainsi
[B”A], [B*] et [A],

ce qui permet de calculer [B*A™ |, oti ez et n sont des entiers quel-
conques, par la formule de récurrence

| B"A™+2| = [B"A"+'|[A] — [B*A™|.
Nous avons d'ailleurs
[B*A™| = |A™DB"| = [A"-?B*A?| = [B?A™B*~7|,
ce qui permet de calculer
|A”B"AP| et [B™A"B?],

ou m, n, p sont des entiers quelconques.
Cherchons maintenant

[A™B*A?B|,
ou les quatre cxposants sont entiers. On voit d’abord que, par notre

formule de récurrence, nous pourrons calculer cet invariant, quel que
soit ¢, pourvu que nous connaissions, outre [ B],

[A"B"AP] el |A"B"A?B.
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La premiére de ces deux expressions est connue d’aprés ce ui pré-
cédey il reste donc a calculer

[A"B*APB| = [ BA"B*A®|.
On verrait de méme que le caleul de
[BA™B*A#|
se raméne a celui de
[BA"B"A | =[ABA"B"],
ui s¢ raméne lui-méme & celui de

[ABA"B| =|BABA™|
ou enfin 4 celui de

[BABA]J.

Or, ce dernier invariant est connu, puisque c'est celui de (BA)? ot que
nous connaissons celui de BA.

Ce qui préetde suffit pour faire comprendre comment on caleulerait
Iinvariant d’'une combinaison quelconque des deux substitutions A
et BB,

Imaginons maintenant que A ct B sont des substitutions & coefli-
cients entiers et de déterminant 1. Il en sera de méme de toules leurs
combinaisons. Alors, dans la formule

[AB*} +{A]=[AB][B],

les deux termes du premier membre, ainsi que le terme unique du
sccond membre, devront étre la racine careée d'un entier.
Mais il est ais¢ de voir que, sil’on a
Vit Vi = Vi,

(les @ ¢lant des entiers), les trois expressions

\/i"ﬂ"n \/P'a Bos  VHi M

devront étre des entiers.

or
~1

Journ. de Math. (}* strie), tome 1II. — Fasc. 1V, 1885,
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Il suit de la que les produits
[A][AB*], [A][AB][B], [AB*][AB][B]

sont entiers.

Il est aisé d’en déduirc quesi [A] est égal & un nombre commensu-
rable multiplié par ya, et [B] égal & un nombre commensurable mul-
tiplié par y/B, [AB] devra étre égal a un nombre commensurable mul-
tiplié par B, et [AB?]a un nombre commensurable multipli¢ par ya
ou, ce qui revient au méme, & un nombre commensurable multiplié

par yaB®.

Plus généralement, on aura

[AmBPAPBY] = p, T = 1, B

s, et @, étant commensurables, et & et k étant égaux soit & o, soita 1.
suivant la parit¢ des deux nombres m + p et n + ¢, et de telle sorte
que

h=m+p, k=n+q (mod2).

Cela peut s’énoncer encore d'une autre maniére.

Considérons le groupe dérivé des deux substitutions linéaires A
et B. Pour que toutes les substitutions de ce groupe aient leurs inva-
riants égaux & la racine carrée d’un entier, il faut et il suffit que

[Al, [B]* et [A][B}[AB]

soient des entiers.

Nous allons maintenant envisager un groupe dérivé de trois substi-
tutions linéaires A, B et C. Je dis que I'on peut, a I'aide de la relation
de récurrence démontrée plus haut, calculer les invariants de toutes
les substitutions de ce groupe, 4 I'aide de sept invariants

[A], [B], [C], [AB], [BC], [CA], [ABC].

Pour le démontrer, je rappelle d’abord que cette relation de récur-
rence permet (M, N, P étant des substitutions quelconques) de cal-
culer

[MN?]
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( p entier positif ou négatif), quand on connatt
[M], [N] et [MN],
ou plus généralement de calculer

[MN#P |
quand on connait

[MP], |N] et [MNP].

Elle permet ainsi, connaissant [A], [B] et [AB], de calculer les
invariants de toutes les combinaisons de A et de B, ou, 4 I'aide de nos
sept invariants, de calculer ceux de toutes les combinaisons A, B et C,
ou 'une de ces trois substitutions n’entre pas.

Je dis qu'on pourra trouver de méme

l Am Bn Cp'l.

En effet, le calcul de cet invariant se raméne a celui de | A" B*), qui
est connu et & celui de [A™B*C]. Ce dernier se raméne a [A"C), qui
est connu, et & [A™BC]. Ce dernier, & son tour, se raméne 4 | BC] et
a | ABC], qui sont tous deux supposés connus.

Considérons maintenant une combinaison quelconque

[A»B"CPBIAT B C¥).

On raménera, par le méme procédé, le calcul de cet invariant a
celui de

[ABCBACBC],

ou les lettres sont restées les mémes et dans le méme ordre, mais ou
tous les exposants sont réduits & I'unité.

Je dis maintenant qu'on peut ramener le calcul de cet invariant a
celui de

| | ABC(AB)CBC],

ot deux des lettres sont permutées.
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n effet, notre formule de récurrence permet de réduire le caleul de

[ABC(BA)CBC]
A eelut de

[ABC.CBC|

(ot le nombre des lettres est moindre, et que, par conséquent, on
peut supposer préalablement caleulé) et & celui de

| ABC(BA)='CBC| = [ABCA-'B-*CBC];
en rédnisant les exposants a unité, ce dernier devient
JABCABCBC].

Il est claiv qu'en appliquant d'une fagon convenable le double pro-
cédé qqui permet de permuter deux lettres quelconcques et de véduirve les
exposants & 'unité, on arrivera i réduire de plus en plus le nombre des
lettres de telle facon qu’on sera ramend finalement & Uinvariant connu
| ABC|.

On connaitra donc ainsi Pinvariant d'une substitution guelconque
du groupe.

On peut en conclure ce qui suit :

Pour que toutes les substitutions du groupe aient pour invariant la
racine carrée d’un entier (ce (ui arrive nécessaivement quand les sub-
stitutions A, B, C ont leurs cocfficients entiers), il faut et il suffit que

[N OB, |G [AB][AB], |BJ[C][BC], [C]A]CA}

ef
[AJIB}|C][ABC|
soient des entiers.
Mais nos sept invariants cux-mémes ne sont pas indépendants les uns
des autres, Tl y a entre eux une relation algébrique.
Celle relation se présente sous une forme plus symétrique, quand on
considore, au licu de nos scpt invariants, les sept invariants suivants (¢
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(ui revient dailleurs au méme)
[A]==, |B]=3, [C]=8, [C'B|=},
[BA]=v, |CA]l=y, [C'B'A]l=y".

J'ai veprésenté, pour abrdger, les sept invariants par les lettres «,
Y !
?

La relation s'éerit alors

mn 4 If52 + ,‘,2 4 3/2 4+ Y/g + ﬁ//;l + q‘,//2 _ _/'
—_ “BY —+ 1@"‘.""‘ 13"".’"'" 371“,//_*_ B"(Y”"- quYv

~ BBy — 2By — BBy - BEE - BB

On acrive @ un résultat analogue dans le cas d'un groupe dérvivé de
(quatre substitutions ou d’un plus grand nombre.

Soit un groupe dérivé de n substitutions
N s Y

Pour que toutes les substitutions du groupe aient pour invarient
la racine carrée d’un entier, il faut et il suffit que

(AT A o (AL

ainsi que toules les combinaisons
l A¥ AZAR. L. Al ‘ [ A, |E| [A, ]ez. . I A, I"n

(ot les exposants € sont égaux soil & o, soil 1), solent des entiers.

VI. — REDUCTION DES SUBSTITUTIONS.

Voici la qquestion que je me propose de traiter dans ce paragraphe.
Soit S une substitution a cocfficients enticrs ct de déterminant 1
soit T une autre substitution & coefficients entiers ¢t de déterminant 1
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je dirai que la substitution S et sa transformée
T-'ST

sont homologues et appartiennent & la méme classe.

Cela posé, parmi toutes les substitutions d’une méme classe, il y en
a une qui est plus simple que toutes les autres, et que j'appellerai sub-
stitution réduite.

On peut se proposer, étant donnée une substitution S, de trouver la
substitution réduite qui appartient & la méme classe, ou, en d'autres
termes, de réduire la substitution S.

On voit d’abord tout de suite que deux substitutions homologues ont
mémes multiplicateurs. Je supposcrai, comme je l'ai fait jusqu'ici,
qu'un des multiplicateurs est égal & 1, ainsi que le produit des deux
autres.

Il résulte de la qu'il existera une forme linéaire

Ax + Ag) =+ Ay 3,

a coefficients entiers et premiers enlre cux, qui sera inallérée par la
substitution.
On peut alors former unc substitution linéaire

i ) N VY W
T=p e #
1 v, vy Vs

a coefficients entiers et de déterminant 1.
La substitution T-'ST, transformée de S par T, sera alors de la
forme

ce qui constitue une premiére réduction.
Supposons d'abord que b, et ¢, soient nuls, el que la substitution S
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s'écrive
't o o
S=|0 a o
o c d

avec la condition
ad—be=1.

Si I'on transforme alors S par une substitution T de la forme

i

I (s} 0
T=lo A p
l 0 )\/ V.l

a cocfficients entiers et de déterminant 1, la substitution S conservera
la méme forme aprés cetle transformation.
Envisageons la forme quadratique binaire

Y =c8+(d — a)bn—bx?,
qui n'est pas altérée par la substitution linéaire
a b
c d

Que deviendra cette forme lorsque I'on remplacera S par sa trans-
formdée

T-1ST?

Tout sc passera comme si I'on avait appliqué & cette forme la substi-
tution
e
oW I
D’ot cette conclusion :
Pour que deux substitutions

1 o0 o
S=|o0o a b|, S='o0o a ¥

|

t

|

o c d lo ¢ d|



A2 H. POINCAME.
apparticnnent & la méme classe, il faut et il suffit que les deux formes
&+ (d — a)sn — by?
ot
01:2+(dr_ a/)s_r‘ - b"ljz
soient équivalentes.
Nous sommes donc conduits & dire par définition que la substitu-

tion S est réduite quand la forme ¢ I'est clle-méme.
La somme des multiplicatcurs de S est

a+d—+,
et son invariant

Jard T
. substitution cst elliptique si
(a+d)*< 4, d'oti (a+d)=o, (a+d)y==1,
parabolique si
(a+d)?=4, d’out ¢+d==x2,

hyperbolique si
(a+d)*>4.

La forme 2¢ a pour discriminant
(d—a)y+4be=(a+d)*—4.

1l résulte de la que le discriminant de ¢ est fonction de l'invariant
de S, et par conséquent que les substitutions S d’tnvariant donné se
répartissent en un nombre fini de classes.

La substitution 8 sera clliptique si  est définie. Les conditions de
réduction pourront alors s'éerire

ld—a|<|b| < |¢];

b et ¢ seront d’ailleurs toujours de signe contraire.
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l.a substitution S sera hyperbolique si { est indéfinic. Il arrive alors
que chaque classe de substitutions conticndra plusieurs réduites,
comme cela arvive pour les formes indéfinics.

Nous prendrons alors pour unique condition de réduction que bet ¢
soient de méme signe.

‘nfin la substitution S sera parabolique si ¢ se réduit & un carré
parfait. Nous dirons alors que ¢ est réduite si elle s'écrit § = 5%, de
telle sorte que les conditions de réduction de S s’expriment comme il
suit :

b=o, d’ou a=d==1.

Iinumérons maintenant les substitutions elliptiques réduites.
Pour a -+ d= o, le discriminant de 2¢ est égal & — 4, et celui
de ¢ a4 — 1. Si § est une réduite, on a donc

=8+

La substitulion réduite S s'écrit alors

1 o o
S,=|0o o —1|
o 1 o

Pour a+ d =1, le discriminant de 2¢ est égal 4 — 3, ct cette
forme 2¢ est improprement primitive. On a alors, si 2¢ est réduite,

¢ =2+ En + 92,

de sorte que I'on trouve pour S

I o o
S;=|{0 o —1|
o I 1
Pour a@ + d = — 1, on trouve encore

$=8+8n+ 7,
Journ. de Math. (§* série), tome 1. — Fasc. IV, 1887, 58



444 H. POINCARE.

ce qui donne

’

1 0 0
S;=l0 —1 -1
1
o 1 o |

Nous classerons encore parmi les substitutions clliptigues la substi-
tution suivanle

I O O |

Si=| o0 —1 ol
1 {

) 0o =1 ‘,

pour laquelle la forme ¢, élant identiquement nulle, ne peut étre re-
gardée ni comme définie, ni comme indéfinie.

1l y aura donc en tout quatre classes de substitutions clliptiques.

Nous remarquerons «ue la substitution S, n'est autre chose que le
caree de la substitution S,.

Quant aux sabstitutions paraboliques rvéduites, elles s'¢eriront.
sotl

Y1 0 o

, i |

S;=¥ o 1 o,

L0y

soil

I 0 o
SN={o0 —1 ol
!
0 ¢ —1 |

ol ¢ cst un entier quelconque.
Ne supposons plus maintenant que b, el ¢, sont nuls ¢t éerivons
notre substitution S sous la forme suivante

L o o]
b, a b !,

¢, ¢ cl!



LES FONCTIONS FUCHSIENNES ET L'ARITHMETIQUE. 445

avec la condition

ad—bc:x.

On peut supposer que la réduction a été faite comme si b, et ¢,
¢taient nuls et par conséquent que l'on a

(r) ld—a|<|0]|<|¢|
ou
(2) d=a=-1, b=c=o0

si la substitution est elliptique; . .
(3) be>o0

si clle est hyperbolique, ei

‘1) b=o

si elle est parabolique.

11 s’agit maintenant de réduire autant que possible les coefficients b,
ele,.

Pour cela, ¢crivons les équations qui définissent la substitution S de
la facon suivante :
x'=ux,
y=bx+ay+ bs.

3'=cx+cy+ds.
Posons ensuite

y=y,+oax, 5=z, + Bu;
d'ol .
Y=y, +oex, s=13,+ fz.
Les deux derniéres équations s’écriront alors

yi=z[b+(e—1)a+ bf |+ay,+ bz,
z,=xz[c, + ca +(d—1)B]+ cy, +dz,.
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‘n d’autres termes, les coefficients de la substitution S n'ont pas
changé par cette transformation, sauf que b, ct ¢, sont devenus

b, +(a—1)a+ b3,
e+ cx+(d—1)B.

Le probléme consiste & déterminer les entiers a ct 3 pour dimi-
nuer autant que possible b, ct ¢,. Je dirai que deux systémes de nom-
bres (b,, ¢,) ct (b,, c,) appartiennent & une méme classe si I'on peut
trouver deux enticrs « et 3, tels ue

b,=b,+(a—1)x+bB,
¢, =¢, +ca+ (d—1)f.
L.c nombre des classes entre lesquelles se répartissent les systémes
(b4, ¢,) est alors ¢gal &
(a—1) b
¢ (d—1)
Parmi les systémes (b,, ¢,) appartenant & une méme classe, il y en
aura un que I'on regardera comme plus simple que les autres et que

Pon appellera systéme réduit; le nombre des systémes réduits est
fini.

Alors, pour qu’unc substitution
]

:]2-——(2——([i.

I 0 0
b, «a b
e e d

soit réduite, il faudra non seulement que les quatre entiers «, b, ¢, d
satisfassent aux conditions (1), (2),(3) ou (4) énoncées plus haut,
mais encore que le systéme (b, ¢,) soit réduit.

Nousavons vu plus haut que, si b, ct ¢, sont nuls, les substitutions §
d’invariant donné se répartissent en un nombre fini de classes. D’aprés
ce qui précéde, cela est encore vrai si b, et ¢, ne sont pas nuls.
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Revenons au cas des substitutions elliptiques et cherchons a déter-
miner les systémes réduits (b,, ¢,). Il y a quatre cas & considérer,
puisque les substitutions elliptiques, quand b, = ¢, = o, se répartissent
en quatre classes.

Premier cas :

Deuxiéme cas :
a=o, c=d=1, b=—1u;

2 —a—d=r1;iln’y a qu'un systéme réduit

Troisiéme cas :
a=b=—1, c=1, d = o;
2 —a—d=3;ilya trois systémes réduits
b, =o, ¢, =o, b,=1, ¢, = o, b, = 2, ¢, =o.
Quatriéme cas :
a=d=—1, b=c=o;
2 —a —d =}j;ily aquatre systémes réduits
b,=0 ou 1, ¢,=o0 ou I.

Mais, si nous observons qu'cn appliquant 4 y et 3 unc transformation
linéaire, on fait subir cette méme transformation i b, et ¢, sans changer
d’ailleurs les autres cocfficients de S; nous verrons que ces quatre
systémes peuvent étre réduits & deux.
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Il'y a donc huit substitutions clliptiques réduites que je vais énu-
mérer.

I o 0 I o 0
S, =] o0 o —I |, S, =(1 o —1 |
0 I o , 0 I 0|

1 o o ' 0 o
S,=] o 0o —1 |, S;={0 —1 —1 |,

0 [ 1 o t o

1 0 o [ o 0
Si=|1 —1 —1] S,;=]2 —1 —1,

0 [ o 0 1 —o

I 0 0 ! 0 0
Si={0 —1 ol S,=|1 —1 ol
i
0 0o —1 { o —1

On peul faire une classification analogue pour les substitutions pa-
raboliques, mais le nombre des classes cst infini; on doit envisager
’abord le cas ot les trois multiplicatcurs sont égaux & 13 on trouve
alors que la substitution doit étre de la forme

I I o0 o
S'.= a 1 o |
v
i
b ¢ 1

Les transformations qu'on peut faire ne pcuvent changer la valeur
de a et de e. La seule réduction possible, c’est d’amener b & étre plus
petit que le plus grand commun diviseur de @ ct de ¢ (et par consc-
quent & étre nul, si @ ct ¢ sont premiers entre cux ); on peut également
supposer que c n’est pas nul.

On considérera ensuite le cas ou deux des multiplicateurs sont égaux
A — 13 ona alors

a=d=1, 2—a—-d=4.
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On a donc quatre systémes réduits (&,, ¢,) et quatre substitutions
réduites

1 0 0 1 (V] (4]
Ne=|0 —1 ol S,=lo —i1 ol
o ¢ 1 1 ¢ =1
I \ ) 1 0 0
n 3
S;=|1 —1 o |, Sy=1 —1I 0
o ¢ -1 L

VII. — SUBSTITUTIONS ELLIPTIQUES.

Nous allons chercher dans ce paragraphe quelle est la condition
pour qu'une forme quadratique admette unc substitution semblable
elliptique, et d’abord quelles sont les formes qui ne sont pas altérées
par les huit substitutions réduites §,, 8/, S,, S,, S}, S, S, et 8, défi-
nics dans le paragraphe précedent.

On a entre ces diverses substitutions les relations suivantes

Y'-'— N ‘Ii.— A4 ‘2- ‘It_]—— \:-)—- N
Si=>5,, SP=VN,, Si=1, Ni=1, Si=19,,
G« 23 3 g L0

S, =Ny, Si=1, Sl=1, Sl=1 S, =1.

Cela posé, nous résoudrons successivenient les problémes suivants :
1 Formes inaltérées par S,. — Ce sont les formes

At Nyt +2Bys + A7 3%
2° Formes inaltérées par 3,. — Ce sontles formes

A4+ Ny +2Bys + A3 — (A'+ By — (A" + B)es.

ol I'on doit avoir -
A=A"=B  (mod2).

3° Formes inaltérées par S, et par conséquent par S,. — Ce sonl
les formes
Ax? + A'(y*+ %)
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4° Formes inaltérées par S, et par conséquent par S,. — Ce sonl

les formes
Az + A (y*+ 3 — oy — x3),

ol A’ doit étre pair.
5¢ Formes inaltérées par S, et par conséquent par S, el par S,.
— Ce sont les formes ‘

Ax?+ A'(y*+ y5 +37%),
olt A’ doit étre pair.
Il n’y a d’ailleurs pas d’autre forme inaltérée par S,.
6° Formes inaltérées par S,. — Ce sont les formes

Ax*+ A'(yr+ y3 + 52 — &y — w3),
ot A’ est pair.
7° Formes inaltérées par S,. — Ce sont les formes

Ax?+ Ar(},z +¥5 + 32— 2y — 21‘:).

ol A’ est pair.

Nous allons chercher maintenant si une forme quadratique donnée
admet une substitution elliptique ; pour cela, il faut évidemment ct il
suffit qu’elle soit équivalente & 'une des sept formes que je viens d’é-
numeérer.

Je dis d’abord qu’on pourra reconnaitre s’il en est ainsi par un
nombre limité d’essais.

in effet, prenons d’abord la premiére forme

Az*+ A'y*+ 2Byz + A"z

Elle a pour déterminant
A(A/Ar/_Ba). .

On décomposera donc le discriminant A de la forme donnée en deux

facteurs
A= AD,

ce qui ne peut se faire que d'un nombre limité de maniéres. On con-
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struira ensuite une forme binaire réduite
Ay*+2Bys+ A”s?

de déterminant D, ce qui ne peut se faire encore que d'un nombre
limit¢ de maniéres. On n’a plus ensuite qu’a examiner si la forme

A+ Ay +aBys + A”32,

ainsi consLruite, est équivalente & la forme donnée.
La méme méthode s’applique sans changement aux troisi¢me et cin-
(qui¢me formes

A+ A(y*+3%) et Ax*+ A (Y + ys +3%).

Mais le nombre des essais est encore plus limité; le déterminant de
la troisiéme forme cst égal & AA’? ct celui de la troisicme & 3AB? (en
posant A’ = 2B), de sorte qu'unc forme nc peut admettre une sub-
stitution semblable équivalente & S, que sison discriminant est divisible
par 3.

En ce qui concerne la seconde forme

Azt Ny oBys+ A5 — (N + By — (N + B)as,
(que 'on peut écrire
(1) A? — (2B + B)y* + 2Bys — (2B’ + B)s* + 28"y + 2B'ws,
le nombre des cssais est encore limité. En effet, son déterminant s'derit
(2A + '+ B")(2B'B"+ BB 4+ BB”).
On décomposera donc le déterminant A en deux facteurs
A=CD.
Alors 2D désigne le déterminant de la forme binaire

— (2B"+ B)y*+ 2Bys — (2B’ + B)s®.

Journ. de Math. () séric), tome III.— Fasc. IV, 1887, 29
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Ces formes binaires, u'on peut étre conduit & essayer, se répartissent
done en un nombre fini de classes.

Si nous faisons subir a la forme (1) une transformation lincaire de
déterminant 2, en posant

Yy =y,+.ry T T o= 20,
clle deviendra
(2) (4A+ 2B +2)ui— (2B +B)yt+ B4+, 5, — 2B+ B)sl.

On peut, de plus, supposer ue la forme binaire

() (2B 4+ By — 2Byz + (2 + B)s?
a ¢1¢ réduite autant que possible par une substitution ne portant que
sur y ct s.

Si B est pair, on peut appliquer & cette forme binaire une substitution
lin¢aire quelconque sans faire cesser la particularité qui la caractérise,
asavoir que les cocfficients de )2, de % et de 2z sont de méme parité.

Nous pouvons donc toujours supposer (que cetle forme est réduite an
sens ordinaire du mot, c'est-a-dire, si nous la supposons définie, que
Fon a

| 2B <] 2B+ B <] 2B+ B |

On ne pourra done former qu'un nombre fini de formes ( 2) et, par cou-
séqquent, qu'un nombre [ini de formes (1) satisfaisant & la fois aux con-
ditions

A=(2A + B+ B)(2B'B"+ BB + BB,

B-=o (mod2), | 2B | <L) 2B+ B [ 2B+ B L
On naura done qu’un nombre limité d'essais a faire pour reconnaitre
si I'une de ces formes cst ¢quivalente & la forme donnée.

Supposons maintenant (ue B soit impair. On ne peat pas appliquer
dnotre forme hinaire

(1) (2B + By — 2Bys + (2+ Bz
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une substitution lincaire quelconque sans que les trois coefficients de

2, de 2y3 et de 3® cessent d'étre tous trois impairs. Pour qu'une
substitution

ERY
vo3

ne fasse pas cesser cette particularité, il faut que I'on ait

a8

' P)
ar
Yo

i (8]

! (mod2).

[} 1

Les substitutions qui satisfont & 'une de ces deux conditions forment
un groupe (i (qui est un sous-groupe & congruences du groupe arithmé-
Lique,

N\ous n'avons donc plus ici le droit de supposer que la forme (3) st
rédnite an sens ordinaire du mot, ¢'est-i-dire par rapport au groupe
arithmétique, mais sculement qu'elle est réduite par rapport au
groupe G,

I est aisé de voir que les conditions de réduction s'¢erivent alors

Bi<! o'+ B <t 2+ B L.

On ne pourra évidemment trouver (qu'un nombre limité de formes ( 2)
on () salisfaisant simultanément anx conditions

A= (2 A = B+ B 2B+ BB + B,
B (moda), B L e+ B I 2+ B .

On n’aura done encore qu'un nombre limité d'essais a faire pour re-
connaitre si 'une de ces formes est équivalente & la forme donnée.
Ce que je viens de dive s'applique sans changement & la forme

A+ AN+ — )y —3)

reproductible par S,
I1 nous reste & examiner comment on pourra reconnaitre si une forme
donnée est susceptible d'élre reproduile par unc substitution homo-
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logue i S; ou a S, c'est-a-dire si elle est ¢quivalente i 'une des formes
(%) A+ aB(y* + ys + 32— By — Bus),

ot B =1ou 2.

Jappellerai d’abord I'attention sur P'effel que produit sur cette forme
la substitution suivante de déterminant 3

+ =3, y=y,+8z, S=3,+ 30,

I.a forme devient

(9A — 6BB2).i+ 2B(yt+ y, 3, + 37).
Le déterminant dc la forme (4) est, d'ailleurs, égal a

3JAB® — 2B82,
c'esl-a-dire a
3AB?* — 2B* ou 3AB?- 8B,

sclon que § est égal 4 1 0u 4 2.
1 cst clair qu’on ne peut trouver que d’'un nombre fini de manicres
deux nombres entiers A ct B satisfaisant & 'une des deux conditions

3AB2— 2B =A ou JAB: — 813 = \.

On n’aura donc qu’un nombre limité d’essais  faire pour reconnaitre
si unc forme donnée de déterminant A est équivalente i I'une des
formes (4).

Ainsi, dans lous les cas possibles, le nombre des essais & fairve est
limité, et il peut étre diminué encore par la considération des ordres
ct des genres.

Il est clair, d’apris ce qui précede ct sans qu'il soil nécessaire d'in-
sister, que toutes les formes n’admettront pas de substitution semblable
elliptique.

Mais, en revanche, on voil tout de suite qu'une forme quadratique
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(uclconque F est toujours commensurable avec une forme qui admel
une substitution semblable elliptique. Et, en cffet, quelle que soit la
forme I, on peut toujours trouver une substitution & cocfficients com-
mensurables T, telle que

FT' = A2+ By + C32.

Cette forme FT’, commensurable avec 19, admet la substitution cl-
liptique S,.
Cherchons maintenant quelles sont les formes qui admettent une des
substitutions paraboliques S, S, S; §; et S;.
in premicer lieu, les scules formes qui sont reproduites par une des
(quatre substitutions Sq, S;, S; ct S, ont leur discriminant nul. Nous
devons donc les laisser de coté et ne nous occuper que des formes ve-

produites par

| (3] O
S,=|a 1 ol
b ¢ 1
(cs formes s’¢eriront
(5) A+ Ay + 2B'xs + 2B ey

avee les conditions
Aa*+ 2B'b+ 2B8a=Aa+ Be=o.

Pour (u'unc forme quadratique admette une substitution parabo-
lique, il faut et il suffit qu’elle soit équivalente & la forme (5) ou, en
d’autres termes, qu’elle soit susceptible de représenler o, conformément
aux conditions du § CCXCIX des Disquisitiones arithmetice.

Cela cst conforme & un résultat déja obtenu par M. Selling.

VIII. — Résvme.

Nous pouvons maintenant résumer ainst les résultats encore trés -
complets ue nous avons obtenus.
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Au groupe des substitutions & cocfficients entiers qui waltérent pas
unce forme uadratique donnée I correspond toujours un groupe
fuchsien qui le délermine entiérement.

Les formes I¥ peuvent d’abord se répartir en uatre catégories :

1° Celles qui n’admettent ni substitutions clliptiques, ni substitu-
tions paraboliques;

2* Celles qui admettent des substitutions elliptiques, mais pas de
substilutions paraboliques; '

37 Celles qui admettent des substitutions paraboliques, mais pas de
substitutions elliptiques;

4¢ Celles qui admettent i la fois des substitutions clliptiques et pa-
raboliques.

Nous avons vu, dans le paragraphe précédent, comment un nombre
limit¢ d'essais permet de reconnaitre i laquelle de ces quatre calégories
appartient une forme donnée.

Si la forme I est de la premitre ou de la deuxiéme catégorie, son
aroupe fuchsien principal sera de la premiére famille § si ¥ est de L troi-
sieme calégorie, son groupe fuchsien est de la deuxieme famille; si I¥
st de la quatritme catégorie, son groupe fuchsien est de la sixiéme
famille.

Si la forme I° est de la premicére calégorie, le polygone générateur
dde son groupe fuchsien a 4p cotes, les edtés opposés ¢lant conjuguds.
Les {p sommels forment un seul cycle, etla somme des angles est égale
2w,

Si L7 est de la deusiéme catégorie, les sommels du polygone génd-
rateur peuvent former plusicurs cycles. (11 convient d'ajouter que le
plus souvent ils nen forment quun seul et qu'il 0’y aura plusicnrs
eveles que dans des cas exceptionnels.) Pour reconnaitre combien ces
sommets forment de cycles, on construira les formes

Ar? 4+ Ay 4+ N3 4-2B)ys

(la forme binaire A'y? + A"z 4 2Bys étant réduite) ou bien encore
les formes (1) et (1) du paragraphe précédent. Sila forme I est équi-
valente & 2 des formes ainsi construites, les sommets du polygone gé-
nérateur formeront 2 eyeles.
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La somme des angles de 1'un quelconque de ces cycles sera ¢gale &

E I X . . ) .
Ty o1 oU Si F est équivalente & une forme reproductible par S, ou

S, la somme des angles du cycle correspondant sera =5 si I¥ est ¢qui-
valente & une forme reproductible par S, ou S/, la somme des angles

ko o I ] . .
du cycle correspondant sera 538l IF est équivalente & unc forme repro-

ductible par S,, la somme des angles du cycle correspondant sera ;,
si, enfin, I9 est équivalente & une forme reproductible par S ou 5j, la
2%
5

Si 19 est de la troisiéme catégorie, les sommets du polygone généra-
Leur sont tous sur le cercle fondamental, ct ils forment un ou plusicurs
eveles (en général un seul), dont la somme des angles est nulle.

Si ¥ est de la quatricme calégorie, les sommets du polygone géné-
rateur sont les uns sur le cerele fondamental, les autres a Pintéricur, et
ils forment plusicurs eycles dont la somme des angles peut étre o, =,

D 2%
23T

Nous avons rencontré aussi d'autres propric¢tés du groupe fuchsien
principal d'une forme I, En premier lieu, les multiplicateurs des di-
verses substitutions devront satisfaive aux conditions exposces au § V.
in second licu, ce groupe fuchsien devra étre commensurable avee ses
transformés par une infinité de substitutions, correspondant aux substi-
tutions fractionnaires étudices au § I'V.

[l me reste & parler des substitutions gauches.

Dans la théorie des groupes fuchsiens, on décompose le cerele fon-
damental en une infinité de polygones ¢gaux entre cux au point de
vie pseudogéométrique; les angles sont égaux entre eux au sens ordi-
naire du mot, ct les cotés sont ¢gaux i notre point de vue spécial,
cest-d-dire qu'ils ont méme L.

Considérons une circonférence coupant orthogonalement le cerele
fondamental, ct supposons qu'on transforme un de nos polygones It
par inversion (par rayons vecleurs réeiproques) par rapport & cette
circonférence. Nous dirons alors, au point de vue pscudogcéométrique,
(que le polygone R et son transformé R’ sont symétriques par rapport a
cette circonférence. Ces deux polygones auront mémes angles et mémes

somme des angles du cycele correspondant sera
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¢Olés (@ notre point de vue spécial), mais les ¢léments homologues
seront disposés dans I'ordre inverse.

Si nous considérons ensuite un polygone R”, ¢gal & R’ au point de
vue pseudogéométrique, les deux polygones R ct R” auront aussi les
¢léments homologues égaux, mais disposés dans I'ordre inverse. Nous
dirons alors qu'ils sont symétriques en grandeur, mais non en position.

Si la forme F admet une substitution gauche, on peut décomposer
le cercle fondamental en une infinit¢ dé polygones curvilignes; deux
quelconques de ces polygones sont ¢gaux entre cux ou symétricues (en
grandeur) au point de vue pscudogéométrique; deux polygones adja-
cenls sont toujours symétriques, et la réunion de ces deux polygones
adjacents symétriques constitue le polygonc générateur du groupe
fuchsien formé en ne considérant que les substitutions droites.

La substitution

| 1 0 0

S;=lo0 —1 0

peul &re & volonté considérée comme droite ou gauche, puisqu'un de
ses mulliplicateurs est ¢gal & + 1, et deux & — 1.

Nous avons vu (jue, pour savoir si la forme I est reproductible par
une substitution homologue i S, il suffit de chercher si clle est ¢quiva-
lente & une forme, telle que '

Azt 4+ Ay + 2Bys + A7

Mais deux cas sont & distinguer : ou bien la forme binaire

Ay*+aBys + A" 3
est définie, et alors nous regarderons la substitution S, comme droite
et elliptique, ou bien cette forme binaire est indéfinie, ct alors nous re-
garderons S, comme une substitution gauche.
On comprend ainsi cc qu'on doit entendre quand je dis que F est
reproductible par une substitution gauche appartenant & la méme
classe que S,. Si cela arrive, le polygone générateur peut se décom-
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poser en deux polygones adjacents symétriques I'un de 'autre, non
sculement en grandeur, mais encore en position, le c6té commun ser-
vant d’axe de symeétrie,

Les résultats que je viens d'exposer demanderaient ¢videmment &
ttre complétés. Les propriétés nouvelles des groupes que nous avons
étudiés ne suffisent pas pour les déterminer complétement; mais, en cn
faisant un usage judicicux, on pcut notablement simplifier les ancicns
procédés de calcul qu'on employait autrefois pour former ces groupes.

IX. — GENERALISATION DU THEOREME D’ADDITION,

Dans ce qui précéde, je me suis cflorcé de montrer la possibilité
«('employer les fonctions fuchsiennes dans des questions d’ Arithmétique.
Lapplication inverse de I'Arithmétique & la théorie des fonctions
fuchsiennes est au moins aussi féconde.

L'analogic des fonctions fuchsicnnes et des fonctions elliptiques ext
évidente; les premicres ne changent pas quand argument subit une
substitution linéaire appartenant a un certain groupe, de méme que les
secondes ne changent pas (quand 'argument augmente de certaines pé-
riodes. 1l y a cependant une propriété des fonctions elliptiques qui ne
s'¢tend pas immédiatement aux fonetions fuchsiennes, ¢’est le théoréme
d’addition. '

Si l'on augmente argument d'une transcendante elliptique d'une
(quantité qui ne soit pas une période, il y a uncrelation algcbrique entre
I"ancienne ct la nouvelle valeur de la transcendante. Si douc FF(z) est
une fonction elliptique, il y aura une relation algébrique entre ¥(z) et
1°(s + 1), L étant une constante.

Voici quelle serait la généralisation la plus naturelle de cette pro-
pri¢té. Soient F(3) une fonction fuchsienne, S une substitution linéaire
n’appartcnant pas 4 son groupe. Il devrait y avoir une relation algé-
brique entre F(s) et F(3,8). (Je désigne par 38, sclon I'habitude, ce
que devient 5 quand on applique & cette variable la substitution S.)
Ll est aisé de voir que cetle propriété ne peut subsister pour foutes les
substitutions fuchsiennes S, c’est-d-dire pour toutes les substitutions
lin¢aires S qui n’alterent pas le cercle fondamental. D’autre part, il

Journ. de Math. (4* série), tome 1II. — Fasc. IV, 1887, 6o
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arrivera, en général, que cctte propriété n'appartiendra a aucune substi-
tution fuchsienne; ce n'est donc que pour certaines fonctions fuch-
siennes exceptionnelles qu’clle appartiendra 4 quelques substitutions
fuchsicnnes.

A cc double point de vue, on peut dirc que le théoréme d’addition
des fonctions clliptiques ne s'étend pas, en général, aux fonctions
fuchsiennes.

Je vais faire voir toutefois que, pour certaines fonctions fuchsiennes
particuli¢res FF(3), il existe unc infinité de substitutions S, telles que
I'(5) et ¥¥(5, S) soient liées par une relation algébrique. II est clair
(que, dans cc cas, ces substitutions S formeront un groupe.

Que faut-il pour qu'il en soit ainsi? Soit G le groupe de la fonction
I*(3). La fonction (3, S) scra aussi une fonction fuchsienne, ct son
groupe sera le transformé de G par la substitution S, c’est-a-dire
S='GS. Si les deux groupes G et S~*GS sont commensurables entre
cux, leur groupe commun g scra un sous-groupe d'indice fini pour
chacun d'cux. Ce sera donc encore un groupe fuchsien. Mais alors on
peut regarder F(z) et I'(s, S) comme les fonctions fuchsiennes admet-
tant le groupe g. Ces deux transcendantes seront donc liées par une
relation algébrique.

D’oti la conclusion suivante :

Pour quil y ait une relation algébrigue entre unce fonction fuch-
stenne ¥ () de groupe G et sa transformee ¥ (3, S) par la substitu-
tion S, 1l faut et il suffit que les deux groupes G et S~ GS soient
commensurables.

Je citerai d"abord un premier exemple sur lequel je ne m’arréterai
pas. Soient G un groupe fuchsicn et g un sccond groupe fuchsicn,
sous-groupe du premier; soit 1°(3) une fonction fuchsienne de groupe g
Soil enfin S une substitution appartenant & G, mais non a g. Je dis
(qu'il y aura une relation algébrique entre F(5) et F(3, S).

Soit, cn effet, ®(3) unc fonction fuchsicnne de groupe G; nous
pourrons la regarder aussi comme unc fonction de groupe g3 elle sera
donc liée algébriquement & ¥ (z). Mais nous pourrons de méme re-
garder ®(5) comme unc fonction fuchsicnne de groupe S=' g'S, puisque
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S!S est aussi un sous-groupe de G. Donc ®(z) sera aussi lide algé-
briquement a F(3,S). Cela prouve que F(3) et F(z, S) sont lices algé-
briquement 'une a I'autre.

Les substitutions S forment, dans cc cas, un groupe G qui cst dis-
continu. Aussi ce premier excmple n’offre-t-il pas grand intérét. Nous
le laisscrons donc de cdté pour ne nous occuper que des cas ou les
substilutions S, telles que F () et F(3,S), soient liées algébriquement,
forment un groupe continu.

C’est ce que nous obscrverons dans un second excmple, & savoir
quand I'(z) se réduit 4 la fonction modulaire J. Le groupe de cette
fonction se compose alors de toutes les substitutions

(=5%3)
7z 3/
'r» ~+~-0
oui a, B, v, ¢ sont quatre enticrs, tels que

ad— Py =r1.

Nous savons qu'il y a une relation algébrique entre F(z) et F(%),

¢’est cette relation algébrique qui est bien connue sous le nom d’égua-
tion modulaire dans la théorie de la transformation des fonctions ellip-
Liques.

Veérifions que le groupe G, formé des substitutions

(- az+p>
a3 )
“e-f‘o

ot ¢, B, y, ¢ sont entiers, st bien commensurable avec son transformé
S5~ GS par la substitution
S= (s 2
~y n b
ol n cst entier.

En effet, Ie groupe S=' GS est formé des substitutions

B

as 4+ =
_ n
Ny T [
Yynz 4+ 8

otia, B, ¥, € sont cntiers ct tels que a8 — fy =1.
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Le groupe commun g aux deux groupes G et S~ GS est alors formé

des substitutions
(* a5+ 3)
3, s )
(s+0

ou 2, B, ¥, ¢ sont des entiers satisfaisant aux conditions
«—By=1, «vy==o (modn).

(Zest done, par rapport a G, un sous-groupe & congruences ct par
conséquent un sous-groupe d'indice fini. C. Q. F. D.
Pour la méme raison, on a une relation algébrique cntre la fonction

modulaire F(z) et F(Bﬁz-), p et n ¢lant deux entiers premiers entre

Cux.
Plus généralement, je dis qu’il y aura une relation algébrique entre
. . ) ~/azs - b
la fonction modulaire I'(3) et I (—w ;
¢3-+-d
quelconques.
Car la substitulion

)» a, b, c et d étant des enliers

S _as-b
ey =G
. b L'$-i—d

ol a, b, ¢, d sont des enticrs quelconques, peut toujours étre regardée
comme la résultante de plusieurs autres de la forme

23 -t . N
(s,-———g ot ac — By=1,

LY S - e
HC N

ou de la forme
(3,p3) ou (:, :7)

I'ensemble des substitutions S, telles que F(z) et F(3,S) soient
lices algéhriquement, forme donc un groupe continu.

Jusqu’a présent cet exemple était isolé, mais nous sommes mainte-
nant & méme d’'en citer unc infinité d’autres.

‘nvisageons unc forme quadratique indéfinie F & cocfficients entiers
ct reprenons les dénominations du § II. Considérons le groupe repro-
ductif de I formé de toules les substitutions a cocfficients guelconques
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qui n'altérent pas cette forme, ct le groupe principal de F formé de
toutes les substitutions a coefficients entiers qui n’alterent pas cette
forme. A toute substitution du groupe reproductif correspondra unc
substitution fuchsiennc et au groupe principal de F correspondra un
groupe fuchsien G qui scra le groupe fuchsicen principal de F.

Soit f(5) unc des fonctions fuchsicnnes engendrées par le groupe G.

J’envisagerai ¢galement les substitutions du groupe reproductif qui
ont des cocfficients fractionnaires (ce sont celles que nous avons ¢tu-
di¢es dans le § IV), les substitutions fuchsicnnes correspondantes et
le groupe I' formé par ces substitutions fuchsiennes et qui sera un
groupe continu.

Soit S unc substitution fractionnaire du groupe reproductif de 19;
soil s la substitution fuchsicnne correspondante appartenant a I'. En
vertu des lemmes 11 et VI du § III, le groupe principal de ¥ sera
commensurable avec son transformé par S.

Donc G scra commensurable avec son transformé par s.

Il y a donc une relation algébrique entre

S(3) et [f(z,s),
s élant une substitution quelconque du groupe continu I'.

Les fonctions fuchsicnnes arithmétiques jouissent donc, comme la
fonction modulaire, de la propriété qui nous occupe. La fonction mo-
dulaire n'en cst d'ailleurs qu’un cas particulier et on P'obticnt en pre-
nant, pour la forme quadratique F,

F =2y ags.

Ainsi il y a une propriété que 'on peut regarder comme la généra-
lisation du théoréme d’addition, si I'on regarde les fonctions fuch-
sicnnes comme la généralisation des fonctions elliptiques, mais que
'on peut aussi regarder comme la généralisation de la transformation,
si 'on regarde les fonctions fuchsiennes comme la généralisation de la
fonction modulaire.
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Celte propriété n'appartient pas en général & toutes les fonctions
fuchsiennes; mais clle appartient aux fonctions fuchsiennes arithmd-
tiques.

Cela peut faire concevoir I'espoir que ces transcendantes arithmé-
tiques rendront, dans la théorie de certaines classes d'équations algé-
briques, des services analogues & ccux qu’a rendus la fonction modu-
laire dans I'étude de I'équation du cinquitme degré.

Paris, 18 mars 1885,



