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SUR LE THÉORÈME D'ABEL. 32? 

Sur le théorème d'Abel et quelques-unes de ses applications 
géométriques ; 

PAR M. G. HUMBERT. 

1. Le but de ce Mémoire est de démontrer une formule qui per-
met, étant données une courbe algébrique f — o, de degré λ, et une 
intégrale abélienne quelconque appartenant à cette courbe, de calculer 
a priori, la somme des variations de l'intégrale sur les lignes décrites 
par les points d'intersection de la courbe proposée et d'une courbe 
algébrique variable, appartenant à un faisceau. Si l'on désigne par 
F — #<p = ο l'équation des courbes de ce faisceau, la somme cherchée 
sera une fonction du paramètre a, et l'étude de ses variations, quand 
on fait varier le paramètre, donne lieu à des conséquences analytiques 
intéressantes, se traduisant géométriquement d'une manière souvent 
très simple. 

L'emploi des fonctions fuchsiennes, introduites dans la Science par 
M. Poincaré, nous a permis d'arriver simplement au résultat cher-
ché (V). 

(l) Nous devons, à cette occasion, rectifier une erreur que nous avons com-
mise dans un Mémoire, publié dans ce Journal, sur Y Application de la théorie 
des fonctions fuchsiennes à l'étude des courbes algébriques. Nous avons attri-
bué à Clebsch (n° 18) la théorie des groupes de points sur une courbe : c'est à 
MM. Brill et Nôther que revient l'honneur d'avoir établi et développé d'une ma-
nière si remarquable cette importante théorie. 
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fort G. HUMBERT. 

La premiere Partie du présent travail est consacrée à la démonstra-
tion et à l'étude des conséquences analytiques de la formule fondamen-
tal·*; on examine spécialement le cas où l'intégrale abélienne se réduit 
à une fonction rationnelle, et l'on en déduit le moyen de trouver la 
somme ou le produit des valeurs que prend une fonction rationnelle 
des coordonnées aux points communs à deux courbes algébriques, et de 
discuter celte somme ou ce produit quand une des courbes varie, sans 
cesser d'appartenir à un même faisceau. 

La seconde Parla; comprend les applications géométriques les plus 
simples de celle théorie : en considérant, soit une intégrale abélienne 
ayant une signilication géométrique déterminée, soit une fonction ra-
tionnelle simple des coordonnées des points d'une courbe, 011 peut 
énoncer immédiatement des théorèmes géométriques, relatifs à la 
somme des valeurs que prennent cette intégrale et cette fonction aux 
points communs à la courbe proposée, et à chacune des courbes d'un 
faisceau. Ο11 a développé spécialement des applications relatives aux 
aires, aux directions et aux longueurs. 

La troisième Partie a pour but de faire les mêmes applications aux 
arcs de courbe qui s'expriment par une intégrale abélienne apparte-
nant à la courbe : les courbes qui jouissent de cette propriété sont 
celles que Laguerre a nommées courbes de direction. 

Comme conséquence de cette théorie, 011 détermine les courbes cu-
rieuses dont l'arc s'exprime par une intégrale abélienne de première 
espèce; elles jouissent de cette propriété que la somme des arcs inter-
ceptés sur elles par deux courbes quelconques de même degré est tou-
jours nulle. 

PREMIÈRE PARTIE. 

ÉNONCÉ DU CROBLÈME. 

2. Soit /(ξ, η ) = ο l'équation d'une courbe algébrique plane de 
genre ρ et de degré /*; considérons une intégrale abélienne quelconque 
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appartenant à cette courbe 

1 "J RtÈ.T,)*" 

où Q et R désignent respectivement des polynômes de degrés q et r. 
Coupons la courbe f = ο par deux courbes de degré m 

F(5, η)- ιι
0
 φ(ζ, η) = ο, F(5, η)- Η<ρ(ξ, η)= ο, 

α
0
 et u désignant deux constantes; et soient 

ρ ρ ρ ' l· l· ιmn 

les abscisses qui correspondent respectivement aux points d'intersec-
tion de ces courbes avec la courbe primitive. 

On sait que l'expression 
i = mn y 
y f Qikilcit 
i=1 

est la somme d'une fonction rationnelle et d'une fonction loga-
rithmique des coefficients des fonctions /, F, φ et des paramètres 
u

0
 et u. Pour calculer la valeur de cette expression, on peut, par 

exemple, décomposer l'intégrale I en éléments simples, c'est-à-dire : 
i° En intégrales de fonctions rationnelles de ξ; 
2® En intégrales abéliennes de première espèce; 

3°En intégrales normales de seconde et de troisième espèce, 
et calculer, en partant des théorèmes connus, les parties de la somme 
cherchée qui correspondent à chacun de ces éléments. 

Cette méthode paraît être un peu compliquée au point de vue des 
applications; nous nous proposons, dans ce qui suit, d'établir une for-
mule simple, qui permettra d'évaluer directement la somme cher-
chée ; nous nous appuierons, dans ce but, sur la théorie des fonctions 
fuchsiennes, qui nous a déjà permis, dans un travail antérieur ('), 
d'établir le théorème d'Abel pour les intégrales de première espèce. 

(*) Application de la théorie des fonctions fuchsiennes à l'étude des courbes 
algébriques ( Journal de Mathématiques pures et appliquées; 1886). 
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Rappelons d'abord quelques considérations, développées dans ce 
travail, et qui se déduisent sans difficulté des belles recherches de 
M. Poincaré. 

INTRODUCTION DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 

3. Les coordonnées des points d'une courbe algébrique plane, ayant 
pour équation en coordonnées ordinaires /(ξ, η)=ο, ou, en coor-
données homogènes ('), /(.r,y, s) = o, peuvent toujours se mettre 
sous la forme 

(l) .v — y—O2 (t), z = O(t), 

θ,, θ8, 0
3
 étant des fonctions thctafuchsiennes holomorphes d'une va-

riable /, et de degré p.; c'est-à-dire telles qu'on ait, en désignant par 

(l; xl + B/ y t + g)unc des substitutions du groupe fuchsien G qui 

correspond à ces fonctions 

O.gr!) =β
/
(0(γ< + «)». 

en supposant α& — βγ égal à l'unité. 
Le polygone fuchsien R

0
, qui correspond au groupe G, appartient à 

la première famille de M. Poincaré; il a 4ρ côtés(2); les côtés opposés 
sont conjugués deux à deux, c'est-à-dire transformés l'un dans l'autre 
par une des substitutions de G, et la somme des angles est égale à 2rc. 

La courbe représentée par les équations (ι) est de genre p; son 
degré η est égal à — ι) — Ar, k désignant le nombre des zéros 
communs aux trois fonctions 0,, 0

2
, 0

3
 , dans l'intérieur du poly-

gone 11
0

. 

(') Dans lout ce qui suit, ξ et η désigneront des coordonnées cartésiennes; .·/·. 
)·, ζ des coordonnées homogènes : on passera d'un système à l'autre en posant 

ξ = -, η — ·τ· 
(*) Si la courbe/= ο était unicursale, on aurait recours à des polygones 

fuchsiens de la première famille, de genre zéro, et d'un nombre pair de côtés: 
les démonstrations seraient les mêmes que dans le cas général. 
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Rappelons enfin une propriété du polygone R
e
 qui nous sera utile 

plus loin. Soient ab et a
t
 bt deux côtés opposés de ce polygone, tels 

que les points at
 et b, soient respectivement les transformés des points 

a et b par la substitution de G qui transforme ab en α, ό, : si Ton 
décrit le périmètre de Re en partant de a

y
 dans le sens ab

y
 le côté op-

posé sera parcouru dans le sens bta,. 

DÉMONSTRATION DE TA FORMULE FONDAMENTALE. 

4. Cela posé, rendons Tintégrale I homogène en y remplaçant ξ et vj 

par et substituons à χ, y, ζ les valeurs 0,(/), θ
2
(/), ô

3
(0, en ν 5 

fonction thêtafuclisienne de t. Il vient 

ι y, ζ) χ' ζ χ ζ' j 
R(x, y, z) z q-r+2 

χ',y'j * désignant les dérivées de x
y
 y

y
 ζ par rapport à /. 

Posons, pour abréger 

Q(*a?) .τ» ^^ Y(f\ 
R(.r,y, s) zi~r^ ~ ^\1)' 

On a 
1 = fx,(l)dt. 

Je dis que la fonction ζ(ί) est une fonction thêtafuclisienne de 
degré un. On peut écrire en effet 

Q(x,y ,z) 
^ > R{x,y

t
3)s*-' dt Le(i)J' 

Or est une fonction fuchsienne de /, de groupe G, puisque le 

numérateur et le dénominateur sont des polynômes de même degré q, 
en a?,/, s, et que a?,/, ζ sont des fonctions thêtafuchsiennes de groupe G 

et de même degré [/.. La fonction -(0 est pour la même raison une 
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fonction fuchsienne, et l'on a 

x/ z (at + B / yt +q) 
d'où, en dérivant, 

x'z - xz' / z² (&t + B / yt + g)
= £^££(<)(γ/ + 8).. 

Par suite, on a bien 

c(5ïtI)=W(Ï'+8)»· 

Pour évaluer la somme des intégrales I entre les points d'intersec-
tion de /= ο avec les courbes F — u

0
 φ = ο, F — u φ = ο, considérons 

l'intégrale 

}=Γψυα, 

F el φ étant les polynômes s), y, de degré ///, où 
l'on a remplacé x,y, ζ parleurs valeurs en fonction thétafuclisienne 
de /. 

Je disque la valeur de cette intégrale, le long du polygone R„, est 
nulle. 

Soient, en eil'ct : i un point quelconque d'un côté aô, de 11
0

; /, le 
point correspondant sur le côté opposé atbn

 transformé do al* par la 

substitution (l, + ?V 

Les éléments de l'intégrale J qui correspondent à ces deux points 
sont, puisque les côtés ab et a, b

t
 sont parcourus en sens contraire, 

comme on l'a fait remarquer plus haut, 

m dt Wi)dl
t 

-(*) — u — (*,)—« 

Or on a 

t, = !~£|. di, = dt(fi + J)s. 
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F D'un autre côté, -(i) est une fonctionfuchsiennc def, dégroupé G, 

puisque F(ar, y, s) et φ(#, y, z) sont des fonctions thêtafuchsiennes 
de même degré; il en résulte qu'on a, d'après ce qui précède : 

c()t1dt1 C(t1) 
F ~~ F ' 
β (9 

cl Γοιι voit que les éléments de l'intégrale J se détruisent deux à deux. 
On a donc bien, le long de R0, 

.)=o. 

Il résulte de là que la somme des résidus de la fonction uniforme 
de / 

lAït\ ζ(0 S JCZ ) ι d (JS\ 
-(/) — u Rs?-'+t( a ) — — u 

dans l'intérieur de Hc, est nulle. 
(Test on évaluant cette somme et en l'égalant à zéro, que nous arri-

verons à la formule que nous avons en vue. 

5. Déterminons d'abord les infinis de θ(/). Si l'on observe que cette 
fonction, mise sous la troisième forme ci-dessus, est homogène et de 
degré zéro en χ·, y, s, et par suite ne devient pas infinie pour la valeur 
de Γιιη des A zéros communs aux trois fonctions thêtafuchsiennes ho-
loinorphes ·/>·(/), >'(/), -(/)» 0,1 νο*1 fiue ^os infinis de θ(/) sont : 

i° Des arguments des ni points communs aux courbes / = ο, Il = o, 
à moins que l'un ou plusieurs d'entre eux n'annulent aussi le numéra-
teur de θ(7), mis sous la seconde forme; 

2° Les arguments des points à l'infini sur / = » : ces arguments sont 
des infinis d'ordre ^f-r + 2; si q — r 4-1 est égal ou inférieur à 
zéro, ils ne sont plus des infinis; 

3° Les arguments des points communs à la courbe /—ο et à la 
courbe F — u 9 = ο. 

Les résidus qui correspondent aux infinis de cette dernière catégorie 
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prennent une forme remarquable. Soit α l'argument de l'un des points 
considérés; on a, pour le résidu, en supposant que α soit un zéro 

simple de Σ — w, 
.. _ C(«) 

r / q =)& 

Or, si dans la relation - (a) — a = o, on considère a comme fonction 
de w, on a, en différentiant, 

F du* 
\ï /« ~~~ da ' 

d'où 
C(x) dI& 

a du du ' 

en désignant par d\
%
 la variation de l'intégrale 1 quand on passe du 

point d'argument a, de la courbe/= o, situé sur la courbe F — uy = o, 
au point d'argument α -+- efa, situé sur la courbe F — («H-ofw)<p = o. 

FORMULE FONDAMENTALE. 

6. Si donc on désigne par^/'p la somme des résidus de la fonc-
tion 

> ^ R(a?,/, Z) ^_
r+9

 F(ûr,y, s) _ I 

J 

par rapport aux zéros de R[a?(/), y{t), ^(/)j ; par la somme des 

résidus de la même fonction par rapport aux zéros de zq~r+* = o, on 
aura 

(3) 2«/«"" 2^>
+/

τ)ϊ 

d'où, en intégrant par rapport à w, entre les limites «
0
 et u, 

<3^> Σ j(. =" ΣI ('t+r^du. 
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C'est la formule qu'il s'agissait d'établir : on voit qu'on est ramené 
à calculer les résidus de la fonction θ(/), ce qui ne présente aucune 
difficulté. 

FORMES DIVERSES DE LA FORMULE FONDAMENTALE. 

7. On peut d'ailleurs mettre cette formule sous une forme un peu 
plus simple. On a en effet, en coordonnées homogènes, 

ou 
I = / QJ R(*,y,s) ' 

1= (zdx — xdz)y 

(,) et S étant des polynômes homogènes en x
y
 y, z dont les degrés sont 

respectivement g et g -+- i. La formule (3 bis) devient alors 

ω 
i^mn 

Σ1 -^τίτί <*dx ~ xd=)=~ Σ/ rb du 

en désignant par^rp la somme des résidus, par rapport aux zéros de 

S(iV>y, z) de la fonction 

, -\ (■)î Qi·37)y>z) χ'z z'χ 

S(x,y,z) 
xyz û 

Plus simplement encore, dans le cas ou l'intégrale 1 reste finie pour 
les points situés à l'infini sur la courbe/(ξ, η) = ο, on a 

i = mm 
A / Q e,n)E n 

i = 1 "a 

en désignant par Στρ la somme des résidus, par rapport aux zéros de 
Journ. de Math. (4* série), tome III. — Fasc. III, 1887. 44 



336 G. HUMBERT. 

S (ξ, η), de la fonction 

(7) O(t) = Q(E,n) /S(E,r) 

8. Remarque. — Il est évident a priori que les expressions 
2 0'β-Η7\) ou φΰ figurent dans les seconds membres des équa-
tions (3), (4) et (6), doivent être indépendantes des paramètres qui 
caractérisent le groupe fuchsien G, et ne dépendre que d'éléments géo-
métriques appartenant à la courbe/ = o. 

On peut d'ailleurs s'en rendre compte comme il suit : 
Soit /'p le résidu de la fonction 0(0» misc Par exemple sous la 

forme (7), par rapport à un zéro, β, de S(£, η), correspondant à un 
point ξβ, rjp de la courbe/=0. 

La valeur de 27ttVp est égale à l'intégrale j 0(/)cf/ le long d'un 

petit cercle enveloppant le point β et, par suite, si l'on passe du plan 
de la variable / au plan de la variable ξ, cette valeur est celle de Tinté-
irrale 

J J S(,,,)Ï(U)-. 

le long d'un petit contour enveloppant le point ξρ : elle peut donc se 
calculer, indépendamment de la variable/, au moyen des valeurs de 
ξ, η et des dérivées de η par rapport à ξ, au point ξρ. 

CAS PARTICULIER DE LA FORMULE FONDAMENTALE. 

9. Le cas où les infinis de la fonction 0(/), correspondant aux zeros 
de S, sont tous simples, peuvent se traiter immédiatement. 

Supposons, en clîet, S étant toujours de degré <7-4-2, que la courbe 
S = 0 11c touche en aucun point la courbe f— o. On aura, pour le 
résidu relatif à un infini 3, 

Γ W'>œ 1 
rB = dS / dt (F/f - u) 
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or, 

dt d\ dt~^~ dr
{
 dt ' 

df dE + df dr 
° r/ξ eh) dl ' 

d'où 
- r Q(g^)Aî ι 

(SEfn - S'nfE) (S') 

et, par suite, appelant X,, Y, ; X2, Ya, ... les coordonnées des points 
communs aux courbes S = o, /= o, 

W iL S({, r,) Zi Si/ί— SV/x ® F(X, Y) — ι<»ι>(Χ, Y)' 

La somme, dans le second membre, doit porter sur les systèmes de 
valours de X, Y, qui vérifient les équations S = o, / — o. 

CONSÉQUENCES ANALYTIQUES. 

On peut déduire de la formule fondamentale plusieurs conséquences 
analytiques intéressantes. 

10. Les infinis de l'intégrale (z dx — χ dz) sont les points où la 
courbe S = o rencontre la courbe f= o, à moins que les arguments de 
ces points n'annulent Q ou ζ dx — xdz. 

Supposons que la courbe φ (a?, γ, ζ) = o passe par les points de 
/'= o, qui sont les infinis de l'intégrale, en tenant compte de leur mul-
tiplicité, c'est-à-dire que, si un point correspond à un zéro d'ordre h 
pour la fonction S [#(*), y(t), *(/)], la courbe φ = o ait en ce point, 
avec/= o, un contact d'ordre h — i. Admettons, de plus, que la 
courbe F(#,y, s) = o ne passe par aucun de ces points. La fonction 

O(t) = Q(x, y,z) / S (x, y, z) x'z - z'x 

ne devient pas infinie pour les valeurs de t qui annulent S, puisque, 
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pour ces points, la fonction — (λ*,/, ζ) reste finie; θ(/) n'a donc pas 

d'autres infinis que ceux qui annulent ? — u, et, par suite, les résidus 
/'p sont nuls. On a donc 

lC%%j$<zd*-*ds)=°> ι 

et l'on peut énoncer le théorème suivant : 

Soil I une intégrale abélienne quelconque relative à une courbe 
algébrique f(x,y,z) = o, de degré n. La somme demn intégrales I, 
dont les limites inférieures et supérieures sont respectivement les 
systèmes de valeurs de x

)
 y, z, qui correspondent aux mn points 

d'intersection de la courbe f — ο avec deux courbes quelconques de 
degré m est nulle, si, parmi les courbes clu faisceau déterminé par 
les courbes sécantes, il en est une qui passe, par tous les points de 
la courbe /= ο rendant Γ intégrale infinie. 

La somme est nulle, en particulier, si les courbes sécantes coupent 
aux mêmes points la courbe S = o, parce qu'alors une des courbes du 
faisceau comprend la courbe S = o elle-même. 

Il y aurait exception au théorème précédent, si toutes les courbes du 
faisceau considéré passaient par un ou plusieurs des points qui rendent 
l'intégrale infinie, parce que, alors, F et <p s'annulanl tous deux en ces 
points, la fonction θ(7) pourrait y devenir infinie et l'on ne saurait 
affirmer que le résidu correspondant, rp, est nul. 

11. Le cas ou le dénominateur S est divisible par f est particuliè-
rement intéressant : soit S = Τf'x) Τ étant de degré q ·+· 3 — n. 

Nous allons montrer que la somme de ceux des résidus de la fonc-
tion θ(/), qui correspondent aux zéros de f', est nulle. 

Les zéros de la fonction /,'.(·£, z) sont en effet de deux sortes : 
les uns correspondent aux points de contact des tangentes qu'on peut 
mener à la courbe/(#, y, ζ) = o par le point χ = ο, ζ = o; les autres 
correspondent aux points singuliers de cette courbe. 

Si β est l'argument d'un des zéros de la première catégorie, la fonc-
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lion χ'ζ — xz' s'annule pour / = β. On a, en effet, 

x àï κ-0 

et 

xdf / dx + y J7+35i=n/ = 0> 
d'où l'on tire 

x'z—xz' y'x—yx' z'y—zy' 
df df df 

ày dz àx 

et, par suite, si ~ s'annule sans que — et ~ s'annulent également 

(c'est-à-dire si le point d'argument β n'est pas un point singulier), il 
faut qu'on ait, pour t = β, 

χ' ζ — xz' — ο. 

Il en résulte que, pour chercher les résidus de la fonction 

an\ — Q (χ' ζ xz1 ) 

T%-«J 

correspondant aux zéros deon n'aura à tenir compte que des argu-
ments des points singuliers de la courbe /=0. 

Soit, pour plus de simplicité, A un point double de cette courbe, 
de coordonnées a et h, auquel correspondent les valeurs γ et δ de l'ar-
gument l. 

On aura, pour le résidu de S(t) relatif à l'une de ces valeurs, γ par 
exemple, en revenant à la forme (7) de θ(ί), 

dE / dt 

τ"τ<«·4> £(„,»)_ «I-W-It 

Posons, pour simplifier l'écriture, 

/ή=Ψ(5- η). 
on a 

ν/η.» — 51 dl ^ àr> dt ' 
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cîr
t 

Le rapport a pour valeur, si Ton fait / = γ, le coefficient angu-
fft 

la ire mt
 de la tangente à la branche γ de la courbe f = ο au point Λ. 

On a ainsi 

19; />-+-/·«-
 T( b)

 p~ ~ / ^ ^ ^ ^ y 

où, dans et on remplace ξ et η par a et b. 
Cela posé, si l'on désigne par Q, un polynôme quelconque en ξ et r(, 

de degré η — 3, et si l'on considère l'intégrale 

J, = / y- (z dx — χdz), 

on voit, comme plus haut, qu'elle est nulle le long du polygone U„. Si 
l'on choisit pour Q, le premier membre de l'équation d'une courbe de 
degré η — 3 présentant, en tous les points singuliers de la courbe 
f = o, le point A excepté, le caractère d'une courbe adjointe (') (ce 
qui est toujours possible), les infinis de la fonction ~(zdx / dt - xdz/dt) 

seront les quantités γ et δ. La somme des résidus de cette fonction 
étant nulle, on trouve, comme plus haut, 

Ο _ /'γ -+- ή -- f + ÔÇ--φ \
 ((a, b) 

dE dr dE dR 

et par suite, d'après (p), 
Γγπ- /·δ= ο. 

Il n'y aurait d'exception à ce raisonnement, qui s'étend sans diffi-

(') C'est-à-dire ayant en tout point multiple d'ordre ρ (autre que A) de lu 
courbe /= o un point multiple d'ordre ρ — ι, comme la courbe /,'= o, et ne pas-
sant pas par A. 
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culte au cas des points multiples d'ordre supérieur à 2, que si, dans 
l'expression de rY-t- /·§, on ne pouvait pas mettre en facteur la quantité 

QO> b) » 
T(.a, b)F, 

y(a,b) - u 

c'est-à-dire si Τ (α, £>) était nul, cas où les infinis γ et δ ne seraient 
plus des infinis simples de θ(ί), ou si l'on avait à la fois 

F(a, b) = b) = o, 

parce qu'alors la fonction -(ξ, η) aurait deux valeurs différentes au 

point A, selon la branche de courbe que l'on considérerait. 
Si l'on suppose donc que la courbe Τ = ο ne passe par aucun des 

points singuliers de f= o, et qu'aucun des points fixes du faisceau 
F ~ us = o ne coïncide avec l'un de ces points, on voit qu'on a la 
relation 

(10)l£'$T^)(:dx-xd2)=-2f, r*du' 

E/·β désignant la somme des résidus, par rapport aux zéros de T, de 

la fonction de l. 
Q(1)= Q(zx' - xz') / f'T F 

v'KiJ— y'f " ρ 
o 

12. Corollaire L — On en déduit, en s'appuyant sur les résultats 
obtenus plus haut, la proposition suivante : 

Soit I une intégrale abélienne de la forme 

i
=fM^0)

(zdx
-

xd
^ 

relative à une courbe algébrique de degré n, f= o. 
La somme de mn intégrales I dont les limites inférieures et supé-

rieures sont respectivement les systèmes de valeurs de oc, y, ζ, qui 
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correspondent aux mn points d'intersection de la courbe f = ο avec 
deux courbes quelconques de degré m est nulle, si, parmi les courbes 
du faisceau déterminé par les courbes sécantes, il en est une qui 
coupe la courbe f = ο aux points situés sur la courbe Τ = ο, ci qui 
rendent l'intégrale infinie. 

11 faut toutefois : i° que la courbe Τ = o ne passe par aucun des 
points singuliers de la courbc/= o; 2° qu'aucun des points fixes du 
faisceau déterminé par les courbes sécantes ne coïncide avec un de ces 
points, ou avec l'un des points communs aux courbes/= ο, Τ = o, et 
rendant l'intégrale infinie. 

15. Corollaire II. — Supposons, Q(x,y, z) étant toujours de 
degré q, que Τ(x,y, z) soit un polynôme de degré q — « + 3, non 
divisible par z. Si la courbe Τ = o ne touche en aucun point la courbe 
/= o, les zéros de Ύ(χ, γ, z) seront tous simples, et l'on aura, pour 
le résidu relatif à l'un de ces zéros, β, 

' " [Λ <h/Î-τ(I - «)]
 f
 [(Ts/ή - τ,/» (£ - «)]

 t 

Par suite, en désignant par X, Y les coordonnées d'un point commun 
aux courbes Τ = o,/= o, il vient 

i sz mn t 

ev ju J(. ΛΤ«,τ,)
α,-

^ΐΓχ/ί-Τν/ί
 l0

KF(X,Y)-«,,(\,Y)' 

la somme s'étendant, dans le second membre, aux systèmes de valeurs 
de X, Y, qui vérifient simultanément les équations/= ο, Τ = o. 

On déduit de cette formule un théorème bien connu de Jacobi. Si 
l'on fait, en effet, u = ao dans la formule, il faut, pour que le second 
membre reste fini, qu'on ait l'identité 

Q(X,Y) 
^Τ'χ/γ — Τγ/χ - °» 

la somme étant étendue à tous les points communs aux courbes 
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/(ξ, η) = ο, Τ(ξ,η) = ο, de degrés respectifs η et A, et Q(5?r4) 
désignant un polynôme quelconque de degré η -h h — 3, au plus, en 
* r. υ 7j· 

11 serait facile, d'après les considérations qui précèdent, de voir ce 
que devient le théorème de Jacobi quand le degré de Q surpasse 
η 4- h — 3; nous aurons occasion, dans un autre travail, de revenir sur 
ce sujet à un point de vue plus général. 

l i. Corollaire III. — Si Τ se réduit à une constante, est nul, 
et l'on peut énoncer le théorème suivant : 

Soit I une intégrale abëtienne de la forme 

1=/2^, 

relative à une courbe /(ξ, η) = ο, de degré η, Q désignant un poly-
nôme quelconque de degré n — 3. 

La somme de mn intégrales I dont les limites inférieures et supé-
rieures sont respectivement les systèmes de valeurs de ξ, η, qui cor-
respondent aux points d'intersection de la courbe f— ο avec deux 
courbes quelconques de degré m est nulle, si ces deux courbes ne 
passent simultanément par aucun des points singuliers de la courbe 
primitive. 

Dans le cas spécial où (,) est une courbe adjointe à la courbe/= o, 
la fonction 

θ(7) = (Â Û 

"V? ) 
ne devient infinie que pour les zéros de - — m, et la somme des mn 
intégrales 1 est nulle, quelles que soient les courbes de même degré 
F = ο, γ = o. 

C'est le théorème d'Abcl pour les intégrales de première espèce. 

On retrouverait de môme, sans difficulté, les théorèmes connus 
pour les intégrales normales de troisième et de seconde espèce. 

Journ. de Math, (p série), lomclll. — Fasc. III, 1887. 4;> 



3i'l G. IIIMBERT. 

APPLICATION AUX FONCTIONS RATIONNELLES. 

15. La marche qu'on a suivie pour établir la formule fondamentale 
s'applique également au cas où la différentielle abélienne est la diffé-
rentielle d'une fonction rationnelle de ξ, η. 

Soit U = f*η \ cette fonction, Ο et R étant des polynômes de de-

grés q cl r respectivement. 
Considérons l'intégrale 

ι __ /*dU ilt 

dt F / H - u 

KIlc est nulle, d'après ce qui précède, le long du polygone U
0

; par 
suite, les résidus, dans ce polygone, de la fonction 

*<'·>= It F— =ΤΠ¥-\ 
o \ ? / 

ont une somme nulle, et l'on en conclut, comme plus haut, la relation 

ο» Σ%—Σ'* 

/•pétant le résidu de H(/) par rapport à un inlini de cette fonction. 

autre qu'un zéro de i- — u. 

Pour déterminer les in finis de cette nature de k)(t), on doit distin-
guer deux cas, selon que q est inférieur ou supérieur à /·. 

Si l'on a q 5 /*, il est clair que la fonction r,\ = 177—-■} ζ'' q ne 

devient pas infinie pour les zéros de z(t), et il en est, par suite, de 
même de sa dérivée par rapport à t. En ce cas, les infinis correspon-
dant aux résidus /·ρ sont les arguments des points communs aux courbes 
f = o, R = o. Si l'on a, au contraire, q > /·, tout zéro de z(t) est, en 
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général, un infini d'ordre q — r pour la fonction et d'ordre q-r-4-1 

pour sa dérivée. Ces infinis sont à ajouter h ceux qui proviennent des 
zéros de R(ξ, η). 

Il est clair qu'on discutera à la fois les deux cas en supposant ξ et η 

remplacés dans 2(ξ, η) par on obtient ainsi une fonctionQ(x, y, z) / V (x, y, z) 

où l'on peut supposer que le numérateur et le dénominateur sont deux 
polynômes de même degré, y, l'un ou l'autre pouvant être divisible 
par une puissance de z. Les infinis de θ(£) correspondant aux résidus 
/*p sont alors les zéros de V(#,y, ζ). Soit β un de ces zéros, supposé 
simple : c'est un infini double de θ(/). Pour calculer le résidu corres-

pondant, il suffit de remarquer que le résidu de relatif à ce zéro, 

est nul, puisque U est une fonction monodrome de t. On trouve ainsi, 
évidemment, 

rb = - pB d / dl [ 

pp étant le résidu correspondant de U = Or on a, ainsi qu'on l'a 
déjà trouvé plusieurs fois, 

Qfy 
pb~~ v^/T^vv/x1 

en désignant par Χ, Y, Ζ les coordonnées du point d'argument β, com-
mun aux courbes/= ο, V = o, et il vient enfin 

rB = Qfx / V'x f 

On peut écrire 

fx /v ο fx fx Λ 
y()Fxf' - fyfx' -FFX F; F Fx F;. F, , 

?x ?v ? ?x ?v i% 
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en tenant compte de la relation /(Χ, Y, Ζ) = o et en désignant tou-
jours par m le degré des courbes F = ο, φ = o. 

On déduit de là, en intégrant, par rapport à u, les deux membres 
de (12), le résultat suivant. 

Soient 2 V Σ V ^
es sommcs respectives des valeurs que prend la 

H //„ 

fonction ^ (x>)'i v) aux points communs àla courbe/= ο et aux courbes 

F — uy = o, F — w
0

9 = ο; on a 

00 iv Zàv-2àm Vx/v-Vv/x [F(X,Y;Z)-^(X,Y;Z)]^Y,Z)- Uo(X Y Z) 
tt t/0 

où la somme, dans le second membre, s'étend aux points X, Y, Z, com-
muns aux courbes f — ο, V = o, supposées n'avoir aucun contact, et où 
J désigne le déterminant jacobicn 

f \ f\ fr 
.1= F; F'V FZ . 

y4?v φ'/ 

Celte formule montre, ce que nous savions déjà par la théorie géné-
rale, en raison de la forme de θ(ί), que le second membre de (i3) 
s'annule dans le cas où l'une des courbes, 9 — o, du faisceau F — 110 
touche la courbe/= o aux points où celle-ci est coupée par la courbe 
V = o; elle met de plus en évidence une particularité spéciale aux inté-
grales abéliennes dans le cas où ces intégrales sont des fonctions ration-
nelles de x, y, ζ : c'est que le second membre de (i3) est nul quand la 
jacobienne des courbes F = o, 9 = o et /= o passe par les points com-
muns à cette dernière et à la courbe Y = o, c'est-à-dire, puisque les 
points communs à la jacobienne et à /sont les points de contact avec 
cette dernière courbe des courbes du faisceau F — «9 qui la touchent, 
lorsque les courbes du faisceau qui passent respectivement par les 
points d'intersection des courbes Y = o, /= o touchent en ces points 
cette dernière courbe. 

On voit que ce résultat comprend, comme cas particulier, le cas rap-
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pelé plus haut, où Vune des courbes du faisceau touche / en tous les 
points communs aux courbes/= ο, V = o. 

On peut étendre ce théorème au cas où la courbe V = o touche en 
certains points à la courbe f = ο : nous allons démontrer, en effet, la 
proposition suivante : 

La somme des valeurs que prend une fonction rationnelle ̂  (a?, γ, z) 
homogène et de degré zéro

f
 aux points communs à une courbe algé-

brique /= o, et à chacune des courbes d'un faisceau reste constante, 
si les courbes du faisceau qui passent respectivement par les points 
d'intersection des courbes f = ο, V = o rendant la fonction ~ in-
finie, ont, en chacun de ces points avec la courbe /= o, un contact 
d'un ordre au moins égal à la différence entre les ordres des con-
tacts de la courbe /= o avec les courbes V = o et Q = o au point 
considéré (*). 

On suppose toujours qu'aucun des points fixes du faisceau ne coïncide 
avec un des points communs aux courbes/= ο, V = o, et rendant in-
finie la fonction ^ · 

Soit β l'argument d'un point où les courbes V = o, Q = o ont res-
pectivement avec /= o des contacts d'ordre p. — ι et ν — ι ; soit 
F — «o? = o l'équation d'une courbe du faisceau, ayant en ce point un 
contact d'ordre μ — ν avec la courbe/= o. 

Posons t — β = τ. 
On a 

O(t) = d / dt (Q/ V) 1 / F 

Par hypothèse, on a, aux environs du point t = β, 

V(/) = ■+■ bz^+.....; 

{)(t) = a'^-hb'^+i -Κ... 

(') Si la courbe Q = o ne passe pas par le point considéré, on devra, pour ap-
pliquer le théorème, regarder l'ordre de son contact avec /== o en ce pointeomme 
égal à — ι. Il faudra alors que la courbe du faisceau qui passe par ce point y ait 
avec/= o un contact plus élevé que la courbe V = o. 
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d'où 
2__£_ + _Λ_Η L.û + S+ ■ 

on a également 

V(t) — m
0
 φ(*) = -h /ητμ~^2+......, 

et le résidu correspondant de B(i) sera le coefficient de \ dans Pex-
prcssion 

jZ \ Zjwi
 τ

μ-ν-ι "Ί
 I

"T
 + S +

 '
,

'J
 X Hh~~ Ν-·-· —

 m τμ-^ « H- . ~ ' 

Or, φ(/) n'est pas nul pour i = β, puisqu'une seule courbe du fais-
ceau passe par le point β, et qu'on a supposé que cette courbe était 
F — w

0
 φ — o. 

Le deuxième facteur de l'expression précédente, ordonné suivant 
les puissances croissantes de τ, est donc de la forme 

— μλ:τμ-ν^4-/τμ-ν+8Η-..., 

et comme le premier ne renferme ni terme en j ni terme en > le 
résidu est nul. c. Q. F. I». 

16. On peut donner une formule analogue pour exprimer le produit 

des valeurs que prend la fonction ~ aux points communs à la courbe 
f=z Ο et à la courbe F — MÇ = o. 

Soient y ce produit, et JJy le produit analogue pour les 
It M„ 

courbes / = o, F — u0<p = o. On part, pour l'évaluer, de l'intégrale 

J =J U Λ F ; 

o 



SUR LE THÉORÈME D'ABEL. 3/}() 

on posanl toujours U = on trouve de même 

(■οE 1/ U dU / du = ErB 

/•p désignant le résidu dc'la fonction 

ι dU ι _ V d /Q\ ι 
Il dt F ~ Q dt\YJ F 

? ? 

par rapport à un infini de cette fonction autre qu'un zéro de ^ — w, 

c'est-à-dire par rapport à un zéro de Q(#,/, z) ou de z). 
S'il s'agit d'un zéro de Y, d'ordre de multiplicité p., on a évidemment 

""NhJNF); 
et s'il s'agit d'un zéro de Q, d'ordre de multiplicité v, 

rB = v'S(ï-)r"(r4' 
Si maintenant on intègre les deux membres de la relation (i \) par 

rapport à w, on a 

Σ
 1°S ν =Σ

v lo8 (i - ") ~Σ c
 lo

6 (i - ")' 

d ou 

f(X,Y,Z) Up(X, Y, Z) 
v / IIν 11\ν/11[ρ(Χ,γ»Ζ)~«0?(Χ,Υ,ζ) 11|Ρ(Χ,γ,ζ)-Μβ(χ,γ,Ζ)| ' 

Dans le second membre, le produit JJ est étendu aux points Χ, Y, Ζ 
u 
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communs aux courbes/ = o, Q = ο ; et le produit Π aux points X, Y, 
V 

Ζ communs aux courbes /= ο, Y = o. 
( )n en déduit, comme plus haut, les conséquences suivantes : 

Le produit des valeurs que prend une fonction rationnelle ̂  (x,)', z) 

de degré zéro aux points communs à une courbe f = o et à chacune 
des courbes d'un faisceau F — uy = o est constant, quand une 
des courbes du faisceau passe par les points d'intersection de la 
courbe f — o avec les courbes Q = ο, V = o, rendant la fonction 

γ nulle ou infinie ('). Ce produit est constant, en particulier, si 

l'une des courbes du faisceau comprend la com be QY = o, c'est-
à-dire si toutes les courbes du faisceau rencontrent aux mêmes points 
les courbes Q = ο, V = o. 

17. Le théorème démontré au n° 15 est susceptible d une consé-
quence intéressante, dont nous ferons quelques applications, et que, 
pour celte raison, nous placerons à la suite de la théorie générale. 

Supposons que les points de la courbe f= o, où la fonction ration-

nelle 2 (χ,γ, ζ) de degré zéro devient infinie, soient tous des points 

d'inflexion de/, et que la fonction S
 so

it infinie du premier ordre en 
chacun de ces points. 

Prenons pour faisceau sécant le faisceau des courbes qui coupent res-
pectivement f= o aux points de contact des tangentes communes à 
celle courbe cl à chacune des courbes d'un faisceau tangential donné. 

.le dis que la somme des valeurs de la fonction 2 aux points communs 

à/ = o et à chacune des courbes du faisceau ponctuel considéré de-
meure constante. 

Il suffit, pour cela, de montrer que la courbe du faisceau ponctuel 
(jui passe par un des points d'inflexion donnés sur la courbe/= o touche 

(') Il suffit que la courbe du faisceau considérée passe par les points désignés, 
quel que soit le nombre des intersections de la courbe jf=o avec les courbes 
q) = ο, V = o, confondues en chacun de ces points. 
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cette courbe en ce point, ce qui est évident, puisque la tangente d'in-
flexion correspondante doit être comptée deux fois parmi les tangentes 
communes à la courbe / = ο et à la courbe du faisceau tangentiel qui 
touche cette droite. Donc : 

Soit z) une fonction rationnelle quelconque, de degré 

zéro, ne devenant infinie, sur une courbe algébrique f(x,y, ζ) = o, 
qu'en des points d'inflexion de cette courbe, et étant infinie du pre-
mier ordre seulement en ces points (f). 

La somme des valeurs que prend cette fonction aux points de con-
tact de la courbe f = ο et des tangentes communes à cette courbe 
et à une autre courbe algébrique de clause donnée reste fixe quand 
cette dernière varie d'une manière quelconque, mais sans toucher 
CONSTAMMENT une des tangentes menée à la courbe primitive en un 
des points d'inflexion considérés. 

(') Le sens de cette expression est le suivant : Si V = o a un contact d'ordre 
;JL — ι avec / —ο au point considéré, il faut que Q~o ait avec cette dernière 
courbe, au même point, un contact d'ordre μ — ·>.. 

Journ. de Math. (te série), tome III. — Fasc. Ill, 1887. 4" 
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DEUXIÈME PARTIE. 

En appliquant à des différentielles algébriques ou à des fonctions 
rationnelles des coordonnées ayant, par rapport à la courbe /= o, 
une signification géométrique, les formules et les théorèmes démon-
trés dans la première Partie de ce travail, on obtient des propositions 
géométriques nombreuses, dont quelques-unes méritent d'être mises 
en évidence. 

Nous les classerons en propositions relatives aux aires, aux direc-
tions et aux longueurs. Celles qui concernent spécialement les arcs de 
courbe, dans le cas où ces arcs s'expriment par une intégrale abélienne, 
feront l'objet de la troisième Partie de notre travail. 

PROPOSITIONS RELATIVES Al'X AIRES. 

18. L'aire élémentaire comprise entre les deux points ï, η; £ h- di, 
r, -+- dt\ de la courbe f= ο et les rayons vecteurs qui joignent ces 
points à l'origine des coordonnées a pour expression 

da = — yj d% -h ζοίγ] = ~i\~y(
z

~~
 cd* >-+-·£('-dy — ydz\: 

or on a 
x/* + r/r+ ï/

l
=rt/=o, 

«fc/J ttyfr +dsf', — ο ; 
on en conclut 

da -- ~ '-γ-, (z dx ~ χ dz ). 

La fonction θ(/) est ici 
A(1 = fz (2x' - xz')) 

• i,/; (H 
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Elle ne devient infinie que pour les valeurs de t qui annulent z% ; si φ 
est de la forme ζ'φ, et si F ne s'annule pour aucune de ces valeurs, 
θ( t) reste fini pour les mêmes valeurs, et les résidus rp correspondants 
sont nuls. Donc : 

Soit une courbe algébrique quelconque /; menons les rayons vec-
teurs qui joignent un point arbitraire du plan aux points communs 
à f ci à une courbe algébrique quelconque F n'ayant avec la pre-
mière aucune direction asymptotique commune : la somme des aires 
décrites par ces rayons vecteurs est nulle si la courbe F se déplace 
m restant asymptote à ellc-mctne (' ). 

ill. On peut donner sur les aires un théorème beaucoup plus géné-
ral, cl qui fournit une interprétation curieuse d'une des propositions 
algébriques exposées plus haut ( 1 -4). 

Proposons-nous de chercher l'aire élémentaire comprise entre les 
courbes f = o, F — i/o = o, f -h εψ = ο, F —-(«■+■ du) φ = ο, au 
voisinage du point ξ, η, commun aux courbes F — = o, J — o. 

Dans ces équations, ε désigne une quantité infiniment petite, indé-
pendante de u. 

Soient ξ H- d%, η -+- dr\ les coordonnées du point voisin de ξ, r, situé 
sur les courbes /= o, F — (u -f- du)o ~ ο, ξ -f- δξ, vj -f- δη, celles du 
point voisin situé sur les courbes F — u φ = o, f εψ = o. On a, pour 
l'aire cherchée, à un facteur constant près, 

da = de, δη — dr, δ$ : 
<>r 

25 I Cj — « ?'= 1 + δη | C, — «?, | =<>, 

8ξ 4- 2η f + εψ = ο. 

On en conclut 

εψ[( Ρξ — « <?ξ) di +- ( Κη — U (ρή ) d-η \ 
da = fE[F'n - 11y 

(') Plus généralement cette somme reste nulle si Ton prend successivement 
pour F toutes les courbes d'un faisceau comprenant une courbe qui admet pour 
asymptotes toutes les asymptotes de/. 
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et, en tenant compte de la relation 

ο = d\fx -t- dr\f^ 
il vient 

da = ε » 
Jy 

Supposons que ψ soit de degré η — </, /* désignant toujours le degré 
de/= o; on aura, en revenant aux coordonnées homogènes, 

da = ε -, t
 r

dx — rdz 
et 

Θ(,) = ε-Ϊϋ9^> · 

On n'a à s'occuper, pour le calcul des résidus r^ que des zéros 
de s3-?; ces zéros ne sont pas des infinis de θ(/), si l'on a 

? — " 'in 

et les quantités/ p sont nulles. On en conclut, en donnant successive-
ment à q les valeurs ι et 3, les propositions suivantes : 

La somme des aires comprises entre deux courbes asymptotes et 
deux courbes asymploliqucs (1 ) quelconques est nulle. 

La somme des aires comprises entre deux courbes quelconques, 

de même degré, et deux courbes osculalrices entre elles en tous 
leurs points à l'infini est nulle. 

On doit admettre toutefois que les deux groupes de courbes n'ont 
aucune direction asymptotique commune. 

20. Plus généralement, ainsi que cela résulte du théorème du 
n° 12 : 

La somme des aires comprises entre deux courbes asymptotes et 

(') Nous disons que deux courbes sont asymptotes, si elles ont mêmes asym-
ptotes; asyinptotiques, si elles ont mêmes directions asymptotiques. 



sun LE THÉORÈME D'ABEL. D.LJ 

deux courbes quelconques de même degré est nulle si, parmi les 
courbes du faisceau déterminé par ces dernières, il en est une qui 
admette pour directions asymptotiques toutes les directions asym-
plotiques des deux premières. 

La somme des aires comprises entre deux courbes asymptotiques 
et deux courbes quelconques de même degré est nulle, si, parmi les 
courbes du faisceau déterminé par ces dernières, il en est une qui 
admette pour asymptotes toutes les asymptotes de l'une des pre-
mières. 

La somme des aires comprises entre deux courbes de même degré 
et deux courbes quelconques, également de même degré, est nulle, 
si, parmi les courbes du faisceau déterminé par ces dernières, il 
en est une qui oscule l'une des premières en tous ses points à l'in-
fini. 

Kn particulier : 

La somme des aires illimitées comprises entre deux courbes oscil-
la trices entre elles en tous leurs points à l'infini est nulle. 

PROPOSITIONS RELATIVES AUX DIRECTIONS. 

21. Soit 0 l'angle que fait avec Ο ξ la droite qui joint l'origine à ιιιι 
point ξ, η du plan; 011 a 

langtl = | 
et 

dO = Edn - ndE 
ξ* -+- T* 

Si le point ξ, η appartient à la courbe /(ξ, η) = ο, il vient 

r/Q E./Ï Tdn jx 

ou, en coordonnées homogènes, 

dO= n(J+r)(xdz ~ :<h>-
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L'angle 0 est donc donné par une intégrale abélienne, et les théo-
rèmes de la première Partie permettent de calculer la somme des 
angles que font avec Ou? les rayons vecteurs des points communs à la 
courbe / — ο et à line courbe algébrique quelconque F — «φ = ο, ou 
plutôt la variation qu'éprouve cette somme quand on passe de la courbe 
sécante F -«,5 = 0» la courbe F — us = o. 

Pour simplifier le langage, nous adopterons une définition duc à 
La guerre. 

Soient dans un plan deux systèmes de η droites A et B; prenons 
arbitrairement un axe fixe II, dans ce plan : si la somme des angles 
que font avec Taxe fixe les droites du système Λ est. égale, à un mul-
tiple de π près, à la somme des angles que font avec ce même axe les 
droites du système B, on dira que les deux systèmes A et Β ont même 
orientation. Ils jouiront évidemment de la même propriété relative-
ment à tout axe situé dans le plan ( 1 ). 

22. De la forme de la différentielle rfO et des théorèmes généraux 
de la première Partie résultent par suite les propositions suivantes : 

Les deux systèmes, formés par les droites qui joignent respecti-
vement un point fixe aux points où deux courbes algébriques de 

'même degré sont traversées par une courbe algébrique, ont même 
orientation, si, parmi les courbes du faisceau déterminé par les 
deux premières, il en est une qui passe par tous les points où la der-
nière rencontre le cercle de rayon nul ayant le point fixe pour 
cenlre. 

F11 particulier : 

Les deux systèmes ont même orientation, quelle que soit la der-
nière courbe, si les deux premières rencontrent le cercle de rayon 
nul aux mêmes points. 

(') LAGUERRE, Sur la détermination du rayon de courbure des lignes 
planes ( Bulletin de la Société philomathique, p. i5; 1867). 
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25. Comme application de ces propositions générales, on peut 
énoncer, par exemple, les théorèmes suivants : 

L'orientation du système des droites qui joignent un point fixe 
aux points d'intersection d'une courbe algébrique quelconque et 
d'un cercle ayant ce point pour centre est indépendante du rayon 
du cercle. 

IJ orientation du système des droites qui joignent un point fixe a 
aux points d'intersection d'une courbe algébrique et d'un cercle 
quelconques est la même que celle du système formé : i° par les 
droites qui vont de a aux points d'intersection de la courbe et de 
l'axe radical du cercle et du point a ; 2° par les directions asympto-
tiques de la courbe. 

Ce théorème prend en particulier une forme très simple si l'on sup-
pose que le point a est situé sur le cercle; Taxe radical du cercle et du 
point devient alors la tangente au cercle en a. 

Si l'on coupe par une courbe algébrique un faisceau de coniques 
ayant une directrice et un foyer communs, les systèmes formés par 
les droites qui joignent le foyer aux points d'intersection de ta 
courbe et de chacune des coniques ont même orientation : cette 
orientation est celle du système formé par les droites qui joignent 
le foyer aux points d'intersection de la courbe et de la directrice et 
par les droites opposées. 

Ce théorème est une généralisation d'une proposition connue sur les 
coniques, et qu'on retrouve en supposant que la courbe sécante soil 
une droite. 

24. On peut obtenir des propositions analogues, cl plus élégantes, 
en considérant, au lieu des coordonnées ordinaires, des coordonnées 
tangentielles. 

Soit /(U, V) = o, ou, en coordonnées homogènes, f(u, e, ir) = ο 
l'équation tangentiellc d'une courbe, l'angle que fait avec Ο ξ la tan-
gente U;-+-V?jH-i = oest défini par la relation 

tangO = -U/v 
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d'où 

ai— L'-t-V* ~~ U'+V* /L 

et, en coordonnées homogènes, 

M = («8(wdu ~ ud,v)· 

On conclut de cette expression que l'orientation des tangentes com-
munes à la courbe/= ο et à deux courbes algébriques est la même si, 
parmi les courbes du faisceau tangentiel déterminé par ces dernières, 
il (m est une qui touche les droites menées tangentiellemcnt à la 
courbe /= ο par les points u ■+■ vi = o, u — vi = o, c'est-à-dire par 
les points cycliques du plan. En d'autres termes : 

Les deux systèmes de tangentes respectivement communes à deux 
courbes algébriques de même classe et à une courbe algébrique 
quelconque ont même orientation, si, parmi les courbes du faisceau 
tangentiel déterminé par les deux premières, il en est une qui ad-
mette pour foyers tous les foyers de la dernière. 

lin particulier : 

Les deux systèmes de tangentes respectivement communes à deux 
courbes homofocales et à une courbe algébrique quelconque ont 
même orientation (*). (LAGUERRE.) 

2o. Ces propositions donnent lieu à de nombreuses conséquences; 
de la dernière on déduit en particulier les théorèmes suivants : 

Si d'un point M situé dans le plan d'une courbe de classe η on 
mène les η tangentes à la courbe, et si l'on joint le point M aux η 
foyers réels de la courbe, les deux systèmes de droites ainsi obtenus 
ont même orientation (2). 

(') Ce dernier théorème a été donné sans démonstration sous une autre forme 
par Laguerre {Sociétéphilomathique, p. i4o; 1870). 

(') Ce théorème a été donné par Laguerre sans démonstration dans les Comptes 
rendus (janvier i865). 
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Soient deux courbes de classes m et η, A et Β : le système des mn 
tangentes communes a même orientation que le système des mn 
droites qui joignent tes m foyers réels de A aux η foyers réels 
de B('). 

La première des propositions du n° 24 fournit également des con-
séquences intéressantes : 

Soit un faisceau langenticl de courbes algébriques de classe η ; 
par un foyer f de l'une d'entre elles, menons les η tangentes à l'une 
quelconque des autres : tous les systèmes ainsi obtenus à partir du 
point f ont même orientation . 

On en conclut que : 

Si l'on joint le point J aux η foyers réels d'une quelconque des 
courbes du faisceau tangentiel considéré et aux η foyers réels 
d'une autre de ces courbes, également quelconque, les deux sys-
tèmes ont même orientation. 

En d'autres termes : 

Le lieu des foyers des courbes d'un faisceau langenticl, déter-
miné par deux courbes A et Β de classe η, est une courbe telle que, 
si l'on joint un de ses points aux η foyers réels de A et aux η foyers 
réels de B, les deux systèmes ainsi obtenus aient même orientation. 
Ce lieu ne dépend donc pas de tous les paramètres qui définissent 
les courbes A e/B; il ne dépend que de la position des foyers de ces 
courbes. 

26. En appliquant ces résultats aux coniques, on obtient les propo-
sitions suivantes, dont quelques-unes sont aisées à démontrer directe-
ment. 

Soient deux coniques A et B, ayant respectivement pour foyers 

(') Ce théorème a été donné par Laguerre sans démonstration dans le Bul-
letin de ta Société phiiomalhique, p. 1/40; 1870. 

Journ. de Math. (4* série), tome III. — Fasc. III, 1887. 
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réels les points a, et b
{ et b2 ; soit G une conique quelconque 

inscrite dans le quadrilatère circonscrit à A ef Β : les deux faisceaux 
de droites qui joignent un foyer de G aux points a, et a

2}
 b

{
 et b

2 

ont mômes bissectrices. 
Ijî lieu des foyers des coniques inscrites dans le quadrilatère cir-

conscrit à deux coniques reste le môme si ces deux coniques varient, 
leurs foyers respectifs demeurant fixes : la proposition précédente 
définit ce lieu. 

Soient deux systèmes de coniques respectivement homofocalcs : 
les points d'intersection des tangentes communes à une courbe 
quelconque du premier système, et à une courbe quelconque du 
second, restent sur une courbe qui coïncide avec le lieu précédent. 

Gar ce lieu est celui des points tels que les droites ma, et ma.2 aient 
les mêmes bissectrices que les droites mb

{
 et mb2 : on forme sans dif-

ficulté son équation, en s'appuyant sur cette propriété, et Ton trouve 
une courbe du troisième degré. 

PROPOSITIONS RELATIVES AUX LONGUEURS. 

27. Nous commencerons par des théorèmes relatifs aux centres des 
moyennes distances d'un système de points, et dont quelques-uns ont 
été donnes par Liouville. 

Soit/(ξ, η)= ο une courbe algébrique de degré η; appliquons les 

théorèmes généraux de la première Partie à l'intégrale 

5-/Λ 

On a, en coordonnées homogènes, 

ζ dx — X 0 3 
dE = z² 

La fonction θ(*) est ici 

O(t) = zx' - xz' / z²(F/ y - u) 
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On en conclut que la somme des abscisses des points communs à la 
courbe/= ο et à l'une quelconque des courbes du faisceau F — uy = ο 
est constante, si, parmi ces courbes, il en est une qui admette pour 
asymptotes les asymptotes de /; et, en particulier, si toutes les courbes 
du faisceau sont asymptotes entre elles. 

Les mêmes théorèmes s'appliquent à la somme des ordonnées. 
Si les courbes du faisceau F — «φ ont mêmes directions asympto-

tiques, c'est-à-dire si φ = , on a 

θ(')=-π^
1

· 

Les infinis de θ(ί), correspondant aux zéros de ζ sont alors simples, 
et l'on a, pour le résidu relatif à l'un de ces zéros, β, 

rB= - xB / F 

\?ι/β 
(îuantité indépendante de u. 

Far conséquent on aura 

EE = Au B 

Λ est une constante, et 
2 ξ = Am 4- Β. 

On aurait de même 
En = A'u + B' 

28. De tout ce qui précède, on déduit les propositions suivantes : 

Le centre des moyennes dislances des points communs à deux 
courbes algébriques quelconques reste fixe si l'une de ces courbes 
varie en restant asymptote à elle-même ('). (LIOUVILLE.) 

Le centre des moyennes distances des points communs à une 
courbe algébrique quelconque et aux courbes d'un faisceau reste 

(l) Journal de Mathématiques pures et appliquées, p. 371; 184«. 
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Jive, si, parmi les courbes de ce faisceau, il en est une qui admette 
pour asymptotes toutes les asymptotes de la première courbe. 
( Exemple : la courbe fixe est une droite, asymptote à Tune des 
courbes du faisceau.) 

Le centre des moyennes distances des points, communs à une 
courbe algébrique quelconque et à chacune des courbes d'un fais-
ceau, décrit une droite, si les courbes du faisceau ont mêmes direc-
tions asymptoliques, ou si l'une d'elles admet pour directions asym-
plotiques toutes les directions asymplotiques de la première courbe. 

EXEMPLE. — Le centre des moyennes distances des pieds des nor-
males abaissées d'un point sur une courbe algébrique ne passant 
pas par les points cycliques du plan décrit une droite, quand le 
point considéré se meut lui-même sur une droite. 

Dans tous ces énoncés, on suppose que la courbe considérée et le 
faisceau dos courbes sécantes n'ont aucune direction asyniptotiquo 
commune; il est d'ailleurs inutile d'introduire explicitement cette 
restriction, puisque, si l'on se trouve placé dans le cas singulier dont 
il s'agit, un des points de rencontre de la courbe fixe et des courbes 
du faisceau est toujours à l'infini, et qu'il n'y a dès lors plus lieu de 
considérer le centre des moyennes distances de ces points. 

29. Nous n'avons appliqué jusqu'ici à l'intégrale j*d% que les pro-

positions générales sur les intégrales abéliennes; nous pouvons aller 
plus loin, puisque cette intégrale est une fonction rationnelle de ξ, r

t
; 

et la proposition du n° 15 nous donnera la conséquence suivante, plus 
générale que celles qui précèdent. 

Le centre des moyennes dislances des points communs à une 
courbe algébrique quelconque et aux courbes d'un faisceau reste 
five, si chaque asymptote de la courbe est asymptote à l'une des 
courbes du faisceau. 

On peut déduire de là des théorèmes intéressants, en faisant varier 
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le degré et k nature du faisceau sécant, tout en satisfaisant toujours à 
la condition indiquée ; ainsi : 

Le centre des moyennes distances des points de contact des tan-
gentes menées à une courbe algébrique parallèlement à une même 
direction reste fixe quand cette direction varie. (CIIASLES. ) 

50. Si toutes les asymptotes d'une courbe sont d'inflexion (la courbe 

n'étant pas tangente à la droite de l'infini), la fonction ξ ou * ne devient 

infinie qu'en des points d'inflexion de cette courbe et, par suite, 
d'après (17). 

IjC centre des moyennes distances des points de contact des tan-
gentes menées par un point quelconque du plan à une courbe algé-
brique ayant toutes ses asymptotes d'inflexion est un point fixe. 

Ce point est également le centre des moyennes distances des 
points de contact avec la courbe considérée des tangentes communes 
à cette courbe et à une courbe algébrique quelconque. 

En transformant ces propositions par la méthode de réciprocité, on 
arrive aux résultats suivants : 

Soit une courbe telle que toutes les tangentes qu'on peut lui 
mener par un point soient des tangentes de rebroussement : la po-
laire de ce point par rapport aux tangentes menées à la courbe en 
ses points de rencontre avec une droite quelconque est une droite 
fi·™· 

Celle droite est également la polaire du point considéré par 
rapport aux tangentes menées à la courbe en ses points de rencontre 
avec une courbe algébrique quelconque. 

Ces propositions s'appliquent, par exemple, à l'hypocycloide à trois 
rebroussements, aux développées de coniques, etc. 

51. Si, au lieu de l'intégrale J</ξ, on considère j* γ > on est amené 
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à la recherche du produit des abscisses qui correspondent aux points 
d'intersection des courbesf =o, F — = o. 

On a 

/ dE / E = / x'z - xz' / xz dt, 

cl Ton peut par suite énoncer le théorème suivant : 

Le produit des distances à une droite fixe D des points communs 
à une courbe algébrique f et à chacune des courbes d'un faisceau, 
est constant, si, parmi les courbes du faisceau, il en est une qui ad-
mette pour directions asymptotiques toutes les directions asympto-
tiques de f et qui passe par les points où celte dernière courbe ren-
contre la droite D. 

En particulier : 

Ce produit est constant si toutes les courbes du faisceau ont mêmes 
directions asymptotiques et coupent aux mêmes points la droite D. 

Exemple. — Si l'on coupe une courbe algébrique par une série de 
cercles ayant deux points communs, Λ et B, le produit des distances à 
la droite AB des points d'intersection de la courbe et d'un des cercles 
est constant. 

52. En partant de l'intégrale 

l = -J Tî= ï·— dt< 

on arrive à des résultats semblables à ceux des n°· 28, 29 et 50. Ainsi, 
par exemple : 

La somme des inverses des distances à une droite D des points 
communs à une courbe algébrique et à chacune des courbes d'un 
faisceau reste constante si l'une des courbes du faisceau passe par 
les points d'intersection de la courbe primitive avec la droite D et 
y a les mêmes tangentes que cette courbe. 

Si tous les points où une droite D rencontre une courbe algébrique 
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sont des points d'inflexion, la somme des inverses des distances à 
celte droite des points de contact de la courbe avec les tangentes 
issues d'un point quelconque est constante. 

Ce théorème s'applique, par exemple, aux courbes du troisième 
ordre. 

53. L'emploi des coordonnées tangenticlles conduit également, sur 
les longueurs, à des propriétés intéressantes, dans l'énoncé desquelles 
figurent des systèmes de courbes homofocales, comme dans le cas des 
propositions sur les directions. 

La distance de l'origine à la droite U?-f-Vy]-hi = oest donnée 
par la formule 

I 
gs/ïPTV*' 

d'où 
</3 UrfU-t-VrfV 

-3 ~ Us+ V* 5 

et, en coordonnées homogènes, en supposant qu'on ait pour équation 
de la courbe 

f(u,V,w)=z o, 
il vient 

— ~ = -,T~ (W du — udw). 

Il résulte de cette expression que le produit des distances de l'ori-
gine aux tangentes communes aux courbes 

/ = o, F — "k(u2 ν·)wzs = ο 

reste constant quand on fait varier le paramètre λ, et l'on exprimerait 
sans difficulté cette proposition sous une forme purement géomé-
trique, d'ailleurs un peu compliquée. 

Nous nous bornerons à examiner quelques cas particuliers. 

34. Supposons d'abord que la courbe/= o soit une conique, ayant 
l'origine pour foyer. On aura 

/( u, v, w) = u* -h ν3 -h w(au H- bv -h cw), 
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d'où 

- dg / g = bu- av / f'v(u² + v²) 

Le dénominateur ne contient plus le facteur w; on peut donc énoncer 
les théorèmes suivants : 

Le produit des distances du foyer d'une conique aux tangentes, 
communes à celte conique et à chacune des courbes d'un faisceau 
tangentiel, est constant, si, parmi les courbes du faisceau, il en est 
une qui admette pour foyers les foyers de la conique. 

Le produit des distances du foyer d'une conique aux tangentes 
communes à cette conique et à chacune des courbes d'un système 
homofocal, quelconque d'ailleurs, est constant. 

lin d'autres termes : 

Le produit des distances du foyer d'une conique aux 211 tan-
gentes communes à cette conique et à une courbe algébrique de 
classe η est égal au produit des distances du même point aux 2 η 
tangentes qu'on peut mener à la conique par les η foyers réels de la 
courbe. 

55. Supposons, en second lieu, la courbe f = ο étant quelconque, 
que l'on considère les tangentes communes à cette courbe et à des co-
niques homofocales, ayant l'origine pour foyer. L'équation générale 
de ces coniques sera 

w(au -h bv -f- cw) — λ(u- -l· e2) = o, 

λ étant un paramètre variable, et la fonction θ(/) correspondante 
sera 

0/A _ "/J — <7« mi'-mv' ^ 
fvw(u² + v²) w(au + cw) 

u²-+- ν* 

Les zéros du dénominateur qui sont des infinis de θ(/) sont ceux 
de «»; le résidu correspondant à l'un d'eux β est 

rBL/,ν(«»+«") χ V 
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Or on a, pour t = β, puisque w est nul, 

Ufu+V/^O, 
ce qui donne enfin 

''β — χ î 

d'où, en vertu de la formule fondamentale, 

-2/T=-"loe>·. 

η étant le nombre des zéros β, c'est-à-dire la classe de la courbe 
f = o. Eliccluant l'intégrale dans le premier membre, on trouve, en 
appelant o

n Saf ... les distances de l'origine aux tangentes communes 
à / = ο el à la courbe w{au 4- bv +■ cw) — λ(/«2 + r,J) = ο 

S,o2...= Αλ", 

Λ élanl une constante indépendante de λ. Or, si l'on désigne par Β le 
demi petit axe de la conique w(au -hbv-hcw)— X(wa4-c2) = o, 
on a 

λ = 13ac; 
d'où celte proposition : 

Soient tine courbe algébrique C, de classe /£, et une série de co-
niques homo focales 

y
 ayant pour Joyers les points f et f : le produit 

des distances du point-f {ou f) aux in tangentes communes à C et 
à l'une des coniques est proportionnel à la puissance 2η du petit 
axe de cette conique. 

,10. 1 jCs coordonnées du pied de la normale menée de l'origine à la 
droite Uζ H- Vvj 4-1 = 0 sont 

S—IP+V*' ""i U*4- V1 " 
On a 

* = ÏICTji 
Journ. de Math. ( psérie), tome III. — Ease. Ill, *887. 4σ 
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et, on coordonnées homogènes, 

dE = (u² - v²)fv' - (wdu - udw> 
La fonction 0(f) est ici 

OK)
~ /.'(«'+··')' ί_λ 

CI 

En raisonnant comme au n° 27,011 voit que : 

Le centre des moyennes distances des pieds des perpendiculaires 
abaissées d'un point fixe sur les tangentes communes à une courbe 
algébrique et à chacune des courbes d'un faisceau tangent ici homo-
focal, décrit une droite. 

Le centre des moyennes distances des pieds des perpendiculaires 
abaissées d'un point fixe sur les tangentes communes à une courbe 
algébrique et à chacune des courbes d'un faisceau langeniief dé-
crit une droite quand, parmi les courbes du faisceau, il en est une 
qui admet pour foyers tous les foyers de la première courbe. 

57. De mèine, si Γ011 observe que les courbes dont l'équation lan-
gentielle est de la forme F — X(ii" = ο ont à la fois mêmes 
foyers cl mêmes points de contact avec les droites isotropes issues de 
ces foyers, c'est-à-dire mêmes foyers et mêmes directrices, en appe-
lant directrice correspondant à un foyer la droite qui joint les points 
de contact de la courbe avec les deux droites isotropes passant par ce 
foyer, on peut énoncer les propositions suivantes : 

Le centre des moyennes dislances des pieds des perpendiculaires 
abaissées d'un point quelconque sur les tangentes communes à deux 
courbes algébriques reste fixe quand l'une de ces courbes varie en 
conservant ses foyers et les directrices correspondantes. 

Le centre des moyennes distances des pieds des perpendiculaires 
abaissées d'un point quelconque sur les tangentes communes et une 
courbe algébrique et à chacune des courbes d'un faisceau tangent ici 
reste fixe, si, parmi les courbes du faisceau, il en est une qui admette 
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pour foyers et pour directrices correspondantes les foyers et les 
directrices de la première. 

58. Soit toujours posé 

g = 1 / Vu² + v² 

on a 

odB = t (w du — u dw). 

Il résulte de cette expression que : 

La somme des carrés des distances d'un point quelconque aux 
tangentes, communes à deux courbes algébriques, reste constante, 
quand Lune de ces courbes varie en conservant ses foyers et les di-
rectrices correspondantes. 

La somme des carrés des distances d'un point quelconque aux 
tangentes communes à une courbe algébrique et à chacune des 
courbes d'un faisceau langcnticl reste constante, si, parmi les 
courbes du faisceau, il en est une qui admette pour foyers et pour 
directrices correspondantes les foyers et les directrices de la pre-
mière. 

59. Nous terminerons ce Chapitre par la remarque suivante, qui 
mon Ire combien la méthode générale se plieaiséuienl aux applications. 

Considérons la courbe 

LJ2(«IJ ■+■ b\f- λ(ϋ2 + V-)=o. 

C'est l'enveloppe d'une droite de longueur égale à -=> dont les deux 

extrémités s'appuient respectivement sur les droites 

η = ο, ar^ — />ξ = ο. 

En coordonnées homogènes, on a pour son équation 

u*(au -h hv)* — λ(^2Η- ca )vv2 = o. 
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On déduirait aisément delà, par la méthode générale, les théorèmes 
suivants, dont quelques-uns ont été déjà démontrés plus haul, sous 
forme plus générale. 

Soient C une courbe quelconque de classe η ; I), et D
2
 deux' 

droites quelconques, se coupant en un point O. 
Les tangentes à Ο se partagent en systèmes de 4 η droites, telles 

que les segments interceptés par les droites D, e/D2 sur les tangentes 
d'un même système soient égaux entre eux : 

i° Tous ces systèmes ont même orientation. 
20 Le produit des distances du point Ο aux tangentes d'un même 

système est constant. 
3°La somme des distances du point Ο aux tangentes d'un même 

système est constante. 
4° Le centre des moyennes distances des pieds des perpendicu-

laires abaissées de Ο sur les tangentes d'un même système décrit 

une droite. 
5" Le centre des moyennes distances des points où les tangentes 

d'un même système rencontrent la droite D, (ou IX ) estjùr. 
(>° La polaire du point Ο par rapport aux tangentes d'un même 

système est une droite fixe. 

On comprend que les applications de cette nature peuvent être mul-
tipliées indéfiniment; comme elles ne présentent aucune difficulté 
spéciale, nous ne les poursuivrons pas ici, nous réservant d'exposer et 
de développer, dans un autre travail, les résultais principaux auxquels 
nous sommes parvenu par cette méthode. 
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TROISIÈME PARTIE. 

DES COURBES DE DIRECTION. 

DÉFINITIONS ET PROPRIÉTÉS GÉNÉRALES. 

40. Laguerrc a le premier introduit dans la Géométrie la notion 
des courbes de direction, c'est-à-dire des courbes qui peuvent être re-
gardées comme l'enveloppe de droites ayant un sens déterminé. 

Au point de vue analytique, ces courbes sont telles que la distance 
d'un point quelconque du plan à une tangente soit fonction rationnelle 
des coordonnées du point de contact. 

D'après cette définition, l'équation générale des courbes de direc-
tion sera, en coordonnées tangenlielles, 

(U' + V)F»(U,V) = ç«(U,V;, 

Ε et φ étant deux polynômes entiers en U et V. En coordonnées car-
tésiennes rectangulaires, la courbe /(ξ,η) = ο sera de direction si 
l'expression /ξ2Η-/η2 est le carré d'une fonction rationnelle de ξ, η 
pour toutes les valeurs des variables satisfaisant à l'équation /(ξ,η) = υ. 

11 résulte de là que l'arc d'une courbe de direction s'exprime par 
une intégrale abèlienne appartenant à la courbe; nous pourrons 
donc appliquer à ces arcs les théorèmes établis pour les intégrales abé-
liennes, et ces applications constitueront l'objet de la troisième Partie 
du présent travail. Toutefois, avant d'aborder cette ctude, nous exa-
minerons de plus près la forme de la diflfércnticlle de l'arc d'une courbe 
de direction, et nous indiquerons quelques propriétés qui se déduisent 
immédiatement de l'expression obtenue. 

41. D'après ce qui précède, si la courbe f(x, y, ζ) = ο est de di-
Journ. de Math. (4e série), Tome III. — Faso. IV, 1887. 09 
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reetion, on a identiquement 

o) v(7;a+/;a) = M»-t-iy, 

M, Ν et Ρ étant des polynômes entiers en χ, y, z. 
Cette identité peut se mettre sous la forme plus simple 

f'x + f²y =V+ 7J> 
ψ et y étant des polynômes entiers. 

Pour le démontrer, nous rappellerons un théorème que nous avons 
démontré, dans un travail antérieur, sur Y Application de la théorie 
des fonctions fuchsicnucs à Vétude des courbes algébriques ( ' ). 

Supposons les coordonnées des points de la courbe / = ο mises sous 
la forme 

•* = M0' / = - = 6a(0> 

ou 0,, Q
a

, 0
;J
 sont dos fonctions ihèlafuchsiennes holomorphes de /, de 

degré μ et de genre p, ayant k zéros communs dans le polygone 
générateur; le degré n de la courbe / = ο sera égal à ι» α(ρ — ι ) — k 
(n°5). 

Cola posé, soit (i(t) une fonction thètafuchsiciinc holomorpbe, de 
degré py, admettant comme zéro multiple d'ordre q chacun des A zér(»s 
communs à x, y, ζ : clic sera fonction rationnelle de 0,, 0a, 0,; pour 
que cette fonction rationnelle soit une fonction entière, il faut et il suffit 
(et c'est en cela que consiste le théorème démontré dans le travail pré-
cité) qu'on ait, en désignant par ε, ε' les arguments qui correspondent 
à l'un quelconque des points doubles de la courbe/ = o, 

0(ε):0·((ε) = 0(ε'):0'<(ε'). 

Ilcmplaeons maintenant, dans l'identité (ι), χ, γ, ζ par 0// ), Û2(/ ), 
O3 (il vient, puisque/s= o, 

(f?+f/y = ψ 

(') Journal de Mathématiques pures et appliquées. 188(3. 



sin LE τι ι κοκ KM κ I/ARKL. 373 

( let le équation montre que la fonction de /, -+- /r'
a)", qui n'a évi-

demment pas d'infinis dans le polygone générateur, est une fonction 
ihélafuchsiennc hofomorphe de degré p.(n — i); elle admet, d'ailleurs, 
connue zéros multiples d'ordre η — ι chacun des zéros communs à Θ,, 
0

U
, 0.,; désignons-la par 0(f). 
( )ιι a évidemment 

0(e) : 0Γ (e) = 0(O: or (O, 

puisque, et f
y
 s'annulant au point double (ε, ε'), θ(ε) et θ(ε') sont 

nuls. Par suite, 0(l) est une fonction entière, de degré η — ι, de 0,, 

0,0.. 
Soil ψ( 0,, θ2, θ3) cette fonction. 
( )n a, tout le long de la courbe/ = o, 

f'x² + f'²y = y² (x, y, z) 

cl. par suite, il vient identiquement, quels que soient x, y, r, 

ι·-*.) Λ1-+-// = Ψ'+y./> 

ψ cl y étant respectivement des polynômes de degrés η — ι et η — ι. 
De là résultent, pour l'arc de la courbe/= o, les expressions 

( 3 ) as = — iK — f, -

De l'identité (2) on déduit sans difficulté que la courbe ψ = o est 
une courbe adjointe de la courbe/ = o, et que, si cette dernière a un 
contact d'ordre h en un point avec la droite de l'infini 5 = 0, la 
courbe ψ = o a en ce point, avec la même droite, un contact d'ordre 
h- 1. 

(lette identité met également en évidence la propriété géométrique 
suivante des courbes de direction : 

Les tangentes qu'on peut mener à une courbe de direction par les 
points cycliques de son plan, et dont les points de contact sont à dis-
tance finie, sont des tangentes d'inflexion. 
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Κη d'autres termes : 

Les foyers, non singuliers et à distance fuie, d'une courbe de di-
rection, sont les centres de cercles de rayon nul biosculatcurs à la 
courbe. 

42. L'expression 
ds=L·^ 

montre que, si l'on s'est donné la fonction ψ, qui n'est déterminée 
qu'au signe près, l'élément d'arc compris entre les points ξ, η et 
ξ -+- d%, η H- dr\ a un signe et, par suite, un sens déterminé. Lésons 
définit également celui de la semi-droilc qui louche la rourhe au 
point ξ, η. Si l'on change le signe de ψ, le sens change pour toute la 
courbe. 

11 existe toutefois des courbes de direction pour lesquelles la fonc-
tion ψ a plusieurs valeurs différentes; ces courbes sont nécessairement 
decomposable» en courbes de degré moindre. 

Si l'on a, en effet, 

Λ" + // — Ψ2 /J — Ψ* 7.uf> 
on en conclut 

(Ψ ψι)(ψ *+ Ψ») — /(*/.ι ~ 7..L 

et, comme ψ el ψ, sont de degré η — ι, tandis que/est de degré //, il 
faut que la courbe /= ο se décompose en courbes de degré moindre, 
qui seront évidemment des courbes de direction. 

Soit alors/ == F^, avec les relations 

F,: +1^ = (ί· -t- DF, 

?··■ iy = ■+"Ay, 
on a 

(4.) 
fx +/" — -+■ 1>F) H- ^(Γ* π- Λφ_) -t- 2Κφ(Κ,.9.;.4- .) 

= (φ G — Kl )~ -h Λ F φ 
= (Φ(.ί -t- F Γ')3

 H- ΒΚφ, 
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Λ et Β étant des polynômes entiers. On voit ainsi que ψ a les quatre 
valeurs dz (y G — FF) et dz(^G-hFr), qui correspondent évidem-
ment aux quatre combinaisons que Ton peut faire en associant la 
courbe F = ο ou cette courbe parcourue en sens inverse avec la courbe 
ψ = ο ou avec cette courbe parcourue en sens inverse. 

-45. Les courbes de direction jouent, dans la théorie des surfaces 
algébriques, un rôle important, qui n'a peut-être pas été remarqué, et 
que le théorème suivant met en évidence : 

Toute ligne de courbure plane, non singulière, d'une surface 
algébrique est une courbe de direction, dans le cas où Vangle con-
stant sous lequel son plan coupe la surface n'est ni nul ni droit. 

<)u encore : 

Tout plan qui coupe une surface algébrique, le long d'une courbe 
non singulière, sous un angle constant, qui n'est ni nul, ni droit, 
lu coupe suivant une courbe de direction. 

Soil, en effet, la surface F (ξ, YJ, ζ) = ο, coupée par le plan ζ = osons 
un angle V, tout le long de la courbe/(ξ, η) = ο. 

On a 

Ο) ρ(5»ηιί)=/(5»γΐ)?(5,η,ζ)+ C% (E, n, C) 

el, tout le long de la courbe ζ = ο, /(ξ, η) = ο, 

(6)
 '

 F
;
2

. 

Or, le long de celte courbe, on a, d'après (5), 

ρΕ=?(ξ>η>°)/ί'; Κ = χ(ξ.η»<·)· 

La relation (G) devient 

y²( E1. <> - X.j(5, »1> °) ia"gJ V1 
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el, par suite, la courbe/=0 est bien de direction, si langV n'est ni 
nul, 111 infini, et si f{ et/j ne sont pas nuls le long de la courbe. 

De là résulte cette conséquence importante que les transformations 
qui conservent les lignes de courbure changent une courbe de direc-
tion en une autre courbe de direction; en particulier : 

Toute transformation par rayom vecteurs réciproques dans h 
plan fait correspondre à une courbe de direction une autre courbe 
de direction. 

Celte proposition, qu'on peut d'ailleurs vérifier directement, nous 
sera utile plus tard. 

COURBES DE DIRECTION DU TROISIÈME ORDRE. 

44. 1 ^es considérations qui précèdent vont nous permet Ire de trouver 
les courbes de direction les plus simples après la ligne droite cl le cercle, 
c'est-à-dire les courbes de direction du troisième ordre. 

Cherchons d'abord les courbes de direction du troisième ordre, ne 
louchant pas la droite de l'infini, ne passant pas par les points cycliques 
du plan et n'ayant pas de point singulier. 

Si/= ο est l'équation d'une telle courbe, on a, comme toujours, 

/?+/;·=Ψ*+ζ/. 

11 résulte de celte équation que chacune des coniques /,. ± if
y louche 

la courbe en trois points, situés sur la conique ψ = o; les tangentes à 
f — ο en ces points passent, d'ailleurs, par l'un des points cycliques du 

plan : on peut donc mener par l'un de ces points, ζ = ο, ^ = i par 

exemple, trois tangentes à la conique /,'-+-//'= o. Les coniques 
f'

x
.±L ify = o doivent, par suite, se réduire à une droite double. On a 

ainsi, en supposant/(.#,/) réel, 

/;+(/; = (A + iwy, /; - </; = (A - Β/Λ 
d'où 

/.'■= AJ — Ba, /,:= aAB; 
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A et H sont deux polynômes réels du premier degré en x·, y, z. Ecri-
vons maintenant que les valeurs de f

xy
 tirées de celles de f'

x
 et f'

y
 sont 

égales; nous arriverons ainsi à la forme de A et Β et, par suite, à celle 

<le/· 
Sans entrer dans les détails de ce calcul, qui ne présente aucune diffi-

culté, nous dirons seulement que, en prenant pour axe des ξ la droite 
A = o, on arrive à trouver (') 

f'x = x² - y², fy' = -2xy; 
il Ol'l 

/ = = ο, 

λ étant une constante arbitraire. On peut écrire cette équation 

(7) x3—3xy*= a*z* ou ξ3 —3 fyf — a3. 

On démontrerait ensuite, sans difficulté, qu'ihi'existe pas de courbes 
de direction réelles du troisième ordre, indécomposables, sans point 
double, louchant la droite de l'infini ou passant par les points cycli-
ques : il 11c reste plus qu'à chercher les cubiques de direction à point 
double. 

io. Si une cubique à point double est de direction, il faut, puisque 
les tangentes issues des points cycliques doivent être d'inflexion, et 
puisque la courbe n'a que trois points d'inflexion, que la cubique 
louche la droite de l'infini en trois points confondus, et admette deux 
autres points d'inflexion, à distance finie, tels que les tangentes en ces 
points passent respectivement par les points cycliques. 

Son équation peut donc se mettre sous la forme 

3 ( x'2 -+- y3 ) = ^ (χ* ■+■ ci ζ)3. 

Ecrivant qu'elle a un point double, 011 trouve 

27«λ = \ 

(l) On trouverait également dans le courant du calcul des courbes de direction 
du troisième ordre se décomposant en courbe de direction de degré moindre. 
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ft 011 vérifie qu'elle est de direction. On a en cflct 

r:+/;·=(*+[3><-r+«ο - μij. 

Nous avons donc une seconde catégorie de cubiques de direction 
données par l'équation 

(8) 27 m (ξ®-h η2) = (ξ -f- \my. 

46. Les cubiques de direction sont, d'ailleurs, remarquables à plus 
d'un titre. Considérons d'abord celles de la première catégorie. Nous 
savons que les tangentes qu'on peut leur mener par les points cycliques 
du plan sontd'inllexion, et que les points de contact des trois tangentes 
issues d'un même point cyclique sont sur une droite. Comme on a 

/r+'/r=-3(/ + '^)a. /.' - = - 3< >' - ij-f, 

on voit que les points de contact des tangentes issues d'un point cyclique 
sont sur la droite qui joint l'autre point cyclique à l'origine. Si l'on re-
marque, de plus, que les trois asymptotes sont des tangentes d'inflexion, 
et qu'elles concourent à l'origine, on peut énoncer la propriété sui-
vante de la courbe : 

Le triangle formé par Γ origine el les deux points cycliques est 
tel que les tangentes qu'on peut mener à la courbe par Γ un des som-
mets de ce triangle sont trois tangentes d'inflexion, et que leurs 
points de contact sont sur le côté opposé. 

L'existence d'un pareil triangle caractérise une cubique équianhar-
monique. 

Inversement, toute cubique équianharmonique peut être projetée 
suivant une courbe de direction : il suffit de faire coïncider les projec-
tions de deux des sommets de son triangle inflcxionnel avec les points 
cycliques du nouveau plan. 

En coordonnées polaires, l'équation des cubiques de direction prend 
une forme simple. Si l'on pose 

£ = pcos<u, η = ρ sin ω, 
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on trouve 

p3(cos3a) — 3cosa>sinaa)) — αΛ ou p3cos3(i) = a3. 

Cos courbes appartiennent donc à la classe si remarquable des courbes 
pn= A co srtw, sur lesquelles nous aurons à revenir plus tard. 

Π nous sera également utile, dans la suite, de connaître l'expression 
des coordonnées des points de la cubique ( 7) en fonction elliptique d'un 
paramètre. 

Soit pu la fonction de M. Weierstrass, correspondant au cas de 
ÎT,, = o. On a 

P'2U = - gv 
Si l'on pose 

E = ag 1 3 3 / 2 / 3 1 / Du, 

1 
γ — - - ii-
2²V-3g3 Du 

on trouve, en éliminant pu et p'u entre ces trois relations, 

ξ" — 3 ξη2 = α3. 

Examinons maitenant les cubiques données par l'équation (8). 
En coordonnées polaires, on a aisément 

ί 1 
ρ3 cos 3-ω — ηϊ\ 

équation d une forme analogue à celle trouvée plus haut, et qu'on sait 
appartenir à la caustique par réflexion d'une parabole, les rayons lumi-
neux étant perpendiculaires à l'axe. 

PROPRIÉTÉS DES ARCS DES COURBE? DE DIRECTION. 

47. Soit 
ils =i^

 =

 i = <tr-xd, 

la différentielle de l'arc d'une courbe de direction, f — o, de degré n. 
Joum. de Math· ('ι* série), tome III. — Fasc. IV, 1887. ·*0 
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La somme dos arcs compris sur celle courbe, entre les points d'inter-
section de f = ο avec les deux courbes de degré m, F — r/

0
 φ = ο, 

F — uy — o, est donnée par la formule fondamentale établie dans la 

première Partie; elle est égale à — V f ?'$du, en désignant par Σ/·«* 

la somme des résidus, par rapport aux zéros de z*f'y, fonction 
de Λ 

O(1) = y( x' z - z'x) / f'yz²(F/y - u) 

La courbe ψ = ο étant une courbe adjointe, on n'a pas à s'occuper des 
zéros de f'y qui correspondent à des points singuliers de / -- o et qui 
donneraient des résidus nuls; on sait d'ailleurs que les autres zéros 
de /^annulent x'z — ζ'x\ il n'y a donc à former que les résidus qui 
correspondent à des zéros β de z. 

Avant d'aborder lu question à ce point de vue général, nous énon-
cerons les propositions qui, d'après les principes posés dans la première 
Partie, se déduisent immédiatement de la forme de 0(/). 

1. La somme des arcs interceptés sur une courbe de direction 
par deux courbes quelconques de môme degré et n'ayant, avec la 
première, aucune direction asymptolique commune est nulle, si, 
parmi les courbes du faisceau déterminé par ces dernières, il en 
est une qui admette pour asymptotes toutes les asymptotes de la 
courbe de direction. 

La somme des arcs interceptés sur une courbe de direction par 
deux courbes quelconques, ayant les mômes asymptotes, est nulle, 
pourvu que les courbes sécantes η aient, avec la proposée, aucune 
direction asymptolique commune. 

Pour compléter ces propositions, il reste à examiner le cas où toutes 
les courbes du faisceau sécant, F — «φ = o, passent par un ou plu-
sieurs points à l'indui sur la courbe / -- o. 

Si F(/) admet q fois le zéro β, il faudra, pour que β n'annule pas le 
dénominateur de B(/), que φ(ί) admette q -l· 2 fois ce zéro; ce cas se 
présente en particulier si y(x,y, z) est de la forme sP+*q

{
(x,y, z). 

Par suite : 
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La somme des arcs à dislance finie interceptés sur une courbe de 
direction par deux courbes de même degré ayant, avec la première, 
des contacts d'ordre /?2, ... en des points α,, a

2
, ... à l'infini, 

est nulle, si, parmi les courbes du faisceau déterminé par les courbes 
sécantes, il en est une qui ait, avec la courbe de direction, des con-
tacts d'ordre py -+- 2, ρ.Λ -h 2, ... aux points aK, a2, — 

Cette somme est nulle, en particulier, si les deux courbes sécantes 
ont entre elles, en TOUS leurs points à l'infini, un contact d'ordre 
ρ -h 2, ρ désignant le plus grand des nombres p

t
, p.,, — 

INTERSECTION D'UNE COURBE DE DIRECTION ET D'UN FAISCEAU 

DE COURBES ASYMPTOTIQUES. 

•*8. Λ vaut d'examiner le cas général, où les courbes du faisceau sé-
cant sont quelconques, il nous sera utile d'étudier, avec quelques dé-
tails, le cas 011 ces courbes sont asymptoliques entre elles, c'cst-à-dirc 
le cas où y(x,y, î) est de la forme ζ ψ, (x,y, ζ), 9ι étant un polynôme 
de degré m — 1. 

La fonction θ(/) s'écrit alors 

O(1) y(x'z - xz')/ fyz(F/ q1 - uz) 

Supposons que la courbe F = ο 11e passe par aucun des points à Fin-
tini sur /=0. Les points à l'infini sur la courbe/= ο peuvent être 
des points ordinaires, à tangente distincte ou non de la droite de l'in-
fini, des points multiples à branches séparées ou tangentes entre elles. 

Soit β l'argument de l'un de ces points. 
Si le point est simple, β est un zéro simple de w(/); 011 peut, d'ail-

leurs, supposer que les axes des coordonnées ξ et η ont été choisis de 
façon que la courbe f= ο n'ait aucun point à l'infini dans la direction 
de ces axes; alors x{$) ety((3) ne sont pas nuls. On a, en ce cas, pour 
le résidu 

-rB = (yxyi/ fyF) 

Si le point est simple et si la droite de l'infini a en ce point, avec la 
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courbe, un contact d'ordre ρ, β est un zéro d'ordre ρ -+-1 de z(l ), et 
l'on a 

-'·ί=^+·)(5^ί)
ί

· 

Si le point est un point multiple d'ordre h a branches séparées, les h 
valeurs de l'argument qui lui correspondent sont distinctes et le résidu 
(jui correspond à chacune d'elles a la même forme que dans le ras du 
point ordinaire; si plusieurs branches de la courbe sont tangentes 
entre elles au point β, ρ -h ι valeurs de l'argument sont égales, et l'on 
a pour le résidu correspondant la mémo expression que dans le cas 
du point où la droite de l'infini a un contact d'ordre ρ avec la courbe. 

Dans tous les cas, on a, si β est l'argument d'un point à l'infini sur 
la courbe f — o, 

lil r Iv
1
+f'x3 / f'y² 

Or la relation 
J.r fy 

yz'—zy' ZX'-JCZ' 

donne, dans tous les cas, pour t = β, puisque ατ(β) et y (β) sont diffé-
rents de zéro, et que z(t) est de la forme (/ — ne «annulant 
plus pour t = β, 

i/iU~ * 
Un en tire 

[J·]?-[v/
1 +

 H' 

et par suite les deux expressions données pour rp deviennent 

[v/'-pH - «•■"Olv/.-'-S?],· 

On devra donner au radical, dans ces expressions, le signe de y, pour 
l = B. 

Cette valeur de t annulant s, il résulte des expressions précédentes 
que la valeur de /'p ne dépend, en supposant que les courbes F = ο cl 
φ, = ο ne passent pas simultanément par le point β, que de la valeur 
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do ^ (β), c'est-à-dire de la direction asymptotiquc correspondante, et 

du signe de -A pour / = β. 

Or, d' une manière générale, on a, sur une courbe de direction, 

ds = ̂  ί/ξ, 

et le sens de Tare élémentaire, par suite aussi celui de la tangente qui 

est le môme, est déterminé par le signe de A; inversement, si, en deux 

points a et b situés sur une rneme courbe de direction ou sur deux 
courbes de direction différentes, les tangentes sont parallèles et de 

môme sens, les valeurs de -A auront le même signe pour les deux cour-

bes. En particulier, le signe de X sera le même, en un point à l'infini, 

commun à deux courbes de direction, si les asymptotes correspon-
dantes des deux courbes sont parallèles et de même sens. 

Il résulte de cette discussion que les valeurs des résidus ne chan-
gent pas si l'on remplace la courbe/= ο par une autre courbe de di-
rection de même degré, ayant ses asymptotes parallèles à celles de la 
première et de même sens. 

On peut, en particulier, choisir la courbe formée par les semi-droites 
menées par un point quelconque parallèlement aux asymptotes de 
/= o, et de même sens que ces asymptotes : nous dirons que ce fais-
ceau de semi-droites est asymptotiquc à la courbe de direction. 

Si la courbe / = ο a en un point un contact d'ordre q avec la droite 
de l'infini, ou si elle a en un point multiple à l'infini q 4- 1 branches 
tangentes entre elles, et correspondant à une même valeur de /, le 
faisceau de semi-droites asymptotiques comprendra q 4- 1 droites pa-
rallèles à la direction asymptotiquc correspondante, et toutes de même 

sens. Ce sens est, en effet, déterminé parle signe de Xi fonction qui n'a 

évidemment qu'une seule valeur pour la valeur unique de t qui cor-
respond au point ou aux branches considérées. 

Remarquons enfin que, dans tous les cas, et quelle que soit la na-
ture du point à l'infini d'argument β, Γρ est nul si ce point est l'un des 
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points cycliques du plan : il n'y aurait d'exception que si F s'annulait 
pour t = ($, c'cst-à-dirc si toutes les courbes du faisceau sécant pas-
saient par le point considéré, cas que nous avons écarté. 

49. De cette discussion résultent les théorèmes suivants : 

11. La somme des arcs interceptés sur une courbe de direction 
par deux courbes asymptotiques quelconques est égale à la somme 
des segments interceptés par les mêmes courbes sur tout faisceau 
de semi-droites asymptotiques à la première. 

Si, la courbe de direction ne touche pas la droite de Γ infini, la 
somme des arcs interceptés est égale à la somme des segments in-
terceptés sur les asymptotes. 

La somme des arcs interceptés par deux courbes asymptotiques 
sur une courbe de direction, qui n'a pas d'autres points à Γ infini 
que les points cycliques du plan, est toujours nulle. 

On suppose, dans tous ces énoncés, que les courbes sécantes n'ont 
aucune direction asymptotique commune avec la courbe de direction 
considérée. 

50. De ces théorèmes découle immédiatement la solution du pro-
blème suivant : 

Trouver toutes les courbes de direction sur lesquelles la somme 
des arcs interceptés par deux courbes asymptotiques est toujours 
nulle ('). 

Pour qu'une courbe de direction jouisse de celle propriété, il faut 
et il suffit, d'après ce cpii précède, que les directions asymptotiques 
non isotropes soient deux à deux parallèles et de sens contraire. 

C.cttc condition est remplie en particulier, comme on l'a dit plus 
liant, si la courbe n'a pas d'autres points à l'infini que les points cycli-
ques. 

( ') Les courbes sécantes sont supposées n'avoir aucune direction asympto-
tique commune avec la proposée. 
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En dehors des points cycliques, qui pourront être des points simples 
ou multiples de la courbe, tous les autres points à l'infini devront être 
des points mulliples, d'ordre pair. Si l'un de ces points est à brandies 
séparées, et d'ordre ιρ, ρ des asymptotes correspondantes devront 
être de sens opposé aux ρ autres. Si le point a ρ branches tangentes 
entre elles et formant un cycle ('), c'est-à-dire correspondant à la même 
valeur de /, il faudra que les asymptotes relatives aux ρ autres bran-
ches soient de sens opposé à l'asymptote relative au cycle. Enfin, si la 
courbe a en un point avec la droite de l'infini un contact d'ordre ρ 
pour une de ses branches, il faudra qu'une autre branche ait au même 
point avec la même droite un contact du même ordre, et que les di-
rections asymptotiques qui correspondent aux deux branches soient de 
sens contraire. 

51. Les plus intéressantes des courbes que l'on vient de rencontrer 
sont celles qui 11e rencontrent la droite de l'infini qu'aux points cycli-
ques; elles présentent d'ailleurs, dans la catégorie des courbes de di-
rection, une grande généralité, puisque les transformées par rayons 
vecteurs réciproques d'une courbe de direction quelconque à partir 
d'un point non situé sur cette courbe sont des courbes de direction 
(n° 15) n'ayant pas d'autres directions asymptoliques que les direc-
tions isotropes. Une courbe de direction quelconque donne ainsi nais-
sance à une infinité de courbes de la classe qui nous occupe. 

Cette propriété permet de définir analyliquement ces courbes; elles 
sont l'enveloppe des cercles 

(9) «ξ + ^η = λ(ξ2+η2), 

λ étant une constante, et M, ρ deux paramètres liés par une relation de 
la forme 

(10) (W
A-h P

e)FA
(M,P) = 9

2
(M, P). 

(') Nous appellerons cycla, d'après M. Halphen, l'ensemble des branches 
d'une courbe qui correspondent, en un point de cette courbe, à une même va-
leur de la variable auxiliaire, à l'aide de laquelle les coordonnées sont exprimées 
d'une manière uniforme aux environs du point considéré. 
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Celte relation est en effet l'équation tangcntiellc générale des courbes 
do direction, et le cercle (9) est la transformée par rayons vecteurs 
réciproques, à partir de l'origine, de la tangente u\ ■+■ οη ·+■ ι = ο. Il 
faut toutefois que la courbe représentée par l'équation tangentielle (10) 

ne passe pas par l'origine. 

COURBES CYCLIQUES DE DIRECTION. 

52. Les courbes de direction qui ne coupent la droite de l'infini 
qu'aux points cycliques du plan, et que nous appellerons, pour abréger, 
courbes cycliques de direction, présentent une particularité ana-
lytique remarquable et dont les conséquences géométriques ont un 
grand intérêt : c'est que la fonction ψ (a?, y, s) correspondante est 
généralement de la forme ζψ,, la courbe ψ, = ο étant une courbe ad-

jointe de la courbe de direction considérée, et la fonction j, restant par 

suite tinie aux points multiples de cette courbe. 
Supposons d'abord que la courbe cyclique f = 0, de degré 2v, ait, 

en chacun des points cycliques I et J, un point multiple d'ordre v, à 
branches séparées, et qu'elle ne louche pas la droite de l'infini. Soient 
α,, a

3
, ..., a

v
 les valeurs de l'argument qui correspond aux ν branches 

passant par î. Les courbes f
x
 = o, f' = ο ont en 1 un point multiple 

rfordre ν — ι, et par suite les fonctions de /, f '
r
 cl f admettent ν - ι 

fois chacun des zéros α,, a
2

, ..., a
v

. T1 en est de même de la fonction ψ, 
vertu de l'identité 

f'²x + f'²y = Y² + yf 

Mais de plus la fonction γ s'annule pour t = α,, aa,..., a
v

. On a en 

effet, comme on l'a vu plus haut, 

η _ 
rz'— zy' z.R' — JCZ' ' 

d où 1 on tire 

sir\ il — c/* (·*' . ν* )—a +yy') -t- ^ y *) 
00 ~ (5'.r-r'5)« 
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Par hypothèse, z'(t)ne s'annule pas pour t = a,,..a
v

, puisque lu 
rlroitc de l'infini ne touche pas la courbe /= o; le dénominateur de 
l'expression précédente n'est donc pas nul, tandis que le numérateur 
est nul, en même temps que ζ et a?2 4-y2· On en conclut que ψ admet 
au degré ν de multiplicité au moins les zéros α,, a

2
, a

v
, ce qui ne 

peut se faire que si la courbe ψ = ο a un point multiple d'ordre ν 
en I. Le même raisonnement se répète au point J, et, comme ψ est de 
degré 2ν — ι, la courbe ψ = o se décompose en la droite de l'infini et 
en une courbe de degré 2v — 2, ayant un point multiple d'ordre ν — 1 
en chacun des points I et J. C'est la proposition qu'il s'agissait d'éta-
blir. 

Ce théorème peut cesser d'être vrai si la courbe f— ο a, aux points 
I et J, des branches tangentes entre elles et correspondant à une même 
valeur du paramètre, ou si elle touche la droite de l'infini. 

Soit en effet α une des valeurs de l'argument qui correspondent au 
point I ; 011 aura, en posant t — α = τ, dans les environs du point a, 

(12) 
^ = ct94- c, -h..., 

X---P air 4- 4-.. 

y—pi 4- bzr -+- Ύ
Ι
ΤΓ+Ι 4-...; 

d'où 
x 4-yi = A Τ* 4- Α

Ι
Τ

Ί+Ι
 4-..., 

s étant au moins égal à /·. 
Si la tangente correspondante n'est pas la droite de l'infini, ce sera, 

par un choix convenable de l'origine des coordonnées, la droite 
.r 4-yi= o, et la quantité s sera supérieure à q. L'ordre du cycle 
formé par les branches considérées sera q\ la classe sera .9 — q ('). 
Dans l'expression donnée plus haut pour ̂  > on voit qu'au numérateur 

r le terme de moindre degré en τ sera de l'ordre de et au déno-

O L'ordre d'un c}rcle est, d'après M. Halphen, le nombre de points confondus 
avec l'origine de ce cycle dans le nombre total des points d'intersection de la 
courbe et d'une droite différente de la tangente au cycle; si cette droite est la 
tangente, le nombre des points d'intersection confondus avec l'origine du cycle 
est égal à la somme de l'ordre et de la classe de ce cycle. 

Journ. de Math. (4* série), tome III. — Fasc. IV, 1887. Ο I 
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minateur de Tordre de ; par suite, -L· sera de Tordre de τ* ; le 

coefficient du terme en zs est d'ailleurs égal à 

ic*qAp[q —S] I / q²c²p²; 

il n'est pas nul, car q est, par hypothèse, inférieur à s. Il en résulte 

que s est nécessairement pair, et que la fonction — admet le zéro α au 

degré - de multiplicité. Par conséquent la valeur de pour / = α 

dépendra du signe degr — -, c'est-à-dire delà demi-différence entre 

l'ordre et la classe du cycle considéré. Dans le cas particulier où 

Tordre est égal à la classe, -~i reste fini pour l — a; c'est précisément 

ce que nous avons vérifié plus haut pour le point multiple à branches 

séparées ; —, s'annule pour l = α si la classe du cycle est supérieure à 

son ordre; enfin -—τ devient infini pour / = α si l'ordre est supérieur à 
la classe. 

Si Ton suppose que la tangente correspondant au cycle α est la 
droite de l'infini ζ — ο, on aura Tordre du cycle sera s, sa 

classe a — s. L'expression sera toujours de Tordre de τ'et par suite 

α sera, pour la fonction un infini d'ordre égal à q — f > c'est-à-dire 

la somme de la classe et du demi-ordre du cycle considéré. Cet ordre 

devra ctre pair, et, en aucun cas, ne peut rester fini pour l — α (1 ). 

INTERSECTION D'UNE COURBE CYCLIQUE DE DIRECTION 

ET DE DEUX COURBES QUELCONQUES. 

55. La propriété de la fonction ψ, dans le cas où la courbe cyclique 
de direction n'a, aux points I et J, que des branches distinctes, et ne 

(*) s étant pair, il y a au moins deux branches du cycle tangentes à la droite 
de l'infini; il en résulte que les courbes cycliques de direction, dont les branches 
à Γί η fini sont distinctes, ne touchent pas la droite de l'infini. 
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touche en aucun de ces points la droite de l'infini, permet d'exprimer 
simplement la somme des arcs interceptes sur cette courbe par deux 
courbes quelconques clc degré m. 

Il s'agit, en effet, d'évaluer les résidus par rapport aux zéros de z{l) 
de la fonction 

O(t) = Y (zx' - xz' ) / f'yz²(F/Y - u)) 

Or, d'après l'hypothèse, ̂  reste fini pour tout zéro, β, de s(l), et 
l'on a, pour le résidu correspondant à ce zéro, qui est un zéro simple 
de ζ, 

""-(Srr-.y 

Pour calculer reportons-nous aux relations (ι i) et (12). Dans 

ces dernières, on devra supposer, τ désignant la quantité l — β, que q 
«•si égal à 1, et s au moins égal à 2. 

Soit d'abord s = 2, ce qui est le cas le plus général; la tangente à la 
branche β au point cyclique correspondant, I, a un contact simple 
avec cette branche. 

On a donc 
Z — C7 -F- C, 7A H- . . ., 

j: +yi = A τ2-h A, τ3-κ .., 
χ —yi = ip -f- HT ... 

Portant ces valeurs dans (11), on a 

£ = ■ ■, (l'où (fi,) = 4/iiM. 

Or, si l'on considère la courbe définie par les relations 

Z = CT, 

x+yi = A τ2, 
x-yi = 2 />, 
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τ désignant un paramètre variable, on voit que cette courbe est un 
cercle 

χ2 , v2 _ 2 ^P -2 

et que ce cercle a au point cyclique I un contact du second ordre avec 
la branche de courbe β. La courbe de direction étant supposée réelle, 
ce cercle aura également un contact du second ordre avec une des 
branches de la courbe au point cyclique J. Soit R son rayon; on a 

(Φ=
:± R^ '

 d
'
où r?=±

 ' 

Or, si dans la fonction Θ(ί) on avait considéré x,y, ζ comme repré-
sentant les coordonnées, non plus d'un point de la courbe de direction, 
mais d'un point du cercle, on aurait trouvé de même, pour le résidu 
correspondant à la valeur τ = ο, 

(f — = y/HT* . d'où /■=± · · 

Le signe sera le même que celui de /·ρ, si Ton donne au cercle le 
sens même de la branche qu'il oscule; quant à la quantité - — w, elle 

est la même dans r et dans /-p, puisqu'elle est égale à ̂  ° j — u. Il 

n'y aurait d'exception que si les deux courbes F = ο et 9 = 0 passaient 
toutes deux par le point I. 

54. De celte discussion résulte immédiatement la proposition sui-
vante : 

III. La somme des arcs interceptés sur une courbe cyclique de 
direction, à branches cycliques distinctes, par deux courbes quel-
conques de même degré, est égale à la somme des arcs interceptés 
par ces mêmes courbes sur les cercles qui osculent à Vinfini les bran-
ches de la courbe primitive. 
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Il faut, toutefois, que les courbes sécantes ne passent pas simultané-
ment par les points cycliques. 

On arriverait à une conclusion analogue pour les courbes à branches 

tangentes entre elles à l'infini, dans le cas où reste fini et différent 

de zéro pour l'argument correspondant, c'est-à-dire dans le cas 011 la 
classe du cycle formé par ces branches est égale à son ordre. 

55. Ces résultats vont nous permettre de déterminer toutes Les 
courbes de direction sur lesquelles la somme des arcs interceptés 
par deux courbes quelconques de même degré est toujours nulle. 

A priori, il est clair, d'après la théorie des intégrales abéliennes, que 
ces courbes sont celles dont l'arc s'exprime par une intégrale abélienne 
de première espèce appartenant à la courbe; les courbes cycliques 
de direction peuvent seules jouir de cette propriété. 

En effet, soit ds= -j?·, "x ~ r" dt la différentielle de l'arc ; les infinis d<1 

ds / dtne peuvent être que les zéros de sa; or, pour que ^ reste fini pour 

ζ = ο, il faut que ψ s'annule; mais nous avons trouvé que, pour une 

valeur β de t annulant z, on avait 

Î-v^-S-

Il est donc nécessaire que la courbe n'ait pas à l'infini d'autres points 
que les points cycliques. 

Si maintenant α est un argument correspondant à un de ces points 1, 
et si l'on désigne par δ et γ le degré et la classe du cycle relatif à cet 

argument, on sait que A admet α pour zéro au degré de multiplicité 

y-g / 2la quantité ~x" admet α comme infini simple; il en résulte, 

puisque est nécessairement entier, que ^ reste fini pour / = a, si 

l'ordre du cycle est inférieur à sa classe. Dans le cas où la branche est 
simple, δ = ι, il faut que γ soit supérieur à ι, c'est-à-dire que la tan-
gente à la branche soit d'inflexion ; comme d'ailleurs γ devra être égal 
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au moins à d, la tangente aura un contact du troisième ordre au inoins 
avec la branche. 

al). On peut doue énoncer le théorème suivant : 

IV. La somme des arcs interceptés par deux courbes quelcon-
ques, de même degré, sur une courbe cyclique de direction ne tou-
chant pas la droite de Vinfini, est toujours nulle si cette courbe n'a, 
à l'infini, que des cycles dont la classe surpasse l'ordre. 

lin particulier : 

Ij(i somme des arcs interceptés par deux courbes quelconques, de 
mente degré, sur une courbe cyclique de direction, est toujours 
nulle si les asymptotes de cette courbe sont toutes distinctes et in-
/lexiounelles. 

Les deux courbes sécantes peuvent avoir des points communs sur la 
courbe de direction, et ces points, quels qu'ils soient, mémo dans 
le cas où ils sont à l'infini, n'interviennent pas dans les théorèmes pré-
cédents; on n'a à tenir compte que des arcs compris sur la courbe de 
direction entre les autres points où elle est coupée par les deux courbes 
sécantes. 

fies propositions peuvent, d'ailleurs, se vérifier en remarquant que 
toutes les quantités /*p sont nulles dans les cas considérés. 

Knfin : 

Si la somme des arcs interceptés par deux courbes quelconques 
de même degré sur une courbe algébrique est toujours nulle, cette 
courbe est nécessairement une courbe cyclique de direction, n'ayant 
à l'infini que des cycles dont la classe surpasse l'ordre. 

EXEMPLES. 

57. 11 est intéressant de former directement l'équation de quelques-
unes de ces courbes remarquables : la propriété précédente permet 
toujours de reconnaître facilement si une courbe donnée rentre ou non 
dans la catégorie qui nous occupe ; mais elle ne se prête pas simplement 
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à former l'équation ponctuelle ou tangentielle générale do toutes les 
courbes de cette catégorie. 

Les plus simples de ces courbes ne peuvent être que du quatrième 
degré au plus. Si, d'ailleurs, il existait une courbe cyclique de direction 
de ce degré, on obtiendrait, en la transformant par rayons vecteurs 
réciproques à partir de l'un de ses points, une courbe de direction du 
troisième degré passant par les points cycliques, courbe que nous 
savons ne pas exister. 

Ce n'est donc pas avant le sixième degré que nous devons chercher 
une courbe jouissant des propriétés indiquées. 

58. Prenons la transformée par rayons vecteurs réciproques, à 
partir de l'origine, de la courbe de direction du troisième ordre 

p3 cos 3 ω = a1, 
nous trouvons 

p3 — a3 cos3 ω, 
c'est-à-dire 

(x2 y4)3 — a3ζ3(χ3— 3xy3). 

Soit C cette courbe du sixième degré, qui est évidemment une courbe 
cyclique de direction; pour l'étudier aux points I et J, posons 

X = x-hyi, 
Y = χ y i. 

Son équation devient 

X'Y'= i'a»[X34-Y'|. 

Sous celte forme, on voit que les trois tangentes aux points X = o, 
ζ = ο, sont les droites 

X3 = - s3 
2 

qui sont distinctes; une quelconque de ces droites coupe la courbe en 
six points confondus aux points X = ο, ζ = ο; elle a donc un contact 
du troisième ordre avec la branche qu'elle touche. 
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Il en résulte que l'arc de la courbe C est exprimable par une inté-
grale abélicnne de première espèce appartenant à la courbe. 

Cette courbe a la forme indiquée ci-dessous. Un cercle la coupe aux 
points cycliques et en six points à distance finie; ces six points coïn-

cident avec l'origine, si le cercle considéré est le cercle de rayon nul 
ayant l'origine pour centre. 

On déduit de là, en particulier, la propriété suivante : 

Un cercle passant par le point triple réel Ο coupe la courbe en 
trois autres points à distance finie A, B, C. Le plus grand des 
arcs OA, OB, OC, sur la courbe C, est égal à la somme des deux 
autres. 

Cette propriété permet aisément, si l'on suppose la courbe tracée, 
de porter sur celte courbe, à partir d'un point donné, un arc égal à la 
somme 011 a la différence de deux arcs donnés sur la courbe par leurs 
extrémités. 

Remarque. — La courbe C est de genre un, puisqu'elle est la 
transformée par inversion d'une courbe de ce genre; les coordonnées 
de ses points sont donc des fonctions doublement périodiques d'un 
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paramètre u, et l'arc doit être proportionnel à ce paramètre. On peut 
le vérifier aisément en partant des expressions données au n° 46. 

M. AV. Roberts avait déjà observé que l'arc de cette courbe 
s'exprime par une intégrale elliptique de première espèce (Journal 
de Mathématiques pures et appliquées, t. XII), mais sans remarquer 
que cette intégrale appartient à la courbe. 

59. On prouverait de la même manière que les courbes dont l'é-
quation polaire est, en désignant par η un entier supérieur à zéro, 

pin+ι _ a*n+\ C0s(2/1 4- ι)<ο (
Λ

=0 

sont des courbes cycliques de direction, jouissant de la propriété que 
la somme de leurs arcs compris entre deux courbes quelconques de 
même degré est toujours nulle. 

fin premier lieu, ce sont bien des courbes de direction, car on a 

ds = dw / pxn a 2n+1 

ou, si/(ξ, η) = ο est l'équation de la courbe, 

Edn - ndE 
as " (ξ«Η-η«)»+*α2n+1 

expression qui est bien une différentielle abélienne appartenant à la 
courbe. 

Ce sont ensuite des courbes cycliques; car leur équation, en posant 
touiours 

X = χ -+- r ï , Y = χ — y i, 
peut s écrire 

X2n+1 Y2n+1 = 1/2 &2n+1 = 1/2 a2n+1(X2n+1 + Y2n+1) 

et l'on voit de plus que les tangentes au point X = ο, ζ — ο sont dis-
tinctes et ont avec la branche de courbe qu'elles touchent un con-
tact d'ordre 2Λ + 1. Par conséquent, si η est au moins égal à 1, la 
proposition est démontrée. 

Journ. de Math, (p série), tome III. — Fasc. IV.52 
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Ces courbes intéressantes ont été étudiées par de nombreux géo-
mètres, parmi lesquels on doit citer notamment Maclaurin, Euler, 
L'Hôpital, Fagnano, Riccati, Lamé, Serret; MM. O. Bonnet, Halphen, 
Haton de la Goupillièrc, W. Roberts et Fouret; la propriété qu'on 
vient d'établir nous parait compléter utilement les propositions qu'on 
a données sur leurs arcs. 

60. Les beaux travaux de M. Halphen sur ces courbes vont nous 
permettre d'étendre ces considérations. 

Soit la courbe cyclique 
pA = côs Αω, 

où l'on ak=yqcts étant deux nombres positifs premiers entre 
eux. Elle sera de direction si sa polaire réciproque par rapport à un 
cercle de rayon un, concentrique à l'origine, est ce que M. Halphen 
nomme une courbe de première catégorie, c'est-à-dire, comme l'a 
fait voir ce géomètre, si le dénominateur de la fraction irréductible 
—ou —— est pair. En d'autres termes, la courbe sera de direction 

si q cl s sont impairs. 
L'ordre des cycles à l'infini, aux points I et J, est, comme on le voit 

très facilement en appliquant les méthodes de M. Halphen, égal à s\ 
la classe est égale à q. Donc, si q>s, l'arc de la courbe s'exprimera 
par une intégrale abélienne de première espèce, appartenant à la courbe. 

Par suite : 

L'arc de toute courbe représentée en coordonnées polaires par-
une équation de la forme 

p^=Acosi^<o, 

où pet q sont deux entiers non négatifs, tels que la fraction ̂  ̂  | 
soit irréductible, s'exprime par une intégrale abélienne de pre-
mière espèce appartenant à la courbe, si ρ est plus grand que q. 
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Ces courbes jouissent donc de la propriété fondamentale signalée 
aux n08 55 et 56. 

61. Nous allons maintenant indiquer une classe très générale de 
courbes de cette nature, en nous appuyant sur le caractère géomé-
trique qu'elles doivent présenter aux points I et J. 

Soit une courbe quelconque de direction, ne passant par aucun des 
points cycliques ; appelons Ο un point du plan extérieur à S. 

La transformée de S par rayons vecteurs réciproques à partir de Ο 
est une courbe cyclique de direction S'; cherchons quelles sont ses 
tangentes aux points I et J. 

Soit m un point commun à S et à la droite OJ ; le point transformé 
de m sera le point J, et la tangente en J à la branche correspondante 
sera la droite transformée de la droite Im : cc résultat est connu par 
la théorie générale de l'inversion. Pour que cette tangente à S' en J ait 
avec la branche correspondante un contact du second ordre au moins, 
il faut et il suffit que la droite I m ait en m, avec la courbe S, un contact 
du premier ordre au moins. 

La courbe S' n'aura donc, à l'infini, que des tangentes inflexion-
nclles si, en tous les points supposés simples des droites 10 et JO, les 
tangentes à S passent respectivement par les points J et I. 

Si cette condition est remplie, on aura, en posant X = χ H- iy, 
Y = χ — iy et en désignant par/(Χ, Y, ζ) = ο l'équation de S, 

Λ=Χ?η Λ =Y?Ï> 

et, réciproquement, si fi et fi sont divisibles respectivement par X 
et Y, la condition sera remplie. 

Or, pour que la courbe F (a?,/, ζ) = ο soit de direction, il suffit 
qu'on ait identiquement 

F; + F," =■+»(*,/.--) 
si l'on pose 

X = x+yi, Y ='# —yij 

et si F(x,y, ζ) devient, par cette substitution,/(X, Y, z), on aura 

4/^: = ψ»(Χ,Υ,5). 
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On aura donc une courbe de direction S, de l'espèce cherchée, en 
posant 

f'x = X²y²(X) 

Λ=Υ'?·(Υ), 

φ(Χ) étant une fonction entière de X. La même fonction doit figurer 
dans fi pour que la courbe F(χ,χ, ζ) soit réelle. 

On a ainsi, pour équation de S, 

o = S = f\2f(X)dX + f\2<p*(Y)dY-hA. 

A étant une constante différente de zéro, et la courbe S' sera la trans-
formée par rayons vecteurs réciproques de S à partir de l'origine. 

Soit posé 

Xa f ( X) = aX2 -h bX3 4- cX4 -h... ■4- /Xa\ 
on aura 

S = |(X" + Y1) -t- |(X" + Y») + ...+ ) + Λ 

ou en coordonnées polaires, en posant ξ = p cosio, η = ρ sine), d'où 

Χ = ρ(costo 4- isinto), Y = p(cosa) — isinio ), 

il viendra 

S = |ps cos3a> -t- y p* cos4w -h.. .4-
 2v t

 p2v+l cos(2ν 4- ι)ω 4- A. 

On peut mettre l'équation de la courbe sous la forme définitive 

(S) αρ· COS3OJ 4- βρ4 cos4<*> 4-.. .4- λρΐν4"' cos('2v 4- ι)Ω = μ. 

α, β, ..λ sont des constantes, telles que la dérivée, par rapport à p, 
de la fonction 

αρ'4- βρ*4-. ..4- Xpav+-* 

soit le carré parfait d'un polynôme entier en p. 
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La transformée de S par rayons vecteurs réciproques à partir de 
l'origine a une équation de la forme 

(S') apav-acos3<i> H- βρ2ν_3 cos4<*> -h.. .-+- Xcos(2v -+- ι)ω =ip²v+1 

et son arc est exprimable par une intégrale abélienne de première es-
pèce si la dérivée, par rapport au paramètre, de la fonction 

aO3 -h β64 -κ.. H- λθ8ν*' 

est le carré d'un polynôme entier en Θ. 
On obtient ainsi une classe étendue de courbes satisfaisant à la con-

dition proposée ; en particulier, si l'on suppose tous les coefficients a, 
β, ... nuls, sauf λ, on trouve les courbes pav+< = Acos(2v -+- ι)ω, déjà 
rencontrées. 

INTERSECTION D'UNE COURBE DE DIRECTION QUELCONQUE 

ET DE DEUX COURBES ALGÉBRIQUES. 

62. Revenons maintenant au problème général de l'évaluation de 
la somme des arcs interceptés par deux courbes de même degré sur une 
courbe de direction quelconque; nous trouverons encore des résultats 
simples dans le cas où la courbe considérée n'a, à l'infini, que des points 
simples ou des points multiples à branches distinctes, et si elle ne 
touche pas la droite de l'infini. 

Soit β l'argument d'un point à l'infini sur cette courbe /= o, de de-
gré η : par hypothèse, β est un zéro simple de z(t). 

On a toujours 

e<o=£^V 

Pour trouver le résidu rp, écrivons 

O(t) = Y dx 

/;(î ~ ")dt z 
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Posons t — β = τ; on a, en désignant par sr0, · · · les valeurs de x, 
oc, y ... pour τ = ο, 

τ
=

χ,+ τ*,+...
 =gl+X + F+,, „ 

■T
T
 Τ = — — + Μ 4-... · 

Le coefficient de ^ dans le développement de θ(ί) sera donc égal à 

— multiplié par la valeur de la dérivée par rapport à t de la fonction 

—γ^· r-> pour τ = ο : cette fonction ne s'annule pas, on effet, pour 

τ = o, si le point considéré n'est pas un des points cycliques du plan. 
On a ainsi 

rB =-0 UA (f—"?)ΐ 

Je dis que le premier terme de rp est nul pour t = β. On a, en effet, 

Ψ·(|) =/;·(<)+Λ'(0; 
d'où 

-Σ— — ι -f- , 

et je dis que la dérivée de ~ > par rapport à /, s'annule pour / = 3. 

On peut toujours supposer que les axes de coordonnées ne sont pa-

rallèles à aucune des asymptotes de la courbe /= o; le rapport fy 

reste donc fini pour t = B. Pour montrer que la dérivée de ψ s'annule 

pour cette valeur, il suffit donc, en vertu de la relation précédente, de 

faire voir que la dérivée de s'annule. 
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Or on a 

fr-'zx'-z'œ 
et 

oc y ζ 

d / dt f'x / f'y = A / (zx - z'x)²éta,u p°sé Δ= *' y - ■ 
χ" γ" ζ" 

Si l'on fait, dans cette relation, t = β, il vient, puisque = ο, 

et que, par suite de l'hypothèse, z'{ β) n'est pas nul, -g — = o, et l'on 
a, par consequent, 

''o- y7fy (F-«ç)>J?
; 

F' et 9' désignent les dérivées de F et φ par rapport à t. 
Or on a 

F' = F>' -h F\y 4- F\z\ 9' = 9>' -h φ;/ 4- φ!*'; 
m F = F> 4- F'y -h F

s
z, m y — ^

X
x 4- ̂  y 4- 9! -, 

m étant le degré des courbes F = ο, φ = o. On tire de là 

m(F'9 - F9') = (ocy'-yx')(9^- 9^) -κ. 

et, à cause des relations ocf
x
+yf

y
-hzf'

z
 =0; x'f

x
-hy'fy -4- -'/== o, 

il vient 

m(F'
?
 - FF*Îr) +···=·'■ 

en désignant par J la jacobienne des trois fonctions /, 9 et F. 
On tire de là 

,p~" L^/yHF—W?)*Jp' 

Le second membre est une fonction de > c'est-à-dire de la direction 

du point à l'infini considéré ; les dérivées de la fonction /, par rapport 
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à χ, y et z, n'y figurent que par leurs rapports, car ψ est de la forme 

f'
Y
\Jι -h et J de la forme A/

x

+ Βf\-h Cf '
z

. 
11 en résulte que la valeur de r^ne change pas si l'on remplace /par 

une autre courbe passant par le point à l'infini considéré et ayant 
même tangente en ce point; par conséquent, 2rp ne change pas si l'on 
remplace la courbe / = ο par le système de ses asymptotes. Donc on 
peut énoncer ce théorème : 

V. Soil G une courbe de direction ne passant pas par les points 
cycliques, n'ayant à l'infini que des points simples ou des points 
multiples à branches distinctes, et ne touchant pas la droite de l'in-
fini; la somme des arcs interceptés sur C par deux courbes quel-
conques de même degré est égale à la somme des segments que ces 
courbes interceptent sur les asymptotes de C. 

On peut citer comme exemple de ce genre de courbes celles qui ont 
pour équation 

p2n+i cos ( 2 λ h- ι ) ω = , 

où η est un entier non négatif. 

En combinant ce résultat et celui des noe 55, 54·, on arrive à la pro-
position générale suivante : 

VI. Soit C une courbe de direction n'ayant à l'infini que des 
points simples ou des points multiples à branches distinctes, ne 
louchant pas la droite de l'infini et admettant comme point multiple 
d'ordre [/. chacun des deux points cycliques; la somme des arcs in-
terceptés sur C par deux courbes quelconques de même degré 
est égale à la somme des arcs que ces courbes interceptent sur les 
asymptotes non isotropes de C et sur les cercles qui osculent respec-
tivement à l'infini les branches cycliques de cette courbe ('). 

(1 ) Dans ces énoncés, on suppose toujours que les courbes sécantes ne passent 
simultanément par aucun des points à l'infini de la courbe de direction. 
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63. Nous terminerons ce Mémoire en énonçant quelques proposi-
tions qui sont relatives aux centres de gravité des arcs interceptés sur 
certaines courbes de direction par des courbes de même degré, et qui 
se démontrent sans difficulté en appliquant la formule fondamentale aux 

intégrales j** ds et J ~ ds. 

I. Les arcs interceptés sur une courbe de direction par deux 
courbes de même degré, osculalriccs entre elles en tous leurs points 
à Vinfini, ont une somme algébrique nulle; de plus, le centre de 
gravité des arcs comptés positivement dans cette somme coïncide 
avec le centre de gravité des arcs comptés négativement. 

Tf. Les arcs interceptés sur une courbe cyclique de direction par 
deux courbes ayant les mêmes asymptotes ont une somme algé-
brique nulle, et le centre de gravité des arcs positifs coïncide avec 
celui des arcs négatifs. 

( >11 suppose dans ces énoncés que la courbe de direction n'a avec 
les courbes sécantes aucune direction asymptotique commune. 

Comme application du dernier théorème, on a une propriété simple 
des centres de gravité des arcs d'un cercle compris entre deux coniques 
a vant mêmes asymptotes. 

III. Les arcs interceptés sur une courbe de direction par deux 
courbes quelconques de même degré ont une somme algébrique 
nulle, et le centre de gravité des arcs positifs coïncide avec celui 
des arcs négatifs, si la courbe de direction considérée est une courbe 
cyclique, n'ayant à l'infini que des cycles dont la classe surpasse le 
triple de l'ordre. 

Exemple. — La courbe de direction est une des courbes 

ρΐ</+ι
= a cos Z/LL1 ω, 

ρ et q étant deux nombres entiers, non négatifs, tels que la fraction 
Journ. de Math. (4* série), tome III. — Kasc. IV, 1887. 53 
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^ ̂  | soit irréductible, et que ρ soit supérieur à 3y -+- i. Kn particu-
lier, on aura dans cette classe les courbes 

p²p+1 = a2p+1eosa/, +1 ω. 

ρ étant un entier au moins égal à 2. 


