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SUR LE THEOREME D’ABEL. 327

Sur le théoréme d’ Abel et quelques-unes de ses applications
géométriques ;

Par M. G. HUMBERT.

1. Le but de ce Mémoire est de démontrer une formule qui per-
met, ¢tant données une courbe algébrique f= o, de degré n, et une
intégrale abélienne quelconque appartenant  cette courbe, de calculer
a priori la somme des variations de l'intégrale sur les lignes décrites
par les points d'interseclion de la courbe proposée et d'une courbe
algébrique variable, appartenant 4 un faisceau. Si I'on désigne par
F — ug = o I'équation des courbes de ce faisceau, la somme cherchée
sera unc fonction du paramétre «, et I'étude de ses variations, quand
on fait varier le paramétre, donne lieu & des conséquences analytiques
intéressantes, se traduisant géométriquement d’une maniére souvent
tres simple.

1.'emploi des fonctions fuchsiennes, introduites dans la Science par
M. Poincaré, nous a permis d’arriver simplement au résultat cher-
che ().

(1) Nous devons, a cette occasion, rectifier une erreur que nous avons com-
mise dans un Mémoire, publié dans ce Journal, sur I'Application de la théorie
des fonctions fuchsiennes a U’étude des courbes algébriques. Nous avons attri-
bué & Clebsch (n° 18) la théorie des groupes de points sur une courbe : c'est a
MM. Brill et Néther que revient honneur d'avoir établi et développé d'une ma-
niére si remarquable cette importante théorie.
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3.8 G. HUMBERT.

La premiére Partic du présent travail est consacrée i la démonstra-
Lion ct i I'étude des conséquences analytiques de la formule fondamen-
tale; on examine spécialement le cas ol intégrale abélienne se réduit
A une fonction rationnelle, ¢t 'on en déduit le moyen de trouver la
somme ou le produit des valeurs que prend une fonction rationuelle
des coordonnées aux points communs i deux courbes algébriques, et de
discuter cette somme ou ce produit quand une des courbes varie, sans
cesser d’appartenir & un méme faisceau.

La seconde Partic comprend les applications géométriques les plus
simples de cette theorie ¢ en considérant, soil une intégrale abélienne
ayant une signification géomeétrique déterminée, soit une fonction ra-
tionnelle simple des coordonnées des points d’une courbe, on peut
énoncer  immédiatement des théorémes géométrigques, relatifs & la
somme des valeurs que prennent cette intégrale et cette fonction aux
points communs & la courbe proposce, et & chacune des courbes d’un
faisceau. On a développé spécialement des applications relatives anx
aires, aux diveetions et aux longueurs.

La troisitme Partie a pour but de faive les mémes applications aux
ares de courbe (ui s’expriment par une intégrale abélienne apparte-
nant & la courbe : les courbes qui jouissent de cette propriété sont
celles que Laguerre a nommées courbes de direction.

Comme conséquence de cette théorie, on détermine les courhes cu-
ricuses dont L'are s'exprime par une intégrale abélienne de premiére
espece; clles jouissenl de cette propriété que la somme des ares inter-
ceptés sur elles par deax courbes (quelconques de méme degré est tou-
jours nulle.

PREMIERE PARTIE.

ENONCE DU PROBLEME,

2. Soit f(&, n)= o I'équation d'unc courbe algébrique plane de
genre p et de degré n; considérons une intégrale abélienne quelconque
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appartenant a cette courbe
— Q(E, 71) 4
L= J&Em 9
ol Q et R désignent respectivement des polynémes de degrés ¢ et r.
Coupons la courbe f = o par deux courbes de degré m

F(Evn>—”o?(2a 7]):0’ F(E> 7))— u?(sa YJ)= 0,

u, et u désignant deux constantes; et soient

0 0 [ I E E E
[} 27 v ma L& 29 MRS mn

les abscisses qui correspondent respectivement aux points d'intersec-
tion de ces courbes avec la courbe primitive.
On sait que I'expression

i =mn

est la somme d'une fonction rationnelle et d'unc fonction loga-
vithmique des cocfficients des fonctions f, I, ¢ ¢t des paramdtres
i, et u. Pour calculer la valeur de cette cxpression, on peut, par
exemple, décomposer l'intégrale I en éléments simples, c’est-a-dire :

1* En intégrales de fonctions rationnelles de §;

2* En intégrales abélicnnes de premiére espéce;

3° En intégrales normales de seconde ct de troisiéme espece,
ct calculer, cn partant des théorémes connus, les partics de la somme
cherchée qui correspondent 4 chacun de ces ¢léments.

Cette méthode parait étre un peu compliquée au point de vue des
applications; nous nous proposons, dans ce cui suit, d'établir une for-
mule simple, qui permettra d’évaluer dircctement la somme cher-
chée; nous nous appuicrons, dans ce but, sur la théorie des fonctions
fuchsiennes, qui nous a déja permis, dans un travail amtérieur (*),
d’établir le théoréme d’Abel pour les intégrales de premiére espéce.

(') Application de la théorie des fonctions fuchsiennes a U’étude des courbes
algébriques (Journal de Mathématiques pures et appliquées: 1886).
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Rappelons d’abord quelques considérations, développées dans ce
travail, et qui se déduisent sans difficulté des belles recherches de
M. Poincaré.

INTRODUCTION DES FONCTIONS FUCHSIENNES.

3. Les coordonnées des points d’une courbe algébrique plane, ayant
pour équation en coordonnées ordinaires /' (£, n)= o, ou, en coor-

données homogénes ('), f(r,y, 3) = o, peuvent toujours se mettre
sous la forme

(1) c=0,(t), y=0,(0), s=0,(0);

0,, 0,5, 0, étant des fonctions thétafuchsiennes holomorphes d'une va-
riable ¢, ct de degré g cest-a-dire telles qu'on ait, en désignant par
¢ . . ..
(t, 5——”—5) une quelconque des substitutions du groupe fuchsien (v qui
qt+¢
corvespond i ces fonctions

¢ . N
g Ctjﬁ) =0:(0)(yt+ o),

en supposant a8 — @y égal & 'unité.

Le polygone fuchsien R,, qui correspond au groupe G, appartient &
la premiére famille de M. Poincaré;il a4p cotés (*); les cotés opposés
sont conjugués deux a deux, c’est-d-dire transformés I'un dans l'autre
par une des substitutions de G, et la somme des angles est égale & 27,

.a courbe représentée par les ¢quations (1) est de genre p; son
degré noest égal & 2u(p — 1) — k, k désignant le nombre des zéros
communs aux trois fonctions 0,, 0,, 0,, dans Pintéricur du poly-
gone R,.

(') Dans tout ce qui suit, § et n désigneront des coordonnées cartésiennes ; .r.

y, 3 des coordonnées homogeénes : on passera d'un systéme a l'autre en posant
z ¥

_..:;“I)::'j'
z .

~
(?) Si la courbe f==0 était unicursale, on aurait recours a des polygones
fuchsiens de la premiére famille, de genre zéro, et d’'un nombre pair de cotés:
les démonstrations seraient les mémes que dans le cas général.
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Rappelons enfin une propriété du polygone R, (ui nous sera utile
plus loin. Soient @b et a,b, deux cotés opposés de ce polygone, tels
que les points a, et b, soient respectivement les transformés des points
a et b par la substitution de G qui transforme ab en a, b, : si I'on
décrit le périmétre de R, en partant de @, dans le sens ab, le cdté op-
posé sera parcouru dans le sens b, a,.

" DEMONSTRATION DE LA FORMULE FONDAMENTALE.

4. Cela posé, rendons I'intégrale I homogéne en y remplacant et »,
par =, Z, et substituons & x, y, 5 les valeurs 0,(¢), 0,(2), 0,(¢), en
fonction thétafuchsienne de ¢. 1l vient

Q= y,3) 2’5 — a3
R, y,3) 1T+

di,

&'y y’, 3 désignant les dérivées de z, y, 5 par rapport a .
osons, pour abréger

Qz, r,3) &'5 —ad

R ('l‘; Ve 3) 9T+ == C(t).

On a

= f {(2) dt.

Je dis que la fonction {(¢) est une fonction thétafuchsienne de
degré un. On peut écrire en effel

. N, y,3) d ()
W= R(x,y,3)s7" dt [z(t). '

Or ﬁ;(%-—v est une fonction fuchsienne de ¢, de groupe G, puisque le

numérateur et le dénominateur sont des polyndmes de méme degré ¢,
enz,y, 3, etque z, y, 3 sont des fonctions thétafuchsicnnes de groupe G

et de méme degré . La fonction Z (1) est pour la méme raison une
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fonction fuchsienne, ct I'on a

(

Z's—xs [at+ z's— x5 A
’ P (Y“"g) = =2 (t)(‘YI—}—&)’.

alk

iF5) =303

—< iR
©2

d’oi, en dérivant,

Par suite, on a bien

2t +B8\ o N g
{35 =t (ye B
Pour évaluer la somme des intégrales I entre les points d'intersec-
g el
tionde /= oavecles courbes I — #, 9 = o, F — « p = o, considérons
I'intégrale

4

’
—u

-¢ | ™

I et 5 étant les polyndmes F (i, y, 5), 9(x,y, 3), de degré m, ol
I'on a remplacé x, y, 5 par leurs valeurs en fonction thétafuchsicnne
de 1.

Je dis que la valeur de cette intégrale, le long du polygone R, st
nulle.

Soient, en effet : Z un point quelconque d'un edté ab, de Ry ¢, 1o
point correspondant sur le coté opposé @, by, transforme de ab par la

zt+p>.

'yt 438

Les éléments de Dintégrale J qui correspondent & ces deux points
sont, puisque les cotés ab et a, b, sont parcourus en sens conlraire,
comme on I'a fait remarquer plus haut,

substitution (t

wode L de)dy |
l“ 4‘
;(t)—ll ’a(t])_“

Or on a

=20 = di(yi+ 8y
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. F . . ’ <
D’un autre cdté, - () est une fonction fuchsiennc de ¢, de groupe G,
puisque F(x, y, 3) et ¢(z, y, z) sont des fonctions thétafuchsiennes

de méme degr¢; il en résulte qu'on a, d’aprés ce qui précéde :
S(4)dty

2(!,)-—11 l‘;(t)—u

L) de

)

¢t 'on voit que les éléments de Uintégrale J se détruisent deux & deux.
On a donc bicen, le long.de R,,

J=o.

Il résulte de la que la somme des résidus de la fonction uniforme
det

b= (SO o Qi) 0 (e,
l—‘(t) —u R 37-r+2 (-l—‘ — u) Rsr=r E —u de \ s

dans l'intéricur de Ry, est nulle.
(Zest en évaluant cette somme et en I'égalant & zéro, que nous arri-
verons & la formule que nous avons en vue.

5. Déterminons d’abord les infinis de G(¢). Si 'on observe que cette
fonction, mise sous la troisiéme forme ci-dessus, est homogéne et de
degré zéro en ., y, 5, et par suite ne devient pas infinic pour la valeur
de 'un des & zéros communs aux trois fonctions thétafuchsiennes ho-
lomorphes £(¢), y(¢), 5(t), on voit que les infinis de O(¢) sont:

1° Les arguments des 72 poinls communs aux courhes f=o0, R = o,
4 moins (ue I'un ou plusicurs d’entre cux n’annulent aussi le numéra-
teur de B(¢), mis sous la seconde forme;

2" Les arguments des points & 'infinisur f = o : ces arguments sont
des infinis d'ordre ¢ — 1+ 2; si ¢ —r 4+ 2 cst égal ou inféricur
z(ro, ils ne sont plus des infinis;

3° Les arguments des points communs & la courbe f=o ct ala
courbe F — 19 =o.

Les résidus qui correspondent aux infinis de cette derniére catégorie
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prennent une forme remarquable. Soit a I'argument de I'un des points
considérés; on a, pour le résidu, en supposant que « soit un zéro

simple deg — u,
§(a)

o= 7Fyi°
(3.

Or, si dans la relation g(a) — u = o, on considére & comme fonction
de u, on a, en différentiant,
P\ _ du.
¢/a da’

r__{(a)da___di‘
¢~ Tdu T du’

d’our

en désignant par dl, la variation de I'intégrale 1 quand on passe du
point d'argument «, de la courbe /= o, situé surla courbe F — ug = o,
au point d’argument a + da, situé sur la courbe F — (u + du)p = o.

FORMULE FONDAMENTALE.

6. Si donc on désigne par 2"5 la somme des résidus de la fonc-
tion

A () = Q(x, y,3) 2's — 23 _
(2) ()= R(x,y,a) ‘_,l__H,I\F(a" 7, 3) "l
e(x, ». 3)

par rapport aux zéros de R[x (1), y(?), 2(1)|; par ZI‘Y la somme des

résidus de la méme fonction par rapporl aux zéros de 37~"+2 =0, on
aura

(%) zdu 2(73—1"1 )i

d’ou, en intégrant par rapport a «, entre les limites u«, ot «,

(3 bis) f gg‘::;da——}‘_fu (rg+ ry)du.
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(Zest la formule qu'il sagissait d'établir : on voit qu'on est ramené
a calculer les résidus de la fonction ©(¢), ce qui ne présente aucune
difficulté.

YORMES DIVERSES DE LA FORMULE FONDAMENTALE.

7. On peut d'ailleurs mettre cette formule sous une forme un peu
plus simple. On a en effet, en coordonnées homogénes,

’

[ = Q(z, y,3) sde—xds
"fR(a:, 7, 3) S1-r+2

Ou

—_— Q(-l‘,)”‘) mdr — -
1_fs____—(x, 22 (sds — wds),

() et S étant des polynémes homogeénes en x, y, 5 dont les degrés sont
respectivement g et ¢ + 2. La formule (3 bis) devient alors

i=mn

- IiQ(‘ra,)’v ) - ) ".
(/l) 2 » 'm-:,—)'(od‘l'—xda ~—2£lgdu,

(=1

en désignant parz rg la somme des résidus, par rapport aux zéros de

S(w, ), 5) de la fonction

) ()= Q@s) _#s—dz
S(m’y’Z) l—;('”’}'a 3)—u

Plus simplement cncore, dans le cas ol I'intégrale 1 reste finie pour
les points situés & I'infini sur la courbe f(§, n) = o, ona

i=mn

. & e "
(6) z . SszT(E’—a-;-dE =-—2\jﬂl rpdu,

i=1

en désignant par Zrg la somme des résidus, par rapport aux zéros de
Journ. de Math. (4* série), tome 1II. — Fasc. III, 1885, [I[l
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S(&,1), de la fonction

dt
—_— Q(E"'l) dt .
7 PO=SEm
?
8. Remarque. — 1l cst évident @ priori que les expressions

2 (rg+ry) ou Erp, qui figurent dans les seconds membres des équa-

tions (3), (4) et (6), doivent étre indépendantes des paramétres (ui
caractérisent le groupe fuchsien G, ct ne dépendre que d'éléments géo-
métriques appartenant a la courbe /= o.

On peut d’ailleurs s’en rendre compte comme il suit :

Soil g le résidu de la fonction O(¢), mise par cxemple sous la
forme (7), par rapport & un zéro, 3, de S(%, n), correspondant & un
point &g, ng de la courbe /= o. ‘

La valeur de 2wirg est égale a l’intégralc] O(1)dt le long d'un

petit cercle enveloppant le point B et, par suite, si 'on passe du plan
de la variable 7 au plan de la variable &, cette valeur est celle de 'inté-

grale .
.Gdl: 1(2(;v7’|) df
j .. S(&’n) F(E,T‘)—ll

1]
]

le long d’un petit contour cnveloppant le point &g : elle peut donc se
calculer, indépendamment de la variable ¢, au moyen des valeurs de
%, n et des dérivées de v par rapport i &, au point .

CAS PARTICULIER DE LA FORMULE FONDAMENTALE.

9. Lc cas ot les infinis de la fonction ©(2), correspondant aux zéros
de S, sont tous simples, peuvent se traiter immédiatement.
Supposons, cn cilet, S étant toujours de degré g + 2, que la courbe
S = o0 ne touche en aucun point la courbe f=o0. On aura, pour le
résidu relatif & un infini 3,
Qe

i oyi e k
dt(?_u) 8
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or,
dS _dSdt _ dSdy
dt — d& dt " dw dt’
_dfdi | df dv
0= ;—i—g ’-t E’Z dl’
d’on

ryes Qs ,
(S'zfvé—-shfé)(; ~u) 5

et, par suite, appclant X, Y,; X,, Y,, ... les coordonnées des points
communs aux courbes S = o, f= o,

i=mn

HQ () gy QXYY 1 F(X,Y)—ug(X,Y)
®) X J. SE0E = E A RNty (1)

La somme, dans le sccond membre, doit porter sur les systémes de
valeurs de X, Y, qui vérifient les équations S = o, f =o.

CONSEQUENCES ANALYTIQUES.

On peut déduire de la formule fondamentale plusieurs conséquences
analytiques intéressantes.

10. Les infinis de 'intégrale f % (zdx — x ds) sont les points ot la

courbe § = o rencontre la courbe £ = o0, & moins que lesarguments de
ces points n’annulent Q ou 5 dr — z ds.

Suppoesons que la courbe ¢(z, ¥, 3) = o passe par les points de
/ = o, qui sont les infinis de I'intégrale, en tenant compte de leur mul-
tiplicité, c’est-a-dire que, si un point correspond 4 un zéro d’ordre A
pour la fonction S[z(¢), y(2), (?)], la courbe ¢ = o ait en ce point,
avec f = o, un contact d'ordre & — 1. Admettons, de plus, que la
courhe F(x,y, z) = o ne passe par aucun de ces points. La fonction

6(1) Qlz,y,35) 2's—3dx
S(z,y, 3) F(x, y,5)—u

ne devient pas infinie pour les valeurs de ¢ qui annulent S, puisque,
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pour ces points, la fonction -S-f (z, y, 5) reste finic; O(2) n'a donc pas

F
d’autres infinis que ceux qui annulcnt— — u, ct, par suite, les résidus
rg sont nuls. On a done

2[ Q909 sy — xds)=o,

(2, y, 5)
ct I'on peut énoncer le théoréme suivant :

Soit I une intégrale abélienne quelconque relative @ une courbe
algébrique f(x,y,3) = o, de degré n. La somme de mn intégrales 1,
dont les limites inférieures et supdéricures sont respectivement les
sysiémes de valeurs de x, y, 3, qui correspondent aur mn points
d’intersection de la courbe f = o avec deux courbes quelconques de
degré m est nulle, si, parmi les courbes du faisceau déterminé par
les courbes sécantes, il en est une qui passe par tous les points de
la courbe f= o rendant Uintégrale infinie.

La somme est nulle, en particulier, si les courbes sécantes coupent
aux mémes points la courbe S = o, parce qu’alors une des courbes du
faisccau comprend la courbe S = o clle-méme.

11 y aurait exception au théoréme précédent, si toutesles courbes du
faisceau considéré passaient par un ou plusicurs des points qui rendent
I'intégrale infinie, parce que, alors, 17 et 9 s'annulant tous deux en ces
points, la fonction ©(¢) pourrait y devenir infinic et I'on ne saurait
affirmer que le résidu correspondant, rg, est nul.

14. Lc cas ou le dénominateur S est divisible par f; est particulie-
rement intéressant : soit S = T f/, T étant de degré g + 3 — n.

Nous allons montrer que la somme de ccux des résidus de la fone-
tion 6(¢), qui correspondent aux zéros de f;, est nulle.

Les zéros de la fonction f,(w, y, 5) sont cn cffet de deux sortes :
les uns correspondent aux points de contact des tangentes qu'on peut
mener a la courbe f(x, y, z) = o par le point x =0, 5 = 0; les autres
correspondent aux points singuliers de cette courbe.

Si B est Pargument d’un des zéros de la premiére catégorie, la fonc-
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tion 2’5 — 3’ s'annule pour /= 3. On a, cn cffet,

cl

of U L 2 _pf—0:
o= +y dy+.03_nf_-o,

d’oti I'on tire
Z's—x3 __ yax—yr' dy—zy
b Ty Ty
Jdy d3 dx
af i

LA ) .
ct, par suite, si oy s'annule sans que 55 Ct 3y s'annulent également

(c'est-d-dire si le point d’argument § n'est pas un point singulier), il
faut qu’on ait, pour ¢ = 3,
&'z —x3'=o,

1l en résulte que, pour chercher les résidus de la fonction

em=%$;%
y ;‘—u

correspondant aux zéros de f;, on n’aura & tenir compte que des argu-
ments des points singuliers de la courbe f = o.

Soit, pour plus de simplicité, A un point double de cette courbe,
de coordonnées a ct b, auquel correspondent les valeurs vy et ¢ de I'ar-
gument £,

On aura, pour le résidu de B(¢) relatif & 'une de ces valeurs, y par
exemple, en revenant i la forme (7) de 6(¢),

dt
,,=Q(a,b) 1 [;ﬁ]
Y T(a9b)§(a’ b)—“ -(f"’l)’ Y
Posons, pour simplifier I'écriture,

f*;= “’(E’ )

v O 4 0 dy
S=Fa+ma

on a
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dn
Le rapport %ﬁ'— a pour valeur, si I'on fait ¢ =y, le cocfficient angu-
dt
laire m, de la tangente & la branche y de la courhe f = o au point A.
On a ainsi

. . __Q(a’ b) 1 ! ! \
(9) ry+7 ~T(a, b F (oq, o oy 0@)’

;(a, b)—lt 55— +m,51-‘ 3—g+l)l25_,-l

\ Oy L dY
oti, dans g on remplace § ct 7 par @ ct b.

Cela pos¢, si I'on désigne par Q, un polynéme quelconque en £ et v,
de degré n — 3, etsi I'on considére 'intégrale

J, =f7‘—’(z dr — xds),

on voit, comme plus haut, qu’elle est nulle le long du polygone R,. Si
'on choisit pour Q, le premier membre de I'équation d’une courbe de
degré » — 3 présentant, en tous les points singuliers de la courbe
S =0, le point A excepté, le caractére d’une courbe adjointe (') (ce

. - . . e . Quf_dr ds
qui est toujours possible), les infinis de la fonction FACK it

seront les quantités v ct 8. La somme des résidus de cette fonction
étant nulle, on trouve, comme plus haut,

=+ 1= Lo N Qe
P L )
0F oy 0F T o

et par suite, d’apres (g),
ry—+ rg=o.

Il n'y aurait d’exception & ce raisonnement, qui s'étend sans diffi-

(') Cest-a-dire ayant en tout point multiple d’'ordre p (autre que A) de la
courbe /= o un point multiple d’ordre p — 1, comme la courbe f; = o, et ne pas-
sant pas par A,
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culté an cas des points multiples d’ordre supéricur 4 2, que si, dans
I'expression de ry+ 773, on ne pouvait pas mettre en facteur la quantité

Q(a, b) 1
T(a, b) F ( by —

’est-d-dive si T(a, 4) était nul, cas ot les infinis y et ¢ ne seraient
plus des infinis simples de ©(¢), ou si I'on avait 4 la fois

F(a, b) = ¢(a, b)=o,

. 4 F g . '
parce qu'alors la fonction ;(E, n) aurait deux valeurs différentes an

point A, sclon la branche de courbe que Pon considérerait.

Si l(m suppose donc que la courbe T = o ne passe par aucun des
points singuliers de f= o0, et qu'aucun des points fixes du faisceau
I¥ — up = o ne coincide avec I'un de ces points, on voit qu'on a la
relation

i=mn

(10) 2[. ng;y;:z)(:dx—xdz)=—2£: redu,

i=t

-l . L 3 "
Z"B désignant la somme des résidus, par rapport aux zéros de T, de

la fonetion de ¢,
Q1) = Q (s2'—x3'),

l«
——Uu
?
12. Corollaire I. — On cn déduit, en s'appuyant sur lcs résultats
obtenus plus haut, la proposition suivante :
Soit 1 une intégrale abélienne de la forme

LY, 5)
I= f QUz.y, sdx —xds
7Ty ¢ )
relative & une courbe algébrique de degré n, f=o.
La somme de mn intégrales 1 dont les limites inférieures et supé-
rieures sont respectivement les systémes de valeurs de x,y, 3, qu
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correspondent aux mn poinis d’intersection de la courbe f = o avec
deux courbes quelconques de degré m est nulle, si, parmi les courbes
du faisceau détermind par les courbes sécantes, il en est une qui
coupe la courbe f = o aux points situés sur la courbe T = o, et qui
rendent Uintégrale infinie.

Il faut toutefois : 1° que la courbe T = o ne passe par aucun des
points singuliers de la courbe f= 0; 2° qu'aucun des points fixes du
faisceau déterminé par les courbes sécantes ne coincide avee un de ces
points, ou avec ’'un des points communs aux courbes f=o0, T = o, cl
rendant 'intégrale infinic.

13. Corollaire Il. — Supposons, Q(z,y,s) étant toujours de
degré g, que T(x,y, z) soit un polyndme dc degré g — n -+ 3, non
divisible par 3. Si la courbe T =0 ne touche en aucun point la courbe
S =o0, les zéros de T(«, y, 5) seront tous simples, et 'on aura, pour
le résidu relatif a I'un de ces zéros, 8,

o T e 1
HTefi=Tosi) (5 —w) .| e (-1,

Par suite, en désignant par X, Y les coordonnées d’un point commun
aux courbes T = o, f = o, il vient

Q) g Q(X,Y) F(X,Y)—u3(X,Y)
(11) 2 f ATEN = AT TR PP FX Y (XYY’

la somme s’étendant, dans le second membre, aux systémes de valeurs
de X, Y, qui vérifient simultanément les équations f=o0, T =o.

On déduit de cette formule un théoréme bien connu de Jacobi. Si
I'on fait, en effet, u = dans la formule, il faut, pour que le sccond
membre reste fini, qu’on ait I'identité

QX, Y)
2EASTR T

la somme étant étendue & tous les points communs aux courbes
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FEn) =0, T(§,n)=o0, de degrés respectifs n ct k, et Q(&,%)
désignant un polyndme quelconque de degré n + & — 3, au plus, en
g

Il serait facile, d’apres les considérations qui précédent, de voir ce
(ue devient le théoréme de Jacobi quand le degré de Q surpasse
n + h — 33 nous aurons occasion, dans un autre travail, de revenir sur
ce sujet & un point de vuc plus général.

A4. Corollaire ITI. — Si T sc réduit & une constante, 2 rg est nul,
ct 'on peut énoncer le théoréme suivant :

Soit 1 une intégrale abélienne de la forme

1= [0,

relative ¢ une courbe f(&, n) = o, de degré n, Q désignant un poly-
néme quelconque de degré n — 3.

La somme de mn intégrales 1 dont les limites inféricures et supé-
ricures sont respectivement les systémes de valeurs de &, v, qui cor-
respondent aux points d’inlersection de la courbe f = o avec deux
courbes quelconques de degré m est nulle, si ces deux courbes ne

passent simultanément par aucun des poinis singuliers de la courbe
primitive.

Dans le cas spécial ot () est une courbe adjointe & la courbe f= o,
la fonction

ne devient infinie que pour les zéros deg — u, ct la somme des mn
intégrales I est nulle, guelles que soient les courbes de méme degré
F=o0,9=o0.

C’est le théoréme d’ Abel pour les intégrales de premiére espéce.

On retrouverait de méme, sans difficulté, les théorémes connus
pour les intégrales normales de troisiéme et de seconde espéce.
Journ. de Math. (j* séric), lome INT. — Fusc. 111, 1885, 4;
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APPLICATION AUX FONCTIONS RATIONNELLES.

15. La marche qu'on a suivie pour ¢tablir la formule fondamentale
&) . ' \ . » . . . ,
s'applique également au cas o la différentielle abélienne est la diffé-
rentielle d’une fonction rationnelle de %, .

Soit U = -3—%:—‘; cette fonction, QQ et R étant des polyndmes de de-

grés g ct 7 respectivement.
Considérons T'intégrale

l . (IU (lt _ue
j dr l‘ )

Elle est nulle, d’aprés ce qui préccéde, le long du polygone Ry: par
’ ) o J O 0
suite, les résidus, dans ce polygone, de la fonction

a\) dR
\ R=t — O —
dU 1 at « dl
O(l)= - 7 = <
de ¥ ¥
6 —u R (; — u)

ont unc somme nulle, et I'on en conclut, comme plus haut, la relation

~ dU N
(12) Zdu = » I'gs

rg étant le résidu dc (')(1) par rapport a un infini de cetie fonction.
autre (u'un zéro dc ~ — u.

Pour déterminer lcs infinis de cette nature de 9(¢), on doit distin-
guer deux cas, sclon que g est inféricur ou supérieur a r.
Q(E’"c) O(x’)’“)
R, %)~ R(r,y,3
devient pas infinic pour les zéros de 5(2), et il en esl, par suite, de
méme de sa dérivée par rapport & (. En ce cas, les infinis correspon-
dant aux résidus rg sonl lesarguments des poinls communs aux courbes
[ =0, R=o. Sil'on a, au contraire, g > r, tout zéro de 3(/) est, cn

Sil'on a ¢ <7, il est clair que la fonction 379 e
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Q

général, uninfini d’ordre ¢ —r pour la fonction & et d’ordre g — 71

pour sa dérivée. Ces infinis sont & ajouter & ceux qui proviennent des
zéros de R(E, 'q)
1l est clair qu on discutera & la fois les deux cas en supposant £ ct v,
Q(z,,3)
( >.7 H "')
oti lon peut supposer que le numérateur ct le dénominateur sont deux

polynémes de méme degré, ¢, I'un ou I'autre pouvant étre divisible
par une puissance de . Les infinis de ©(¢) correspondant aux résidus
rg sont alors les zéros de V(z,y,s). Soit § un de ces zéros, supposé
simple : c'est un infini double de ©(¢). Pour calculer le résidu corres-

remplacés dans 3 p (&) par —,Z, on obtient ainsi une fonction 3

pondant, il suffit de remarquer que le résidu de d[tj

est nul, puisque U est une fonction monodrome de ¢. On trouve ainsi,
évidemment,
, d i )
=gl T
at [ (&) —u
¢ g

¢s ¢tant le résidu correspondant de U =

» relatif & ce zéro,

<O

- Or on a, ainsi qu'on l'a
déja trouvé plusieurs fois,

. Qfy
VBT VA — Vi

en désignant par X, Y, Z les coordonnées du point d’argument 8, com-
mun aux courbes f = o, V = o, et il vient enfin

o= QS 1 e(Fs A= Frfx) — F(ek i~ o),
B= AR— VA (_ _ u)’ v
: ¥

On peut écrire

So S o S~ S

o(Vyfy =Py f) = F(os fi— 9y f)=—| Fy Fy F =L Fe Fy F,

x P 9 ¢x v P2
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en tenant compte de la relation £(X, Y,Z) = o ct en désignant tou-
jours par m le degré des courbes F=o, 5 =o0.

On déduit de 14, en intégrant, par rapport a u, les deux membres
de (12), le résultat suivant.

Soicnt zg ct E g les sommes respectives des valeurs que prend la

® "y

fonction g (%, ), 5) aux points communs ala courbe /= o ct aux courbes

F—-~up=o0,F—-uy=o0;o0na

. N Q Q < ZQX\Y,7Z)J(X,Y,Z) o . A
() Ey = AV =R VAV ROV, )= as%, Y, BIFGY, 2= w5 (XY, 27

ol la somme, dans le sccond membre, s'é¢tend aux points X, Y, Z, com-
muns aux courhes f = o, V = o, supposcées n’avoir aucun contacl, ct ol
J désigne le déterminant jacobicn

’ ' ,
fx S
Fy Iy ),
’ ’

I Py ‘F’z

Cette formule montre, ce que nous savions déja par la théorie géné-
rale, en raison de la forme de O(?), que le second membre de (13)
s'annule dans le cas oti I'une des courbes, = o, du faisccau F — «3
touche la courbe f = o aux points o celle-ci est coupée par la courbe
V = o; cllc met de plus en évidence une particularité spéciale aux inté-
grales abéliennes dans le cas ot ces intégrales sont des fonctions ration-
nelles de , y, 5 : c’est que le second membre de (13) est nul quand la
jacobienne des courbes F =0, 9=o0 et f= o passc par les points com-
muns a cette derniére et & la courbe V = o, c'est-a~dire, puisque les
points communs a la jacobicnne ¢t & fsont les points de contact avee
cette dernicre courbe des courbes du faisceau F — u9 qui la touchent,
lorsque les courbes du faisceau qui passent respectivement par les
points d’intersection des courbes V = o, f = o touchent en ces points
cette derniére courbe.

On voit que ce résultat comprend, comme cas particulier, le cas rap-
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pelé plus haut, ou 'une des courbes du faisceau touche f en tous les
points communs aux courbes f=o0, V=o.

On peut étendre ce théoréme au cas o la courbe V = o touche en
certains points a la courbe f = o : nous allons démontrer, en effet, la
proposition suivante :

. . ) .
La somme desvaleurs que prend une fonctionrationnelle % (xyy,53)

homogéne ct de degré zéro, aux points communs & une courbe algd-
brique f = o, et ¢ chacune des courbes d’ un faisceau reste constante,
st les courbes du faisceau qui passent respectivement par les potnts

d’intersection des courbes f= o,V = o rendant la fonction % in-

Jinie, ont, en chacun de ces points avec la courbe f= o, un contact
d’un ordre au moins égal a la différence entre les ordres des con-
lacts de la courbe f= o avec les courbes V=10 et Q= o au point
consideéré ().

On suppose toujours qu’aucun des points fixes du faisceau ne coincide
avec un des points communs aux courbes f= o, V=o, et rendant in-

Q

finic la fonction v

Soit B 'argument d'un point ot les courbes V=0, Q = o ont res-
pectivement avec f=o des contacts d’ordre g — 1 ct v —1; soil
I¥ — u,3 = o 'équation d’une courbe du faisceau, ayant en ce point un
contact d’ordre p — v avece la courbe f= o.

Posons £ — B =~.

On a 4

1

- —Uu

Par hypothése, on a, aux environs du point ¢ = 8,
V{t)=ar* + b+,
Q)y=a=s"+ b+ +....

(1) Sila courbe Q = o ne passe pas par le point considéré, on devra, pour ap-
pliquer le théoréme, regarder I'ordre de son contact avec f=o en ce point comme
égal @ — 1, 11 faudra alors que la courbe du faisceau qui passe par ce point y ait
avec f= o un contact plus élevé que la courbe V=o.
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d’otr
) , .
‘%=_§I_+—' RPNy TR

<~V vt
on a également
F(t) —u,9(t) = =+ = mat" 2 4L

[ . 1 o
et le résidu correspondant de €(¢) sera le coefficient de - dans I'ex-
pression

d/ g h r ' 1
2= 4 = drre p +8—+...} X T T
Uy— 1L+ -
e (1)

Or, () n'est pas nul pour ¢ = f3, puisqu'unc seule courbe du fais-
ceau passc par le point B, ct qu'on a supposé¢ que cette courbe élait
F—u,9=o0.

Le deuxiéme facteur de I'expression précédente, ordonné suivant
les puissances croissantes de =, est done de la forme

Y aman ey L I
Ug— U

. T
n lerme en ———» le

p= el—V+2

résidu est nul. C. Q. F. D,

el comme le premier ne renferme ni terme en

16. On peut donner unc formule analogue pour exprimer le produit
des valeurs que prend la fonction—?—, aux points communs & la courbe
f=oectalacourbe F — up =o.

Soient Hg ce produit, et H% le produit analogue pour les

1y

courbes f=o0, F — u,¢ = 0. On part, pour 1'évaluer, de I'intégrale
J — _l_ gU dt .
=JUaF_

®
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cn posant toujours U = Q, on trouve de méme

V
(‘4) U du 2 T8y
rg désignant le résidu de'la: fonction
1dU 1 Vd[Q\ 1
Uat¥F_ —Qa\V)F_

- U - —u

) : : . , F
par rapport & un infini de cette fonction autre qu’un zéro de - — u,

¢'est-a-dirc par rapport 4 un zéro de Q(x, y, 5) oude V(x, y, 3).
S'il sagit d’un zéro de 'V, d’ordre de multiplicité @, on a évidemment

dQ  .dv
VZE T

o @t Q@ v o
g= —_— e = iy — .
V‘—&(t—1¢> E—-u)
dt ] 3 % 8
Si maintenant on intégre les deux membres de la relation (19) par
vapport 4 u, ona

zlog% =§vlog (% - )——gp.logc?; - u),

d'on
Q_ F(X,Y,Z) -~ uo(X,Y,Z F(X.Y,2)—ayo(X,Y,2)
(15) l‘I'V_HC\;)I;[[F:X YZ))~l:::((X Y z)| H[th Y.Z —::((). Y, /.)

Dans le second membre, le produit H cst étendu aux points X, Y, Z
¢
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communs aux courbes f'= o, Q = o ct le produit II aux points\, Y,

, v
7, communs aux courbes f=o0, V = o.

On en déduit, comme plus haut, les conséquences suivantes :

Le produitdesvaleurs que prend une fonction rationnelle % (@) 5

de degré séro aux points communs & une courbe f = o et @ chacune
des courbes d’un faisceau I’ — ug = o est constant, quand unc
des courbes du faisceau passe par les points d’intersection de la
courbe f=o avec les courbes Q = o, V= o, rendant la fonction

) , . . ST .
—\(‘vnulle ou infinie (). Ce produit est constant, en particulier, s
I’une des courbes du faisceau comprend la courbe OV = o, ’est-

a-dire si toutes les courbes du faisceaurencontrent aux mémes points
les courbes Q =0, V=o.

17. Le théoréme démontré au n® 43 est susceptible d'unce conscé-
quence intéressante, dont nous ferons uelques applications, et (ue,
pour celte raison, nous placerons a la suite de la théorie générale.

Supposons quc les points de la courbe /= o, ot la fonction ration-
nellc%(x, Y»3) de degré zéro devient infinic, soient tous des points
d'inflexion de f, et que la fonclion —\Q soil infinic du premicr ordre en
chacun de ces points.

Prenons pour faisceau sécant le faisceau des courbes qui coupent res-
peetivement f= o aux points de conlact des tangentes communes &
cette courbe ct & chacune des courbes d'un faisccau tangentiel donné.

Je dis que la somme des valeurs de la fonclion —\Q, aux points communs

Af=o0 et & chacunc des courbes du faisceau ponctuel considéré de-
meure constante.

11 suffit, pour ccla, de montrer que la courbe du faisceau ponctucl
(qui passe par un des points d’inflexion donnés sur la courbe f= o touche

(1) I suffit que la courbe du faisceau considérée passe par les points désignés,
quel que soit le nombre des intersections de la courbe f=o0 avec les courbes
Q = o, V=0, confondues en chacun de ces points,
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celte courbe en ce point, ce qui est évident, puisque la tangente d'in-
flexion correspondante doit &tre comptée deux fois parmi les tangentes
communcs & la courbe £ = o et a la courbe du faisceau tangentiel cui
touche cette droite. Donc :

Soit -(\g(w, Y 3) une jonction rationnelle quelconque, de degré

séro, ne devenant infinie, sur une courbe algébrique f(x,y,s) =o,
q’en des points d’inflexion de cette courbe, et étant infinie du pre-
mier ordre seulement en ces potnts (*).

La somme des valeurs que prend cette fonction aux points de con-
tact de la courbe f=o et des tangentes communes a cette courbe
el @ une auire courbe algébrique de classe donnée reste five quand
cetle derniére varie d’une maniére quelconque, mais sans toucher
cONSTAMMENT une des langentes menée a la courbe primitive en un
des points d’inflexion considérés.

(') Le sens de cetle expression est le suivant : Si V=0 a un contact d’ordre
@ —1 avec f=o0 au point considéré, il faut que Q = o ait avec cette derniére
conrbe, au méme point, un contact d'ordre p — 2.

- —— O ci—

Journ. de Math. (4° série), tome IIl. — Kasc. ILI, 1887 [Ib
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DEUXIEME PARTIE.

En appliquant & des différentielles algébriques ou a des fonctions
rationnelles des coordonnées ayant, par rapport a la courbe /= o,
une signification géométrique, les formules et les théorémes démon-
trés dans la premiére Partie de ce travail, on obtient des propositions
géométriques nombreuses, dont quelques-uncs méritent d’étre mises
en évidence.

Nous les classcrons en propositions relatives aux aires, aux direc-
tions et aux longueurs. Celles qui concernent spécialement les ares de
courbe, dans le cas oti ces arcs s’expriment par une intégrale abélienne,
feront P'objet de la troisieme Partie de notre travail.

PROPOSITIONS RELATIVES AUX AIRES.

18. L’airc élémentaire comprise entre les deux points &, 3 & + dZ.
7, -+ dn de la courbe f==0 ct les rayons vecteurs qui joignent ces
points 4 l'origine des coordonnées a pour expression

da=—ndf+Edn=5|—y(3de —rds)+x(sdyv — yds):

orona
xf,+ yfi+ sfi=nf=o,
du f,+dy f,+d3f,=o:
on en conclut

da = _«[,=§.-,(:d.r— rds).
< Jry

2

La fonction O(7) cst ici
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Elle ne devientinfinic que pour les valeurs de ¢ qui annulent 3%; si o
est de la forme 3%g, ct si I' ne s'annule pour aucunc de ces valeurs,
B(¢) reste fini pour les mémes valeurs, ct les résidus rg correspondants
sont nuls. Donc :

Soit une courbe algébrigue quelconque f; menons les rayons vec-
teurs qui joignenl un point arbitraire du plan aux points communs
a fel a une courbe algébrique quelconque F w’ayant avec la pre-
miére aucune direction asymptotique commune : la somme des aires
décrites par ces rayons vecteurs est nulle si la courbe ¥ se déplace
en restant asymplote a elle-méme (').

19. On peut donner sur les aires un théoréme beaucoup plus géne-
ral, ct qui fournit unc interprétation curicuse d’une des propositions
algébriques exposées plus haut (14).

Proposons-nous de chercher l'aire ¢lémentaire comprisc entre les
courbes f=o0, ¥ —us =0, f+ ey =0, V- (u+ du)y =o, au
voisinage du point §, %, commun aux courbes I — ug =0, f==0.

Dans ces ¢qualions, € désigne une quantité infinimenl petite, indé-~
pendante de w.

Soicnt & + %, 1 + dn les coordonnées du point voisin de &, v situé
sur les courbes /=0, F — (u + du)o = o, § -+ ¢&, v, + 8, celles du
point voisin situ¢ sur les courbes ' — u 9 = o, f+ ¢} = 0. On a, pour
Paire cherchée, & un facteur constant pros,

da = df 3v, — dn 8%;
or ’

E - ug]+ 8K, —ug]  =o,
& fi +on  fi  +e¢=o.
On en conclut

da = SH(Fe—~ wat)dl +(Fy— upy)dn |
SelFy— gl ] — fo[Fy — wot]

(') Plus généralement cette somme reste nulle si I'on prend successivement
pour F toutesles courbes d'un faisceau comprenant une courbe qui admet pour
asymptotes toutes les asymptotes de f.
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ct, en tenant compte de la relation

o =dif; + dyf,,

vdi
da = ¢ I3,
Sy
Supposons que ¥ soit de degré n — ¢, 1 désignant toujours le degre
de f= o; on aura, en revenant aux coordonnées homogénes,

il vient

| (lazs;;%;(:(l.c~;cd:)
(l

N (s -3
B()=¢ T
:“"'1[,. Li —u

=

On n'a & s'occuper, pour le calcul des résidus 74, que des zéros
de 57795 ces zéros ne sont pas des infinis de ©(¢), sil'on a
? P ;:l—«[? .
ct les quantités rig sont nulles. On en conclut, en donnant successive-
ment i ¢ les valeurs 1 ¢l 3, les propositions suivantes :

La somme des aires comprises entre deur courbes asymplotes et
deunc courbes asymptotiques (') quelconques est nulle.

La somme des aires comprises entre deur courbes quelcongues,
de méme degré, et deur courbes osculatrices entre elles en tous
leurs points & Uinfini est nulle.

On doit admelttre Loutefois que les deux groupes de courbes nont
aucune direction asymptotique commune.

20. Plus généralement, ainsi que cela résulte du théoréme du

ne 412 :

La somme des aires comprises entre deur courbes asymplotes ot

(') Nous disons que deux courbes sont asymptotes, si elles ont mémes asym-
ploles; asymptotiques, si elles out mémes directions asymptotiques.
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deur courbes quelconques de méme degré est nulle st, parmi les
courbes du faisceau déterminé par ces derniéres, il en est une quu
admette pour directions asymplotiques toutes les directions asym-
plotiques des deux premiéres.

La somme des aires comprises entre dewr courbes asymptotiques
et dewr: courbes quelconques de méme degré est nulle, si, parmi les
courbes du faisceau déterminé par ces derniéres, il en est une que
admette pour asymplotes toutes les asymptotes de Uune des pre-
nueres.,

Lasomme des aires comprises entre deux courbes de méme degré
el deux courbes quelconques, également de méme degrd, est nulle,
sty parmi les courbes du faisceau déterminé par ces derniéres, il
en est une qui oscule Vune des premiéres en tous ses points al'in-

fint.
En particulier:

La somme des aires illimitées comprises entre deux courbes oscu-
latrices entre elles en tous leurs points a Uinfini est nulle.

PROPOSITIONS RELATIVES AUX DIRECTIONS.
21. Soit § 'angle que fait avee O% la droite qui joint I'origine & un
point £, n du plan; on a
N
tangl =z
<
el
Ay = S —nde,
sﬂ + -qz
Si Ie point £, v appartient & la courbe f(&, 1) = o, il vient

A0 = — SE+rnfa g

IR () R

ou, cn coordonnécs homogénes,

= fi_ (eds — sdx
(lo = }’=) (J/ d» ~ dfl/ )-

i@ r
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I angle 0 est donc donné par une intégrale abélienne, ct les théo-
rémes de la premiére Partic permettent de calculer la somme des
angles que font avec O les rayons vecteurs des points communs i la
courbe /= o et & une courbe algébrique quelconque I' — 29 = o0, ou
plutdt la variation qu’éprouve cette somme quand on passe de la courbe
sécante I' — uy5 = o0 i la courbe F — w3 = o.

Pour simplifier le langage, nous adoplerons une définition due a
Laguerre.

Sotent dans un plan deux systémes de n droites A et B; prenons
arbitrairement un axe fixe II, dans ce plan : sila somme des angles
que font avec I'axe fixe les droites du systéme A est égale, 4 un mul-
tiple de © pres, 4 la sornme des angles que font avec ce méme axe les
droites du systéme B, on dira que les deux systémes A et B ont méme
orientation. lls jouiront ¢videmment de la méme propriété relative-
ment a lout axe situé dans le plan ().

22. De la forme de la différenticlle d ct des théorémes généraux
de la premiére Partic résultent par suite les propositions suivantes :

Les dewr systémes, formés par les droites qui joignent respecti-
cement un point fixe aur points ol deur courbes algébriques de
‘méme degré sont traversées par unce cowrbe algébrique, ont méme
orientation, si, parmi les courbes du faisceau détermind par les
dewr: premiéres, ilen est une qui passe par tous les points ot la der-
niére rencontre le cercle de rayon nul ayant le point fixe pour
cenlre,

‘n particulier :

Les deux systémes ont méme orientation, quelle que soit la der-
niére courbe, si les deur premiéres rencontrent le cercle de rayon
nul aur mémes points.

(') Lagueree, Sur la détermination du rayon de courbure des lignes
planes (Bulletin de la Société philomathigue, p. 15; 1867).
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23. Comme application dc ces propositions générales, on peut
énoncer, par exemple, les théorémes suivants :

Lorientation du systéme des droites qui joignent un point fixe
aux points d’intersection d’une courbe algébrique quelconque et
d’un cercle ayant ce point pour centre est indépendante du rayon
du cercle.

L’orientation du systéme des droites qui joignent un point fixe «
aux points d’intersection d’une courbe algdébrique et d’un cercle
quelconques est la méme que celle du systéme formé : 1° par les
droites qui vont de a aux points d’intersection de la courbe et de
Uaxe radical du cercle et du point a; 2° par les directions asympto-
tiques de la courbe.

Ce théoréme prend en particulier une forme trés simple si Fon sup-
pose que le point @ cst situé sur le cercle; 'axe radical du cercle et du
point devient alors la tangente au cercle en a.

St Uon coupe par une courbe algébrique un faisceau de coniques
ayant une directrice et un foyer communs, les systémes formés par
les droites qui joignent le foyer aux points d’intersection de lu
courbe et de chacune des coniques ont méme orientation : celle
orientation est celle du systéme formé par les droites qui joignent
le foyer aux points d’intersection de la courbe et de la directrice ot
par les droites opposdes.

Ce théoréme est une généralisation d'une proposition connuc sur les
coniqucs, ct qu'on relrouve cn supposant que la courbe sécante soit
une droite.

24. On peut obtenir des propositions analogues, et plus élégantes,
en considérant, au lieu des coordonnées ordinaires, des coordonnées
tangentielles.

Soit f(U, V)= o, ou, cn coordonnées homogénes, f(u,0,w)= o
I'équation tangentielle d'unc courbe, 'angle que fait avee Of la tan-
gente U + Vy + 1 = o est défini par la relation

U
tangl =~ 3»



358 G. HUMBERT.
d’oti
d)— YAU—UaV _ VA +Ufy du
=TTy vi T R v 7

ct, en coordonnées homogénes,

d) = (74{‘_)/ (wdu — udw).

On conclut de cette cxpression que 'orientation des tangentes com-
munes & la courbe f = o ct a deux courbes algébriques est la méme si,
parmi les courbes du faisceau tangentiel déterminé par ces derniéres,
il en est unc qui touche les droites menées tangentiellement a la
courbe f= o par les points u + ¢f =0, ©— ¢i = 0, cest-d-dire par
les points cycliques du plan. En d’autres termes :

Les deux systémes de tangentes respectivement communes ¢ deux
courbes algébriques de méme classe et a une courbe algcébrique
quelcongue ont méme orieniation, st, parmi les courbes du faisceau
tangentiel déterminé par les deux premiéres, il cn est une qui ad-
melie pour foyers tous les foyers de la derniére.

‘n particulier :

Les deux systémes de tangentes respectivement communes a deur
courbes homofocales et a une courbe algébrique quelconque ont
méme orientation (*). (LactEnne.)

25. Ces propositions donnent licu & de nombreuses conséquences;
de la derni¢re on déduit en particulier les théorémes suivants::

Si d’un point M situé dans le plan d’une courbe de classe n on
mene les n tangentes a la courbe, et st Uon joint le point M au.c n
foyers réels de la courbe, les deu.r systémes de droites ainsi oblenus
ont méme orieniation (*).

(1) Ce dernier théoréme a é1é donné sans démonstration sous une autre forme
par Laguerre (Société philomathique, p. 140; 1870).

(*) Ce théoréme a été donné par Laguerre sans démonstration dans les Comples
rendus (janvier 1863),
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Soient deux courbes de classes m et n, A et B : le systéme des mn
langentes communes a méme orientation que le systéme des mn
droites qui joignent tes m foyers récls de A aux n foyers réels

de B (").

La premiére des propositions du n°® 24 fournit également des con-
séquences intéressantes :

Soit un faisceau tangenticl de courbes algébrigues de classe n;
par un foyer fde Uune d’entre elles, menons les n tangentes a Uune
quelconque des aulres : tous les systémes ainsi oblenus a partir du
point f ont méme orientation.

On en conclut que :

Si lon joint le point f aur n foyers réels d’une quelconque des
courbes du faisceauw tangentiel considéré et aurx n foyers réels
d’unc autre de ces courbes, également quelcongue, les deur sys-
témes ont méme orientation. '

<n d'autres termes ;

Le liew des foyers des courbes d’un faisceau tangenticl, déter-
miné par deur courbes A et B de classe n, est une courbe telle que,
si ’on joint un de ses points aux n foyers réels de A et aux n foyers
réels de B, les deux systémes atusi obtenus aient méme orientation.
Ce licu ne dépend donc pas de tous les paramétres qui définissent
les courbes A et B; il ne dépend que de la position des foyers de ces
rourbes.

26. En appliquant ces résultats aux coniques, on obtient les propo-
sitions suivantes, dont quelques-unes sont aisées & démontrer directe-
ment.

Soient deux coniques A et B, ayant respectivement pour foyers

(') Ce théoréme a été donné par Laguerre sans démonstration dans le Bul-
letin de la Société philomathique, p. 140; 1870.

Journ. de Math. (4* série), tome IIl. — Fasc, IlI, 1889, 47
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réels les points a, et ayy b, et b,; soit C une conigue quelcongque
inscrile dansle quadrilatére circonscrit a A etB: lesdeux faisceaux
de droites qui joignent un foyer de C aur points a, et a,, b, et b,
ont mémes bissectrices.

Le licu des foyersdes coniques inscrites dans le quadrilaiére cir-
conscrit a deux coniques reste le méme si ces deux conigues varient,
leurs foyers respectifs demeurant fices : la proposition précédente
définit ce licu.

Soient deux systémes de coniques respecticement homofocales :
les points d’intersection des tangentes communes & une courbe
quelconque du premier systéme, ¢t a une courbe quelconque du
second, restent sur une courbe qui coincide avec le lieu précédent.

Car ce licu est celui des points tels que les droites me, et ma, aient
les mémes bissectrices que les droites mb, ct mb, : on forme sans dif-
ficulté son équation, en s’appuyant sur cctte propriété, ct I'on trouve
unc courbe du troisi¢me degré.

PROPOSITIONS RELATIVES AUX LONGUELURS,

27. Nous commencerons par des théorémes relatifs aux centres des
moyennes distances d’un systéme de points, ct dont quelques-uns ont
¢té donnés par Liouville.

Soit £ (&, n) = o une courbe algébrique de degré n; appliquons les
théor¢mes généraux de la premiére Partic & I'intégrale

E=fﬁ.

On a, en coordonnées homogenes,

df = 420z,
La fonction 6 (¢) est ici

8(t) = ST,

(-

[}
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On en conclut que la somme des abscisses des points communs & la
courbe = o etaT'une quelconque des courbes du faisceau F — ug = o
est constante, si, parmi ces courbes, il en est une qui admette pour

asymptotes les asymptotes de f; ct, en particulicr, si toutes les courbes
du faisceau sont asymptotes entre elles.

Les mémes théorémes s’appliquent 4 la somme des ordonnées.

Si les courbes du faisceau F — u9 ont mémes directions asympto-
tiques, c'est-d-dire si g = 59,, on a

sz’ — s’
S| ——Uus
.
Les infinis de 6(?), correspondant aux zéros de 5 sont alors simples,
et I'on a, pour le résidu relatif 4 T'un de ces zéros, B,

adl

"p — :——_

=)
PR P1/p
uantité¢ indépendante de .

Par conséquent on aura

dt
zl_l = — 2’ g= A 3
A est une constante, ct

ZE=Au—I~B.

On aurait de méme
2 n=Au~+D.

28. Dc tout ce qui précede, on déduit les propositions suivantes :

Le centre des moyennes distances des points communs a deux
courbes algébrigues quelconques reste fixe si U'une de ces courbes
varie en restant asymplote a elle-méme ('). (LiouviLLE.)

Le centre des moyennes distances des points communs ¢ une
courbe algébrique quelconque et aux courbes d’un faisceau reste

————

() Journal de Mathématiques pures et appliquées, p. 3715 1841.
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Jixce, si, parmi les courbes de ce faisceau, il en est une qui admette
pour asymploles loules les asymptotes de la premiére courbe.
(Exemple : la courbe fixe cst une droite, asymptote a4 I'unc des
courhes du faisceau.) :

Le centre des moyennes distances des potnts, communs @ unc
courbe algébrique quelcongue et a chacune des courbes d’un fais-
ceau, déerit une droite, si les courbes du faisceau ont mémes direc-
tions asymplotiques, ou si 'une d’elles admet pour directions asym-
plotiques toules les directions asymptotiques de la premicre courbe.

xenpLe. — Le centre des moyennes distances des pieds des nor-
males abaissées d’un point sur une courbe algébrique ne passant
pas par les points cycliques du plan décrit une droite, quand le
point considéré se meut lui-méme sur une droite.

Dans tous ces ¢énonceds, on suppose que la courbe considérée ct le
faisccau des courbes sécantes n'ont aucunc direction asymptotique
communc; il est d'ailleurs inutile d’introduirc explicitement cette
restriction, puisque, si 'on s¢ trouve placé dans le cas singulier dont
il s"agit, un des points de rencontre de la courbe fixe et des courbes
du faisceau cst toujours & linfini, et qu'il n’y a dés lors plus licu de
considérer le centre des moyennes distances de ces points.

29. Nous n'avons appliqué jusqu’ici 4 I'intégrale f d% que les pro-
positions générales sur les intégrales abéliennes; nous pouvons aller
plus loin, puisque cette intégrale est une fonction rationnelle de &, v;

ct la proposition du n® 15 nous donnera la conséquence suivante, plus
générale que celles qui précédent.

Le centre des moyennes distances des points communs d une
courbe algébrique quelconque et aux courbes d’un faisceau rest:
fixe, si chaque asymptole de la courbe est asymptote @ Uune des
courbes du faisceau.

On peut déduire de la des théorémes intéressants, en faisant varier
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le degré et la nature du faisceau sécant, tout en satisfaisant toujours &
la condition indiquée; ainsi:

- Le centre des moyennes distances des points de conlaci des tan-
gentes mendes @ une courbe algébrique parallélement a une méme
direction reste fice quand cette direction varie. (CuasLes.)

30. Si toutes les asymptotes d'une courbe sont d’inflexion (la courbe
n°étant pas tangente & la droite de I'infini ), la fonction § ou Z ne devient

infinic qu'en des points d'inflexion de cette courbe ct, par suite,
d'apres (17).

Le centre des moyennes distances des points de contact des tan-
gentes mendes par un point quelconque du plan a une courbe algdé-
brique ayant toules ses asymptoles d’inflexion est un point fice.

Ce point est également le centre des moyennes distances des
points de conlact avec la courbe considérée des tangentes commaunes
¢ celle courbe et & une courbe algébrique quelcongue.

En transformant ces propositions par la méthode de réciprocité, on
arrive aux résultats suivants :

Soit une courbe telle que toules les tangenies qu’on peut lui
mener par un point soicnt des tangentes de rebroussement : la po-
laire de ce point par rapport aux tangentes mendes a la courbe en
ses points de rencontre avec une droite quelconque est une droite
Jixe.

Cetle droite est également la polaire du point considéré par
rapport aux langenles mendées a la courbe en ses points de rencontre
avec une courbe algébrique quelconque.

Ces propositions s'appliquent, par exemple, & I'hypocycloide & trois
rebroussements, aux développées de coniques, ctc.

31. Si, au licu de l'intégrale f d%, on considére f %’ on est amené
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& la recherche du produit des abscisses qui correspondent aux points
d’intersection des courbes f=o0, F — up = o.

On a
dat 'z — a3
f-i— f__z—:“—' di,

et U'on peut par suite ¢noncer le théoréme suivant :

Le produit des distances a une droite five D des points communs
@ une courbe algébrique f, et a chacune des courbes d’un faisceau,
est constant, st, parmi les courbes du faisceau, il en est une qui ad-
mette pour directions asymptotiques toutes les directions asympto-
liques de f, et qui passe par les points ott cette dernicre courbe ren-
contre la droite D.

En particulier :

(Cc produit est constant si toutes les courbes du faisceau ont mémes
directions asymplotiques et coupent aux mémes points la droite D.

Exemple. — Si I'on coupe une courbe algébrique par une série de
cercles ayant deux points communs, A ct B, le produit des distances a
la droitc AB des points d'intersection de la courbe et d'un des cercles
esl constant.

32. En partant de l'intégrale

1 ds x's5—xs'
r=—[F=-"0"a,

on arrive & des résultats semblables & ceux des n** 28, 29 ct 30. Ainsi,
par cxecmple :

La somme des inverses des distances @ une droite D des points
communs & une courbe algébrique et a chacune des courbes d’un
Jaisceau reste constante si I’une des courbes du faisceau passe par
les points d’intersection de la courbe primitive asec la droite D et
) @ les mémes tangentes que cetle courbe.

Si tous les points oit une droite D rencontre une courbe algébrique
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sont des points d’inflexion, la somme des inverses des distances d
cetle droite des points de contact de la courbe avec les tangentes
issues d’un potnt quelconque est constante.

Ce théoréme s’applique, par exemple, aux courbes du troisiéme
ordre.

33. L’emploi des coordonnées tangenticlles conduit également, sur
les longueurs, & des propriétés intéressantes, dans I'énoncé desquelles
figurent des systémes de courbes homofocales, comme dans le cas des
propositions sur les directions.

La distance de I'origine & la droite U% + V + 1= o est donnée

par la formule
1

3 = o=
VEST
d’ou

R R

et, en coordonnées homogénes, en supposant qu'on ait pour équation
de la courhe

Jf(u,0,w) =0,
il vient

& u,—' " l:
- %0 =]‘:——lz{“,-_*_~%£)7; (wdu — udw).

Il résulte de cette expression que le produit des distances de l'ori-
gine aux tangentcs communes aux courbes

[=o, F—Au*+o*)wg=o0

reste constant quand on fait varier le paramétre A, ct I'on exprimerait
sans difficulté cctte proposition sous unc forme purcment géomé-
trique, d’ailleurs un peu compliquée.

Nous nous bornerons 4 cxaminer quelques cas particuliers.

34. Supposons d’abord que la courbe /= o soit une conique, ayant
l'origine pour foyer. On aura

S(uy 0, w) =1+ 0* -+ w(au + bo + cw),
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d’oli
ds bu — av

— 'a- =m (“)du - ”(1“)).

Lic dénominateur ne contient plus le facteur «; on peut donc énoncer
les théorémes suivants :

Le produit des distances du foyer d’une conique aux tangentes,
rommunes a cette conique et & chacune des courbes d’un faisceau
tangentiel, est constant, si, parmi les courbes du faisceau, il en est
une qui admette pour foyers les foyers de la conique.

Le produit des distances du foyer d’une conique aux tangentes
comununes & cette conique et a chacune des courbes d’un systéme
Lomaojocal, quelconque d’ailleurs, est constant.

I'n d’autres termes :

Le produit des distances du foyer d’une conique aur an tan-
genltes communes @ celle conique el & une courbe algébrique de
classe n est égal au produit des distances du méme point aur 2n
langentes qu’on peut mener a la conique par les n foyers réels de lu
courbe.

33. Supposons, en second lieu, la courbe f= o étant quelconque,
que 'on considére les langentes communes & cette courbe et & des co-
niques homofocales, ayant I'origine pour foyer. L’équation générale
de ces coniques sera

w(au + bo + cw) — ANu* + ¢*)= o,

% ¢lant un paramétre variable, ct la fonction 8(¢) correspondante
sera

uf,—ef, ' — un!
E.)(,)___ ‘fv - fu’ .
T Lo (W vty wian 4 by +cw) )
w4 o1 )

Les zéros du dénominateur qui sont des infinis de ©(7) sont ceux
de w; le résidu correspondant a I'un d’eux § est

- ufy—vfy  ww'l
= Lo (@+ %) X |p
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Or on a, pour ¢ = 8, puisque w est nul,

u u+ V.fv =0,
ce qui donne cnfin

1
I‘p—": 'x,

d’ou, en vertu de la formule fondamentale,

—-ZJ.%@ =— nlog},

n étant le nombre des zéros B, c'est-d-dire la classe de la courbe
S =o. Elfcctuant I'intégrale dans le premier membre, on trouve, en
appelant g,, 8,, ... les distances de I'origine aux tangentes communes
a f=octalacourbe w(au + bo + cw) — A(w?* +0*) =0

8.32. —— A\A.",

A ¢tant une constante indépendante de A. Or, si 'on désigne par B le
demi petit axc de la conique w(au + by + cw) — A(u*+ ¢*) = o,
on a

A = B?c;

don celte proposition :

Soient une courbe algébrique C, de classe n, et une série de co-
nigques homnofocales, ayant pour foyers les points fet f': le produit
des distances du point f (ou f') aux 2n tangentes communes ¢ C et
& Uune des coniques est proportionnel a la puissance 2n du petit
axe de cetie conique.

36. Les coordonnées du pied de la normale menée de l'origine & la
droite UL + V7 + 1 =0 sont

Ona
dU(U*— V)4 aUVdV
(Uz + VI )i
Journ. de Math. (}* série), tome I1I, — Fasc. ILI, 1887, 188
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ct, en coordonnées homogénes,

& = (”’;J‘('gl:.‘fi-::)lgmf'; (wdu — udw).

La fonction O (1) est ici

(=) o — auvfy wi' — uw'
e(t)— fo (@ + o)t E-) *

1

En raisonnant comme au n° 27, on voit que :

Le centre des moyennes distances des pieds des perpendiculaires
abaissées d’un point fixe sur les tangentes communes ¢ une courbe
algébrique et a chacune des courbes d’un faisceau tangentiel homo-
Socal, décrit une droite.

Le centre des moyennes distances des pieds des perpendiculaires
abaissées d’un point fixe sur les tangentes communes & une courbe
algébrigue et a chacune des courbes d’un faisceau tangentiel de-
crit une droite quand, parmi les courbes du faisceau, il en est une
qui admet pour foyers tous les foyers de la premicre courbe.

97. De méme, sil'on observe que les courbes dont 'équation tan-
genticlle est de la forme F — A(w? + ¢*)*5 = o ont & la fois mémes
foyers el mémes points de contact avee les droites isolropes issues de
ces foyers, c'esl~a-dire mémes foyers et mémes directrices, en appe-
lant directrice correspondant & un foyer la droite ui joint les points
de contaet de la courbe avec les deux droiles isotropes passant par ce
fover, on peut énoncer les propositions suivantes :

Le centre des moyennes distances des pieds des perpendiculaires
abaissées d’un point quelconque sur les tangeates communes @ deux
courbes algébriques reste fixe quand Uune de ces courbes varie en
conservant ses foyers el les directrices correspondanies.

Le centre des moyennes distances des pieds des perpendiculaires
abaissées d’un point quelconque sur les tangentes communes @ une
courbe algéhrique et a chacune des courbes d’un faisceau tangentiel
reste fixe, si, parmi les courbes du faisceau, il en est une qui admette
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pour foyers et pour direclrices correspondantes les foyers et les
directrices de la premiére.

38. Soit toujours posé
1

a: ——)
\/U’_*_ vl

on &

$ds = WY gy wdew).

AR
Il résulte de cette expression que :

La somme des carrés des distances d’un point quelconque aux
langentes, communes a deux courbes algébriques, reste constante,
quand l'une de ces courbes varie en conservant ses foyers et les di-
rectrices correspondantes.

La somme des carrés des distances d’un point quelcongue aux
langentes communes a une courbe algébrique et a chacune des
courbes d’un Jaisceauw tangentiel reste constante, si, parmi les
courbes du faisceau, il en est une qui admeltte pour foyers et pour
directrices correspondantes les foyers et les directrices de la pre-
miére.

aY. Nous terminerons ce Chapitre par la remarque suivante, qui
montre combien la méthode générale se plie aisément aux applications.

Considérons la courbe

U(eU + bV ) — MUt + V)= 0.

. . . b

C’est I'enveloppe d'une droite de longucur égale a = dont les denx
extrémités s'appuient respectivement sur les droites

1= o, ar,— b =o.
n coordonnées homogenes, on a pour son équation

wr(an + be)? — A+ vHwt=o.



370 G. HUMBERT.

On déduirait aisément de la, par la méthode générale, les théorémes
suivants, dont uelques-uns ont ét¢ déja démontrés plus haut, sous
forme plus générale.

Soient C une courbe quelconque de classe n; D, et D, deur
droites quelconques, se coupant en un point O.

Les tangentes a C se partagent eun systémes de 4n droites, telles
que lessegments interceptés par lesdroites D, et D, sur les tangentes
d’un méme systéme soient égaux enire eur :

1° Tous ces systémes ont mémne orientation.

2® Le produit des distances du point O awr tangentes d’un méme
sy'steme est constant.

3o La somme des distances du point O aur tangentes d’un inéme
systéme esl conslante.

1° Le centre des moyennes distances des pieds des perpendicu-
laires abaissées de O sur les tangentes d’un méme systéme déerit
une droile.

5° Le centre des moyennes distances des points oit les tangentes
d’un méme systéme rencontreid la droite ), (ou D, ) est fice.

6° La polaire du point O par rapport awr tangentes d’un méme
systéme est une droite fice.

On comprend que les applications de cette nature peuvent étre mul-
tiplices indéfiniment; comme elles ne présentent aucune difficulté
spéciale, nous ne les poursuivrons pas ici, nous réservant d'exposer el
de développer, dans un autre travail, les résultats principaux auxquels
nous sommes parvenu par cette méthode.
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TROISIEME PARTIE.

DES COURBES DE DIRECTION.

DEFINITIONS ET PROPRIETES GENERALES.

40. Laguerre a le premier introduit dans la Géométrie la notion
des courbes de direction, c'vst-d-dire des courbes (ui peuvent étre re-
gardécs comme 'enveloppe de droites ayant un sens détermind.

Au point de vue analylique, ces courbes sont telles que la distance
d'un point (uelconque du plan & une tangente soit fonction rationnelle
des coordonnées du point de contact.

D’aprés cette définition, I'équation générale des courbes de direc-
lion sera, en coordonnées tangenticlles,

(U*+VHF*(L,V)=42(0, V),

¥ et 3 ¢tant deux polynémes entiers en U et V. En coordonnées car-
tésiennes rectangulaires, la courbe f(%,%)= o scra de direction si
lexpression f;*+ f,* est le carré d'une fonction rationnelle de &, v
pour toutes les valeurs des variables satisfaisant & 1'¢quation £(%,4)=o.

Il résulte de 1a que L’are d’une courbe de direction s'ecprime par
une intégrale abélienne appartenant a la courbe; nous pourrons
done appliquer & ces arcs les théorémes établis pour les intégrales abé-
liennes, ¢t ces applications constitueront I'objet de la troisiéme Partie
du présent travail. Toutefois, avant d’aborder cette étude, nous exa-
minerons de plus preés la forme de la différenticlle de I'arc d’une courbe
de direction, et nous indiquerons quelques propri¢tés qui se déduisent
immédiatement de I’expression obtenue.

41. D’aprés ce qui précede, si la courbe f(ic,y, 3) = o est de di-
Journ. de Math. (4* série), Tome I(L. — Fasc. IV, 1885, 4y
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rection, on a identiquement
(1) N (S22 ) =M+ DS,

M, N et P étant des polynomes entiers en x, y, 3.
Cette identité peut se mettre sous la forme plus simple

S fr= S,

b et 4 étant des polynomes entiers.

Pour le démontrer, nous rappellerons un théoréme que nous avons
démontré, dans un travail antérieur, sur UAdpplication de la théorie
des fonctions fuchsiennes a I’étude des courbes algébriques ().

Supposons les coordonnées des points de la courbe /= o mises sous
la forme

x=0,(t), »y =8,(0), s =8,(0),

ot 0,,0,, 0, sont des fonclions thétafuchsiennes holomorphes de ¢, de
degré w et de genre p, ayant k zéros communs dans le polygone
géncrateur; le degré » de la courbe f= o sera é¢gal & 2u(p —1) — &
(n°3).

Cela posé, soit 0(¢) une fonction thétafuchsicune holomorphe, de
degre wg, admettant comme zéro multiple d*ordre ¢ chacun des A zévos
communs a x, y, 5 : clle sera fonction rationnelle de 0,, 0., 0,35 pour
(que cetle fonction rationnelle soit une fonction enticre, il faut et il suflit
(et c'est en cela que consiste le théoréme démontré dans le travail pre-
cilé) (qu’on ait, en désignant par ¢, ¢ les arguments (ui correspondent
4 I'un quelconque des points doubles de la courbe /= o,

0(e):09(e)=0(e): 01(e).

Remplacons maintenant, dans I’ ldmtlto( Dy &, )y, sparh (), 0,(0),
0,(); il vient, puisque f= o,

(f2+fif= 5

(') Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1886.
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Cette équation montre que la fonction de ¢, (f* + /y'”)%, qui n'a évi-
demment pas d'infinis dans le polygone générateur, est une fonction
thétafuchsienne holomorphe de degré w(n — 1); clle admet, d’ailleurs,
comme zéros multiples d’ordre n — 1 chacun des zéros communs & 6,
0,. 0,5 désignons-la par 0(¢). '

On a évidemment

0(e) 017 (&) = 0(e): 147 (),

puisque, /. ct /) s'annulant au point double (¢, '), 0(c) et 0(<") sont
nuls. Par suite, 0(¢) est une fonction entitre, de degrén — 1, de 0,
0,, 0,.

Soit (0, 9,,0,) cette fonction.

On a, tout le long de la courbe f = o,

S2+ 1= (2, y, 5),
e, par suite, il vient identiquement, quels que soient z, y, 3,
(2) S+ =Y+ 0/

Y} el élant respectivement des polyndmes de degrés n — 1 et n — 2.
De la résultent, pour I'arc de la courbe f = o, les expressions

(3) ds::—td&:i,sd‘t—?‘rd;-

‘ Ja Sy st

De Tidentité (2) on déduit sans difficulté que la courbe § = o est
une courbe adjointe de la courbe f = o, ct que, si cetic derniére a un
contact d’ordre 4 en un point avee la droite de Dinfini 5= o, la
courbe ¢ =0 a en ce point, avec la méme droite, un contact d’ordre
h—r1. _

Cette identité met également en évidence la propriété géométrique
suivante des courbes de direction :

Les tangentes qu’on peut mener a une courbe de direction par les
points cycliques de son plan, et dont les points de contact sont a dis-
tance finie, sont des tangentes d’inflexion.
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IY'n d’autres termes :

Les foyers, non singuliers et a distance finie, d’une courbe de di-
rection, sont les cenires de cereles de rayon nul biosculateurs a la
courbe.

42. TL'expression

({S = i’ (IE

S

montre que, si I'on s’est donné la fonction ¢, qui n'est déterminée
qu'au signe prés, 1'élément d'are compris entre les points £, v et
¥ + d%, v+ dn a un signe ct, par suite, un sens déterminé. Ce sens
détinit ¢galement celui de la semi-droite qui touche la courbe au
point &, 7. Si I'on change le signe de , le sens change pour toute la
courbe.

11 existe toutefois des courbes de direction pour lesquelles la fonc-
tion ¢ a plusicurs valeurs différentes; ces courbes sont niécessairement
décomposables en courbes de degré moindre.

Si l'on a, en effet,

VAR AR VA R

=)W+ =r— 1
et, comme ¢ ct , sont de degré # — 1, tandis que £ est de degré n, il
faut que la courbe /= o sc décompose en courbes de degré moindre,

«qui seront ¢videmment des courbes de direction.
Noit alors /= Fg, avec les relations

on en conclut

"4 ¥ =G+ DF,

o0+ o= 1"+ Ao,
on a

\ LE+ =G+ DE) + P+ Yg) + 2F ¢ (Fop. + I%0)
= (oG — FI')*+ Al'g

(4)
' = (30 —+ F]“)’—{- Bl’ y
1 ?
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A ct B étant des polyndmes entiers. On voit ainsi que ¢ a les quatre
valeurs &= (4G — FI') et == (9G + FI'), qui correspondent évidem-
ment aux quatrc combinaisons que 'on peut faire en associant la
courbe F = o ou cette courbe parcourue en sens inverse avec la courbe
¢ = o ou avec cette courbe parcourue en sens inverse.

43. Les courbes de direction jouent, dans la théorie des surfaces
algébriques, un réle important, qui n'a peut-étre pas été remarqué, ct
(que le théoréme suivant met en évidence :

Toute ligne de courbure plane, non singuliére, d’une surface
algébrique est une courbe de direction, dans le cas oit angle con-
stant sous lequel son plan coupe la surface r’est ni nul ni droit.

Ou cncore :

Tout plan quicoupe une surface algébrique, le long &'une courbe
non singuliére, sous un angle constant, qui w’est ni nul, ni droit,
lu coupe suivant une courbe de direction.

Soit, en cffet, la surface F(&,%,{) = o, coupée parle plan § = osous

un angle V, tout le long de la courbe £(%, %) = o.
On a

-~

() F E,n,1)=f(§,n)?(’é,n,?2) +ZZ(EV%Z)

cl, tout le long de la courbe { = o, f(%,1) = o,

(©) By + B+ Fe = g B2
Or, le long de cette courbe, on a, d’aprés (5),
Fi=9Gmo)fis  Fi=e@Gmolfii  F=yEmno)

La relation (6) devient

7'M o) (K + A7) = 42§, my 0) tang? V,
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et, par suite, la courbe f= o est bien de direction, si tangV n'est ni
nul, ni infini, ct si £ ct £, ne sont pas nuls le long de la courbe.

De la résulte cette conséqncnce imporLante que les transformations
(qui conservent les lignes de courbure changent une courbe de diree-
tion en une autre courbe de direction; en particulier :

Toute transformation par rayons vecteurs réciproques dans le
plan fait correspondre a une courbe de direction une autre courbe
de direction.

Celte proposition, qu’on peut d'ailleurs vérifier directement, nous
sera ulile plus tard.

COURBES DE DIRECTION DU TROISIEME ORDRE.

44. Les considérations qui précédent vont nous permettre de trouver
les courbes de direction les plus simples apres laligne droite et e cevele,
¢'est-d-dire les courbes de direction du troisiéme ordre.

Cherchons d'abord les courbes de direction du troisiénie ordre, ne
touchant pas la droite de I'infini, ne passant pas par les points eveliques
du plan et n’ayant pas de point singulier.

Si f= o est I'équation d'une telle courbe, on a, comme toujours,

SE+L =8+

Il résulte de cette équation que chacune des coniques f = (f, tlouchr
la courbe en trois points, situés sur la conique § = o; les tangentes a
/= o cn ces points passent, d'ailleurs, par I'un des points ey cliques du

. } .
plan : on peut donc mener par I'un de ces points, 5= o0, = =17 par

exemple, trois tangentes & la conique f.+ i/ =o. Les coniques
/= if; = o doivent, par suite, se réduire & unc droite double. On a
ainsi, en supposant f(r, y) réel,

'/:‘4—[:/;‘.:(:\'{"'“")2‘) ﬁ—lf‘,’:(I‘—Bi)’;
fi= A=W, fi=aAB;

d’ott
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A et B sont deux polynomes réels du premier degré en .z, y, 3. Ecri-
vons maintenant que les valeurs de f7, tirées de celles de f; et f; sont
¢gales; nous arriverons ainsi & la forme de A et B et, par suite, a celle
de /. .

Sans entrer dans les détails de ce calcul, qui ne présente aucune diffi-
cullé, nous dirons seulement que, en prenant pour axe des ¢ la droite
A = o, on arrive i trouver (')

fo=at—yt fy= =y
do
S =3z —ey?+A3*=o,

A ¢tant une constante arbitraire. On peut écrire cette équation
(=) £ —3Jryr=a's* ou £ _3En*=a’.

On démontrerait ensuite, sans difficulté, qu'iln’existe pas de courbes
de direction réelles du troisiéme ordre, indécomposables, sans point
double, touchant la droite de I'infini ou passant par les points cycli-
ques : il ne reste plus qu'a chercher les cubiques de direction a point
double.

45. Sinne cubique & point double est de direction, il faut, puisque
les tangentes issues des points cycliques doivent étre d'inflexion, et
puisque la courbe n'a que trois points d'inflexion, que la cubique
touche la droite de I'infini en trois points confondus, et admette deux
autres points d'inflexion, & distance finie, tels (que les tangentes en cos
points passent respectivement par les points cyeliques.

Son équation peut donc se mettre sous la forme

s(e?4+y3)=Aw + as).
“crivant (u'elle a un point double, on trouve

27ah =1

(') On trouverait également dans le courant du calcul des courbes de divection
du troisiéme ordre se décomposant en courbe de direction de degré moindre.
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ot on vérifie qu'elle est de direction. On a en effet
I+ [ =(x+asP[3N(«+as3)— 35|

Nous avons donc une seconde catégoric de cubiques de direction
données par 'équation

(8) 29m(E+n?)=(E+ {m)

46. Les cubiques de direction sont, d’ailleurs, remarquables & plus
d'un titre. Considérons d’abord cclles de la premiére catégorie. Nous
savons que les tangentcs qu'on peut leur mener par les points eyeliques
du plan sont d'inflexion, ct que les points de contact des trois tangentes
issucs d’'un méme point cyclique sont sur une droite. Comme on «a

Sot 1“/;’.—_-:—-3(.)/+ix)‘-’, f,'.-—-z:/'y'=—3(.y——i~c')’,

on voit que les points de contact des tangentes issues d'un point eyclique
sont sur la droite qui joint 'autre point cyclique a lorigine. Sil'on re-
marque, de plus, que les trois asymptotes sont des tangentes d'inflexion,
et qu’elles concourent a Porigine, on peul énoncer la propri¢té sui-
vante de la courbe :

Le triangle formé par Uorigine et les dewr poinls cycliques est
lel que les tangentes qi’on peut mener a la courbe par I’un des som-
mels de ce triangle sont trois tangentes d’inflecion, ct que leurs
points de contact sont sur le c¢été opposé.

L’cxistence d’un pareil triangle caractérise unc cubique équianlicr-
monique.

Inversement, toute cubique équianharmoniue peut étre projetée
suivant une courbe de direction : il suffit de faire coincider les projec-
tions de dcux des sommets de son triangle inflexionnel avee les points
cycliques du nouveau plan.

‘n coordonnées polaires, I’équation des cubiques de direction prend
unc for me simple. Si I'on posc

E=pcosw, n=psinw,
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on trouve

¢'(cos’w — Jcoswsin’w)=a* ou  g'cosdw=a’.

Ces courbes appartiennent donc & la classe si remarquable des courbes
¢"= A cosnuw, sur lesquelles nous aurons a revenir plus tard.

Il nous sera ¢galement utile, dans la suite, de connaitre I'expression
des coordonnées des points de la cubique (7) en fonction elliptique d’un
parameétre.

Soit pu la fonction de M. Weierstrass, correspondant au cas de
g.=o0.0na '

Pru=4p*u— g,
Si I'on pose

1
3
453 '
= 2
+ U
P
3 ,
f == A pu
! 2 ¢

on trouve, en éliminant pu et p’« entre ces trois relations,
: i
B~ 32 =a.

Examinons maitenant les cubiues données parI'¢quation (8).
En coordonnées polaires, on a aisément

¢quation d'une forme analogue & celle trouvée plus haut, et qu'on sait
appartenir a la caustique par réflexion d'une parabole, les rayons lumi-
neux étant perpendiculaives & axe,

PROPRIETES DES ARCS DES COURBES DE DIRECTION.

47. Soil

IRV :
la différentielle de 'arc d’une courbe de direction, f = o, de degré a.
Journ. de Math. (}* série). tome III. — Fasc. IV, 18%7. So

) Y sdr—.ods
([._i(lg_'«{ sda rd

(1]
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La somme des ares compris sur cetie courbe, entre les points d’inter-
section de f= o0 avee les deux courbes de degré m, F — uy,3 =o,
F — uy == o, est donnée par la formule fondamentale établic dans la

L3
premicre Partic; elle est égale i — 2 f redu, en désignant par Zr
e

la somme des résidus, par rapport aux zéros de 31f,, de la fonelion
det,

A(r) = K5 =),

l.a courbe ¢ = o étant une courbe adjointe, on n’a pas i s'occuper des
zéros de f) qui correspondent & des points singuliers de f == o ct qui
donneraient des rdsidus nuls; on sait d'ailleurs que les aulres zéros
de f) annulent 2’5 — 5'2; il n'y a donc & former que les résidus (ui
correspondent i des zéros 8 de s.

Avant d’aborder la question & ce point de vue général, nous énon-
cerons les propositions qui, d’aprés les principes posés dans la premicre
Partic, se déduisent immédiatement de la forme de 8(2).

1. La somme des ares interceptés sur une courbe de direction
par deur courbes quelconques de méme degré et Wayant, avec la
premicre, aucune direction asymplotique commune est nulle, si,
parmi les courbes du faiscean déterminé par ces dernicres, il en
est une qui admeltle pour asymplotes toules les asymplotes de la
courbe de direction.

La somme des arcs interceptés sur une courbe de direction par
deux courbes quelconques, ayant les mémes asymploles, est nulle,
pource que les courbes sécantes n'aient, avec la proposée, aucune
direction asymptotique commune.

Pour compléter ces propositions, il reste & examiner le cas ot loutes
les courbes du faisceau sécant, I¥ — up = o, passent par un ou plu-
sicurs points a l'infini sur la courbe f==o.

Si F(¢) admet ¢ fois lc zéro B, il faudra, pour que 8 n’annule pas le
dénominateur de (1), que §(¢) admette g + 2 fois ce zéro; ce cas se
présente en particulier si ¢(.z,y, 3) est de la forme 529, (x, y, 3).
Par suite :
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La somme des arcs a distance finie interceplés sur une courbe de
clirection par deux courbes de méme degré ayant, avec la premiére,
des contacts d’ordre p,, p,, ... en des points a,, a,, ... & Uinfini,
est nulle, si, parmi les courbes du faisceau déterminé par les courbes
séeantes, il en est une qui ait, avec la courbe de direction, des con-
tacts d’ordre p,+ 2, p,+ 2, ... aux poinis a,, a,, . ...

(Cetle somme est nulle, en particulier, st les deux courbes sécantes
ont entre elles, en rous leurs points & Pinfini, un contact d’ordre
p -+ 2, p désignant le plus grand des nombres p,, p,, - ...

INTERSECTION D'UNE COURBE DE DIRECTION ET D'UN FAISCEAU
DE COURBES ASYMPTOTIQUES.

48. Avant d’examiner le cas géndral, ot les courbes du faisceau sé-
cant sont (uelconques, il nous sera utile d’étudier, avee quelques de-
tails, le cas ol ces courbes sont asymptolicjues entre clles, c’est-a-dire
le casolt 5 (2, y, 5) estde la forme 59, (2, y, ), 9, étant un polynéme
de degré m — 1.

[a fonction O(¢) s'éerit alors

) f;:(:: - u:)

Supposons (ue la courbe I = o ne passe par aucun des points & l'in-
fini sur f=o. Les points & l'infini sur la courbe f= o pcuvent étre
des points ordinaires, i tangente distincte ou non de la droite de I'in-
fini, des points multiples & branches séparées ou langentes entre clles.

Soit § argument de 'un de ces points.

Si le point est simple, 3 est un zéro simple de 5(2); on peut, d'ail-
leurs, supposer que les axes des coordonnées & et v ont éié choisis de
facon que la courbe /= o n’ait aucun point & I'infini dans la direction
de ces axes; alors (f3) ct y(B) ne sont pas nuls. On a, en ce cas, pour
le résidu

— = :'f_L) .
LHF /s

Si le point est simple et si la droite de l'infini a en ce point, avec la
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courbe, un contact d'ordre p, B est un zéro d'ordre p + 1 de 3(1), et
Pon a

Si le point est un point multiple d’ordre A & branches séparées, les A
valeurs de 'argument qui lui correspondent sont distinctes et le résidu
(qui correspond & chacune d’clles a la méme forme que dans le cas du
point ordinaire; si plusicurs branches de la courbe sont tangentes
entre clles au point 8, p + 1 valeurs de I'argument sont ¢gales, et Fon
a pour le résidu correspondant la méme expression que dans le cas
du point ou la droite de I'infini a un contact d’ordre p avec la courbe.

Dans tous les cas, on a, si 8 est 'argument d’un point & 'infini sur

la courbe f == o,
-V
-7 == 1+ 5= .
_fy g \/ )" ]

/./:; ___Jy

ys'—sy sr' — &3’

Or la relation

donne, dans tous les cas, pour ¢ = 8, puisque x(3) et y(B) sont diffé-
rents de zéro, et que 3(?) est de la forme (¢ — B)?5,, 5, ne s'annulant

plus pour ¢ = §, >
lﬁ]az -

[.%]fi: [\/:'_gla

et par suite les deux cxpressions données pour rg deviennent

a7 , SIWVARFEIAS
[\/'+PT]B et (p+l)[\/l+-3—17-]3

On devra donner au radical, dans ces expressions, le signe de;-. pour
(= B 7
Cette valeur de ¢ annulant 3, il résulte des cxpressions précédentes
que la valeur de rg ne dépend, en supposant que les courbes F = o ct
¢, = o ne passent pas simultanément par le point B, que de la valeur

&=

On en tire
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de % (B), c’est-a~dire de la direction asymptotique correspondante, et

du signe de 4
Iy
Or, d’une maniére générale, on a, sur une courbe de direction,

pour ¢ =f.

ds:%},di,

et le sens de P'are ¢lémentaire, par suite aussi celui de la tangente qui

estleméme, est déterminé par le signe de f—q',; inversement, si, en deux
)

points @ ct b situés sur une méme courbe de direction ou sur deux

courbes de direction différentes, les tangentes sont paralléles et de

méme sens, les valeurs de }.qi auront le méme signe pour les deux cour-
K

Y

bes. En particulier, le signe de 77 sera le méme, cn un point i P'infini,

commun & deux courbes de dirgction, si les asymptotes correspon-
dantes des deux courbes sont paralléles et de méme sens.

Il résulte de cette discussion que les valeurs des résidus 7 ne chan-
gent pas si 'on remplace la courbe f= o par unc autre courbe de di-
rection de méme degré, ayant ses asymptotes paralléles & celles de Ia
premicre et de méme scns.

On peut, en particulier, choisir la courbe formée par les semi-droites
menées par un point quelconque parallelement aux asymptotes de
f= o, ct de méme sens que ces asymptotes : nous dirons que cc fais-
ceau de scmi-droites cst asymplotique i la courbe de dircction.

Sila courbe £ = o a en un point un contact d'ordre g avec la droite
de Pinfini, ou si clle a en un point multiple & I'infini ¢ + 1 branches
tangentes entre clles, et correspondant & une méme valeur de ¢, le
faisceau de semi-droites asymptotiques comprendra ¢ + 1 droites pa-
ralltles a la direction asymptotique correspondante, ct toutes de méme

sens. Ce sens est, cn effet, déterminé par le signe de ‘-;:Pn fonction qui n’a
A
évidemment qu'une scule valeur pour la valeur unique de ¢ qui cor-
respond au point ou aux branches considérées.
Remarquons enfin que, dans tous les cas, et quelle que soit la na-

ture du point & I'infini d’argument {3, 7+ est nul si ce point est I'un des
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points cycliques du plan : il n’y aurait d’exception que si I s’annulait
pour ¢ =, c'est-i-dire si toutes les courbes du faisceau sécant pas-
saient par le point considéré, cas que nous avons écarté.

49. De cette discussion résultent les théorémes suivants :

1I. La somme des arcs interceptés sur une courbe de direction
par deux courbes asymplotiques quelconques est égale a la somme
des segments interceplés par les mémes courbes sur tout faisceau
de semi-droites asymplotiques a la premiére.

Si la courbe de direction ne touche pas la droite de Uinfini, la
somme des arcs intercepiés est égale @ la somme des segments in-
tereeptés sur les asymptotes.

La somme des arcs interceplés par deur courbes asymptotiques
sur une courbe de direction, qui W’a pas {’autres points ¢ 'infini
que les points cycliques du plan, st toujours nulle.

On suppose, dans tous ces énoncés, que les courbes sécantes n'ont
aucune direction asymptotique commune avee la courbe de direction
considérée,

50. De ces théorémes découle immédiatement la solution du pro-
bléme suivant :

Troucer toutes les courbes de direction sur lesquelles la somme
des arcs inlerceptés par deue courbes asymplotiques est loujours

nulle (V).

Pour qu'une courbe de directlion jouisse de celle propricté, il faut
ctil suffit, d’apres ce qui précide, que les directions asymptotiques
non isotropes soient deux a deux paralléles et de sens contraire.

Cette condition est remplic en particulicr, comme on l'a dit plus
haut, si la courbe n’a pas d’autres points & l'infini que les points cycli-
ques.

(') Les courbes sécantes sont supposées n’avoir aucune direction asympto-
tigue commune avec la proposée.
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En dehors des points cycliques, qui pourront étre des points simples
ou multiples de la courbe, tous les autres points & l'infini devront étre
des points multiples, d’ordre pair. Si I'un de ces points est 4 branches
séparces, ct d’ordre 2p, p des asymptotes correspondantes devront
étre de sens oppos¢ aux p autres. Si le point a p branches tangentes
entre clles et formant un ¢ycle (*), c'est-a-dire correspondant i la méme
valeur de ¢, il faudra que les asymptotes relatives aux p autres bran-
ches soient de sens opposé & 'asymptote relative au cycle. Enfin, si la
courbe a en un point avee la droite de linfini un contact d’ordre p
pour une de ses branches, il faudra qu'une autre branche ait au méme
point avec la méme droite un contact du méme ordre, et que les di-

rections asy mptothues (qui correspondent aux deux br: mchcs soient (e
sens contraire.

54. Les plus intéressantes des courbes que I'on vient de rencontrer
sont celles qui ne rencontrent la droite de l'infini qu’aux points cycli-
(ques; clles présentent d'ailleurs, dans la catégoric des courbes de di-
rection, une grande géncralit, puisque les transformées par rayons
vecteurs réciproques d’une courbe de direction quelconque & partiv
d'un point non situé¢ sur cette courbe sont des courbes de direction
(n° 43) w'ayant pas d’autres dircctions asymptotiques que les direc-
lions isotropes. Une courbe de direction quclconquc donne ainsi nais-
sance & une infinité de courbes de la classe qui nous occupe.

Cetle propricté permet de définir analyliquement ces courbes; elles
sont I'enveloppe des cercles

(9) uf +on=r(E+n?),

A étant unc constante, ct u,¢ deux paramétres liés par une relation de
la forme

(10) (0 +0* ) (u,0) = 9 (u,v).

(') Nous appellerons cycle, d'aprés M. Halphen, ’ensemble des Dbranches
d'une courbe qui correspondent, en un point de cette courbe, & une méme va-
leur de la variable auxiliaire, i I'aide de laquelle les coordonnées sont exprimées
d’une maniére uniforme aux environs du point considéré.
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Cette relation est en effet 'éguation tangentielle générale des courbes
de direction, et le cercle (g) est la transformée par rayons vecteurs
réciproques, 4 partir de l'origine, de la tangente u + vn+1=0. 1l
faul toutefois que la courbe représentée parI’équation tangenticlle (10)
ne passe pas par Porigine.

COURBES CYCLIQUES DE DIRECTION.

52. Les courbes de direction qui ne coupent la droite de I'infini
qu’aux points cycliques du plan, et que nous appellerons, pour abréger,
courbes cycliques de direction, présentent une particularité ana-
Iytique remarquable ct dont les conséquences géométriques ont un
grand intérét : c'est que la fonction §(x, ), 3) correspondante cst
généralement de la forme 3¢, la courbe ¢, = o étant une courbe ad-

jointe de la courbe de direction considérée, et la fonction% restant par
suite finic aux points multiples de cette courbe. ‘

Supposons d’abord que la courbe cyclique f == o, de degré 2v, ait,
en chacun des points cycliques I et J, un point multiple dordre v, &
branches s¢parées, et qu’elle ne touche pas la droile de V'infini. Soient
oy, %y . . .y &, les valeurs de I'argument qui correspond aux v branches
passant par 1. Les courbes f;=o0, f, =0 ounl en [ un point multiple
d’ordre v —1, el par suite les fonctions de ¢, £, cL f] admettent v -—1
fois chacun des zéros «,, a,, ..., a,. Il en estde méme de la fonction ¢,
vertu de lidentité

C L= )

. . ‘
Mais de plus la fonction <, s’annule pour £ =@, &,,..., 2. Onacn

Y
effet, comme on I'a vu plus haut,

N S

vi'—zy' sr —as"”

d'ou l'on tire

(11) ¥ st ) — s aa ) S ety

T ——

Iy (5’ —ar'z)?
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Par hypothése, 5’(?) nc s’annule pas pour ¢t =g«,,...,a,, puisque la
droite de l'infini ne touche pas la courbe f= o; le dénominateur de
I'expression précédente n’est donc pas nul, tandis que le numérateur
cst nul, en méme temps que 5 et 22 + y*. On en conclut que ¢ admet
au degré v de multiplicité au moins les zéros o, ®,, ..., &, c¢ ui ne
peut se faire que si la courbe ¢ = o0 a un point multiple d’ordre v
en I. Le méme raisonnement se répéte au point J, et, comme ¢ est de
degré 2v — 1, la courbe ¢ = o se décompose en la droite de l'infini et
cn une courbe de degré 2v — 2, ayant un point multiple d’ordre v — 1
en chacun des points I et J. Clest la proposition qu'il s’agissait d'éta-
blir.

Ce théoréme peut cesser d’étre vrai si la courbe f= o a, aux points
I et J, des branches tangentes entre elles et correspondant 4 une méme
valeur du parameétre, ou si elle touche la droite de 'infini.

Soit en cffet @ une des valeurs de ’argument qui correspondent au
point I; on aura, en posant ¢ — & = 7, dans les environs du point a,

(12)

s s=ct+ ¢, +...,
'a::::p +at +axt 4.,

y=pi +b7 + o+ +...;
d’out
x+yi=Av+ AT+,

s ¢tant au moins égal a 7.

Si la tangente correspondante n’est pas la droite de I'infini, ce sera,
par un choix convenable de l'originc des coordonnées, la droite
& +)i=o0, ct la quantité s sera supéricurc 4 g. L'ordre du cycle

form¢ par les branches considérées sera g3 la classe sera s— ¢ (*).
. 2
Dans I'expression donnée plus haut pour ¥ on voit qu’au numérateur

Sy

le terme de moindre degré cn = sera de I'ordre de 7%¢-***, et au déno-

(') L'ordre d'un cycle est, d’aprés M. Halphen, le nombre de points confondus
avec l'origine de ce cycle dans le nombre total des points d'intersection de la
courbe et d'une droite différente de la tangente au cycle; si cette droite est la
tangente, le nombre des points d'intersection confondus avec l'origine du cycle
est égal & la somme de P'ordre et de la classe de ce cycle.

Journ. de Math. (4* série), tome IIL. — Fasc. IV, 1887. o3
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. . 2 Ky
minateur de l'ordre de 7%9-?; par suite, 74'-, sera de T'ordre de <°; le
Y

coefficient du terme en 7° est d’ailleurs égal a

1
20'qAplg —s] 5
il n'est pas nul, car ¢ est, par hypothése, inféricur & s. 11 en résulte

quc s est nécessaircment pair, ct que la fonction ¥ admet le zéro « an
¥

degré 2 - de multiplicité. Par conséquent la valeur de X 7— pour ¢ =«
“Jr

dépendra du signe de g — 5’ c’est-d-dire de la demi-différence entre
Pordre ct la classe du cycle considéré. Dans le cas particulier ol
I'ordre cst égal i la classe, j:., reste fini pour ¢ = a; c’est précisément
ce que nous avons veérifié plusy haut pour le point multiple & branches

|

X5 annulc pour ¢ = a si la classc du cycle est supérieure &

=y

son ordre; enfin X,

séparces ;
devient infini pour 7 = « si 'ordre est supérieur &

fr
la classe.
Si I'on suppose gue la tangente correspondant au cycle 2 est la
droite de I'infini 5 = o, on aura ¢ >s; Pordre du cycle scra s, sa
2
classe ¢ — s. L.’expression .—},—.; sera toujours de 'ordre de z*ct par suite
~Jr
. J . . . . s NPT
a scra, pour la fonction -_%, un infini d’ordre égal & g — = c’est-d-dire
/s
la somme de la classe et du demi-ordre du cycle considéré. Cet ordre

devra étre pair, et, en aucun cas, %ﬁ.— ne peut rester fini pour £ = «(').
-~ .Y .

INTERSECTION D'UNE COURBE CYCLIQUE DE DIRECTION
ET DE DEUX COURBES QUELCONQUES.,

83. La propri¢té de la fonction §, dans le cas ou la courbe cyclique
de dircetion n’a, aux points I et J, que des branches distinctes, ct ne

(1) s étant pair, il y a au moins deux branches du cycle tangentes a la droite
de infini; il en résulte que les courbes cycliques de direction, dont les branches
a I'infini sont distinctes, ne touchent pas la droite de I'infini.
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<

touche en aucun de ces points la droite de l'infini, permet d’exprimer
simplement la somme des arcs interceptés sur cette courbe par deux
courbes quelconques de degré m.

Il s’agit, en effet, d’évaluer les résidus par rapport aux zéros de z(¢)
de lIa fonction

Or, d’apres Phypothése, i reste fini pour tout zéro, 3, de 5(¢), ¢t

F'on a, pour le résidu correspondant & ce zéro, qui est un zéro simple
de s

ﬁ 1

l'ﬁ:-

b 8

Pour caleuler ¥ =7 "+ reportons-nous aux relations (11) et (12). Dans
¥y

ces derni¢res, on devra supposer, = désignant la quantité ¢ — 3, (que ¢
est egal & 1, el s au moins ¢gal & 2.

Soit d’abord s = 2, ce qui est le cas le plus général; la tangente a la
branche 8 au point eycliue correspondant, I, a un contact simple
avee cette branche.

On a donc

s=c¢7 + ¢+,

£+ yi=AT+ AP+,
-L'—'-)’l‘.= 2p + Br +

Portant ces valeurs dans (11), on a

¥2 ——20%Apre 4., \ —aAp
= l- T d’ot \/ Ly
Jy pret 4 ux of)

Or, si I'on considére la courbe définie par les relations

S =7,
C x4yl = A,
T—yi=2p,
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< désignant un paramétre variable, on voit que cette courhe est un
cercle

2Ap ,
¢t V)

x4 yr=
et que ce cercle a au point cyclique I un contact du second ordre avec
la branche de courbe . La courbe de direction étant supposée réelle,
ce cercle aura également un contact du second ordre avec une des
branches de la courbe au point cyclique J. Soit R son rayon; on a

(%%)ﬂ:iﬁ\/_——[, don ;~3=i—_T‘ii—)_.
(5

Or, si dans la fonction ©(¢) on avait considéré z, y, 5 comme repré-
sentant les coordonnées, non plus d’un point de la courbe de direction,
mais d'un point du cercle, on aurait trouvé de méme, pour le résidu
correspondant a la valeur 7 = o,

F ZaAp — o -
(——u)r.—_—\/ 2:L\p'—ztl{‘/-—-l, d’ou r==. j-{-t--\ .
? c 3

(3

Le signe sera le méme que celui de 7y, si Pon donne au cercle le
. . . F
sens méme de la branche qu'il oscule; quant & la quantité — — u, elle

\ . , . F(1,4,0
cst la méme dans 7 et dans rg, puisqu’elle est égale a FLbo) i
’ °© (¥, ¢, 0)
n’y aurait d’cxception que si les deux courhes I = o et 3 =0 passaient

toutes deux par le point L.

54. De cette discussion résulte immédiatement la proposition sui-
vante :

II. La somme des arcs interceptés sur une courbe cyclique de
direction, a branches cycliques distinctes, par deur courbes quel-
conques de méme degré, est égale @ la somme des arcs interceptés
par ces mémes courbes sur les cercles qui osculent a Uinfini les bran-
ches de la courbe primitive.
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I faut, toutefois, que les courbes sécantes ne passent pas simultané-
ment par les points cycliques.
On arriverait & une conclusion analogue pour‘ les courbes a branches

tangentes entre elles a I'infini, dans lc cas o —}— reste fini et différent

de zéro pour largument correspondant, c’est-a~dire dans le cas ot la
classe du cycle formé par ces branches est égale a son ordre.

53. Ces résultats vont nous permettre de déterminer toutes les
courbes de direction sur lesquelles la somme des arcs intercepies
par deux courbes quelconques de méme degré est toujours nulle.

A priori, il est clair, d’aprésla théorie desintégrales abéliennes, que
ces courbes sont celles dont I'arc s’exprime par une intégrale abéliennc
de premiére espéce apparienant & la courbe; les courbes cycliques
de dircction peuvent seules JOUlI‘ de cette propriété.

En cffet, soit ds = Y sz’ — a3

Sy st

d t nl I\ » d -2- d g t r .
= e peuvent étre que les zéros de 5°; or, pour que —; reste fini pou:

dtla différentiellede'arc 5 les infinisde

5 =o0, il faut (ue } s’annule; mais nous avons trouve que, pour une
valeur 8 de ¢ annulant 3, on avait

q»_‘/ e
7;-——- ]+;§'

Il est donc nécessaire que la courbe n'ait pas a 'infini d’autres points
que les points cycliques.

Si maintenant « est un argument correspondant & un de ces points 1,
et si Pon désigne par & ety le degré ct la classe du cycle relatif & cet

argument, on sait que j admet a pour zéro au degré de multiplicité

I—:—°; la quantité 3—-——:——— admet & comme infini simple; il en résulte,

i

— ds
puisque +— ® est nécessairement entier, que — reste fini pour ¢ =g, si
l'ordre du cycle est inférieur 4 sa classe. Dans lc cas ot la branche cst
simple, & = 1, il faut que v soit supérieur & 1, c'est-d-dire que la tan-
gente 4 la branche soit d'inflexion; comme d’ailleurs y devra étre égal
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au moins & 3, la tangente aura un contact du troisitme ordre au moins
avee la branche,

56. On peut done énoncer le théoréme suivant :

IV. La somme des arcs interceptés par deux courbes quelcon-
ques, de méme degré, sur une courbe cyclique de direction ne tou-
chant pas la droite de Uinfini, est toujours nulle si cetle courbe n’a,
a I'infini, que des cycles dont la classe surpasse I ordre.

n particulier :

La somme des arcs interceplés par deux courbes quelcongues, de
méme degré, sur une courbe cyclique de direction, est toujours
nulle si les asymptotes de cette courbe sont toutes distinctes et in-
Jlexionnelles.

Lies deux courbes sécantes peuvent avoir des points communs sur la
courbe de direclion, ct ces points, quels qu'ils soient, méme dans
le cas ot ils sont & I'infini, n'intervicnnent pas dans les théorémes pre-
cédents; on n'a i tenir compte que des ares compris sur la courhe de
direction entre les autres points ou clle est coupde par les deux courbes
sécantes.

Ces propositions peuvent, d’ailleurs, se vérifier en remarquant (ue
toutes les (quantités g sont nulles dans les cas considéreés.

Fnfin :

Si la somme des arcs inderceptés par deur courbes quelcongques
de méme degré sur une courbe algébrique est toujours nulle, cette
courbe est néeessairement une courbe cyclique de direction, n’ayant
a Uinfini que des cycles dont la classe surpasse Uordre.

EXEMPLES.

57. Il cst intéressant de former directement I'équation de quelques-
unes de ces courbes remarcuables : la propriété précédente permet
toujours de reconnaitre facilement si une courbe donnée rentre ou non
dans la catégoric qui nous occupe; mais clle ne se préte pas simplement
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A former I'équation ponctuelle ou tangentielle générale de toutes les
courbes de cette catégoric.

Les plus simples de ces courbes ne peuvent étre que du quatriéme
degré au plus. Si, d’ailleurs, il existait unc courbe cyclique de direction
de cc degré, on obticndrait, en la transformant par rayons vecteurs
réciproques a partir de I'un de ses points, une courbe de direction du
troisiéme degré passant par les points cycliques, courbe que nous
savons nc pas cxister.

Ce n’est donc pas avant le sixiéme degré que nous devons chercher
une courbc jouissant des propriétés indiquées.

58. Prenons la transformée par rayons vecteurs réciproques, &
partir de P'origine, de la courbe dec dircction du troisiéme ordre

glcos3w =a’,
nous trouvons

¢* = @’ cos3w,
¢'est-i-dire

(2 + y?) = a®3* (2’ — 3xy?).

Soit C cette courbe du sixiéme degré, qui est ¢videmment une courbe
cyelique de direction; pour I'étudier aux points I et J, posons

X=x+yi,
Y=x—yi
Son équation devient
3
XY= %z*[X*‘ +Y?|.

Sous cclie forme, on voit ue les trois tangentes aux points X = o,
5 = o, sont les droites

qui sont distinctes; une quelconque de ces droites coupe la courbe en
six points confondus aux points X = o, 5= 0; clle a donc un contact
du troisiéme ordre avec la branche qu’clle touche.
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Il en résulte que I'arc de la courbe C est exprimable ‘par une inté-
grale abélicnne de premicre espéce appartenant a la courbe.

Cette courbe a la forme indiquée ci-dessous. Un cercle la coupe aux
points cycliques et en six points & distance finie; ces six points coin-

cident avec 'origine, si le cercle considéré est le cercle de rayon nul
ayant I'origine pour centre.
On déduit de 14, en particulier, la propriété suivante :

Un cercle passant par le point triple réel O coupe la courbe en
trois aulres points & distance finiec A, B, C. Le plus grand des
ares OA, OB, OC, sur la courbe C, est égal a la somme des deur;

aulres.

Cette propri¢lé permel aisément, si 'on suppose la courbe tracée,
de porter sur cette courbe, & partir d'un point donné, un arc égal a la
somme ou & la différence de deux arcs donnés sur la courbe par leurs
extrémilds.

Remarque. — La courbe C cst de genre un, puisqu’elle cst la
transformée par inversion d’une courbe de ce genre; les coordonnées
de ses points sont donc des fonctions doublement périodiques d’un
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paramétre u, et 'arc doit étre proportionnel 4 ce paramétre. On peut
le vérifier aisément en partant des expressions données au n°® 46.

M. W. Roberts avait déja observé que I'arc de cette courbe
s'exprime par unc intégrale elliptique de premiére espéce (Journal
de Mathématiques pures et appliquées, t. XI1), mais sans remarquer
que cette intégrale appartient a la courbe.

59. On prouverait de la méme maniére que les courbes dont I'é-
(quation polaire est, en désignant par » un entier supérieur a zéro,

' = a**' cos(2n +1)0 (n2r)

sont des courbes cycliques de direction, jouissant de la propriété que
la somme de leurs arcs compris entrc deux courbes quelconques de
méme degré est toujours nulle.

‘n premier lieu, ce sont bien des courbes de direction, car on a

dw
dS — —_ q2+! ,

Pil‘
ou, si (%, ) = o est I'équation de la courbe,

Edn —di
ds: W 2"-“,

expression qui est bien une différentielle abélienne appartenant a la
courbe.

Ce sont ensuite des courbes cycliques; car leur équation, en posant
toujours
X=uu+ v¥i, Y=z—yi
peut s’écrire

XMH an-«-l — %aznn (XMH -+ YQIH—I):?I(-H’

et I'on voit de plus que les langentes au point X = o0, s = o sont dis-
tinctes et ont avec la branche de courbe qu'elles touchent un con-
tact d’'ordre 2. + 1. Par conséquent, si n est au moins égal a 1, la
proposition est démontréc.

Journ. de Math. (4* série), tome 1II. — Fasc. 1V. a2
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Ces courbes intéressantes ont été étudiées par de nombreux géo-
motres, parmi lesquels on doit citer notamment Maclaurin, Euler,
L’Hépital, Fagnano, Riccati, Lamé, Serret; MM. O. Bonnet, Halphen,
Haton de la Goupilliere, W. Roberts ct Fouret; la propriété qu’on
vient d’établir nous parait completer utilement les propositions qu’on
a données sur leurs arcs.

60. Les beaux travaux de M. Halphen sur ces courbes vont nous
permettre d’étendre ces considérations.
Soit la courbe cyclique

¢ = cosho,

ot I'on a k= %, g ct s étant deux nombres positifs premiers entre

cux. Elle sera de direction si sa polaire réciproque par rapport a un
cercle de rayon un, concentrique a l'origine, st ce que M. Halphen
nomme une courbe de premiére catégorie, cest-i-dire, comme I'a
fait voir ce géomdtre, si le dénominateur de la fraction irréductible

—'—- ou m cst pair. En d'autres termes, la courbe sera de direction
Z -+ 1
si ¢ cl s sont impairs.

L’ordre des cycles a I'infini, aux points I et J, est, comme on lc voil
trés facilement en appliquant les méthodes de M. Halphen, égal a s;
la classc est égale & ¢. Donc, si ¢ > s, I'arc de la courbe s'exprimera
par uncintégrale abélienne de premiére espéce, appartenant i la courbe.

Par suite :

L’arc de toute courbe représentée en coordonnées polaires par
une équation de la forme

p+t
241
P = A cos 2L,
: 2q —+1

N . . . . 2p-1
0 s no _ .
ot p el g sont deux entiers non négatifs, lels que la fraction -

sott irréductible, s'exprime par unc intégrale abélienne de pre-
miére espéce appartenant ¢ la courbe, si p est plus grand que g.
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Ces courbes jouissent donc de la propriété fondamentale signalée
aux n® 55 et 56.

61. Nous allons maintenant indiquer unc classe trés générale de
courbes de cette nature, cn nous appuyant sur le caractére géomé-
trique qu'clles doivent présenter aux points I et J.

Soit une courbe quelconque de direction, ne passant par aucun des
points cycliques; appelons O un point du plan extéricur a S.

La transformée de S par rayons vecteurs réciproques & partir de O
cst une courbe cyclique 'de direction S’; cherchons quelles sont ses
tangentes aux points I et J.

Soit 2 un point commun a 3 et 4 la droite OJ; le point transform¢
de m sera le point J, ct la tangente en J & la branche correspondante
sera la droite transformée de la droite Im : ce résultat est connu par
la théorie générale de I'inversion. Pour que cette tangente 4 S en J ait
avee la branche correspondante un contact du second ordre au moins,
il faut et il suffit que la droite I ait en m, avec la courbe S, un contact
du premier ordre au moins.

La courbe ' n’aura donc, & l'infini, que des tangentes inflexion-
nclles si, en tous les points supposés simples des droites 10 et JO, les
tangentes & S passent respectivement par les points J et .

Si cette condition est remplie, on aura, en posant X = + iy,
Y =« — iy et en désignant par (X, Y, 5) = o I'équation de S,

Si=X9,  fi=Ygq,

ct, réciproquement, si fy et fy sont divisibles respectivement par X
ct Y, la condition sera remplie.

Or, pour que la courbe F(z,y, 5) = o soit de direction, il suffit
qu’on ait identiquement

F+TF)=4*(e,y,3)
si l'on pose .
X=2x+yi, Y =x—yi,
ct si F(x, y, 3) devient, par cette substitution, f(X, Y, 3), on aura

b= Y,3).
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On aura donc une courbe de direction S, de I'espéce cherchée, en
posant
fi=X1¢*(X),
fi=Y?2(Y),
¢(X) étant une fonction entiére de X. La méme fonction doit figurer

dans f; pour que la courbe F(x, y, 3) soit réelle.
On a ainsi, pour équation de S,

X Y
o=8=[ X1g3(X)dX + [ Y?¢*(Y)dY + A,

A étant une constante différente de zéro, ct la courbe S’ sera la trans-

formée par rayons vecteurs réciproques de S a partir de P'origine.
Soit posé

X?9*(X) =aX?+ bX?+ X' +.. .+ IX*,

on aura

= (X8+Y3 + X4+Yl)+ S — sz-o_*_y.v-m _,\
3

2+l

ou en coordonnées polaires, en posant § = p cosw, n = psinw, d’ol
X = p(cosw + isinw), Y =p(cosw — isinw),

il viendra

l
S_.sp co>3w+ p COSHW +.. +gv+.f”+'°°s(”+')‘°+A

On peut mettre 'équation de la courbe sous la forme définitive
(8) «p®cos3w -+ Bp'cosfo +...+ Ap?*™ ' cos(2v + 1w =1
«, B, ..., A sont des constantes, telles que la dérivée, par rapport a g,
de la fonction

aP!! <+ ppl+. e+ XPS\H-Q

soit le carré parfait d’'un polynéme entier en p.
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La transformée de S par rayons vecteurs réciproques a partir de
I'origine a une équation de la forme

(S/) apz"—’ cos3w + fip”-‘ COS4® +...+ lcos(zy ~+ I)(» — {LP”H,

ct son arc est exprimable par une intégrale abélienne de premiére es-
péce si la dérivée, par rapport au paramétre, de la fonction

a0 + B6* +... .+ A2+

est le carré d’un polynéme entier en 6.

On obtient ainsi une classe étendue de courbes satisfaisant a la con-
dition proposée; en particulier, si I'on suppose tous les coefficients «,
B, ... nuls, sauf A, on trouve les courbes p*'+' = A cos(2v + 1)w, déja
rencontrées.

INTERSECTION D'UNE COURBE DE DIRECTION QUELCONQUE
ET DE DEUX COURBES ALGEBRIQUES.

62. Revenons maintenant au probléme général de I’évaluation dc
la somme des arcs interceptés par deux courbes de méme degré sur une
courbe de direction quelconque; nous trouverons encore des résultats
simples dans le cas ou la courbe considérée n’a, a 'infini, que des points
simples ou des points multiples & branches distinctes, et si elle ne
touche pas la droite de I'infini.

Soit § I'argument d’un point & I'infini sur cette courbe /= o, de de-
gré n: par hypothése, B est un zéro simple de z(¢).

On a toujours

o=

Pour trouver le résidu rg, écrivons
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Posons ¢ — B ==; on a, en désignant par z,, Z,, ... les valeurs de «,

@y ... pOUr T =0,

x Zo+ Ly +. 0. x
=0t == +A+pT+...,
-~ 00'+' Hou

d.l‘__ [y

m;_-—j—-‘:—s—l—(&'*'....

~o

Le coefficient de;:- dans le développement de O(¢) sera donc égal &

— ¢, multiplié par la valeur de la dérivée par rapport i ¢ de la fonction
~v
\

—_
’ l:
£z =) ,
%~ = 0, si le point considér¢ n’est pas un des points cycliques du plan.
On a ainsi

L =& ! LAY ﬁ(i (F'e —F¢'),
"= (1 ")"(f.:.)o*:;. 7)., T
0

» pour = = o : cette fonction ne s’annule pas, en effet, pour

——u
©

Je dis que le premier terme de rg est nul pour £ = 8. On a, en effet,

P =3 + 7 (1);
d'ou
q,! .7":

L5 =1+ 25,

f*f ! Y

. ) ¢ * ’ ‘ 1
ot je dis que la dérivée de %, par rapport a ¢, s'annule pour ¢ = .
Yy

On peut toujours supposer que les axes de coordonnées ne sont pa-

ralléles & aucune des asymptotes de la courbe f= o; le rapport Jx

Jr
. r_. L4 '
reste donc fini pour ¢ = B. Pour montrer que la dérivée de -5 s’annule

Y
pour cette valeur, il suffit donc, en vertu de la relation précédente, de

Sz

fairc voir que la dérivée de 7 s'annule.
Yy
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Orona _

!_‘é __vs'—y's

T osal—sa
et
x y =
! -

T[ ‘5,' (7”:——'\_'_,”-, étantpos¢  A=|z' y I
z y 5

Si l'on fait, dans cette rclation, ¢ = 8, il vient, pulsque 3(B)=o,
et que, par suite de I'hypothése, 3'(() n’est pas nul, - ﬁ" =o, et I'on

a, par conséquent,
po [ 23 Fo—=TFo'] .
BT, (F—uor g

F’ ct 3 désignent les dérivées de F et 9 par rapport a ¢
Oron a
F=Fux+Fy+FEJ7, ¢ =9,0 + 9,y + 9,53

mF =F,x +F y +F,3, mo =9.x + 9,y + 9,53,

m ¢tant le degré des courbes F = o, 9 = o. On tire de 14
m(F'y — Fo') = (zy' — y2') (3. F, — 9, F) +..,
et, a causc des relations zf,+ y f,+ sf.=o0; &' fo+y [, + 5'f.

il vient

=f(:F - F9) +..=

m(F,? F?') sz — :'a

en désignant par J la jacobienne des trois fonctions f, ¢ ct F

On tire de la
2] )
8= [ (F— u?)’Jp'

Le second membre est une fonction de ;};, c'est-a-dire de la direction
du point a l'infini considéré; les dérivées de la fonction f, par rapport
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i x, y et 3, n'y figurent que par leurs rapports, car ¢ est de la forme

f;\/l +§a etJ dela forme Af.+ Bf, + Cf..

Y
I1 en résulte que la valeur de 73 ne change pas si I'on remplace f par

une autre courbe passant par le point a l'infini considéré et ayant
méme tangente en ce point; par conséquent, 2rg ne change pas si'on

remplace la courbe /= o par le systéme de ses asymptotes. Donc on
peut énoncer ce théoréme :

V. Soit C une courbe de direction ne passant pas par les points
cycliques, n’ayant & Uinfini que des points simples ou des points
multiples & branches distinctes, et ne touchant pas la droite de lin-
fini; la somme des arcs interceptés sur C par deux courbes quel-
conques de méme degré est égale ala somme des segments que ces
courbes interceptent sur les asymplotes de C.

On peut citer comme exemple de ce genre de courbes celles qui ont
pour équation

P!R-&-’ 005(2 n -+ l)w — a!lh—l’
ol n est un entier non négatif.

En combinant ce résultat et celui des n°® 53, 54, on arrive 4 la pro-
position générale suivante :

VL. Soit C une courbe de direction n’ayant ¢ Uinfini que des
points simples ou des points multiples @ branches distinctes, ne
touchant pas la droite de I’infini et admettant comme point multiple
d’ordre p. chacun des deux points cycliques; la somme des arcs in-
terceptés sur C par deux courbes quelconques de méme degré
est égale a la somme des arcs que ces courbes interceptent sur les
asymplotes non isotropes de Cetsur les cercles qui osculent respec-
tivement a Uinfint les branches cycliques de cette courbe (*).

(') Dans ces énoncés, on suppose toujours que les courbes sécantes ne passent
simultanément par aucun des points & I'infini de la courbe de direction.
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63. Nous termincrons cc Mémoire en énongant quelques proposi-
tions qqui sont relatives aux centres de gravité des arcs interceptés sur
certaines courbes de dircction par des courbes de méme degré, et qui
se démontrent sans difficulté en appliquant la formule fondamentale aux

intégrales f Zdset f X ds.

I. Les arcs interceptés sur une courbe de direction par deux
courbes de méme degré, osculatrices entre elles en tous leurs points
a Uinfini, ont unc somme algébrigue nulle; de plus, le centre de
gracité des arcs complds positivement dans cette somme coincide
acec le centre de gravité des arcs comptés négativement.

TI. Les arcs interceptés sur une courbe cyclique de direction par
deux courbes ayant les mémes asymptotes ont une somme algé-
brique nulle, et le centre de gravité des arcs posilifs colncide avec
celui des arcs négatifs.

On supposc dans ces ¢noncés que la courbe de direction n’a avee
les courbes sécantes aucune direction asymptotique communc.

Comme application du dernicr théoréme, on a une propriété simple
des centres de gravité des arcs d'un cercle compris entre deux coniques
ayant mémes asymptotes.

HI. Les arcs interceptés sur une courbe de direction par deu.r
courbes quclconques de méme degré ont une somme algébrigue
aulle, et le centre de gravité des arcs positifs coincide avec celut
des arcs négaltifs, sila courbe de direction considérée est une courbe
eyclique, n’ayant a Uinfini que des cycles dont la classe surpasse le
iriple de Uordre.

Exemple. — La courbe de dircction est une des courbes

8p+1

P!(]+l= A COSQP +1

2q+1w’

p ct ¢ ¢tant deux nombres entiers, non négatifs, tels que la fraction
Journ. de Math. (§° série), tome TIL. — Fasc. 1V, 188;. 53
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2p +1
2q +1
lier, on aura dans cette classe les courbes

soit irréductible, et que p soit supérieur & 3¢ + 1. Kn particu-

P!}H—i — a2p+l COS“H 1 W,

p €tant un entier au moins ¢gal a 2.



