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Sur la résolution de l'équation dx* + dy* + dz* = ds*

et de quelques équations analogues;

Par M. Gastox DARBOUX.

1.
Dans un courl Article Sur la résolution de I’équation
(. + dy? = ds?

et de quelques équations analogues, inséré en 1873 au tome XVIII
(2° série, p. 236) de ce Journal, j'ai considéré successivement diffé-
rentes ¢quations différenticlles, loutes comprises dans le type sui-
vanl :

(1) f(dx,, dz,, ..., dz,) = o,

ol f désigne une fonction homogéne quelconque & coefficients con-
stants des différenticlles dr,, ..., dx,; cl j’ai montré comment on peut
inlégrer ces équations, en supposant que &, ¥, ..., «x, soicnt des
fonctions inconnues d'unc méme variable indépendante. Je me pro-
pose de revenir sur les résullats que j'ai indiqués, pour les compléter
et en déduire quelques conséquences nouvelles.

Tout d’abord, il est nécessaire de bien préciser le probléme proposé.
On pourrait, ¢videmment, s¢ donner arbitrairement, soit x,, ', ..., x,
en fonction de x,, soit z,, x,, ..., , en fonction d'un paramétre-!.
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L’équation (1) ferait alors connaitre dey, en fonction de &, et du, dans
le premier cas, en fonction de ¢ et de d¢ dans le second ; et, par suite,
x, serait déterminée par une quadrature. De telles solulions seront
exclues dans la suite de cet Article, el nous nous proposons d’expri-
mer en fonction d’'un paramétre arbitraire les expressions les plus
générales de ey, ..., v, salisfaisant a U'équation (1), ces expressions ne
contenant aucun signe de quadrature. Cest de cetle manicre
qu'luler a intégré le premicer 1'équation

di? + dy*® = ds?
et J.-A. Serret I'équation analogue
det + dy* + dz* = ds*.

| Voir le tome XIII (17 série, p. 353) de ce Journal. |
Pour résoudre de cette manicére I'équation (1), nous poserons

(2) de,=a,dr, drey, = a,dx,, e dr, ., =a,_,dr,:
@y, @y, +ovy @y devront verifier I'équation

(3) Slayay .y, 1)=0.

Introduisons maintenant les quantités &; définies par les relations

ayr,—x, =Db,

Ayl — &'y = b'.!’

R N R R

Apey Ly — Lyoy = bn 19

si 'on différentic ces relations en tenant comple des équations (2), elles
donneront

(~) d[)' _{_1_[12- _ _(,b”_l = r
2 da, day — T da,_, T "

La question proposée s¢ lrouve ainsi ramende & la suivante : Déter-
miner les fonctions les plus géncérales a;y b; d’un certain paramétre
satisfaisant aurx équations (3) et (3). Ces fonclions unc fois connues,
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on aura
db;

&L, = 5=
" daz

puis on déterminera &, &y, ..., &,_, par les équations (4). Il est aisé
de reconnaitre que les formules (4) et (5) conduisent aux équations
(2), ct celles-ci, par leur combinaison avec la relation (3), donnent
I'équation (1), qu'il s'agit de résoudre.

Prenons arbitrairement 7 — 1 fonctions a,, @, ..., @,, d'un cer-
Lain paramétre £, assujettics uniquement a vérifier I'équation (3). Il
restera & exprimer, sans aucun signe d’intégration, les valeurs les plus
générales de by, b,, ..., b,_, satisfaisant aux relations

©) db, _ db,

da; —day — T da,s,
Or la Géomdétrie a enseigné depuis longtemps le moyen de résoudre ce
probléme, au moins dans le cas ott # — 1 est ¢gal 4 2 ou & 3.
Posons

b, by e by,
dn, da, da,.,
dt dt dt
( - ) U —_ di(ll dzag (l’a,,._;
! e di2 de
d=2aq, dn—2q, aAr—2a,_,
den—2 e den—3

Si 'on développe ce déterminant suivant les ¢éléments de la premiere
ligne, on aura

(8)

les fonctions A vérifiant, d'apres les propriétés clémentaires des déter-
minanls, les relations

‘ Mda, +...+
Ndray A4 Ny dPa,_ =0,

€
' Cheeresiseanas

VN ra, N A =0,

U=7\0b, + 7\2[)2 oo A Dy

)\u—l (l(l,,_. = 0’

(9)

sesesany
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(et ensemble de formules se rencontre soit dans la théorie du conlact,
soit dans celle des équations différenticlles linéaires. Par des différen-
tiations répétées, on en déduit, comme on sait, une série d’équations
comprises dans le type suivant :

(10) AN dba, + dindray, +. ..+ A0, dFa,_y = o,
ot l'on a

[+hZln—u, k=, 12o.

Quand 7 est ¢gal i o, il faut remplacer d®A, par A,
Fcrivons Loutes celles de ces relations pour lesquelles & est égal & 1.
Nous aurons le systtme
\ hda, +...+ hyyda,_, = o,
() dida, +...+ dh,_,da,., =o,
1

et eeaeeetieer et aeeeeeeaeneaaneinn .

( d"=*Nda, +...4+d"*A,_, da,_, = o.
Si nous remplacons maintenant les différenticlles da,, ... par les diflé-
rentielles db,, ... qui doivent leur étre proportionnelles, nous serons
conduits au systéme suivant :

‘ rdb, +. ..+ Apoydb,_, =0,
(12) drdb, +...+ dh,_,db,_, = o,
12 '

' d*3ndb, ...+ d"*),_,db,_, = o,

(ui va nous conduire au résullat cherché.
Si l'on différentic en effet 'équation (8) en tenant comple successive-
ment des différentes formules (12), on obtiendra le systéme suivant :

U=b2A, +uetb2

dU 4 d) dh,_,
=g e b=
x d:U d) d*).,
13 =0, 5= L
(13) = b, T et bz, e
dr-tU d"—*). d =), _,
W"—’-= 17.-;7t7,:,—"+...+ 1),,_,. -—(—“,—,_"2—-;
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ct il suffira ¢évidemment de résoudre ces n — 1 équations par rapport it
b, by, ..., b,, pour obtenir les valeurs de ces inconnues exprimées au
moyen de la fonction tout & fait arbitraire U et de ses n —a premidres
dérivées.

Supposons d’abord quc le déterminant

B Y W
L e
a1 A—: de dt
! dn—!)\l i d“-’)\n—l
A

soit différent de zéro. Les formules (13) fourniront alors des valeurs
bien déterminées de b,, b,, ..., ,,; mais, dc plus, tous les minecurs
de A par rapport aux ¢lénients de la derniére ligne ne pouvant étre
nuls, les équations (11) et (12) détermineront aussi sans ambiguité les
apports mutucls de da, ..., da,_,, ou de db,, ..., db,_,. Or les for-
mules (12) peuvent &tre considérées comme une simple conséquence
des équations (13); il suffit, par exemple, de différenticr la premiére
tquation (13); en tenant compte de la seconde, on retrouvera la pre-
miére des formules (12); et ainsi de suite. La comparaison des rela-
tions (11) et (12) montre alors immédiatement que, quelle cue soit la
fonction U, les quantités &, , ..., b,_, déterminées par les formules (13)
ont leurs différentielles proportionnelles & celles de a,, ..., @,. Le
probléme que nous nous proposions est donc complétement résolu.

Dans le cas ou les quantités a,, a,, ..., @,_, qui doivent satisfaire
sculement & I'équation (3), ont été choisies de telle maniére que le dé-
terminant A soit nul, on peut raisonner de la maniére suivante :

Soit

a, Gy ... Qp—y
da, day dan,
(15) A= dt dt di .
dn —!a' d"—‘a,._,
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Si I'on pose

d, d¥a dir,_, dta,.
(16) Aip= g g+t gEa g

on aura

......

An-—ﬂ.o Ara-a,n~2

In vertu de la formule (10), on a

Ay=o
loutes les fois (ue i et k satisfont aux inégalités
i+k<n—ru, k21, 203
on aura donc
Ag 0 ceeene 0

A o 0 A s
- ' —
(17) AY= A, o v Agusg A

An_g,u An~2" vee sese e A”_-v’"_;\
et, par conséquent,
('8) W=x AooAl.n—iA'_',n—:i“‘An—-'.',h

Si I'on applique maintenant la formule ¢vidente

A

ar Aivii+ Ajpss

aux éléments Ay, ,—ay Ay, pess + -y Apog, qui sont tous nuls, on aura

A+ Agami =0,
A",n—s + Ac,u--.' = 0,

.....................

Apoy+ Apga= 0y
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¢'est-d-dire

Ay =—Aga=..=F A\ =57 Ay
Le produit AY prendra done la forme trés simple
(19) AN == A (Aganr )2
Pour que A soit nul, il faudra que 'on ait, soit

1\00= A'a‘ +...+ )\”_| a,‘_.g = (),
SOiL

(/u-»la| dn-in -
I\o,n-. = 7\. -{—”T‘_—l- + e )\,,__, -;It—n‘:";—' = 0.

Si l'on se reporte & la définition des quantités A par les formules (7)
et (8), la premitre condition donne

a R l
day day |
ct dt l—_ o
(1/1-2,,| d"‘2fl,,_| :
dei== de=t |

On déduit de la, comme on sait, qu'’il exisle, entre les quantités a;,
une ou plusieurs relations lindaires et homogeénes & cocfficients con-
sltants.,

La seconde condition donne de méme

da, da,_,
dt dt
...... — 0,
dr-ta, d*'a,_,

T A

et clle exprime aussi qu'il existe, entre les a;, une ou plusicurs relations
linéaires & cocfficients constants; mais ces relalions ne sont plus néees-
sairement homogénes.

—
-—

Journ. de Math. (4 séric), tome III. — Fuse, TII, 1885, ‘
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En résumé¢, on voit que le cas d'exception dans lequel le détermi-
nant des équations (13) est nul ne pourra se présenter que s'il existe
entre les quantités a; unc ou plusicurs relations de la forme

kia,+ka,+...+k,_,a,_,+ k,= o,

olih,, ..., k, désignent des constantes. En remplacant les @; par leurs
valeurs tirées des formules (2), on aura

kde, +...+ k,de,=o0
ou, cn intégrant,
ki, 4+...+ kyx,= k.

Au moyen de ces relations on pourra done ¢liminer de P'équation
proposée (1) un certain nombre des quantités ;3 on sera ainsi amend
a résoudre une équation de méme forme, contenant moins de variables
et pour laquelle le cas exceptionnel ne se représentera pas.

Au raisonnement précédent, qui offre I’avantage de mettre en évi-
dence une relation intéressante entre les déterminants 4, .Y, on pent
substituer le suivant, qui est beaucoup plus simple. Sil'on a

A=o,

il y aura, comme on sait, une ou plusicurs relations lin¢aives et homo-
genes entre les quantités A, Soit

hohg+hohg+.o 4+l oy =0

I'une queleconque d’entre clles. En remplacant les A par leur valear, on
aura
I, hy ... h,_,

da, da, ... da,,

d*a, .... ... ceiee [T

.o “r e e esssens

-2 -2
d-3a, .... ... d"*a,,

Cette relation conserve la méme forme, les constantes 4; changeant
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sculement de valeur, lorsqu’on effectue sur les @; une substitution li-
néaire quelconque. Choisissons cette substitution de telle maniére que
toutes les constantes, sauf 4,, se réduisent & zéro; I'équation deviendra

’
n-\

’
2 DY

vene e cee e =0

n—-2 o n-2 '
d"*a, ... d"‘a,,

da da

-e

sous cclte forme, on reconnalt immédiatement qu’elle cntraine au
moins une relation linéaire entre les quantités @ et, par suite, entre les
quantités a;.

11

Nous appliquerons d'abord la méthode générale précédente al'équa-
tion d'Euler

(20) di® + dy* = ds*.
On résoudra algébriquement cette équation en posant
(21) dic = dscosl), dy = dssinl.

On fera ensuite
x — scosh) = a,

(29
(22) y — ssinf) = b,

¢l I'on aura, en différentiant,

. db —da
('25) 8= Cosbdd — sinodd

Pour déterminer @ et b, on prendra
(24) -~ acosh + bsinh=U,

et celle ¢quation donnera par la différentiation, en tenant compte de
la préeédente,

. . du
(23) — asinl + bcosh = —.
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Les formules ainsi obtenues déterminent a, &, s, r, y en fonction
de 05 on en déduit le systéme

v

N SO S | VI
\ £ smb — y cos’ + T =0,

, ) .y d2U .
(26) zeosl) + y sin’) + = =,

2

S:l)_*-W’

qui est connu ct employ¢ depuis longtlemps.
Comme on a

ly

\ tang) = 5%,

(27) ' “
' U =5 — xcosl — ) sinl,

on voit que, pour toule courbe algébrique dont l'arc est algébrique, U
sl néeessairement une fonction algébrique des lignes trigonométriques
de 9. Les formules d’Euler font done connaitre toutes les lignes planes
algébriques dont I'are est une fonction algébrique des coordonndes du
. point de contacl.

Chaque courbe algébrique dont Tare est algébrique a évidemment
toules ses développantes algébriques. On obtient done en bloc toutes
les courbes algébriques, algébriquement rectifiables, en comsidérant
toutes les développées des courbes algébriques. Mais on peut se placer
aun point de vue tout différent dans la recherche de ces courbes, et se
proposcer, par exemple, la détermination de toutes les courbes planes,
de classe on de degré donné, qui sont algébriquement rectifiables. Nous
nous contenterons de signaler aux géométres celte intéressante ues-
tion, dont la solution serait sans doute rendue possible par les belles
propositions que nous devons i M. Halphen sur les développées des
courhes planes algébriques.

Considérons maintenant I'équaltion

(28) de? + dy® + ds* = ds?,

qui a ¢été, comme nous l'avons déja rappelé, I'objet des études de
M. J.-A. Scrret.
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Nous ferons

dx dy s
(20) I =L =Yooz =S

ct nous prendrons pour iy, ¥, 3, trois fonctions d'un méme para-
mdétre /, assujetties uniquement a vérifier 'équation

.

. 2 »2 -2
(3o) T Ay, +5,=1.
Nous poscrons ensuite, conformément a la méthode générale,

z=ux,5 + Xo,
(31) Y =y,8+ Yo,
5=35,8+Z,.

n différentiant, nous aurons

" _dX, _ dY, _ di,
() T T @ T &

Pour déterminer sans aucun signe de quadrature les fonclions X,
Y,, Z,, il suffit d'interpréter géométriquement les relations précé-
dentes. Les deux courbes (I'y), décrite par le point (X,, Y,, Z,), et
(Yo), décrite par le point (x,,y,, %), doivent avoir & chaque instant
leurs tangentes, et par suite leurs plans osculateurs, paralléles. Done
la courbe (I'y) sera Paréte de rehroussement d'une surface développable
dont les plans tangents seront paralléles aux plans osculateurs de (v, ).
Dapres cela, si I'on considére 'équation

de doe de de dt det dt det

r d.l'o d’,YO dyn d’.l‘o T _
+ L(?E de T dr "d't":‘) ~U=0¢=o.

N ( dyy d*sy  d3, d’)‘o) Y (d:o dtr, dx, d zo)

ot U est une fonction quelconque de ¢, les valeurs de X, Y, Z déduites
des trois ¢quations

(33) @ de ae

=0, B—Z-=O, -('1?’-:0
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seront précisément celles de X, Y, Z,. La méthode géométrique s’ac-
corde ici complétement avec notre théorie générale.

Une fois les valeurs de X,, Y,, Z, déterminées, les formules feront
connaitre s ¢t z, y, 5 en fonction du parameétre variable 2.

Pour toute courbe algébrique dont I'arc est algébrique, a4, ¥, 3,
seront évidemment des fonctions algébriques d’un paramétre convena-
blement choisi. 1l en sera de méme de X,, Y,, Z, cn vertu des for-
mules (31) et, par conséquent, aussi de U. 1l faut done, pour obtenir
Loutes les courbes gauches algébriques dont I'are est algébrique, prendre
pour U, x,, y,, 5, des fonctions algéhriques d’'un méme paramétre, as-
sujettics uniquement & vérifier I'équation (3o).

On peut retrouver par une voic entitrement géométrique la solution
que nous venons de donner ct établir, sans aucun calcul, les relations
(ui existent entre les courbes (v, ), (I's) et la courbe cherchée (C), lieu
dupoint (z,y, 3). Etant donnée la courbe sphérique (y, ), construisons,
commeil a ét¢indiqué, la courbe (I'y) dont les tangentes sont paralléles
4 celles de (7, ). Aux points correspondants des deux courbes, les plans
osculateurs seront parallcles; par suite, les angles de contingence et de
torsion relatifs & deux arcs infiniment petits correspondants des deux
courhes seront égaux. Or on sait que, pour obtenir une développée
quelconque d'une courbe gauche, il faut mener en chaque point de
celle courbe une normale faisant avee la normale principale un angle
¢gal &

ds

-

-
0

ds désignant la différentielle de I'are, et = le rayon de torsion.

11 suit de li que, si, aux deux points correspondants de (v,) ct de
(I'y), on méne deux normales paralléles dont I'une touche une déve-
loppée de (y,), I'autre enveloppera une développée de (T'y). Considé-
rons, en parliculier, celle des développées de (v,) qui se réduit & un
point, le centre de la sphére sur laquelle est décrite (v, )35 nous serons
ainsi conduits & la proposition suivante :

Eiant donnde la courbe sphérique (y,) et la courbe quelconque
(Iy) dont les tangentes sont paralléles d celles de (y, ), menons par
chaque point de (1'y) la paralléle au rayon de la sphére contenant
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(%o) qui passe au point correspondant de cette derniére courbe. Cette
paralléle enceloppera une déceloppée de (T'y).

Cette développée est précisément la courbe (C) que la méthode ana-
lytique précédente nous enseigne & déterminer. Réciproquement, étant
donnée unc courbe (C) dont I'arc s’exprime sans aucun signe de qua-
drature, construisons unc de scs développantes (T, ), et, par le centre
d’une sphére de rayon 1, menons aux tangentes de (C) des paralléles
«ui détermineront sur la sphére la courbe (y,). Il est clair que (C0) se
déduira au moyen de (y,) et de (I'y) par la construction que nous ve-
nons d'indiquer, ct, par suite, cette construction donnera bien toutes
les courbes dont 'arc s’exprime sans aucun signe de quadrature.

Il nous reste & indiquer comment on déterminera les valeurs défini-
tives de iz, y, 5, s en fonction du paramétre ¢. Les équations (33) sont
de la forme

' xo()"o:';; - ‘:’o.y:)) +ee = U’
(5’| ) ¢ xo(.y:) ::)' - ‘:;))"o") +... = U"

T

- GRS -r R "o_m ~,, " _
’ \“(-yo“li: — Sa) t:'f‘)’o"u" "oyo) +.oo= U0

Résolues par rapport 4 X, Y,, Z,, clles douneront, pour ces (quantiteés,
des valeurs que I'on peut toujours ¢erire de la maniere suivante :

( \0 - 7\“".o + s, + YLy,
g i - g X K "
(33,) ¢ \0':)‘)’0*“)0"'\'),0’
r, ’ ” "
g /’1)=)\:()+ s":ci +V;01

A, &, v ¢lant convenablement choisis. Pour déterminer ces Lrois para-
métres, nous porterons les valeurs de X, Yy, Z, dans les équations
qu'clles doivent vérifier, et nous obtiendrons le résultat suivant

v(123)=U,
(36) —w(123)= U,

o U A(r23) — p(124) — v(134) = U,
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olt 'on désigne, pour abréger, par (ikl) le déterminant

G. DARBOUX.

2 b g
i) k) 'd)
Yoy yhy
= Q) ='F) -/l
- -~

form¢ avec les dérivées d'ordres ¢, &y I de z, y, 5.
PPosons

(37)

In différentiant la premiére de ces équations, nous aurons

(123) =4, (134)=D.

(12—/')=A,,
(lf_’;)—i—(l'.!.')"):_\",
et les formules (36) nous donneront alors
R ol U
‘ P-—-“A" /—--—A—,
38"
(3¢) ?.A__I_Jj UN DU _d (U DU
=3y Tt =a\3) "t

En portant ces valeurs de A, ., v dans les équations (35), nous avons

. d/U\ DUT., U.w  Urt
*w—_m(T>+i?fo"‘T"+“r’
) Td /U DU, U | Uy
(39) " Y, = nm<-—A)+-——-‘\2 | R -4-—T",
r Cd /U’ Dul . '3, Us,
. “=mm(r>+:i TR T

11 nous reste a trouver la valeur de s. Différentions la derniére des
¢quations (34) en y remplacant dX,, dY,, dZ, par leurs valeurs
— sdx,, — sdy,, — sdz,. Nous trouvcrons

sd= = U"+ ak(124) — 2v(234) — u(125) — v(135).



RESOLUTION DE L'EQUATION du?+ dy?+ d3*=ds®.

L’équation

(134)=D,
qui sert de définition & D, nous donne par différentiation

(135)+ (234) =D’
ou
(135)=D'—E,
en posant

(234) =E.

L’expression de s prend alors la forme

U"  adyq, . qu(A" aA D
(o) S——T"'FU'*‘U(ﬁ—F—xi)
N U(nDA' E D')

 TETRm
ou, plus simplement,
. d* (U d[UD\ EU

A —_— s e | — o | e | e e

(4o bis) §= dt’(A) dt A‘) At

319

Il suffira maintenant de porter les valeurs de s, X,, Y,, Z, dans les

formules (31) pour obtenir les expressions définitives de , y, s.

II1.

La méthode générale que nous venons d’appliquer 4 deux exemples
remarquables peut étre modifiée d’'une maniére avantageuse dans cer-

tains cas particuliers. Nous choisirons comme exemple I'équation

(41) i + dy* + ds* = da? + dy? + dz?,

au sujet de laquelle nous avons & modifier et & compléter les résultats

donnés dans notre précédent travail.
Journ. de Math. (4* série), tome III. — Fasc. 1II, 1887,
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On peut la résoudre en prenant

‘ dr =adx,+ a'dy, + a'ds,,
(42) dy =bdzx, +bdy, + b'ds,,

ds =cdx, + c'dy, + ¢'ds,,

a, b, c, ... ¢tant des fonctions d'un paramétre ¢ assujetties a vérifier
les ¢quations

(13) g a4+ 0+ ¢ =1, aa’' + b’ + ec' = o,

cesrstrsnoee ceesessace §  seesecesiscanns vesvssance

Nous supposcrons, dans cc qui va suivre, que le déterminant des
necuf quantités a, b, c, ... est égal & 1. S'il en était autrement, il suf-
firait de changer le signe de z,, y,, 3,.

Introduisons les arbitraires «, 3, y définies par les relations

r=ax,+ay,+a's +a,
(1) y=bx,+ by +bz +3,
\ s=cx,+Cy +c"3, 4+,

ct différentions ces relations; en tenant compte des précédentes (42).
nous aurons

o=ux,da + y,da’ + 3,da" + dx,
(45) o=2x,db+y,db + 5,db" + d3,
l o=ux,dc + y,dc' + z,dc’ + dy.

D'apres des propositions bien connues, on peut exprimer les différen-

liclles da, db, ... en fonction de trois arbitraires p, ¢, r, par les re-
lations

da = (br —cq)dt, db = (cp — ar)dt, dc = (ag — bp)di,
(46) ¢ da'=(b'r —cgq)dt, beerrieee ey teerisecrnnssasnensanes ,

L da’'=(b'r—c'q)dl; i e, .



RESOLUTION DE L'EQUATION dx? -+ dy? + d3? = ds?. 3ar

Si I'on substitue ces valeurs dans les équations (45), on aura, en tenant
compte des formules (44),

g(s—=y)—r(y - @)——’
(47) { r(z—a)— P(»—'T)"—’
piy—8) - ?(w—“)=71;'

1l suftira done, pour que 'équation proposée (41) soit vérifice, ue
Ly ¥y 35 &, ¥y 5, salisfassent aux équations (44) et (47). Mais il im-
porte de remarquer que «, $3, y ne peuvent étre choisis arbitrairement.
En effet, sil'on ajoute les équations précédentes aprés les avoir multi-
pli¢es respectivement par p, g, r, on obtient la condition

d
(18) Pd,-*-qdf-*-",t—-ﬂ,

& laquelle doivent satisfaire % 8, Y.
Pour obtenir sans aucun signe de quadrature les valeurs de «, 8, v
vérifiant 'équation précédente, il suffit de poser

(49) pe+g+ry=U.
Jin différentiant et tenant compte de I'équation (48), on aura

. 4o gdq , dr _dU
(50) +§ Y =

ot les valeurs de «, B, v devront vérifier ces deux derniéres équations,
ott U sera une fonction tout & fait arbitraire.

En résumé, on prendra pour a, b, ¢; o', V', ¢'5a’, ", ¢’ des fonc-
tions quelconques de ¢ assujetties uniquement & vérifier les relations
bien connues (43) entre les ncuf cosinus. On choisira pour «, §, v
trois nouvelles fonctions satisfaisant aux deux équations (49) ct (50).
Les valeurs de #, y, 5 scront données par le systéme (47) et celles de
z,y ¥y 5 par le systtme (44). Comme les trois équations (47) se
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réduisent & deux et ne peuvent déterminer complétement z, y, 3, il
faudra leur adjoindre unc relation quelconque

S(x,y,3)=0

qui permettra de déterminer z, y, 5. Ainsi la courbe licu du point
(x, y, 5) pourra ttre tracée sur unc surface quelconque.

Une interprétation géométrique trés simple jettera beaucoup de
lumiére sur la solution précédente.

Si, dans I'équation & résoudre, on regarde «x, y, sct x,, y,, 5
comme les coordonnées rectangulaires de deux points, le probléme
proposé s’¢énoncera de la maniére suivante : Déterminer dans les-
pace, sans aucun signe de quadrature, deux courbes se correspon-
dant point par point de telle manicre que les arcs correspondants
des deux courbes soient égau.

Examinons maintenant la solution. Considérons dans les formules
(44) x, ), 5 comme les coordonnces d’un point de I'espace rapporté i
des axes mobiles Ox, Oy, Os et x,, y,, 5, comme les coordonnées du
méme point rapportées a desaxes fixes O, 0,y,, 0, 5,. Ces formules
définivont un déplacement dans lequel la variable ¢ jouera le role du
temps; ct les quantités p, ¢, r désigneront & chacue instant les com-
posantes de la rotation infiniment petite du systéme mobile, prises par
rapport aux axes mobiles. Cela posé¢, les équations (42) qui nous ont
servi de point de déparl expriment qu'il existe une courbe (C) de la
figure mobile roulant sur une courbe (C,) du systéme fixe; ct, par
conséquent, le point de contact des deux courbes a l'instant considére
i néeessairement une vitesse nulle. Pour qu'il en soit ainsi, il faut ¢vi-
demment que tous les mouvements infiniment petits, successifs, du
systtme mobile ne soient pas des mouvements hélicoidaux, mais se vé-
duisent & de simples rotations. Cest la condition exprimée par l'équa-
tion (48), que I'on peut obtenir immédiatement cn éerivant que la
vilesse de origine des axes mobiles est perpendiculaire & la dircction
de 'axe de rotation,

Nous avons indiqué le moyen de résoudre celte équation sans aucun
signe de quadrature; et nous connaissons ainsi les mouvements dans
lesquels chaque déplacement infiniment pelit équivaut 4 une rotation.
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On obtient, comme on sait, tous ces mouvements en faisant rouler une
surface réglée (K) sur une autre surface réglée (K, ), applicable sur la
premicre. L’équation de la surface (K) résulterait de I'élimination
de ¢ entre les deux équations auxquelles se réduit le systéme (47). On
aurait la surface (K, ) en éliminant ¢, x, y, 5 entre les équations (44)
ct (47) ou, ce qui cst la méme chose, en éliminant ¢ entre les équations

qler,+ cy + s )—r(bz + by, +¥'3)=
() fr(ax,+ady,+a’z)—p(ecx,+cy, +c'3)= (5‘—,

1)(b1'|+1")’|+ "3)--g(az,+ a'y,+a's)= 7

qui se réduisent ¢galement a deux.

Des vemarques précédentes on déduit une premiére conséquence qui
meérite d'éee signalée : On peut obtenir sans aucun signe dv qua-
drature les équations les plus géndrales de deux surfaces réglées
applicables Uune sur Uautre.

Coupons maintenant la surface réglée (K) par une surface quel-
conjue :

f(e,yy3)=0.

Nous obtiendrons une certaine courbe (C) qui roulera sur la courbe
correspondante (G, ) de la surface (K, ). Les deux courbes (C) et (C,)
sont priécisénient celles que notre solution analytique nous a appris
a déterminer,

Nous rappellerons, en terminant, une solution toute différente que
nous avons aussi donnée de la méme question.

Si, dans I'équation (41), on pose

(52) cy—yi=Y,
s—3=12

‘:l)-&-uc,:X,,

(53) cy+yi=Y,
|tz =2,
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clle apparait sous la forme
(54) dXdX,+dYdY,+ dLdl,=o.

Prenons arbitrairement pour X,, Y,, Z, des fonctions d'un para-
mctre ¢ et posons

(53) XdX,+ YdY,+ZdZ,=Udt;

si I'on différentic cetie équation, en tenant compte de la précédente, on
aura

(36) Xd* X, + YdY, + Zd*Z, = dU dl,

¢l réciproquement les deux équations (55) et (56) entratnent la velu-
tion (5%).

Il suffira donc de prendre pour X, Y, Z des fonctions satisfaisant
aux deux équations (55) et (56); ce qui permettra, par exemple, de
déterminer P'une d’elles arbitrairement ou de donner @ priori unc

relation quelconque
' (X, Y,Z)=o0
entee X, Y, Z.

Suppaosons, pour indicquer une application, que I'on veuille trouver
deux courbes dont les ares soient égaux, les points correspondants se
trouvant & une distance toujours la méme, /. On fera

(5-) Xig Y2 L= 2

et I'on aura & résoudre les trois ¢quations (55), (50) et (57).
I’renons comme inconnue auxiliaire le déterminant

a¥, dY, di,
de dt de
('58) d*X, &Y, &%, | =\,

de de: diy
X Y Z
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Si on I'¢léve au carré et si Fon pose, pour abréger,
- ; ; ar X, \? a*Y\? a*Z,\?
ds? = dX! + dY? + dZ?, (T) +(-d;—) +(Z2) =,

on trouvera

(ds,)’ ds, d's, U

de dt det
ds, d!s dU
R ] Bt } 3 _— 1.
A2= dt de H dt
U aWw  p

di

A sera donc connu ct, pour déterminer X, Y, Z, il suffira de joindre
["équation du premier degré (58) aux deux équations (55 ) et (56).

On pourrait cncore joindre & ces deux équations, qui donnent la
solution de la question proposée, unc relation quelconque entre X, Y,
7; X,,Y,, Z,. Supposons, par ecxemple, que I'on demande de déter-
miner les deux courbes (C), (C,) de telle maniére que deux points
correspondants quelconcues des deux courbes soient toujoursa la méme
distance de 'origine. On aura

; -2 a2 2 -l
-Z‘z-i-)""-!-.. —$l+y|+“|

Ol

XX, +YY, +ZZ,=o.

Cette relation, jointe aux équations (53) et (50), fera connaitre
X, Y, Z sans aucunc difficulté.



