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RÉSOLUTION DE L'ÉQUATION dx2 -F- dy2 -h ds2 — ds2. 3o5 

Sur la résolution de Γ équation dx* -h dy* -+- dz2 = ds2 

et de quelques équations analogues ; 

PAR M. GASTON DARBOUX. 

1. 

Dans lin courl Article Sur la résolution de l'équation 

dx2 dy2 — ds2 

et de quelques équations analogues, inséré en 1873 au tome XVIII 
( 2e série, p. 230) de ce Journal, j'ai considéré successivement diffé-
rentes équations différentielles, toutes comprises dans le type sui-
vant : 

(1) f(dx
n
 dx», ..., dx

n
) = o, 

011 / désigne une fonction homogène quelconque à coefficients con-
stants des différentielles dx

n
 ..., dxy, et j'ai montré comment on peut 

intégrer ces équations, en supposant que ar,, x.
x

, ..., x
H soient des 

fonctions inconnues d'une même variable indépendante. Je me pro-
pose de revenir sur les résultats que j'ai indiqués, pour les compléter 
et en déduire quelques conséquences nouvelles. 

Tout d'abord, il est nécessaire de bien préciser le problème proposé. 
( >11 pourrait, évidemment, se donner arbitrairement, soit a?3, Λ·4, ..., xn 

en fonction de xx, soit x2, χΆ, ..., x
H en fonction d'un paramètre*/. 
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L'équation (i) ferait alors connaître dx{) en fonction de x.
2
 et dx« dans 

le premier cas, en fonction de / et de dl dans le second; et, par suite, 
x\ serait déterminée par une quadrature. De telles solutions seront 
exclues dans la suite de cet Article, el nous nous proposons d'expri-
mer en fonction d'un paramètre arbitraire les expressions les plus 
générales de .ν,, ..., x

n
 satisfaisant à l'équation (i), ces expressions ne 

contenant aucun sig/ie de quadrature. C'est de cette manière 
qu'Kuler a intégré le premier l'équation 

d e - ·+■ dy2 = ds2 

et J.-Λ. Serrel l'équation analogue 

(Le- -+- dy- -+- dz2 = ds-, 

[ Voir le tome XIII (irc série, p. 3 )3) de ce Journal. | 
Pour résoudre de celte manière l'équation (i), nous poserons 

(•2) dx
i
=a

i
dx

rn
 dx.> — a.,dx

/n
 /./·„„, = a (/./■„ ; 

«o, ..., devront vérifier l'équation 

(3) f(a„a,, i) = o. 

Introduisons maintenant les quantités définies par les relations 

(Ό 

axx,t Xf — 
a.,x

n
 — x« = b>, 

an-1'^n— < — bn~\ î 

si l'on diflcrcnlic ces relations en tenant compte des équations (2), elles 
donneront 
/ w, dbx db2 db„_, xn 

' dax da2 dan_i 

La question proposée se trouve ainsi ramenée à la suivante : Déter-
miner les fonctions les plus générales aix bi d'un certain paramètre 
satisfaisant aux équations (3) et( >). Os fonctions une fois connues, 
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on aiir» 
X,t — da/ 

puis on déterminera .r,, x21 ..., #
Λ
_, par les équations (4). Il est aisé 

de reconnaître que les formules (4) et (5) conduisent aux équations 
(2), cl celles-ci, par leur combinaison avec la relation (3), donnent 
Tequalion (1), qu'il s'agit de résoudre. 

Prenons arbitrairement 11 — 1 fonctions α,, α2, ..., , d'un cer-
tain paramètre /, assujetties uniquement à vérifier l'équation (3). 11 
restera à exprimer, sans aucun signe d'intégration, les valeurs les plus 
générales de bn ù2, ..., ù„_, satisfaisant aux relations 

/(·, db
x
 _db

3
 _ _db

n
„i 

( )r la (léomélric a enseigné depuis longtemps le moyen de résoudre ce 
problème, au moins dans le cas où η — ι est égal à 2 ou à 3. 

Posons 
b{ b., ... bn_t 

dax da% da„., 
dt dl dt 

(-) | j — dîa
l
 dlai d1a

n
^, 

tlt* dl* dt* 
...... ....... ..... ............. 
d*-*ax d*-*aH-x 

dt*-* dt*~* dt*~* 

Si Γ011 développe ce déterminant suivant les éléments de la première 
ligne, 011 aura 

(8) U=— λ| b
{
 4- λ

2
b.

2
 -+-... -h λ

η
_ι ù

w
_,, 

les fonctions λ vérifiant, d'après les propriétés élémentaires des déter-
minants, les relations 

/ dctx -+-...-+- da
n
_t — o, 

l λ, d2a
x -K.\

n
-
l
d2a

a
_

t
 — o, 

(9) ............................................. 

\ \td"~2ai -Η...+ λ„_,ίίΜ'"ί,αΛ_1 =o. 
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('et ensemble de formules se rencontre soit clans la théorie du contac t, 
soit dans celle des équations différentielles linéaires. Par des differen-
tiations répétées, on en déduit, comme on sait, une série d'équations 
comprises dans le type suivant : 

(Ίο) r/'λ,dka, -H cl·λ
2
dka

2
 -+-... -f- d'λ

Λ
._(dka„_

t = o, 
où l'on a 

/ -h A <^n — [, k> ι, j > ο. 

Quand / est égal à ο, il faut remplacer par λΛ
. 

Kcrivons toutes celles de ces relations pour lesquelles k est égal à ι. 
Nous aurons le système 

O) 

λ,da
{
 ... -f- λ„_,da

n
_

y
 — o, 

d\{das H-... -+- dk„-, da„_, = ο, 
? 

d'^ki daK -H. .. -h rfw~aX
e
_, da

n
= o. 

Si nous remplaçons maintenant les différentielles da
{

, ... par les dilïé-
renlielles db

n
 ... cjui doivent leur être proportionnelles, nous serons 

conduits au système suivant : 

(19.) 

k{clb{ -{-...-Η X
7t
_,ί//>Λ_ι —o, 

dk| dbt -+-· · « ·+■ dk„^, db
n
_

x
 — o, 

............................................... 

d" SA| dbt ...-4- d" db
n
_, — o, 

qui va nous conduire au résultat cherché. 
Si l'on differentia en effet l'équation (8) en tenant compte successive-

ment dos différentes formules (12), on obtiendra le système suivant : 

(O) 

1 :=δ| Λ, -+- ... -t- Λ
Η
_,λ

Μ
. ,, 

dU / dt 1. ι A 1 

-lF~b'W +···+''»- "rfF"· 
» » 

di'-* 1 île'-' v«-i ' 
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et il suffira évidemment de résoudre ces η — Ï équations par rapport à 
b
t
, b.

2
, ..., />„_») pour obtenir les valeurs de ces inconnues exprimées au 

moyen de la fonction tout à fait arbitraire U et do ses n — ι premières 
dérivées. 

Supposons d'abord que le déterminant 

Λ I ... . | 

! dh _ dK-i 
(14) A = dt dt 

....................................... 
dn-2 y1 dn-2yn-2 

j dt*~* ' ' ' dt*-* 

soit diiFércnt de zéro. Les formules (i3) fourniront alors dos valeurs 
bien déterminées de b

n
 b.,, mais, de plus, tous les mineurs 

de Δ par rapport aux éléments de la dernière ligne ne pouvant être 
nuls, les équations (ι 1) et (i 2) détermineront aussi sans ambiguïté les 
rapports mutuels de da

n
 ..., da

n
^

n
 ou de db

t
, ..., db

a
_
t

. Or les for-
mules (12) peuvent être considérées comme une simple conséquence 
des équations (i3); il suffit, par exemple, de différentiel· la première 
équation (i3); en tenant compte de la seconde, on retrouvera la pre-
mière des formules (12); et ainsi de suite. La comparaison des rela-
tions ( 11) et (12) montre alors immédiatement que, quelle que soit la 
fonction U, les quantités bn ..., déterminées par les formules (i3) 
ont leurs différentielles proportionnelles à celles de α,, ..., Le 
problème que nous nous proposions est donc complètement résolu. 

Dans le cas où les quantités an a2, ..., art_4, qui doivent satisfaire 
seulement à l'équation (3), ont été choisies de telle manière que le dé-
terminant Δ soit nul, on peut raisonner de la manière suivante : 

Soit 
d\ ... Qji—\ 

dax dat dan-x 

(ι5) Δ'= dt dt dt 
............................................. 

dn~*ax dn~*an-x 

dtn~* dt»-* 
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Si Ton pose 

(16)&i,k— dti dik -+-···+ din dl* ' 

on aura 
A (10 ^*Vl ί"It,//-3 

AA'A
(0 ···· ^Ι,Η—2 

.......................................... 

AJJ—2,0 ···· A
W
_2

TW

_2 

Kn vertu de la formule (ίο), on a 

A/,* = o 

toutes les fois que i et k satisfont aux inégalités 

i'-h/f</i — i, /(->!, />o; 
on aura donc 

A00 ο ο 

A ι ο ο · · · ο A ι
 )W

_o 

(17) ΔΔ'= a20 ο ... As,»-* A8iM_, 
............................................................... 

A H_ 2,0 A
n
_

s>1 ...... An-2 n-2 

et, par conséquent, 

(18) ΛΔ —ifc Α
ββ

 A ι
 |Γ
,_

2
 Ao

>)}
_

;
,... A

n
_

a>1
. 

Si Ton applique maintenant la formule évidente 
dAik 

d
£ /-4-I ,À "> -fl/,Α-Μ 

aux éléments A0,„_2, A,
(W

_
;1

, ..., A
n
_

3t
, qui sont tous nuls, on aura 

A1,11—2 -t- A0fW
_, — ο, 

A2,„-3 -h A
<T

,
t
_

2
 = O, 

............................................. 

An--2, 1"t" As
_

3>2
— o, 
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c'est-à-dire 

^•n-2,1 " -A/t—3,2 — · · · — A , ,rl—2 h ^0,7—1 ' 

Le produit ΑΛ' prendra donc la forme très simple 

(·<)) ΑΛ' = ± Λ
00

(A
w?//

._,n-2 

Pour que Δ soit nul, il faudra que Ton ait, soit 

A»» — λ,α, H-... 4 X
M
_i&n—, — o, 

soit 

'V*-« — A, -j^rr 4 h — O. 

Si Ton se reporte à la définition des quantités λ par les formules (η) 
el ( 8), la première condition donne 

a ... , 
da{ da,,., 
dt dt 

................................. 
d"~iax dn~îa„^l 

dldt"~* | 

On déduit de là, comme on sait, qu'il existe, entre les quantités a,·, 
une ou plusieurs relations linéaires et homogènes à coefficients con-
stants. 

La seconde condition donne de même 

day da
n
^K 

lïï ~~7ft 
= 

d"~lol d" ~] <7
/( 

"dt"'1 ' ' ' cltn 'r 

et elle exprime aussi qu'il existe, entre les aif
 une ou plusieurs relations 

linéaires à coefficients constants; mais ces relations ne sont plus néces-
sairement homogènes. 

Jauni. de Math, (p série), lome lit. — l'iisr. III, i8<S-, /| I 
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En résume, on voit que le cas d'exception dans lequel le détermi-
nant des équations (i3) est nul ne pourra se présenter que s'il existe 
entre les quantités a, une ou plusieurs relations de la forme 

A*, ctf -+- -+-...A"
w
_| -+- kH

 = o, 

où A,, ..Α
λ désignent des constantes. En remplaçant les par leurs 

valeurs tirées des formules (2), on aura 

A* 1 dx 1 -+-... -τ* A'
ti
 dx

n
 = ο 

ou, en intégrant, 
A", -h... -+- kHxH — A*. 

Au moyen de ces relations 011 pourra donc éliminer de l'équation 
proposée (1) 1111 certain nombre des quantités #,·; 011 sera ainsi amené 
à résoudre une équation de même forme, contenant moins de variables 
et pour laquelle le cas exceptionnel ne se représentera pas. 

Au raisonnement précédent, qui offre T'avantage de mettre en évi-
dence une relation intéressante entre les déterminants Δ, Δ', on pent 
substituer le suivant, qui est beaucoup plus simple. Si Ton a 

Δ = o, 

il y aura, comme 011 sait, une 011 plusieurs relations linéaires cl homo-
gènes entre les quantités λ,·. Soit 

//, Λ, -+- h . . -f- hu—\ λ//- J — " 

Tune quelconque d'entre elles. En remplaçant les λ par leur valeur, on 
aura 

ll\ h .y ...hn - 1 

da{ dcii ... da
n
_, 

d^a, = o. 
........................................ 

dn~*a, d"~-a
n

. 

Cette relation conserve? la même forme, les constantes /#,· changeant 
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seulement de valeur, lorsqu'on eifectuc sur les a,· une substitution li-
néaire quelconque. Choisissons cette substitution de telle manière que 
toutes les constantes, sauf Λ,, se réduisent à zéro; l'équation deviendra 

da[
2
 ... dd

n
_, 

=o; 
d"-ua, ... άη~*ά

η
^ 

sous celte forme, on reconnaît immédiatement qu'elle entraîne au 
moins une relation linéaire entre les quantités d

t
 et, par suite, entre les 

quantités a,. 

II. 

Nous appliquerons d'abord la méthode générale précédente à l'équa-
tion cl' Killer 

(20) dx2 + dy- = ds2. 

On résoudra algébriquement cette équation en posant 

(ai) dx = ds cosO, dy — dbt sinO. 

On fera ensuite 

(22) 
χ — scos'J = a, 
y — .ssinO = b, 

cl l'on aura, en différentiant, 

\ l Ç cos8«ft) sinOt/O 

Pour déterminer a et 6, on prendra 

( 2ΐ\) a cosO -+- b siuO = U, 

et celle équation donnera par la differentiation, en tenant compte de 
la précédente, 

(2.5) — a sinO -+- b cosO = ̂  · 
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Los formules ainsi obtenues déterminent a, b, .?, .r, /en fonction 
do 0; on ou déduit le système 

( 2() ) 

./; sinO — y eosO -h ̂  = o. 

arcos'J -\-y sinfJ -+- — o, 

•
4
'-

11 +d²U / dO², 

qui est connu et employé depuis longtemps. 
Comme on a 

Or) 
UmgO = '£, 

L = .9 — o? cosQ — y sin 0. 

ou voit que, pour toute courbe algébrique dont Tare est algébrique, L 
osl nécessairement une fonction algébrique dos lignes trigonométriques 
de 0. Les formules d'Kuler font donc connaître toutes les lignes planes 
algébriques dont l'arc est une fonction algébrique des coordonnées du 
point de contact. 

Chaque courbe algébrique dont l'arc est algébrique* a évidemment 
toutes ses développantes algébriques. On obtient donc en bloc toutes 
les courbes algébriques, «algébriquement rectifiai)los, en considérant 
toutes les développées des courbes algébriques. Mais on peut se placer 
à un point de vue tout différent dans la recherche de ces courbes, et se 
proposer, par exemple, la détermination de tontes les courbes planes, 
de classe ou de degré donné, qui sont algébriquement rectifiables. Nous 
nous contenterons de signaler aux géomètres cette intéressante ques-
tion, dont la solution serait sans doute rendue possible par les belles 
propositions que nous devons à M. Halphen sur les développées des 
courbes planes algébriques. 

Considérons maintenant l'équation 

(28) dx2 4- dy2 4- dz2 = du2, 

qui a été, comme nous l'avons déjà rappelé, l'objet des études de 
M. J.-A. Scrrct. 
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Nous ferons 

(29) s='« ts=y°<dz / ds = z0 

et nous prendrons pour x
0

, y0, s0
 trois fonctions d'un memo para-

mètre /, assujetties uniquement à vérifier l'équation 

(:ÎO) XL+YL + ZL=I. 

Nous poserons ensuite, conformément à la méthode générale, 

(3D 

X — Χ φ S H- X
0

, 
y = y,s h- Y0, 
Ζ ZqS -f" Zy. 

lin difleren liant, nous aurons 

dX0 dY0 dZ0 
> J ' d.ï

0
 ~ dy

0
 dz^ 

Pour déterminer sans aucun signe de quadrature les fonctions X0, 
Y

0
, Z

0
, il suffit d'interpréter géométriquement les relations précé-

dentes. Les deux courbes (Γ
0
), décrite par le point (X„, Y

0
, Z

0
), el 

(γ
β
), décrite par le point z

0
), doivent avoir à chaque instant 

leurs tangentes, et par suite leurs plans osculatcurs, parallèles. Donc 
la courbe ( Γ

0
) sera l'arête de rebroussemenl d'une surface développable 

dont les plans tangents seront parallèles aux-plans oscillateurs de (γ0). 
D'après cela, si l'on considère l'équation 

X\lît ~dF ~ lit 1ÏF) \~dt ~dF ~ ~dt ~dF ) 

+ L\lu ~dF - ~dt IF) ~ lJ = Φ = o. 

où U est une fonction quelconque de /, les valeurs de Χ, Y, Ζ déduites 
des trois équations 

(.M) Φ = ο, ^=0,
 w

=o 
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seront précisément celles de X#, Y
0

, Z
0

. La méthode géométrique s'ac-
corde ici complètement avec notre théorie générale. 

Une fois les valeurs de X0, Y0, Z0 déterminées, les formules feront 
connaître s et x, y, ζ en fonction du paramètre variable t. 

Pour toute courbe algébrique dont l'arc est algébrique, Λ·
0

, y
0

, z
0 

seront évidemment des fonctions algébriques d'un paramètre convena-
blement choisi. 11 en sera de môme de X0, Y0, Z

0
 en vertu des for-

mules (3i) et, par conséquent, aussi de U. Il faut donc, pour obtenir 
toutes les courbes gauches algébriques dont l'arc est algébrique, prendre 
pour U, #0, y

0
, z0 des fonctions algébriques d'un môme paramètre, as-

sujetties uniquement à vérifier l'équation (3o). 
On peut retrouver par une voie entièrement géométrique la solution 

que nous venons de donner et établir, sans aucun calcul, les relations 
qui existent entre les courbes (γ«), (F0

) ct 1« courbe cherchée (C), lieu 
du point (JC, y, ζ). Etant donnée la courbe spliériquc (γβ)> construisons, 
comme il a été indiqué, la courbe (Γ

0
) dont les tangentes sont parallèles 

à celles de (γ
0
). Aux points correspondants des deux courbes, les plans 

osculatcurs seront parallèles; par suite, les angles de contingence et de 
torsion relatifs à deux arcs infiniment petits correspondants des deux 
courbes seront égaux. Or on sait que, pour obtenir une développée 
quelconque d'une courbe gauche, il faut mener en chaque point de 
cette courbe une normale faisant avec la normale principale un angle 
égal à 

f
±. 

ds désignant la différentielle de l'arc, et τ le rayon de torsion. 
Il suit de là que, si, aux deux points correspondants de (γ

0
) et de 

(F
0
), on mène deux normales parallèles dont l'une touche une déve-

loppée de (γ0)> l'autre enveloppera une développée de (Γ0). Considé-
rons, en particulier, celle des développées de (γ

0
) qui se réduit à un 

point, le centre de la sphère sur laquelle est décrite (γ0)ΐ nous serons 
ainsi conduits à la proposition suivante : 

Étant donnée la courbe sphérique (γ0) et la courbe quelconque 

(Γ
0
) dont les tangentes sont parallèles à celles de (γ

0
 ), menons par 

chaque point de (Γ
0
) la parallèle au rayon de la sphère contenant 
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(γ
0
) qui passe au point correspondant de cette dernière courbe. Cette 

parallèle enveloppera une développée de (F
0
). 

Cette développée est précisément la courbe (C) que la méthode ana-
lytique précédente nous enseigne à déterminer. Réciproquement, étant 
donnée une courbe (C) dont l'arc s'exprime sans aucun signe de qua-
drature, construisons une de ses développantes (Γ

0
), et, par le centre 

d'une sphère de rayon i, menons aux tangentes de (C) des parallèles 
qui détermineront sur la sphère la courbe (γ0). H est clair que (C) se 
déduira au moyen de (γ

0
) et de (Γ

0
) parla construction que nous ve-

nons d'indiquer, et, par suite, cette construction donnera bien toutes 
les courbes dont l'arc s'exprime sans aucun signe de quadrature. 

Il nous reste à indiquer comment on déterminera les valeurs défini-
tives de .r, y, z, s en fonction du paramètre /. Les équations (33) sont 
de la forme 

(31 ) 
XoO.-. o) "*"··· 

ν / . - :=u', 

^ηθΛ,-o — — z'oy«) "+" F". 

Résolues par rapport àX„, Y0, Z„, elles donneront, pour ces quantités, 
des valeurs que l'on peut toujours écrire de la manière suivante : 

(35.) 

X„ ■ λ.£·
(
, -h U..X'

0
 -f- vor

0
, 

v« = hi +- κ/« + v/, 

/ji) — A"l> -+- VJ0> 

λ, u,, v étant convenablement choisis. Pour déterminer ces trois para-
mètres, nous porterons les valeurs de X

0
, Y

0
, Z

0
 dans les équations 

qu'elles doivent vérifier, et nous obtiendrons le résultat suivant 

(V.) 

v(l23 ) = U, 
- |*(ia3)= U', 

λ(ΐ23) - μ(124) - v(i3/|)= U*, 
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où Ton désigne, pour abréger, par ( ikl) le déterminant 

X'l) grlk) x'l) 
yi) y[k) yi) 

-(/·) _'/■) -U) 

formé avec les dérivées d'ordres ζ, A, / de a?, y, z. 
Posons 

O7) (Ι23) = Δ, (I3/|) = 1). 

K11 difTércntiant la première de ces équations, nous aurons 

(124) = Δ', 

(*I 34 ) + (Î2 ) ) = A", 

et les formules (36) nous donneront alors 

(38) 

- U' V |Λ = _ V = -, 

Y~ A A* A* ~~ dt \ A / + A* 

lin portant ces valeurs de λ, [χ, ν dans les équations (35), nous avons 

Π9) 

Y _ 'J* r' - li££ α-ϊϋ· 

γ _
 v' _u

U v
« 

dU' DU U'zo + Uy 

ZoL^V A / a* J"° A ~ A ' 

11 nous reste k trouver la valeur de s. Diffcrcntions la dernière des 
équations (34) en y remplaçant dX

0
, G?Y„, F/Z

0
 par leurs valeurs 

— .s d.r
0

, — sdy
Q

, — sdz
n

. Nous trouverons 

s\ = — U'" -4- 2λ(ΐ2.4) — 2v(234) — [A(I 2:3) — V(l 3 >). 
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L'équation 
034) = D, 

qui sort de définition k D, nous donne par differentiation 

(I35)-+-(234) = D' 
ou 

(i35) = D'-E, 
en posant 

(a34) = E. 

L'expression de 5 prend alors la forme 

0°) 
s = U"' / A + 2a' 

+ u(— -v-v) 

ou, plus simplement. 

(,0 > s=-3?{T)-dl{ir)—Sr· 

Il suffira maintenant de porter les "valeurs de s, X0, Y0, Z0
 dans les 

formules (3i) pour obtenir les expressions définitives de χ, y, s. 

III. 

La méthode générale que nous venons d'appliquer à deux exemples 
remarquables peut être modifiée d'une manière avantageuse dans cer-
tains cas particuliers. Nous choisirons comme exemple l'équation 

(40 dx3 4- dy3 dz3 = dx3 -4- dy\ -+- dz\, 

au sujet de laquelle nous avons à modifier et à compléter les Tésultats 
donnés dans notre précédent travail. 
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On peut ln résoudre en prenant 

(42) 

dx ~ a dx% 4- a' dyx 4- a"dzt, 

dy = bdxK 4- b'dyx 4- b"dz„ 

dz = c dx
t 4· c' dy

x 4- c"dz
x
, 

a, &, e, ... étant des fonctions d'un paramètre t assujetties à vérifier 
les équations 

(43) 
a2 4- b2 4· c2 = 1, aa! 4- bb' 4- ce' = o, 

! 

Nous supposerons, dans ce qui va suivre, que le déterminant des 
neuf quantités a, b, c, ... est égal à 1. S'il en était autrement, il suf-
firait de changer le signe de jq, s

t
. 

Introduisons les arbitraires α, β, γ définies par les relations 

(W 

χ = αχ 1 4- a!y s 4* a" ζ
 { 4· a, 

y = bx
t 4- b'y

K 4- 4- fi, 

s = ex, 4- c'/, 4- c" ζ
 x 4- γ, 

et diflërcntions ces relations; en tenant compte des précédentes (42). 
nous aurons 

(43) 

o = x
K da 4- yK da' 4- zt da" 4- da, 

ο = xtdb Λ-y^db'4- z{
db" 4 djî, 

o = xtdc + y
x
 de' 4- s, de" 4 r/γ. 

D'après des propositions bien connues, on peut exprimer les différen-
tielles da, db, ... en fonction de trois arbitraires /?, y, r, par les re-
lations 

(40) 

da — (br — cq)dt, db~(cp~ ar)dt, de = — />/3 )d/, 

da'= (b'r ~c'q)dt, , 

da" = ( — c"q)dt ; ; 
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Si Ton substitue ces valeurs dans les équations (45), on aura, en tenant 
compte des formules (44)? 

(47) 

q(z - y) - r(y - B) = dx / dt 

r(x-*)-p(=-y) = -£> 

p(y - B) -q(x - &) 

11 suflira donc, pour que l'équation proposée (4i) soit vérifiée, que 
x-

y
y

y
 z \ uc

n
y

n z(
 satisfassent aux équations (44) ct (47)· Mais il im-

porte de remarquer que α, β, γ ne peuvent être choisis arbitrairement. 
Kn effet, si l'on ajoute les équations précédentes après les avoir multi-
pliées respectivement par ρ, q

y
 r, on obtient la condition 

(W Pirt+vft
 + r

S = °> 

à laquelle doivent satisfaire α, β, γ. 
Pour obtenir sans aucun signe de quadrature les valeurs de α, β, γ 

vérifiant l'équation précédente, il suffit de poser 

(4<>) pa + q$ + ry = U. 

Kn difTércntiant et tenant compte de l'équation (48), on aura 

, „
 N

 dp ο da dr d U 

et les valeurs de α, β, γ devront vérifier ces deux dernières équations, 
où U sera une fonction tout à fait arbitraire. 

Kn résumé, on prendra pour a, b
y
 c; a', b'

y
 c'; a", b", c" des fonc-

tions quelconques de t assujetties uniquement à vérifier les relations 
bien connues (43) entre les neuf cosinus. On choisira pour α, β, γ 
trois nouvelles fonctions satisfaisant aux deux équations (4q) et (5o). 
Les valeurs de #,/, ζ seront données par le système (47) et celles de 
x

tf
 y

lf z, par le système (44)· Comme les trois équations (47) se 
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réduisent à deux et ne peuvent déterminer complètement a?, /, J, il 
faudra leur adjoindre une relation quelconque 

/<>,/,-) = ο 

qui permettra de déterminer x, y, z. Ainsi la courbe lieu du point 
(A·, y

y
 z) pourra être tracée sur une surface quelconque. 

Une interprétation géométrique très simple jettera beaucoup de 
lumière sur la solution précédente. 

Si, dans l'équation à résoudre, on regarde x, y, z et x
n
 y

n
 z, 

comme les coordonnées rectangulaires de deux points, le problème 
proposé s'énoncera de la manière suivante : Déterminer dans l'es-
pace

y
 sans aucun signe de quadrature, deux courbes se correspon-

dant point par point de telle manière que les ares correspondants 
fies deux courbes soient égaux. 

Examinons maintenant la solution. Considérons dans les formules 
(44) z comme les coordonnées d'un point de l'espace rapporté à 
des axes mobiles Οχ, (4y, Os et x

{
, y,, ζ, comme les coordonnées du 

même point rapportées à des axes fixes 0
{ χ,, Ο,y,, Ο, z,. Ces formules 

définiront un déplacement dans lequel la variable / jouera le role du 
temps; et les quantités ρ, y, r désigneront à chaque instant les com-
posantes de la rotation infiniment petite du système mobile, prises par 
rapport aux axes mobiles. Cela posé, les équations (42) qui nous ont 
servi de point de départ expriment qu'il existe une courbe (C) de la 
ligure mobile roulant sur une courbe (C,) du système fixe; et, par 
conséquent, le jjoint de contact des deux courbes à l'instant considéré 
a nécessairement une vitesse nulle. Pour qu'il en soit ainsi, il faut évi-
demment que tous les mouvements infiniment petits, successifs, du 
système mobile ne soient pas des mouvements hélicoïdaux, mais se ré-
duisent à de simples rotations. C'est la condition exprimée par l'équa-
tion (4^)> que l'on peut obtenir immédiatement en écrivant que la 
vitesse de l'origine des axes mobiles est perpendiculaire à la direction 
de l'axe de rotation. 

Nous avons indiqué le moyen de résoudre celte équation sans aucun 
signe de quadrature; et nous connaissons ainsi les mouvements dans 
lesquels chaque déplacement infiniment pelit équivaut à une rotation. 
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On obtient, comme on sait, tous ces mouvements en faisant rouler une 
surface réglée (K) sur une autre surface réglée (K.,), applicable sur la 
première. L'équation de la surface (K) résulterait de l'élimination 
de i entre les deux équations auxquelles se réduit le système (47)· 
aurait la surface (K,) en éliminant t, a?,y, ζ entre les équations (44) 
et (47) ou, ce qui est la même chose, en éliminant t entre les équations 

(.5.) 

q(cx
t

+- c'y. + c";,)- r(bx
x
 + b'y

x
 -hb"z

x
) =dx / dt 

r(ax
4
 -+- a'y

4
 ■+■ a"z,) — p(cx

%
 H- c'y

t
 -hc"z

4
) = ̂  

p(bx
x
 -f- ///, -+- b"ζ,)— q(ax,-+- a'y

x
 4- a"z

x
) —dy / dt 

qui se réduisent également à deux. 
Des remarques précédentes 011 déduit une première conséquence qui 

mérite d'etre signalée : On peut obtenir sans aucun signe de qua-
drature les équations les plus générales de deux surfaces réglées 
applicables l'une sur l'autre. 

Loupons maintenant la surface réglée (K) par une surface quel-
conque : 

f(x, y, z) = 0 

Nous obtiendrons une certaine courbe (C) qui roulera sur la courbe 
correspondante (C, ) de la surface (Κ.).Λ es deux courbes (C) el (C,) 
sont précisément celles que notre solution analytique nous a appris 
à déterminer. 

Nous rappellerons, en terminant, une solution toute diHercule que 
nous avons aussi donnée de la même question. 

Si, dans l'équation (4»)> 011 Pose 

(52) 

χ — xx = X, 

y-y< = Y. 
Ό V j ^ 

(53) 

X 4* X | — \|, 

y+y, = Y., 
ζ -4— ζ ι — Zf j 
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elle apparaît sous la forme 

(54) dXdX
t
 ■+■ dYdY

t
 -+- dZdZ

l
 = o. 

Prenons arbitrairement pour Χ,, Υ,,Ζ, des fonctions d'un para-
mètre t et posons 

( 55) XdX
t
 + YdYt -+- LdTa

t
 = Udt\ 

si Ton diflérentic cette équation, en tenant compte de la précédente, on 
aura 

(56) Xd*X
{
 -h Y d* Y, + Z<PZ, = dV dl, 

et réciproquement les deux équations (55) el (56) entraînent la rela-
tion (>4). 

Il suffira donc de prendre pour Χ, Y, Ζ des fonctions satisfaisant 
aux deux équations (55) et (56); ce qui permettra, par exemple, de 
déterminer l'une d'elles arbitrairement ou de donner a priori une 
relation quelconque 

Ç(X, Y, Z)=o 
entre X, Y, Z. 

Supposons, pour indiquer une application, que l'on veuille trouver 
deux courbes dont les arcs soient égaux, les points correspondants se 
trouvant à une distance toujours la nièinc, l. On fera 

(5;) X3 + Yl+ Z2= /3 

et l'on aura a résoudre les trois équations (55), (56) et (07). 

Prenons comme inconnue auxiliaire le déterminant 

(58) 

d\i dYj dZ{ 

dt dt dt 
d'Xt

 d* Y, d* Z, 
dt* dt* dtt 
X Y Z 

= A. 
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Si on l'élève au carre et si l'on pose, pour abréger, 

A;=«Α;+DV;+DZ;, (*£)'+(*£)'+(*£)' = Η·, 

on trouvera 

(*h\* Îh i] 

Λ a Λι d*s
x
 i*adU 

dt dt² dt 

υ
 dV ρ 

A sera done connu et, pour déterminer Χ, Y, Ζ, il suffira de joindre 
réquation du premier degré (58) aux deux équations (55) et (56)· 

On pourrait encore joindre à ces deux équations, qui donnent la 
solution de la question proposée, une relation quelconque entre X, Y, 
Ζ; X,, Y,, Z,. Supposons, par exemple, que Ton demande de déter-
miner les deux courbes (G), (C,) de telle manière que deux points 
correspondants quelconques des deux courbes soient toujours «à la même 
distance de l'origine. On aura 

x*+y2 + z2 = x> + y2 + s] 
ou 

XX, H- YY| -+- ZZ, = o. 

Cette relation, jointe aux équations (55) et (5(>), fera connaître 
Χ, Y, Ζ sans aucune difficulté. 


