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INTEGRALES ALGEBRIQUES DE L’EQUATION DE KUMMER, a!
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Recherches sur les intégrales algébriques de l’équation

de Kummer ;

Par M. E. GOURSAT.

Je me suis déja occupé, dans différents Mémoires, des intégrales
rationnelles de I'équation du troisiéme ordre, introduite par M. Kum-
mer dans la théorie de la transformation des séries hypergéomé-
triques. En particulier, le travail intitulé : Recherches sur I’équation
de Kummer (Acta Societatis Fennice. Helsingfors, 1885), qui con-
tient les résultats complets de mes recherches sur ce sujet, donne le
tableau de tous les cas ou il existe de pareilles intégrales avec unc mé-
thode générale pour calculer les coefficients. Depuis la publication de
ce Mémoire, M. Erwin Papperitz a étudié, dans son Habilitations-
schrift (Leipzig, 1886), les intégrales algébriques de Jn méme équa-
tion, et établi, pour cet objet, un systéme d’équations arithmétiques
analogue & celui dont je m’étais servi. Je reprends, dans ce travail, I'é-
tude de la méme question, en m’effor¢ant de pousser la solution géné-
rale aussi loin que possible.

Il existe une différence essentielle entre les deux systémes d’équa-
lions arithmétiques dont dépendent les transformations rationnelles et
les transformations irrationnelles. Dans ce dernier cas, en effet, un
systéme de solutions des équations arithmétiques ne fournit pas en gé-
néral d'intégrale algébrique. J'espére avoir établi d’une fagon rigou-
reuse qu’on peut toujours reconnaitre, par un nombre fini d'essais et
de calculs élémentaires, si & un systéme de solutions correspond effec-
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256 GOURSAT.

tivement unc intégrale algébrique. Je m’attache surtout au cas parti-
culier ot I'inversion du quotient de deux intégrales de I'équation hy-
pergéométrique donne naissance & une fonction uniforme; s'il en est
ainsi, cette fonction uniforme sera, comme on sait, unc fonction
fuchsicnne. Le probléme peut alors étre considéré comme un cas par-
ticulier du probléme général de la transformation des fonctions fuch-~
sicnnes.

L'existence d’unc intégrale algébrique étant reconnue, le caleul des
cocfficients de cette équation est un probléme dont la solution générale
parait fort difficile. On peut cependant indiquer des méthodes génc-
rales, lorsque la relation cst de genre zéro ou de genre un. Les calculs
algébriques auxquels on est conduit paraissent, il est vrai, compliqués,
mais il est facile de reconnaitre qu’on ne peut les éviter. Je me réserve
de revenir sur la formation ct les propri¢iés de ces équations.

La derniére partie conticnt la démonstration d'un théoréme général
sur les équations linéaires, dont I'application & I'équation de Kummer
est immédiate. De ce théoréme se déduisent aussi des conséquences
intéressantes, que je ne fais que signaler, relatives a la réduction de
certaines intégrales abéliennes.

L

1. Désignons, pour abréger, par (s), 'invariant différenticl

dds ds\ ?
drt  3[ did
ds 2\ & |’
dx dr

ct par R(2, &, v, ) la fonction rationnelle

I— A (R — )+ (1 — )2t
R= 5
223(1—x)? ’

'équation de Kummer prend la forme suivante :

(1) (%), + R\, vy ) (Z—f)g—; R(N, s vy y)
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Cette équation se présente, comme on sait, quand on cherche un
changement de variable permettant de passer de I'équation hypergéo-
métrique

(2) w(r—w)%—i—[y—-(aﬁ-@é\—x)x]%—a@u:o

a la nouvelle équation

. a? , , , do vor
) yO=Nga+ Y= @+F+0y)g —afo=o,
ou '
7\=l—7’ P~=‘Y—“—p, V=B—a,
N=1—y, p=y-—o-f, v=F-do

Je me propose de rechercher dans quels cas I'équation (1) admet
une intégrale algébrique définie par I'équation entiére irréductible

49 f(@y)=o0;

je supposc que A, @, v, N, i/, v’ sont des nombres réels, et, comme I'¢-
quation (1) ne renferme que leurs carrés, on peut évidemment les
regarder comme positifs.

On peut aussi permuter d'une maniére quelconque les exposants 2,
W, v, ainsi que N, @', v/, c¢ qui revient & effectuer sur & une des sub-

stitutions

1 I T X —1
rx=x, 1--x, =3 ’ ’
x I—X T —1 xr

b

ct sur y une des substitutions

_ ., L y o y—1
Y= =0y =y Ty

De toute intégrale algébrique de I'équation (1) on déduira ainsi, au
moyen des substitutions précédentes, trente-six intégrales qui pourront
ne pas étre toutes distinctes; c'est ce qui arrivera si la relation

f(@,y)=0

sc¢ reproduit par quelques-unes des substitutions précédentes.
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Soit ¢ le rapport de deux intégrales particuliéres de I'équation (2):
on sait que ce quotient satisfait a I'équation différentielle

(3) [s]:=R(, u, v, 2).

Supposons que, dans cette équation (5 ), on substitue 4 la variable
la variable y, liée & z par I'équation (1); on aboutit a la nouvelle équa-
tion

(6) [s],= R(%, s Vs Y

qui est vérifiée par le quotient de deux intégrales particuliéres de 1'é-
quation (3). Ce résultat s’explique aisément, si'on a égard & la signi-
fication des intégrales de ces trois équations. Ainsi, par I'introduction
de la variable auxiliaire s, I'équation (1) peut étre remplacée par I'en-
scmble des équations (5) et (6), et le probléme proposé est équivalent
a celui-ci :

Trouver dans quels cas il existe une relation algébrique

f(x,y)=0

permettant de passer de Uéquation (3) a Uéquation (6).

2. Avant d’aborder ce probléme, il est nécessaire de rappeler les
propric¢iés caractéristiques des intégrales de ces deux équations; comme
clles sont de méme nature, il suffit de considérer 'une d’clles, par
cxemple I'équation (5). Soient y, et y, deux intégrales particulic¢res

distinctes de I'équation (2), ct s = %’l = S(A, i, v, ). Les propriétés
2

de la fonction s=S(}, &, v, a:) ont ét¢ étudices cn détail par
M. Schwarz dans son beau Mémoire Ueber diejenigen Falle, ctc.
(Journal de Crelle, t. 75, p. 292-335). Quand on fait décrire & la va-
riable z tous les contours fermés possibles, la fonction s=S(A, ., v, z)
admet, pour une valeur donnée de x, une infinité de valeurs, sauf dans
les cas bien connus (que nous écarterons) ol l'intégrale générale est
algébrique. Toutes ces valeurs se déduisent deI'une d'elles par des sub-
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stitutions linéaires de la forme

;8 +
si=/is) =2
ot &, B;, v;y 0;sont des constantes, et les diverses substitutions f;(s) for-
ment un groupe G dérivé de deux substitutions fondamentales, qui cor-
respondent a deux lacets décrits autour des points x =0, x=1. (Pour
le calcul des coefficients a;, B;, v, 8;, Voir Annales de I’Ecole Normale
supérieure, t. X, 2°série; Supplément, p. 28 et suivantes.) Dans lc
voisinage de toute valeur @ de z, différente de o, 1, , toute branche
de la fonction s est de la forme

s—b=k(x—a)+k(x—a)+...,

le coefficient k, étant toujours différent de zéro, et ce résultat est géné-

. ) 4 -
ral, pourvu que I'on convienne de remplacer s — o par —- Dans le voi-
sinage des points x = o, I, «, les différentes branches de la fonction s
ont respectivement les formes suivantes :

A]So F_A_!, 151+B’ — CgS,"i‘C,

A;S°+A5 B;Sl"i‘B‘ §= C;S.,'!"C;’

oules A, B, C sont des constantes, ct s, §,, s, forment ce que nous
appellerons les intégrales normales relatives aux trois points o, 1, oc.
Si aucun de ces trois points n’est un point critique logarithmique, on
prendra ces trois intégrales de fagon qu’en les multipliant respective-

ment par 2%, (z — 1)¥, ( ) » clles soient holomorphes dansle domaine

du point correspondant et différentes de zéro en ce point. Dans le cas
de points critiques logarithmiques, on les choisira de telle fagon que

— o logz, s, — wlog(x — 1), s, — ¢elog (i),

ol &, 1, € sont des constantes convenables, soient holomorphes dans
le domaine du point correspondant, aprés qu’on les a multipliées res-

. v . 0 .
pectivement par z*, (z — 1)¥, (-;; ) » et différentes de zéro en ce point.
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Si s = S(A, p, v, x) est unc intégrale particuliére de I'équation (5),
I'intégrale générale est de la forme

as+ b

es+d
a, b, ¢, d désignant des constantes arbitraires. Soient G, le groupe de
substitutions linéaires relatif & I'intégrale particuliére s,, et T, la sub-
stitution linéaire qui permet de passer de 'intégrale particuli¢re s, &
unc intégrale quelconque s. Les opérations V du groupe G relatif a s
sc déduisent des opérations V, du groupe G, par la relation

V= ToVoT;"

de sorte qu'il y a entre ces deux groupes isomorphisme holoédrique. 11
cn st de méme des deux groupes relatifs & deux intégrales particu-
licres quelconques.

Faisons décrire a la variable x toute la partie du plan située au-
dessus de 'axe réel 5 le quotient s, sil’on figure la quantité imaginaire s
par un point d'un nouveau plan, décrira un triangle limit¢ par trois
arcs de cercle qui correspondent respectivement aux bords supéricurs
de l'axe réel, —o—0, 0——+1, + 1——+ . Les sommets A,
B, C de ce triangle correspondent aux points o, I, %, et les angles ont
pour valeurs A, pw, vr. Imaginons une demi-circonférence de rayon
trés pelit e ayant son centre au point x = o, et située tout entiére au-
dessus de 'axe réel. Quand on marche sur cette circonférence du
point .r =+ ¢ au point x = — ¢, le rayon joignant le point A au point
qui figure la valeur de s aura tourné d'un angle égal & Ax autour du
point A. Le triangle ABC n’a aucun point de ramification dans son
intéricur; mais il peut se recouvrir lui-méme plusicurs fois (c'est ce
qui arrivera, si quelqu’un des nombres A, p, v est supérieur a 2). I
peut aussi arriver que ce triangle s’¢tende plusicurs fois jusqu’a 1'in-
fini : cc (u'on pourra éviter en prenant une sphére au lieu d’un plan
pour représenter la valeur de s. Mais, pour quiconque cst familiarisé
avec I'emploi des surfaces de Riemann sur le plan ou sur la spheére, il
n’y a la aucune difficulté. La fonction analytique s =S(A, @, v, )
fournit ainsi V'Abbildung du demi-plan supéricur des z sur le
triangle ABC limité par des arcs de cercle,
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Cet Abbildung donne encore licu aux remarques suivantes, dont
nous aurons & faire usage :

I. Sil'un des exposants A, , v est un nombre enticr, par exemple 2,
les deux arcs de cercle issus du point A qui limitent le triangle sont
tangents I'un 4 I'autre. Si le point # = o est un point critique logarith-
mique, ces deux arcs de cercle appartiennent & deux circonférences
distinctes. Mais, si le terme logarithmique disparait dans le développe-
ment de sy, ces deux arcs de cercle se confondent, ou I'un d’cux cst le
prolongement de 'autre.

II. 11 faut six constantes réelles indépendantes pour fixer la position
du triangle ABC; ces six constantes correspondent exactement aux six
constantes réelles qui figurent dans l'intégrale générale de I'équa-
tion (5). Le choix de ce triangle dans le plan des s équivaut par con-
séquent au choix d'une intégrale particuliére.

Soit ABCle triangle, dontil vient d’étre question, qui correspond au
demi-plan supéricur des . Faisons franchir & la variable x 'axe réel,
centre les deux points o et 1 par exemple, et imaginons que cette va-
viable décrive ensuite le demi-plan négatif. La variable s décrira un
nouveau triangle ABC’ symétrique du premier par rapport i la circon-
férence dont fait partic I'arc AB. Je dirai que deux figures sont sym¢-
triques par rapport a un cercle C lorsqu’elles se déduisent I'une de
l'autre au moyen de la transformation par rayons vecteurs réciproques
qui a pour pdle le centre du cercle C et k? pour module, k& désignant
le rayon du cercle, ct j'appellerai cette transformation réflexion sur
le cercle C. Cela pos¢, faisons décrire & la variable « un chemin quel-
conque ne passant par aucun des points o, 1, %, et poursuivons la
représentation sur le plan des s au moyen de la loi de symétrie précé-
dente. Nous obtenons un réseau R de triangles d’arcs de cercle, d’an-
gles Aw, um, v, alternativement congruents au triangle primitif ct a
son symétrique, correspondant respectivement aux demi-plans des «.

Ce réscau recouvrira en général le plan, ou du moins une partic, un
nombre illimité de fois.

Pour abréger, j'appellerai triangle (A, g, v) un quelconque des
triangles de ce réseau, et je les distinguerai en triangles positifs ou né-
glifs, suivant qu'ils correspondent & un demi-plan positif ou négatif.
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Quand on décrit le contour d’un triangle de facon & avoir & sa gauche
I'intérieur de ce triangle, on rencontre les sommets dans 'ordre o, 1, ¢
ou dans I'ordre inverse, suivant que I'on a affaire a un triangle positif
ou négatif. Le triangle d’ol1 'on est parti pour former le réseau sera
dit fondamental; le quadrilatére formé par le triangle fondamental et
un quelconque des triangles symétriques par rapport a l'un de ses
cOtés sera de méme appelé quadrilatére fondamenial. Si I'on dé-
forme ce quadrilatére de facon & joindre les bords congruents, on a
unc surface fermée qui correspond univoquement au plan des z.

Lorsque & décrit une petite circonférence autour du point z = o, le
point s subit deux réflexions successives sur les circonférences AB et
AC. 1l serait facile de déduire de la les coefficients des substitutions
fondamentales du groupe G.

3. Soient s =S(A, 1, v, ) une intégrale particuliére de I'équa-
tion (5), et z=1¢(A, w4, v, 5) la fonction que l'on en déduit par l'in-
version, que j’appellerai, pour abréger, fonction inverse. Les propriétés
dc la fonction inverse résultent des propriétés de la fonction

SO\, gy v, )

clle-méme. Si I'on fait décrire  la variable s un chemin ne passant par
aucun des sommets du réseau R, la loi de symétric déja vue permet
inverscment de suivre sur le plan des  le chemin décrit par cette va-
riable. Dans la pratique, si le réseau R recouvre plusieurs fois le plan
des s, on devra concevoir le chemin décrit par cette variable comme
tracé sur la surface de Riemann que le réseau R recouvre simplement.
La fonction inverse cst, en général, une fonction multiforme de s; si,
pour une valeur s, de s, z prend une valeur z, différente de o, 1, , s,
ne coincide avec aucun des sommets du résecau R, et dans le domaine
de ce point, on aura

z—z,=H,(s —s,) + Hy(s — 8,)*+...,

le coefficient H, étant toujours différent de zéro. Il est clair que Ia
fonction inverse de 'intégrale générale de I’équation (5) sera

x=cp<7\, thy ¥y H)
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’

Prenons de méme une intégrale particuliére s = S(N', 5V, y) de
I'équation (G); elle nous fournira, sur le plan des s, un réseau R
formé de triangles (X', w’, v') alternativement positifs et négatifs, qui
correspondent aux deux demi-plans des y. Soit y = ¢(N, w, v, s) la
fonction inverse de cette intégrale; cette fonction jouira de propriétés
analogucs & celles que nous avons reconnues & la fonction

€ =9(Ny ks vy §).

I résulte évidemment des explications précédentes que le probléme
propos¢ peut s’¢noncer ainsi :

Dans quels cas exrtste-t-il une relation algébrique entre les deux
Jonctions inverses x=9(\, w,v,s) ety =4(N, @, v, 5)?

Remarcuons que I'on peut supposer la fonction ¢ complétement deé-
terminée; mais il faudra laisser indéterminées les trois constantes com-
plexes dont dépend la fonction ¢.

4. Supposons, par conséquent, qu'il existe une relation algébrique
irréductible f(x, y) = o cntre ces deux fonctions inverses; désignons
par p le genre de cette équation, par 2’ et 2 le degré en x et y respec-
tivement. Soicnt X ¢t Y les deux surfaces de Riemann relatives & cette
¢quation, olt 'on regarde « ou y comme la variable indépendante; fa
surface X s¢ compose de # feuillets étendus sur le plan des z, ct la sur-
face Y de #' feuillets ¢tendus sur le plan des y. Les points de chacune
de ces surfaces se correspondent d’une fagon univoque, et a chacun
d'eux est attaché un point analytique ,, y,, tel que f(x,, y,) = o.
De Pexistence de la relation £ (¢, y) = o entre deux fonctions inverses
on déduit un certain nombre de conséquences qui se traduisent par des
¢quations arithmétiques. Nous allons les établir rapidement, en suivant
 peu pres la méthode de M. Papperitz.

Soit (x,, ¥ ) un systéme de solutions de I'¢quation f(«x, y) =0, «,,
) ¢tant tous les deux différents de o, 1, =, ct appelons s, la valeur
correspondante de s, que 'on peut toujours supposer finic. D’aprés ce
qu'on a vu, les fonctions inverses (A, w, v, s) et $(N, ', v, s) sont

Journ. de Math. (}° série), tome UL ~ IFasc. II1, t887. 35
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développables, dans le domaine du point s,, en séries convergentes de
la forme
w—ryg=K,(s — 5,) + Ky(s —5)* +...,

y—yo=(s—s5)+H(s—s5)+...,

les coefficients K, et H, n’étant pas nuls. [nversement on aura, dans le
domaine des points , et y,,

$ — 8§, = l—\l—;(l — )+ 1, (e —y) +.. .,

§ — $p= T;—.()’ =)o) +m(y —ya)+....

Il suit de ld que la valeur de y qui se réduit 4 y, pour & = ¢, cst
une fonction holomorphe de x dans le voisinage, ct réciproquement.
Par les points des deux surfaces X et Y correspondant au point analy-
tique (o, yy) e passe qu'un scul feuillet.

Considérons, en second licu, un syst¢me de solutions de Péqua-
tion f(ic, ) = o, ol l'unc des inconnues sculement a I'une des va-
leurs o, 1,325 supposons, par exemple, que, pour .« = o, y prennc une
valeur y, différente de o, 1, 0. On voit tout d’abord que le point sin-
gulier « = o ne pourra étre un point critique logarithmique pour 1'é-
(uation (2), ct que A ne pourra pas non plus ¢étre incommensurables;
autrement, il serait imnpossible de déduire de I'équation (2), par le
changement de variable f(x, )) = 0, unc ¢quation pour laquelle le
point y = y, serait un point singulicr quc I'on peut faive dispavaitre

« g . ) A ~ . 2
en multipliant les intégrales par un méme facteur. Soit donc A = -»

% ¢t p ¢tant deux nombres entiers premiers entre eux. Dans le domaine

du point z =0, on a
__as+ 0
- CSy -+ d’

s, désignant 'intégrale normale relative & cc point; on aura donc, dans
ce domaine,

L3
1 es—a P . .
E=7,':_¢/}=J’f(l\o+l\l“‘+'“)’ K, o,
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ct dans le domaine du point y,,

s-—a
O —ds

=1,(y — yo) + Hy(y =y, 2 +..., H, £ o.

Par suite, on peut ¢erire

R

Ko+ Kiw+. )= (y—y)[H + H(y —yo)+...]

On déduit de cette égalité un développement de y — y, suivant les
1 %
puissances positives de z? ct commencant par un terme cn x?, ct in-

versement, on aura pour z un développement suivant les puissances
1

1 e
croissantes de (y — y,)*, commencant par un terme en (y — y,)*. Sur
la surface X, on aura done, au point z = o, ¢ feuillets réunis en cycle,
ct sur la surface Y, au point y = y,, « feuillets réunis en cycle. Les
sommets de ces deux cycles correspondent au point analylique

o= 0, )Y =Y

On ¢tudie de la méme fagon les autres systémes de solutions analogues,
ct l'on peut résumer le résultat comme il suit. Supposons, pour fixer les
idées, que les nombres A, u, v, X', @/, v’ soient tous rationncls,

- 2* 9 - , % @’ -
o= - =L V= - AN=, ==
) -~ ) o4

al
-~

Les trois équations f(o, y) =0, f(1,y) =0, f(®, y) = 0 adnet-
tent respectivement ry s, ¢ racines distinctes, différentes de o, 1, x;
désignons-les par v,y Ny v vy ey Ny Nas ooy Ned Mgy Ty oo vy By Do
méme, les trois ¢quations f(z,0) = o, f(x, 1) =0, f(x, =) =0 ad-
nictlent respeclivement 7, ', ¢ racines distinctes différentes de o,
1, =, que nous désignerons par &, %,y .., B3 8L B, L BB S, L
%,.. Cela posé, on aura, surla surface X, r cycles de ¢ feuillets au point
« = 0, s cycles de ¢ feuillets au point & =1, ¢ cycles de = feuillets au
point ¢ = =, un cycle de « feuillets en chacun des points v, un cycle

de B feuillets en chacun des points 1, ct un cycle de ¥ feuillets en chacun
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des points ;. On aura de méme, sur la surface Y, 7~ cycles de ¢ feuil-
lets au point y = o, 5’ cycles de ¢’ feuillets au point y =1, ¢ cycles
de = feuillets au point y = x, un cycle de a’ feuillets en chacun des
points &, un cycle de 8 feuillets en chacun des points £, et un cycle
de ' feuillets cn chacun des points £

Si le point =0 cst un point critique logarithmique, ou si A esl
incommensurable, le nombre correspondant r est nul, et de méme pour
les autres. Remarquons que les valeurs v ne sont pas forcément toutes
distinctes; il pourrait arriver, par exemple, que Péquation f(0,y) =o
admette 25 racines égales & w;, qui se répartiraicnt alors en 2 cycles
de p racines. La remarque se généralise ais¢ément.

Pour abréger, j'appellerai cycles de la premiére catégoricles cycles
dont il vient d’étre question.

Il nous reste & nous occuper des systémes de solutions de I'équa-
tion f(x, y) = o, ot les deux inconnues ont chacune I'une des valeurs
0, 1, %. Supposons, par cxemple, que pour xr=o0 on ail la solu-
tion y=o. Sur la surface X on aura, au point £ = o, un certain nombre
de feuillets ¢,, tels que la valeur de y, sur chacun d’eux, au point z =o,
soit y = 03 sur Y on aura de méme, au point y = o, ¢,, feuillets tels
que la valeur de x sur chacun d'cux, au point y = o, soit £ = a. Ces
feillets se répartissent sur les deux surfaces en un meéme nombre 244
de cycles quisc correspondent deux & deux. Considérons un de ces
cycles sur X formé de £ feuillets, ct le cycle correspondant sur Y form¢
de 2/ feuillets. Soit A le point du plan des s qui figure la valeur de s
correspondant aux sommets de ces deux cycles. Du point 2 = o comme
cenlre avec un rayon trés petit, décrivons sur le plan des x une circon-
férence, et considérons le domaine g formé par les portions des feuillets
du cycle précédent, qui sont comprises & l'intéricur de cette circon-
férence. A ce domaine g correspond sur la surface Y un domaine ana-
logue g'; le domaine correspondant du plan des s se compose, d’aprés
le théoréme de M. Schwarz, de 2/ portions de triangles d’ares de
cercle ayant un sommet commun cn A; la somme des angles de ces
triangles, réunis autour du point A, est égale & 22w, On peut aussi
considérer d’unc autre fagon ce domaine comme form¢é de 2/’ por-
tions de triangles d'arcs de cercle ayant un sommet commun en A, ct
la somme des angles de ces triangles réunis autour du point A devra
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étre égale a 2A'N'=. Il faudra donc que l'on ait
hN=RIN\.

Appliquons cette relation & tous les cycles analogues, et faisons la
somme des égalités ainsi obtenues; il viendra

Sooh =G, N

N N Ny
Attribuons aux lettres 8,,, 3,., G105 8113 O1xs Cuor Buts Buxs S Be
Ny N Ny ' N
%01 %411 %109 g«un O%is Pxxd 009 S10y 501, Eomt 119 €10y gy &y Sum des si-

gnifications analogues a celles de 8,4y 0,0y 0o 3 NOUS aUroONs un systeme
de necuf équations analogues a la précédente,

RN Y S ,\v N NN
‘ 7\0(,0:)\ 000’ ogo—l 10! "9 _7\ LR
. S Y N 5% ~ ’ N
(7) ¢ Moy =5, Yo =9, Vo, =We,,,
' - N ‘,\, \ — ,\' N Y
D=V 0017 SI.O“e Vi Jla’ Vo, ., = v 0..
[) N
osons
q = &yo + &y + -+
) ~ N !
Ogot+ 91+ 9,, = @, no+ ‘0|+°oa—a’
\ N N ' ,
ClotSu+eL.=D  2,+%, +0.=0,
\ S \ R
o:(l+°x|+°xx=47 /(I+° +J —C"

on déduit des équations (7)
(8) ah+bu+cv=aN+ Uu +ev.

Les relations (7) ont licu, quels que soient A, @, v, X', 'y ¥'. On en
déduit immédiatement que, si 'un des nombres A, @, v est nul, un au
moins des nombres A, ’, v sera nul aussij inversement, si A ct X'
sont nuls, cctie circonslance ne nous apprend rien sur la ramification
de la surface X et de la surface Y au point =0, y = o. Par exemple,
considérons les équations modulaires auxquelles donne naissance la
transformation des intégrales elliptiques de premiére espéce, prises
sous la forme de Legendre,

de
/w/(l— ) (n—'-'Fz'f)'
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on a, dans I'équation de Kummer, & laquelle on cst conduit,

‘'=v' =o.

X:p,:v::){:}.

-

L’analyse précédente ne nous apprend qu’une chose relativement & ces
¢équations : c’est (ue, quand on donne & I'unc des variables unc des
valeurs o, 1, =, toutes les valeurs que I'on obtient pour l'autre va-
riable ne peuvent ¢tre que o, 1, =.

!

[

.
!

Reprenons I'égalité précédente 2 = AN, ct soient A = r-:, N =

“y

Soit m le plus petit multiple commun de « ct de «', ct posons
m=uxd=2d.

Imaginons quc la variable x fasse g tours successivement aulour
du point 2 = o; le point qui figure s fera 2d = &'d’ tours autour du
point A, et la variable y reviendra & sa valeur initiale apres avoir fait
¢'d’ tours successifs autour du point ) = o. Par suite, le nombre 4
des feuillets du cycle doit étre un diviseur de gd et 2 un diviseur
de g'd’y on obtient ainsi des conditions supplémentaires qu'il faut
ajouter aux conditions (7). Supposons, en particulier,

’

Ad=9 =1
il vient
. m=d=d =,

et 'on voit que /4 doit &tre un diviseur de ¢ el /' un diviseur de ¢, de
telle sorte que Ak sera une partic aliquote de 'unité. Celte remarque
nous sera utile plus loin; si, en particulier, g et ¢’ sont premiers entre
cux, on aura forcément

I
o

Jappellerai les ¢ cycles précédents cycles de la seconde catégorie.
Aux équations précédentes, on en ajoute immédiatement six autres
en ¢erivant ue X se compose de n feuillets, et Y de 2’ feuillets,

{ n=a-+ rg =0+ ss=10¢<+I(7.
(9) |

N=d+1ry=0+s3=c+ 107,
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Enfin, ¢crivons que le genre de la relation f(x, y) = o cst égal 4 p;
la formule de Ricmann devient, en tenant compte des relations (g),

f ap+g—a=n—r—s—L+r@—1)+s@— 1)+ —1),
(10) .
| ap+g—a=n—1r—s—t+r(@—n)-+s@—1)+1(y—1),

ct il est clair qu’on aura aussi les inégalités

(11) a+b+e2yq, a+b+c2gq,
(12) %, B, vsu, «, B, Y:in

Nous pouvons dire, par conséquent, qu'a toute intégrale algé-
brique de U'équation de Kummer correspond un systéme de solutions
en nombres entiers et positifs des équations (7), (8), (9), (10) et
des inégalités (11) et (12).

3. Nous examincrons tout & I'heure si la réciproque est vraie. Des
¢quations précédentes on déduit sans peine les équations ci-dessous,
((ui peuvent étre utiles dans certains cas,

(13) n(i—N—uw—v)=nw(1—N—uw—v),
(14) In>q, 3n'2g,
(r(zg—3)+s(s—3)+1(s—3)S6p+ 29 —6,

15 '

(1) L #(s'=3) +5(a'— 3) + (5= 3)S6p + 2¢ — 6,
{n—-r—s—1Sap+q -2,

= — 5 — {S2p+gq — 2,

(1) (e+r(-2)+b+s(s—2)S2(l+2p+q—2),
’ l a'+1'(g=—-2)+ U+ s(s—2)S2(f'+2p + q— 2).

De ces équations, on déduit aisément (voir Pappenritz, loc. cit., p. 33)

qu'il n’cxiste qu'un nombre limité¢ de solutions quand on se donne »’
) s 1 1 I o e
ct p, pourvu qu on suppose la quantit¢ @ =1— 2 T3 positive
(pour un point singulier logarithmique, on pose p = =). En faisant
unc hypothése de plus, on est conduit & une conclusion intéressante.
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Supposons que chacun des exposants A, &, v soit nul ou ¢gal & une
partic aliquote de I'unité. M. Schwarz a démontré que la fonction

z=5(A uv,$)

sera une fonction uniforme de s. Ecartons les cas ou cette fonction est
rationnelle, simplement périodique ou doublement périodique; alors
x = %(h, 1, v, s) sera unc fonction fuchsienne de s, et la quantité &
sera positive. Mais les trois produits s(z — 1), s(f — 2), {(v—1)
seront nuls, ctles équations (9), (10) et (14) donnent une limite pour p

cl ¢ quand on sc donne 7. En rapprochant ce résultat du précédent,
nous voyons que :

Si la fonction incerse x =g(k, u, v, ) est une fonction fuch-
stenne, Uéquation de Kummer n’admet qu’un nombre limité d’in-
oy shi, 4 v 1 1 D 1 /]
tégrales algébrigues, d’un degré donné par rapport a x.

Nous supposons implicitement qu'a un systéme de solutions des
¢qquations préeédentes ne correspond jamais (uun nombre fini d'inté-
grales algébriques; c’est ce qui résulte du paragraphe suivant. 1l peut
arviver que quelques-uns des nombres 1, s, ¢, 77, &, ¢ soient nuls,
comme nous I'avons déja remarqué; si 7 est nul, par exemple, A n'in-
tervient pas dans les ¢quations (9), (10), (11) et (12). Si ce nombre A
n'est pas déterminé par les équations (7), le systéme préeédent ad-
meltra une infinité de systémes de solutions, sil'on considere A comme
unc indéterminée. Mais les surfaces X et Y ne dépendent pas de 4, ct

I'on n’auracncore, dans tous les cas, qu'un nombre limit¢ d’intégrales
algébriques.

6. On cst naturcllement amend i s¢ demander jusqu’a quel point
les ¢quations arithmétiques qui viennent d'¢tre ¢tablics sont suffisantes
pour la détermination du probléme. En d'autres termes, a tout sys-
weme de solutions de ces équations correspond-il en général une inté-
grale algébrique de T'équation de Kummer? Cest 14 un point (ue
M. Papperitz n’a pas abordé¢ dans son travail. Jai indiqué briéve-
ment, dans unc Note présentée a I’Académic des Sciences (novem-
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bre 1886), comment on pouvait répondre & cette question, et comment
on ¢tait conduit & une réponse négative.

Prenons un systéme de solutions des équations (7), (8), (9), (10),
(11) et (12). La construction des surfaces X et Y est un probl¢me de
combinaisons que I'on pourra toujours résoudre par un nombre fini d’es-
sais, ct (ui n’admet dans tous les cas qu'un nombre fini de solutions.
Supposons que nous ayons trouvé deux surfaces connexes X et Y satis-
faisant & toutes les conditions de cette solution particuli¢re et aux condi-
Lions supplémentaires. Nous avons & rechercher s'il existe une relation
algébrique irréductible f(x, ¥) = o, telle que les surfaces de Riemann
correspondantes sur les plans des « et des y soicnt respectivement X
LY. Pour fixer les idées, j'examinerai d’abord un cas simple, celui ot
X, , v, N'y &/, v sont nuls, ou des partics aliquotes de 'unité; X et Y
ne seront ramifiées qu'aux points o, 1, %, ct scront complétement dé-
terminées. Appelons encore # une fonction algébrique de  ramifiée

comme y, ct ¢ unc fonction algébrique de y ramifice comme z, de telle
sorle (que I'on ait

(18) u=1g (L y), =19 (y,z),
y=?|(l‘, u)a &€r = ,P‘()/, 9)’

%, 21y ¥y 4, désignant des fonctions rationnelles; # sera racine d'une
¢quation algébrique enticre de degré 2 en u,

(19) F(-l/’, u)=o,

dont la surface de Riemann sur le plan des & sera précisément X. De
méme, ¢ sera racine d’une équation algéhrique entiére de degré #/,

(20) F.(y, v) =o, -

dont la surface de Riemann sur le plan des y sera précisément Y. Les
deux équations (19) et (20) devront appartenir & la méme classe que
I'équation f(x, y)=o et, par suite, avoir les mémes modules. Ces
deux équations ne sont pas cnti¢rement déterminées, mais il est clair
| p )
que leurs modules ne dépendent respectivement que des surfaces X
et Y. Si ces surfaces ne sont pas de genre o, rien ne prouve a priori
Journ. de Math. (4* série), Tome III. — Fasc. IlI, 1887, 36
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que leurs modules scront égaux, ct il est ais¢ de se convainere, par des
exemples, qu'il n’en est pas ainsi cn général. Si ces modules sont
¢égaux, on pourra passer de I'équation (19) & I'équation (20) par unc
transformation birationnclle; mais il faudra, de plus, que les sommets
des ¢ cycles de la seconde catégorie de la surface X aient respective-
ment pour transformés les sommets des ¢ cycles de la seconde caté-
goric de la surface Y. Cela pos¢, il y a plusieurs cas & distinguer.

Premier cas : p = o. — On sait qu’on peut toujours passer par unc
transformation birationnelle d'une relation algéhrique de genre zéro i
unc autre relation algébrique de genre zéro, et que les coefficients de
cette transformation dépendent de trois paramétres arbitraires. Pour
(ue la transformation remplisse les conditions voulues, il faudra donc
(que ¢ -~ 3 conditions complexes soient vérifices.

Deuxiéme cas : p=1. — La transformation ne scra possible que si
les deux modules sont égaux, ct clle dépendra alors d'un scul para-
metre arbitraire. 11 faudra donc que ¢ conditions complexes soient
remplics.

Troisi¢me cas: p >1. — La transformation ne sera possible (ue =i
les surfaces ont les mémes modules; ce qui fournit 3p — 3 conditions
complexes, et elle nepourra se faire que d’un nombre fini de manicres.
On aura donc ¢ nouvelles conditions.

Finalement, on voit que le nombre des conditions complexes (ui
doivent étee vérifices est, dans tous les cas, 3p + ¢ — 3. Ce nombre
est encore le méme lorsque les surfaces X et Y présentent des points
de raniification en dchors des points o, 1, %. Supposons, par cxcmplc,

X = =(2>>1), et soit v; unc racine de I'équation /(o, y) = o différente
4

dc o, 1, . La surface X présentera un cycle de ¢ feuillets au point
£ = o, ct la surface Y un cycle de a feuillets au point y = v;. Les mo-
dules de Y dépendront d'unc indéterminée v, ; mais, dans 'application
des deux surfaces 'une sur I'autre, le point = o, sommet du cycle
de ¢ feuillets, doit venir s’appliquer sur le point y =y, sommet du
cycle de « feuillets. Le nombre total des conditions qui doivent étre
remplics reste done le méme, ct il est clair que le raisonnement st gé-
néral.
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Supposons ces conditions remplics; la relation f (e, ) = o existera,
* et aura pour surfaces de Riemann X et Y. Cette relation fournira-t-clle
une intégrale de I'équation de Kummer? Supposons que, dans le pre-
micr membre de 'équation (1), on ait remplacé x par sa valeur en
fonction de y. Il est clair que le résultat scra unc fonction uniforme
du point analytique (, y), qui pourra sc mettre sous la forme d’une
fonction rationnelle de z et de y, ¢(x, y); mais il ne résulte nulle-
ment de ce qui précede que ®(z, y) se réduira & la forme

Av*+Br+C
sauf dans le cas ot la surface Y se réduit au plan des y, c'est-a-dire
dans le cas d’unc intégrale rationnelle (voir Recherches sur Iéquation
de Kummer, p. 11 ct suivantes). Nous suivrons une marche toute dif-
férente pour reconnaitre si un systtme de surfaces X et Y fournit une
intégrale.

Pour une intégrale rationnelle, on a

p=0, q=3.

On est conduit 4 se demander s'il y a d’autres intégrales satisfaisant &
ces conditions. Dans cctte hypothése, les formules (9), (10)et (11)
deviennent

n=a+rg=b+ss=c+ 1,
1=n—r—s—1+r(@—1)+s@F—-1)+0(y -1),
a+b+c23.
On cn déduit

a+r(g~2)+b+s(c—a)=2+20— 27,

& =r'(a~—1) +(F =)+ 0y —1);

jlai discuté ce systéme dans le Mémoire déja cité (p. 31). Si & n'est
pas nul, on nc trouve de solutions qu’en prenant pour p, &, 7 les valcurs
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ci-dessous :

2, 2, m,
2, 3, 3,
2, 3, 4y
2, 3, 5.

L’¢quation hypergéométrique correspondante s'intégre au moyen
des fonctions algébriques, et nous rctombons sur un cas qui a éié
écarté. Il faudra donc que I'on ait & = o, ct Y ne sera ramifiée qu'aux
points o, 1, oc. Par raison de symétric, il en sera de méme de X ce
(uec I'on prouverait du reste de la méme facon. La relation f(x, y') =0
¢tant de genre o, les variables et y pourront s'exprimer rationnelle-
ment en fonction d'une variable

x = 5(1), Y =1¥(),

et 'on reconnait sans peine, en tenant compte de la ramification, que
(1) ct $(2) jouissent des propriétés caracléristiques des intégrales ra-
tionnelles de I'équation de Kummer. La transformation algébrique
considérée est donc unc combinaison de deux transformations ration-
nclles. On démontre de la méme facon que ces cas sont les seuls ot I'on
puisse avoir 3p + ¢ — 3 =o.

Remarque 1. — Dans le cas des transformations rationnelles, il
exisle aussi des solutions du systéme arithmétique (ui ne fournissent
pas d'intégrales; telle est la solution

’

n=8, w=1, p=o, ¢=3, a=o, b=o0, ¢=3.

1! . u— ey =y —
)\—-21 lJ'—n V=73 )\——y-— =5

Mais ici cela lient précisément a ce qu’on ne peut construire de sur-
facc connexe X & huit feuillets ayant la ramification demandée, comme
il est facile de s'en convainere.

Remarque II. — 11 résulte aussi des considérations précédentes
(u'un systéme de solutions des équations arithméticues ne peut fournir
qu'un nombre fini d'intégrales algébriques.
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IL

7. Jc me placcrai tout d’abord dans un cas simple particuliérement
intéressant, car il conduit & la recherche des relations algébriques entre
les fonctions fuchsicnnes qui proviennent de I'équation hypergéomé-
trique. On sait que, lorsque chacun des exposants A, @, v est nul ou
¢gal & une partie aliquote de I'unité, le réseau R de triangles (A, @, v)
ne recouvre qu'unc scule fois le plan, ou une partie du plan, de sorte
(que la fonction inverse & = ¢(A, &, v, s) est uniforme. Cela posé, on
aura trois cas & distingucr suivant le signe de 1 — A — g — v.

Premier cas: 1 — A — g —v<o. — La fonction inverse cst unc
fonction rationnelle, et I'on a ainsi les quatre fonctions rationnelles

r=9(H 1w 5
T = ?(3’ in 1n 3)’
x=9(3 9 1 S
2= g(h b b o)

Deuxiéme cas : 1= A+ p+v. — Cettc hypothése fournit les
(uatre fonctions uniformes

w—?(%% » S )
=?<5 r‘,, -s‘),
2=5(k 4 b 8,

dont la premicre i = sin*s est simplement périodique, tandis que les
trois autres sont doublement périodiques.

Troisiéme cas : N+ p.+v<1. — A cette hypothése correspon-
dent un nombre illimité de fonctions inverses uniformes. Le cercle
orthogonal aux trois cotés du triangle fondamental (A, ., v) est réel,
ct les répétitions de ce triangle par la loi de symétrie forment un réscau
R recouvrant une scule fois une portion du plan limitée par ce cercle.
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Le groupe G est un groupe fuchsien de genre o ct le polygone géné-
rateur est le quadrilatére que nous avons appelé fondamental. La fonc-
tion inverse = ¢ (A, g, v, s) cst unc fonction fachsiennc n'existant
(jue dans une portion du plan limité par le cercle orthogonal et admet-
tant ce cerele pour ligne singulitre essenticlle [voir Poixcsne, Théorie
des groupes fuchsiens (Acta mathematica, t. 1)].

Supposons de méme que chacun des exposants A’, @', v’ soit nul ou
¢gal & une partie aliquote de I'unité, et que N + ' + v soit <13 la
fonction inverse y = {;()\’, wy v, '::—::'_(';
sicnne de s. Nous nous proposons de rechercher dans quels cas il existe
une relation algébrique f(x, ) = o entre les deux fonctions fuch-

siennes x = g (A, kv, s) ety = '{/(7\', w,vy = +d

?es ol
b, ¢, d étant choisies convenablement.

) sera aussl une fonction fuch-

>', les constantes «,

8. Les équations (), (10) et (11) deviennent dans ce cas

g n=a+rs=b+ss=c+ (=,
(9)

R=a+rg=l+sd=c+17,
(10) 2p+g—2=n—r—s—Il=n—1r'—s5-1U,
(rry a+b+c2yq, a+l+c2yq.

Soit (A) un systéme de solutions de ces équations; @, b, ¢, &', U, ¢
¢lant connus, on cn déduira pour les 3, un nombre fini de systémes de
valeurs. Prenons un systéme de valeurs satisfaisant aux équations (%)
el parlageons ensuite chaque ¢ et le &' correspondant en un méme
nombre de parties, de fagon qu'entre deux partics correspondantes
Iy I’ on ait toujours la rclation A = A"\’ ct que % soit un diviseur de
- Cela fait, adoptons un des systtmes en nombre fini que P'on aura
Lrouves ainsi.

11 nous faut maintenant former les surfaces de Ricmann X et Y dont
la ramification résulte du systéme de solutions adopté; X, par exemple,
est composée de n feuillets étendus sur lo plan des «, et n’est ramifiée

- o . . . 1
qu'aux trois points £ =o, 1, %. Au point x =o, si A= ¥ le nombre

des fenillets réunis en cycle est égal 4 p ou & un divisour de g3 si A est
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nul, la ramification cn ce point peut étre quelconque. Il en est de méme
pour les points z = 1, = . Comme nous I'avons d¢ja fait remarcuer,
la formation de la surface connexe X, quand on sc donne le nombre des
cycles en chacun des points o, 1, et le nombre des feuillets de chaque
cycle, est un probléme de combinaisons qui n’admet qu'un nombre fini
de solutions. Supposons encore que nous ayons obtenu toutes ces so-
lutions : cc que P'on pourra toujours faire par un nombre limité d'es-
sais. Adoptons I'une d’clles, ct proposons-nous de rechercher s'il existe
une relation algébrique irréductible f(z,y) = o admettant cette sar-
face X pour surface de Riemann ct répondant i la question.

Représentons-nous pour cela les 272 demi~feuillets positifs ct négatifs
dela surface X distinguons les n demi-feuillets positifs par un numéro
variant de 1 4 2, ct les 2 demi-feuillets négatifs par un numéro variant
de — 1 & — n. Chacun des demi-feuillets positifs cst reli¢ au plus a
trois demi-feuillets négatifs, quand on fait franchir & la variable l'axe
réel, et inversement. Au moyen de coupures pratiquées dans cette sur-
face le long de I'axe réel, on peut la transformer en une surface simple-
ment connexe N\, telle que deux chemins tracés sur cette surface et
joignant deux points quelconques M et M’ soient ¢quivalents, cest-
a-dire puissent sc réduire 'un & Pautre par une déformation con-
tinue sans franchir aucun des points x =o, £ =1, x=x. Soil
L. la limite de cette surface Xy L se composera des bords des cou-
pures qui ont ¢té pratiquées dans X. Cela posc, faisons U Abhildung
de In surface ~ sur le plan des s au moyen de la relation

r=5(Athy"s).

D*aprés le théoréme de M. Schwarz, cet Abbildung sc composera
de 27 triangles (X, @, v) alternativement positifs ct négatifs. Ces 2n
triangles formeront un polygone P, ne se recouvrant pas lui-méme, ct
dont les cotés seront des arcs de cercle correspondant aux hords des
coupures de X. Les deux cotés de I qui correspondent aux deux hords
d'une méme coupure peuvent se déduire I'un de 'autre par unce substi-
tution linéaire donc les cdtés du polygone P sont congruents deu.r
& dewx. Imaginons que I'on dé¢forme ce polygone P d’'une maniére con-
tinuc de fagon que les cdtés congruents viennent se coller I'un contre
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l'autre; on obtient une surface fermée ¢, de méme genre que la surface
X, ¢t qui peut remplacer cette derni¢re dans toutes les considérations
(ui reposent uniquement sur la géométrie de situation. En particulicer,
de la manitre dont sont disposés les cotés congruents de I, on peut
déduire immédiatement la ramification de X. La formation de la sur-
face X ou celle du polygone P sont, par conséquent, deux problémes
¢quivalents, dontle second peut méme, & certains égards, étre considére
comme plus simple que le premier. Quelle que soit la voie que T'on
adople, jesupposerai désormais quel'ona obtenu la surface X et le poly-
gone I correspondant; j'appellerai X,, 2., ooey S les substitutions
linéaires qui changent un en 'autre les cotés congruents de P. 11 pent
arriver que deux cOtés congruents viennent se confondre; dans ce cas,
on supprimera ce coté. Quelles sont maintenant les conditions pour

qu'il existe une relation algébrique f(.¢, y) = o entreles fonetions fuch-
as+ b

sienmes.e = g(A, @, v, s)cty = ',]/(7\', v, E.?-Td)’ admettanl X pour
surface de Riemann sur le plan des.c?

La réponsc est immédiate. Il faut et il suffit gu’en choisissant con-
venablement les constantes a, b, ¢, d, les substitutions S,, X >

My esey audy

appartiennent au groupe fuchsien (' relatif a la fonction
oy oy D
Y= 4’<)\’ ¥y v cs+(l>'

9. Sil'on connaissait la forme géncérale des substitutions du groupe
(', comme cela a licu pour les fonctions modulaires, cet examen serait
facile. Mais il n’en est pas ainsi en général, ct il est nécessaive d'avoir
recours i d’autres considérations. Le groupe (3" dépend de trois con-
stantes complexes ou, ce qui revient au méme, de six conslantes
réelles. De ces six conslantes, il y en a trois qqui se déterminent immié-
diatement. En effet, toutes les substitutions de ce groupe doivent con-
server le cerele orthogonal aux cotés du polygone I’5 en d'autres ter-
mes, le résean R’ de triangles (X, w', v') doit avoir le méme cercle
principal que le réseau R de triangles (4, 1, v). 11 y a une infinité de
réscaux R’ jouissant de cette propriété; la position de ce réseau dépend
encore de trois constantes réelles. Mais ce réscau R’ doit satisfaire &
d'autres condilions; en cffet, ¢ sommets de ce réseau doivent coincider
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respectivement avec les sommets du polygone P qui sont les images
des sommets des cycles de la scconde catégorie de la surface de Rie-
mann X,

Supposons, par exemple, qu’un des sommets (A') du réscau R’ doive
coincider avec un des sommets (A) du polygone I, ct soit A2 0. On
peut construire le polygone P de telle fagon que le sommet (A) en
(juestion soit le centre du cercle orthogonal. Adincttons qu’on ait fait
la figure de cette facon; nous pourrons ensuite conslruire un réscan R’
admettant méme cercle principal et dont un sommet (A') coincidera
avee le sommet (A) précédent.

Tous les réscaux R’ jouissant de la méme propriété se déduiront de
celui-1a par une rotation autour de cc sommet.

Si g est supéricur & 1, un certain nombre d’autres sommets du ré-
scau R’ devront coincider avec des sommets du polygone P 5 comme
dans une rotalion aulour du sommet (A) chaque sommet de R’ déerit
unc circonférence, on pourra loujours trouver toutes les positions de
ce réseau (ui salisfont aux conditions précédentes, ct il n'y en aura
jamais qu'un nombre limité. Supposons qu’on ait trouvé une de ces
posilions et construisons la portion de ce réseau cui entoure le poly-
gone P, Soient AB, A’B’ deux cétés congruents du polygone P, tels
qque la substitution X; change AB en A’B’. Prenons deux points cor-
respondants M et M sur ces deux cotés. Pour que la substitution X; ap-
partienne au groupe (v, il faut que les points M et M’ soient ¢ I inteé-
rieur de deur triangles congruents (N, u', V') el que la substitution
linéaire qui change ces deux triangles Uun en Pautre soit identique
a la substitution X;. Une méthode semblable sapplique & tous les cou-
ples de cotés congruents du polygone I.

Il est clair que les opérations géométriques précédentes se traduisent
analyliquement par des calculs toujours possibles. Dans la pratique, il
peut ¢tre avantageux de choisir le cercle orthogonal d'une fagon parti-
culi¢re, par exemple de supposer qu'il se réduit a I'axe réel. Mais je ne
marrélerai pas a ces simplifications, que I'on apercoit aisément dans
chaque cas particulier. On en trouvera des exemples plus loin.

La méthode précédente suppose que le nombre ¢ est au moins ¢gal
4 2. On peut encore employer une méthode un peu plus générale que
la précédente et qui nexige aucune hypothése sur le nombre ¢. Ima-

Journ. de Math. (¢ série), Tome UL — Fasc. III, 18-, 37
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ginons que le cercle C orthogonal aux cotés du polygone P soit le
cercle de rayon un décrit de Porigine comme centre, et que ce polygone
soit tout enticr & l'intéricur de C. Appelons L de deux points inté-
rieurs la L. de I'arc de cercle orthogonal & C qui joint ces deux points.
Pour la définition de la L ct pour tout ce qui va suivre, je renverrai le
lecteur aux Mémoires que M. Poincaré a publi¢s dans les premicrs Vo-
lumes des Aeta mathematica. Sil'on considére diverses circonférences
coupant orthogonalement le cercle fondamental C et les ares de ces
circonférences qui sont interceptés par le polygone P, la L de ces ares
restera inférieure & unc certaine limite que j’appelle L’ et dont il est
facile d’avoir des valcurs approchées par exces.

Imaginons maintenant que I'on ait construit un réscau R’ de triangles
(N, w,v')admettant le cercle G pour cercle fondamental : considérons
un point M & I'intéricur d’un de ces triangles ct ses divers transformés
par les substitutions du groupe G’. Parmi ces divers transformés, il n'y
cn aura (u'un nombre limilé n2,, m,, ..., my, tels que la L des deux
points M ct m; soit inférieure & la limite L', Soient X, X}, ..., = les
substitutions correspondantes du groupe (v, et soit T la substitution li-
ncaire la plus générale qui conserve le cercle fondamental; cette sub-
stitution dépend, comme on sait, de trois paramétres arbitraires réels.
Si nous appliquons au réscau R’ la substitution T, le groupe G’ est rem-
placé parun groupe G” holo¢driquementisomorphe au premier etles sub-

stitutions précédentes sont remplacées par les substitutions =7, X ...,

2,. Mais il est & remarquer (ue ces substitutions sont les seules du
groupe G” qui jouissent de la propriéié suivante : la L de lare de cerele
orthogonal & C qui joinl un point M a I'un de ses transformeés par une
de ces substitutions est inféricure a la limite 1./, Si done il existe des
substitutions du groupe G” qui changent I'un en 'autre les cotés con-
gruents du polygone I, ces substitutions seront au nombre des substi-
tutions 2, X', ..., ;. Comme ces dernitres sont en nombre fini ct
qu’clles ne dépendent que de trois paramétres arbitraires, il sera tou-
jours possible, par un nombre fini d’essais, de reconnaitre si 'on peut
disposer de ces trois paramétres de facon que quelques-unes de ces sub-
stitutions changent I'un en I'autre les cotés congruents de P.

En rapprochant ces résultats de ceux qui ont ¢té obtenus dans la

premiére partic de ce travail, nous voyons qu'on pourra toujours, par
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un nombre limité d’essais, trouver tous les cas ot il existe une rela-
tion algébrique d’un degré donné entre deux fonctions fuchsiennes
provenant de Uéquation hypergéometrique.

10. On peut présenter les recherches précédentes sous une forme
un peu différente, de fagon 4 les rattacher plus étroitement & la théoric
géncérale des fonctions fuchsiennes. Je vais démontrer pour.cela que le
polygone P est le polygone générateur d’un groupe fuchsien. Les
cOtés de ce polygone P sont tous de la premiére sorte; les sommets sont
de la premiére ou de la scconde catégoric. Le polygone P sera de la
premiére famille si les trois exposants A, ., v sont différents de zéro ;
dans le cas contraire, il sera de la seconde ou de la sixiéme famille.
Nous avons d¢ja vu que les cdiés de ce poly gone sont congruents deux
@ dewc. 11 ne nous reste plus qu'd examiner si le somme des angles
d’un méme cycle de la premiére catégoric est une partie aliquote
de 2%, Clest ce qui résulte bien aisément de la fagon dont cc polygone
a ¢1¢ obtenu. En effet, les sommets de P correspondent sur la surface
X aux trois points o, 1, 2 ct les sommets qui font partic d’'un méme
cycle correspondent sur X au sommet d'un méme cycle de feuillets.

Supposons, par exemple, A £ o, et soit A = %; prenons sur X un cycle de

me feuillets réunis autour du point = o. Quand on fait V'Abbildung
de la surface X sur le plan de s, chaque demi-feuillet de cette surface
donne un triangle d’angles A, pr, vr; la somme des angles des som-
mets de P provenant de ce cycle sera donc ¢gale & 2mAn ou i

;-pi; comme 72, nous 'avons vu plus haut, doit étre égal & p ou & un

diviscur de p, il cn résulte que la somme des angles de ce cycle sera
¢gale & 27 ou & une partic aliquote de 2. C. Q. F. D.

Sim =g, le cycle correspondant sera de la premiére sous-catégoric,
et il peut se faire que ce sommet disparaisse dans le polygone P cn re¢-
unissant deux cotés contigus. Mais, si 7 cst un diviscur de p, le cycle
correspondant scra de la deuxi¢me sous-catégorie. J'appellerai I' le
groupe fuchsicn auquel le polygone I donne naissance ; ce groupe I
est un sous-groupe de G, d'indice fini, et distingué.

Si, au licu de partir de la surface X, on était parti de la surface Y,
on aurait obtenu de méme un polygone P’ composé de ar’ triangles
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(N, @', v') donnant naissance i un groupe fuchsien identique au préed-
dent I' contenu dans le groupe (+. On peut déduire ces polygones 'un
de l'autre anu moyen d'une transformation employée déja par M. Poin-
caré el que je vais rappeler en quelques mots. Soient S un polygone gé-
nérateur d’un groupe fuchsien g, AB, A’B’ deux ¢dtés congruents de co
polygone et £; la substitution linéaire qui change ABen A’B’. Soient &
une portion du polygone 8 adjacente au cité AB et &' la portion du
plan transformée de & par la substitution ;. Si du polygone S on ve-
tranche la portion & ct qu’on y ajoule la portion &', on obtient un nou-
veau polygone ' que nous dirons équivalent au premicr. Plus généra-
lement tout polygone qui se déduit de S par une séric d’opérations de
ce genre sera dit équivalent au polygone 3. On voit aisément qu'il ¥ a
réciprocité entre deux polygones équivalents, et qu'ils définissent Tun
et lautre le méme groupe fuchsien. Remarquons ue deux polv-
gones ¢quivalents n’ont pas forcément le méme nombre de cotés s on
peut en effet augmenter i volont¢ le nombre des cotés. Nous en ver-
rons des exemples un peu plus loin.

Cela posé, revenons a notre polygone I’ et a la surface découpde X
(ui lui correspond point par point. A cette derniére on peut faire cor-
respondre, point par point, unc surface analogue ¥, que on déduit de
Y par certaines coupures 1.’ pratiqudes suivant les lignes de cette sur-
face qui correspondent i la ligne L. Il y aura donc aussi une correspon-
dance univoque entre le polygone P ct la surface 3. Mais, quand on
fait ' 10bildung de Y sur le plan des s au moyen de la relation

. ., as+b
)/:'.!J()\,‘J-,V,m)’

on sait qu'a chaque demi-plan de cette surface correspond sur le plan
des s un triangle (X', &', v'). 11 faut toulefois remarquer que les di-
verses porlions du plan des s, qui sont les images d'un méme demi-plan
de la surface Y, ne sont pas forcément adjacentes; c’est ce qui arrivera
si la ligne L" de Y, qui correspond & la ligne L de X et par suite au pé-
rimétre de P, traverse un ou plusicurs de ces demi-plans. Pour prendre
le cas le plus général, supposons qu'un certain demi-plan de Y ait pour
images, surle plan des s, g portions séparées dont chacune scra par con~
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sequent adjacente an périmétre de I'. Soient /,, £, ..., /, ces différentes
portions; construisons le triangle (N, w', v) appartenant au réscau R’
dont /, fait partic ct soient /;, [, ..., I les portions de ce triangle (qui
sont respectivement congruentes a ,, Iy, ..., L. Prenons une portion ad-
jacente &/, I; par exemple. La portion /; se change en/; par une des
substitutions qui changent I'un en P'autre les bords congruents de P; si
donc on retranche /; du polygone P et qu'on lui ajoute /;, on obtiendra
un polygone équivalent au premier. En continuant ainsi ct en opérant
de méme pour chacun des triangles du réscau R’ qui sont traversés par
le périmétre de P, on arrivera & un polygone P’, équivalent au pre-
mier, dont tous les cotés seront formés par des arcs de cercle apparte-
nant au réseau R'. Ce polygone sera donc formé de 22 triangles
(W, w,v") allernativement posilifs et négatifs. Par conséquent, la re-
cherche des cas ot il existe une relation algébrique entre les deux
fonctions fuchsiennes & =4 (A, @, v, 8), y =$(N, ', v, 5) ost équiva-
lente & la question de Géométrie suivante :

Trouver deux polygones équivalentsP et P’ formes respectivement
de 2n triangles (A @, v) et de 2n’ triangles (N, @', V'), alternative-
ment positifs el négatifs.

Les ¢quations (') et (10’) ont une signification géométrique évi-
dente. Considérons la surface fermée ¢ obtenue en déformant le poly-
gone P de facon & réunir les bords congruents; on peut évidemment,
au point de vue de la géométrie de situation, assimiler cette surface
fermée i un polyédre limilé par 2n faces triangulaires, qui correspon-
dent aux 22 demi-feuillets de X. Les sommets de ce polyédre corrves-
pondent aux points o, 1, % de X et leur nombre sera par conséquent
I'+ s+ L+ g3 les arétes correspondent aux portions de 'axe réel,
— X—0, 0—— + I, + I— + 2, ctil y enaura 3. Comme chaque
aréle aboutit & deux sommels, il y aura 22 arétes partant des sommels

(A), 2n partant des sommets (@) et 22 partant des sommets (v); ce
qui fournit les relations

n=a+rp=b+sr=c-+17.
La formule d’Euler généralisée sur les polyédres donne ensuite

2n+r+s+t+qg=3n+2—2p,
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c'est-a-dire
21)+q—2=n—r—s—t.

Lies formules analogues s'interprétent de méme en considérant la
surface fermée ¢ obtenue en déformant le polygone P’ de facon & réu-
nir les bords congrucnts. Si les polygones P et P’ sont équivalents,
les surfaces fermées € ct ¢ scront identiques; les équations (7) expri-
ment que la somme des angles des triangles assemblés autour d'un
point est la méme dans les deux surfaces.

Quant a I'équation (13)

nh—A—p—=v)=n(1=N—=p —V),

elle exprime aussi une propriété géométrique. On sait, en effet, que
1 — A — @ — v ecst proportionnel & la S du triangle (A, &, v). Comme
deux figures congruentes ont méme S, n(x — A — @ — v) scra propor-
tionnel & la S du polygone P, et 7'(1— N — y'— V') sera de méme
proportionnel & la S du polygone P’. On obtiendrait done la rela-
tion (13) en dcerivant que ces deux polygones ¢quivalents ont la
méme S.

Pour peu que I'on réfléchisse a la nature des relations précédentes,
on concoit aisément qu’clles expriment des conditions nécessaires, mais
nullement suffisantes, pour que le probleme de Géométrie posé plus
haut admette unc solution; ce qui est bien d'accord avee le résultat
obtenu dans la premicre Partie de ce travail.

11. Cette théoric présente, comme on voit, heaucoup d'analogic
avee la théorie de la transformation elliptique. Mais il y a aussi une
différence essentielle; on sait, cn effet, que toute transformation algd-
brique des fonctions elliptiques résulte de la combinaison de deux trans-
formations rationnclles, tandis que nous connaissons déja pour I'équa-
tion de Kummer unc infinité d'intégrales algébriques, fournies par les
équations modulaires, qui ne résultent pas de la combinaison d'inté-
grales rationnelles. Nous pouvons maintenant expliquer celle diffé-
rence : soient (0, ©') et (0,, ') deux systémes de périodes; pour qu'il
existe une relation algébrique entre deux fonctions doublement pério-
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diques admettant ces périodes respectives, il faut et il suffit que les
deux réseaux de parallélogrammes (w, o') et (w,, w,) aient un réscau
de sommels communs. S'il cn est ainsi, on pourra trouver deux paral-
lélogrammes équivalents composés respectivementde parallélogrammes
¢lémentaires des deux réscaux. Ces deux parallélogrammes équivalents
jouent absolument le méme réle que les polygones P et P’. Mais, tandis
cuc I'on pecut toujours ramener ces polygones a des parallélogrammes
dans le cas de la transformation clliptique, nous ne pouvons pas, cn
géncral, ramener les polygones P et P’ & des quadrilatéres.

J'ai dit plus haut que le sous-groupe I était d'indice fini et distingué.
1l est d'indice fini; ccla résulte de la fagon dont on a obtenu le poly-.
gone geénérateur. Il est distingué dans chacun des groupes G et G5 on
le démontre en remarquant que toute substitution de I' reproduit les
fonctions fuchsiennes z ct y.

12. Je vais appliquer la méthode (qui vient d'étre exposée a quelques
exemples.

Erxemple I. — L’hexagone ABCDEF (fig. 1) est formé de dix-huil

\\\\\\%}\\\\\\m B g

| \\\\\b\\

triangles (3, 3, 1) alternativement positifs ct négatifs. Les eotés AB et
AT sont congruents, ainsi que BC et DC, ED et EF.
Joignons les sommets A et IE au sommet C par deux ares de circon-



2806 GOURSAT.

férences orthogonales au cerele fondamental. Soient X, la substitution
(qui change AB en AF, et £, la substitution qui change ED en EF; 2,
change le triangle ABC en un triangle AFG, ct de méme X, change le
triangle EDC cn un triangle EFG. L'hexagone ABCDEF est done
¢quivalent au quadrilatére ACEG, ol les cotés AC et AGr sont con-
gruents, ainsi que EC et EG. Les angles A et E de cc quadrilatére sont

A A 2“ . il A ’ h T
¢gaux i —; tandis que les angles C et G sont égaux & —; on pourra re-
7 4

garder ce quadrilatére comme form¢é de deux triangles (3, §, 1) sym¢-
triques I'un de Tautre par rapport & un cot¢ commun. Il existe done
une relation algébrique entre les deux fonctions fuchsiennes

. 1 _ 14

-L'—?(ga 51118)) )’—4’(5,7,%3)»
du premier degré en @ et du neuvieme degré en y. Jai obtenu cette
relation dans un travail antéricur. | Voir Recherches sur Uéquation de
Kummer, p. 61, formule (55).]

E.remple I1. — L'hexagone ABCDEF (fig. 2) est composé de vingt
triangles (3, 3, ¢) alternativement positifs ct négatifs; les e6Lés conju-
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gués sont AB ct AF, CB ct CD, ED ct EF. Appelons 2, et 2, les deux
substitutions qui changent respectivement AB en AF, ED cn EF.
Joignons les sommets A et E au sommet C par des ares de circon-
férences orthogonales au cercle fondamental. Sil'on applique aux deux
triangles ABC, EDC les substitutions 2, ct 2, respectivement, on ob-
tient les deux triangles AFG, EFG, et ’hexagone ABCDEL est rem-
placé par le quadrilatére équivalent ACEG, ou les cotés conjugués sont
AC et AG, EC ct EG. Les angles A et E de ce quadrilatére sont égaux

2w

@ 5> ct les angles C et G & g; il est donc formé de deux triangles

5§ %) symétriques 'un de l'autre par rapport & un cété¢ commun. Il
en résulte qu'il existe une relation algébrique entre les deux fonctions
fuchsiennes

r = ?(%’ ':'i’ %’ S)? Y= {’(%9 %,%,S),

du premicr degré en 2, du dixiéme degré en y. [ Voir Recherches sur
Uéquation de Kummer, p. 62, formule (Go).|

Exemple II1. — Les fig. 3 ct 4 représentent deux hexagones égaux
ABCDEF, abedef, oblenus de deux fagons différentes ( fig. 3 et 4).

3. Jl'l]

mmnumﬂlllll N
UHH T !

NG =

~
~w

>

I’hexagone ABCDEF est formé de quatre triangles (o, 3, 4), ot le
second abedef de huit triangles (0,4, %). On en conclut Pexistence

Journ. de Math. (4* séric), Tome III. — Fasc. 1T, 188-. 38
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d’une relation algébrique entre les deux fonctions fuchsiennes

£ =4(0,5,5 ) Y =%(0,4,4, ),

du sccond degré cn y ct du quatriéme degré en z. Nous verrons plus
loin comment on peut obtenir cette relation qui est équivalente & l'en-
semble des deux suivantes

__t(t—ay

— 2
~ =20’ r="0,

¢ désignant une variable auxiliaire.
Les intégrales algébriques que I'on connait pour I'¢quation de Kum-

Fig. 4.

L1

p

J

mer donnentlicu 4 des figures analogucs, que le lecteur construira bien
ais¢ment.

Remarquons que, si les deux polygones I et I ont un coté commun,
& une suite continue de valeurs réelles de & correspond une suite con-
tinue de valeurs réelles de y, et la relation (e, y) = o sera ¢ coeffi-
cieals réels.

15. La connaissance d'un groupe fuchsien permet, dans certains cas,
de trouver des intégrales algébriques de I'équation de Kummer. Soient
(v un groupe fuchsien, et # une fonction fuchsiennc admettant le
groupe G ct existant dans tout I'intéricur du cercle fondamental, Parmi
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les substitutions du groupe G, distinguons celles qui jouissent de la
propri¢té suivante : les points doubles sont distincts, et 'on peut les
mettre sous la forme

s—a

tin
P -

f—a
! ,-—C —
§S—a S—a

¢ désignant un nombre enticr. Soient Z,, Z, dcux substitutions de G

jouissant de cette propriété, et supposons qu'il en soit de méme de la
nm oy aim
substitution composée 2,= Z,Z,; appelonse ? , e °, e * les multipli-

cateurs respectifs de ces trois substitutions et posons

>
ll
d

-
i
!
il

« 1 -

On démontre aisément que 'on peut disposer des trois constantes
T . . as+ b
arbitraires de la fonction fuchsienne z = ?(7\, i, V’W)’ de facon

que le groupe de substitutions de x soit identique au groupe dérivé des
deux substitutions Z,, =, ; les fonctions fuchsiennes z et u seront liées,
par conséquent, par unc relation algébrique

[{x,u)=0o.

De méme, soient %, 2 deux autres substitutions du groupe G ct
2, =2 X, Sices trois substitutions jouissent des mémes propri¢tés

(que les précédentes, on pourra trouver une nouvelle fonction fuchsienne

1 !
y= '+<7\" Wy, 2—‘,:—};[;7), qui sera liée & « par une relation algébrique
Fa(,')/n u) =o.

On déduit de 14 qu'il existe une relation algéhrique entre les deux fonc-
tions fuchsiennes z et y, f(x,y) =o.

14. Les détails dans lesquels je suis entré lorsque A, @, v, X', @', v/
sont des partics aliquotes de I'unité me dispensent de m’étendre lon-
gucment sur le cas général. Prenons une solution du systéme arithmé-
lique ot A, @, v, N, &/, V' aicnt des valeurs rationnelles, et supposons
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construites, comme plus haut, les deux surfaces de Riemann X et Y
correspondant & cette solution; nous pouvons méme, pour simplifier,
nous borner & considérer X. Cette surface présentera en général, outre
les points o, 1, ®, un certain nombre d’autres points de ramification;
soit n; un quelconque de ces points. Imaginons que V'on transforme X
en une surface simplement connexe - au moyen de coupures pratiquées
suivant I'axe réel et suivant les lignes indéfinies allant des points v, au
point & = =, de telle facon que tout chemin fermé tracé sur & puisse
se réduire & zéro par unc déformation continue sans passer par aucun
des points o, 1, so. Formons ensuite I'4bbildung de X sur le plan des
s au moyen de la relation

&L= ?()‘7 Wy vy 8);

nous obtenons ainsi un polygone I’ form¢ de 2n triangles (A, w, v) al-
ternativement positifs ct négatifs. Ce polygone I’ peut se recouvrir
plusicurs fois lui-méme, et quelques-uns des triangles dont il se com-
pose seront découpés suivant certaineslignes, images des coupuresallant
des points v; a l'infini. Si 'on déforme ce polygone de fagcon & réunir
les bords congruents, on obtient une surface fermée qui correspond
d’une fagon univoque a la surface X. Que faut-il maintenant pour (u'a
cette surface de Riemann corresponde unc intégrale algébrique? 1 faut
que tout chemin ferm¢ tracé sur X rameéne i sa valeur initiale la fone-
tion inverse

, ., s as+b
).2";’()\’5""/’&9-%—({)’

quand on choisit convenablement les constantes a, b, ¢, d. On déter-
mine, comme plus haut, ces constantes en remarquant (uc ¢ sommets
du réseau R’ doivent coincider avec cerlains sommels de I, On peut
aussi remarquer quc les images des points y; sur le plan des s doivent
coincider avec des sommets de ce polygone. Admettons que P'on ait
trouvé un réscau R’ satisfaisant & toutes ces conditions, ct construisons
la portion de ce réscau qui recouvre le polygone P, Il faudra, en outre,
que ce réseau recouvre simplement le polygone P, et que les bords
congruents de P soient aussi congruents dans le réseau R’; ce que I'on
reconnaitra absolument comme au n* 9.
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II.

15. Nous allons maintenant nous occuper de la question suivante.
Supposons qu’on ait reconnu, comme il vient d’étre expliqué, existence
d’unc relation algébrique entre les deux fonctions fuchsiennes x et y.
Comment obtiendra-t-on cette relation elle-méme? La question n'est
qu'un cas particulier du probléme général qui consiste 4 déterminer les
cocfficients d'une relation algébrique f(.z, y) = o, connaissant les deux
surfaces de Riemann X et Y correspondant & cette équation, ¢'est-d-dire
le nombre des feuillets de chacune de ces surfaces, leurs points de ra-
milication et la maniére dont sont reli¢s les feuillets les uns aux autres
autour des points de ramification.

Supposons d’abord que l'on connaisse unc relation algébrique
I'(u, ¢) = o appartenant & la méme classe que I'équation cherchée.
On sait que x ct y s’exprimcront par des fonctions rationnelles de u et
de ¢,

z = g(u,¢), Yy =9(%0);

lorsque la variable # décerit, dans son plan, la surface de Riemann qui
correspond & la relation IF(%, ¢) = o, la variable « décrit également,
dans son plan, unc certaine surface de Riemann, dont le nombre des
feuillets et les points de ramification ne dépendent que de la fonction
rationnelle ¢ (&, ¢). Nous sommes donc conduits a déterminer la fone-
tion 4 (u, ¢), de fagon que la surface de Riecmann décrite par 2 dans son
plan coincide avee X, ct la fonction § (%, ¢) sc détermincra par des con-
ditions analogues. Le probléme se trouve ainsi décomposé en deux pro-
blemes tout & fait distincts; ce ui est un grand avantage dans certains
cas, comme on le verra tout & 'heure. Géométriquement, on peut dire
que, aw lieu d’appliquer directement 'une sur 'autre les surfaces X, Y,
nous cherchons & les appliquer séparément sur unc surface de Riemann
auxiliaire.

Sil'on ne connait pas, ce qui est le cas général, d’équation de méme
classe que la relation inconnue, on pourra prendre pour F(, ¢) le po-
lynéme qui, ¢galé & zéro, représente la courbe normale de genre p;
mais il faudra laisser les modules indéterminés.
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16. Cette méthode s’applique sans peine au cas o la relation
cherchée est du genre zéro. On sait, en cffet, que  ct y pourront
s'exprimer rationncllement en fonction d’une variable auxiliaire ¢, de
facon qu'a un systéme de valeurs de & ct de y ne corresponde qu'une
valeur de ¢

z = 4(2), y =4(1);

cela revient a prendre pour surface auxiliaire le plan des ¢ lui-méme.
La fonction ¢(¢) ne dépend que de la surface X. Si cette surface se
compose de n feuillets, () sera de degré n; si, au point £ =a, on a
m feuillets réunis en cycle, I'équation 4(2) =@ devra admettre une
racine multiple d’ordre m. Le nombre des paramétres arbitraires dont
dépend (¢t) dépasse le nombre des ¢quations de condition de trois
unités. | Voir Sur les transformations rationnelles, cte. (Annales de
PEcole Normale, 3¢ séric, t. I1; 1885).] On achévera de déterminer
4(?) en choisissant les valeurs de ¢ qui correspondent i trois valeurs
données de z. On voit done que ces cocfficients se déterminent par des
calculs algcbriques.

Dans le cas qui nous occupe, X n’est ramifiée (u’aux points o, 1, =,
et le calcul se simplifie. Désignons par ¢ le nombre des cycles de feuillets
autour du point @ = o, ct soient m,, m,, ..., m; les nombres des
feuillets de ces cycles; soit de méme j le nombre des cycles qui ont leur
sommet au point £ =1 ct qui sc composent respectivement de #,,
Ny, «. ., 0 feuillets. Enfin, soient & le nombre des cycles qui ont leur
sommet au point = =, et p,, ps, -.., Px les nombres des feuillets de
ces cycles respectifs. On a les relations

Il:="2'+,ng+..«+"l“= 'l|+”g+---+ ”j=1).+pg+--~+])/,,
(21) i+j+h=n+2,

dont la derniére n'est autre que la formule de Riemann donnant le
genre d’une surface fermée, D’aprés ce que nous avons dit plus haut,
on doit avoir

. (t—a)"...(t—a))" oy — (_l__—b,)"-...(t——b_;)”i
rEAG o e T B r—an
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ct, par suite,

(22) {A(t—a )" ..t —a)mi— (L —c,)Pr...(L— cx )P
| =B(—b,)...(t— b)Y,

Les paramétres indéterminés qui figurent dans I'identité précédente
sont au nombre de » + 4, tandis qu'on n’a que 7 + 1 équations de con-
ditions; ce qui cst bien conforme au résultat géncral.

17. Sila relation inconnue est du genre un, les variables z, y pour-
ront s’cxprimer par des fonctions uniformes doublement périodiques

d’un paramétre u,
z = 9,(u), =4, («),

de telle sorte qu'a un point analytique (z, ) nc corresponde (u’une
valeur de «, abstraction faite des multiples de périodes. Ici encore la
fonction doublement périodique ¢, (#) ne dépend que de la surface de
Riemann X. Elle sera d’ordre # si X sc compose de » feuillets; si, au
point x = @, on a un point de ramification d’'ordre m — 1, I'équation
%(#) = @ devra admettre unc racine multiple d'ordre m. Bornons-nous,
pour fixer les idées, au cas ot X n’est ramifiée qu'aux trois points o, 1,
x; les lettres m, n, p ayant la méme signification que tout & I'heure,
I'équation (21) sera remplacée par la suivante

(23) i+j+k=n.
On devra avoir a la fois

e (— ). ..o (1 — u;)
ePi(te ~— wy). . alk(1t — tvk)’

B ot (=~ vy). . 0% — vy) ,
P (e — wy). .. oPk(1t — ;)

S =

oL — 1=

ct, par suitc, on aura l'identité¢ suivante, analogue & I'identité (22),

Ac™(u — uy)...s"(u—u;) — a®(u—w,)...cP(u — wy)

1A
GO S B — o). sti(u — o),
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avec les relations
S=mtty 4. o MU= N0, 4. ..+ 1= Py, o Py

Par un changement de © en u + «, on peut ramener & zéro la somme S;
c’est cc que nous supposcrons désormais. Divisons les deux membres
de I'identité (24) par ¢*(«); il vient

s’ A o™i(t — uy)...0m (e — u;) aPi(u—wy). .. oP (U — wy)

o5 () )
(25) ‘ —pIla—=r).. .l =)
fond qn(u)
Posons

F(u) —=A o (e — wy). . .o (u—u;),

o (u) ?

F (&) est une fonction doublement périodique d’ordre 2, n'admettant
pas d’autre péle que le point # = o ct les points homologues. On peut
donc I'exprimer linéairement en fonction de pu et de ses dérivées jus-
qu’a celle d’ordre n — 2, sous la forme

F(u) =co+cipu-+cop'u+...+ ¢ p"?(u)

(voir Haveuen, Traité des fonctions elliptigues, t. 1, p.214). Ond¢-
terminera les coefficients ¢; ou plutét les rapports de ces coefficients i
'un d’cux, en écrivant que 'équation F(u#) = o admet la racine «, au
degré de multiplicité ey, cte. On a ainsi # équations qui déterminent

les rapports ? cn fonction rationnelle de pu,, pu,, ..., pu;ct des de-

[
rivées Puy, Py, oo P
Posons encore

~ ePr(u — wy)...oP(u — wy)
F,(u)= ‘q”(u) )

Py = P )

les fonctions doublement périodiques IF, ct F, s’expriment de la méme
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facon que F(u), et l'identité (25) devient

F(u)—F,(u) — Fy(u)=o.

Pour que cette relation ait lieu identiquement, il faut et il suffit que,
dans le domaine du point & = o, les coefficients des puissances néga-
tives de u, dans le développement du premier membre, soient nuls,
ainsi que le terme constant. On a ainsi n -+ 1 équations de condition et
I'on vérifie aisément, en tenant compte de I'équation (23), que'onale
méme nombre de paramétres arbitraires. On voit qu'on est encore ra-
men¢ & des calculs algébriques.

Les fonctions doublement périodiques F(u), F,(u), F,(«) étant
déterminées de cette fagon, la fonction doublement périodique

. _ F(u)
#() =00

satisfait & toutes les conditions du probléme. 11 est facile de démontrer
dircctement que 'équation ¢,(#) = a n’a que des racines simples, tant
(que @ ne prend aucunc des valeurs o, 1, . En effet, toute racine mul-
tiple de I'équation 9,(u) = a est racine de I'équation ¢,(z)=o0. Or
la dérivée 7', (u) est d’ordre n + k, et nous connaissons déji un certain
nombre de racines. Le nombre total des racines connues est égal, en
tenant compte du degré de multiplicité de chacune d'elles, &

My— 14y — 1+ M — 1Ny — U+ nj— 1,

c'esl-d-dive & 21 — i — j et, d'aprés la relation (23), 4 n + . L'¢qua-
tion %, («) = o n'admet donc pas d'autre racine.

Nous venons de voir que, dans le cas de p =o ct de p =1, on élait
ramené a des calculs algébriques. 11 cst facile de trouver a priorile
degre de I'équation finale, débarrassée des facteurs étrangers. En effet,
d’apres la maniére méme dont on obtient cette équation, on doit trouver
la méme équation pour toules les surfaces de Riemann composcées du
méme nombre de feuillets, ayant les mémes points de ramification et le
méme nombre de feuillets dans les différents cycles. La recherche du
nombre des surfaces satisfaisant & ces conditions est encore un probléme
de combinaisons, que 'on peut toujours 1ésoudre par un nombre fini

Journ. de Math. (4 série), tome 111, — Fasc. I, 1889, 39
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d’essais. On voit en méme temps que I'on sera conduit, en général, a
une équation irréductible de degré supéricur au premier. La remarque
précédente a déjia été faite par M. Klein (Mathematische Annalen,
Bd. XTIV, p. 424).

18. Comme application, proposons-nous de trouver les relations
algébriques qui sont du second degré par rapport 4 x. Si 'on résout
I'équation par rapport & x, on trouvera pour  unc expression de la
forme

L= (1)()" \/';) ’

© désignant unc fonction rationnelle, ct & une des Lrois expressions y,
(1 —y), y(1 — y), puisque la fonction algébrique x de la variable y ne
peut étre ramifiée qu’aux points o, 1, . Par une substitution linéaire,
on peut toujours ramener & la premiére forme; par conséquent, si
I'on pose y = 2, la relation cherchée f (v, y) = o est équivalente au
systémc des deux équalionsy = xr= ?(1), ?(l) désiglmnl. ule nou-
velle fonction rationnelle qu'il s’agit maintenant de déterminer.
Dans 'équation (1), faisons y = ¢2; elle prend la forme

A ]

. o 1 — R (M — =)+ (1—?) 0 (dr\* A+ B+ C
(20) |.z],-1.- T axt(xr—1)t - 717) T B (—= )

ot nous sommes ramends a la recherche des intégrales rationnelles de
I"équation (206).

Soit 9(¢) une intégrale rationnelle de cetle équation; si dans I'équa-
tion (2) on fait le changement de variable & = (), puis qu'on mul-
tiplie les intégrales par un facteur convenable, la nouvelle équation
n'aura que quatre points singuliers qui seront ici ¢ =o, %, 1, — 1.
Or la détermination des fonctions rationnelles jouissant de cette pro-
priété est un probléme déterminé |[(voir Annales de ' Ecole Normale,
loc. cit.)], ct il n’existe qu'un nombre limité de fonctions rationnelles
satisfaisant & ces conditions, cn dchors des cas ot intégrale générale
de-'équation (1) s’exprime au moyen de fonctions algébriques ou de
fonctions doublement périodiques, cas que nous avons écartés. Cha-
cunc de ces fonctions rationnelles dépend de trois parametres arbi-
traires, dont on devra pouvoir disposer de fagon que les quatre points
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critiques de la nouvelle équation soient o, + 1, — 1, . Or ¢'est ce qui
n'aura pas lieu en général; nous avons ainsi une nouvelle confirmation
du résultat obtenu par d’autres considérations & la fin de la premiére
partic. En effet, les équations arithmétiques dont dépend le probléme
de transformation dont il vient d'étre question coincident dans le cas
actuel avec les équations de M. Papperitz, et nous voyons ici, sans aucun
doute, que ces équations ne sont pas suffisantes.

Admettons que I'on ait trouvé unc substitution ¢(¢) telle qu'en po-
sant x = 9(¢) dans I'équation (2), la nouvelle équation ait cffective-
ment les quatre points singuliers o, + 1, — 1, %. Quand on remplacera
.¢ par $(¢) dansle premicr membre de I'équation (26), le résultat dela
substitution sera de la forme

att+bl+cl’+dt+e,
(11— )2 ’

il faudra encore que I'on ait = o, d = o. Imaginons que I'on ait dé-
composé la fonction précédente en fractions simples :

at+... e d a—b+c—d+e  a+b+c+d+e
t

t*(:—-t*)"ﬁ'*' + A(a+e)p f(r—1¢)? IR

. 1 |
les coefficients de(t ey H Yy

¢tre nul. Or ces coefficients se calculent facilement. Supposons que
{ = 1 soit racine multiple d’ordre m de I'équation 3(¢)=o; on aura,
dans le domaine du point { =1,

E devrontétre égaux, etceluide % devra

= Ag(L— 1)+ A (L — 1™ ...,

ct, si I'on calcule le coefficient de (7—]3)_’ dans le domaine du point ¢ =1

dans le développement du premier membre de I'équation (26), on
trouve aisément, pour la valeur de ce coefficient,

(1= "Nm?).

Si f =.1 était racine d'ordre m de I'équation (¢) =1, ou de I'équation
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¢(t)= =, ce coefficient serait

$(1—=p2m?) ou (1—vim?).

On calculera de méme le coefficient de (—t-:'_—-l-)—,

Pour obtenir le coefficient de%» supposons que ¢==o0 soit racinc
d’ordre m de I'équation ¢(¢)= o, de facon que l'on ait, dans le do-
maine du point ¢ = o,

r= Aotm 4 A‘ ! 4.3

si m est plus grand que 1, le coefficient cherché sera égal &
mA, /1 2
0 (e = M)

Si m =1, ce coefficient sera

. I+V2—{L!_)\i
(1= Nt LRV R

(voir Recherches sur Véquation de Kummer, p. 13). Les condi-
tions précédentes sont donc faciles & vérifier. Si clles sont remplies,
le méme procédé nous donnera A, B, C et par suite X', @', v'.

Comme exemples de relations algébriques obtenues par cette voie,
je citerai les deux suivantes :

?}’=P? )’=l’,

dont la premiére correspond & la fig. 3 (voir p. 288). Pour la seconde
¢quation, les valeurs de A, ., v, X, u’, v/ sont les suivantes :

1 1 x
7\=-£, ®=a, v=5, )\'.—_;, w=a, v = -.

Du reste, cette transformation est une combinaison des deux substi-
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tutions rationnelles

— 4 _(P—=6y+1)

u= (z—=n* u—-—-—lﬁy(l—y)'

Remarque. — Nous connaissons déja un certain nombre de fonc-
tions fuchsicnnes qui sc raménent, par des transformations algébri-
ques, 4 la fonction modulaire, Telles sont, en employant toujours la
méme notation des fonctions inverses, les fonctions

?(07 0,0,s), ?(Oa N '5')’ ?(0’ o, ‘E’ $),
9(0,0,5 5);, #(51,0,8) ¢(0y 5 41 9)

Si donc I'on prend pour A, i, v un des systémes de valeurs précé-
dents, ainsi que pour X', ', ¥/, il résulte de la théorie des équations
modulaires que I'équation de Kummer correspondante admettra une
infinit¢ d'intégrales algébriques.

IV.

19. Je vais, en terminant, démontrer un théoréme général sur les
équations linéaires, qui conduit & une conséquence intéressante relati-

vement a I'équation de Kummer.
Soit

d? d
(27) Z=pL+aqy

unc équation linéaire du second ordre a coefficients rationnels et a
intégrales réguliéres. Considérons sur la sphére les n + 1 points singu-
liers ’

@y Qgy  vvey GQpy Cpy =B,

et joignons-les par n coupures
a,ay, @05 ..., Gy,

Prenons deux intégrales quelconques distinctes de I'équation (27) et
leur rapport z; lorsque x parcourt toute la sphére sans franchir les
coupures, z décrira une certaine région R, analogue au polygone géné-
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rateur d'un groupe fuchsien, mais (ui pourra se recouvrir clle-méme.
Elle aura 27 cOtés
Xy Aalyy ooy Ap%yyy,

“1325 ﬁz?:w cey xgn“u-rn
correspondant aux n coupures

A Qyy Ay, oory Q@ .

Les cotés ooy, et B8, répondent aux deux bords opposés de la
coupure @;a;,,. Ces cotés sont conjugués et se déduisent I'un de l'autre
par unc substitution linéaire &,.

Supposons qu’a unc valeur de 5 nc corresponde qu'un nombre fini
de valeurs de x,

Loy Ly  eeey  Lyoy,

ou, c¢ qui revient au méme, que les polygones que 'on déduit de R par
les substitutions Z,; répétées un nombre quelconque de fois ne recou-
vrent que 2 fois le plan des 5 ou une portion de ce plan. Soit

P(xov Ty evey -’L’,,..,)

une fonction symétrique de ces n valeurs; P sera une fonction uniforme
de 5 reprenant la méme valeur quand on fait subir & 5 une quelconque
des substitutions 2,. En général, P sera donc unc fonction kleinéenne
de 3, ou, dans certains cas particuliers, une fonction fuchsicnne. 11 est
claiv (que toutes ces fonctions symétriques jouissent des propriétés sui-
vanles : 1° clles sont uniformes quand s parcourt la région Ry 20 elles
reprennent la méme valeur en deux points correspondants du périmétre
de Ry 3° elles n'ont d’autre singularité que des péles ou des points sin-
gulicrs logarithmiques. Elles s’expriment donc rationnellement en fone-
tion de & (woir Scuortky, Jouraal de Crelle, t. 83 ; Poixcare, Acla
mathematica, t. IV, p. 221).

D’autre part, toutes ces fonctions kleinéennes s’exprimeront ration-
nellement au moyen de I'une d’elles, et il est clair que I’'on aura

(28) v =9(x),

% (x) désignant une fonction rationnelle.
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Cela posé, considérons les deux fonctions

Y=ya Ye=s/3

on aura

(Eydr ()

LAY, 1 oadtY, T d3? ds ~ " \dz*

Y, & Y, d* — dv\*
4(z)

On vérific aisément que le troisitme membre de cette double inéga-
lite est une fonction kleinéenne de 3 et, par suite, une fonction ration-

nelle de o, que j’appellerai §(¢). Il en résulte que I’équation linéaire du
sccond ordre

(20) 'f,f‘,—y =4(0)Y

admet les deux intégrales Y, et Y, dont le rapport est 5. Soient y, et y,
les deux intégrales de I'équation (27) dont le rapport est 53 on aura

Y.
\f

sm 2
Y1

La relation (28), jointe aux précédentes, nous montre qu’on passera
de I'équation (29) 4 I'équation (27) en posant ¢ = ¢(x), puis en mul-
tipliant les intégrales par une méme fonction. Ainsi, lorsqu’en posant
% = 5 on obticnt pour x une fonction analytique de z qui n’admet
g2
(u'un nombre fini de valeurs pour une méme valeur de 3, I’équa-
tion (27) se déduit par une substitution rationnelle d’une équation
deméme forme ot Iinversion du quotient des intégrales donne nais-
sance a une fonction untforme.

20. Supposons que I'équation (27) soit une équation hypergéomé-
trique et que l'inversion du quotient des intégrales donne naissance &
une fonction non uniforme, mais n’admettant pour chaque valeur de la
variable qu'un nombre fihi de valeurs. Appliquons a cette équation le
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théoréme qui vient d'étre démontré; I'équation (29) aura forcément

lrois points singuliers seulement, puisqu’on sait que le nombre des

points singuliers d’une équation linéaire ne peut diminuer par une sub-
stitution rationnelle, et la transformation ¢.= ¢(x) devra provenir
d’une intégrale rationnelle de I'équation de Kummer. 1l suit de la que,

abstraction faite des cas ou I'équation s'intégre algébriquement, on-
peut énumérer Loutes les équations hypergéométriques pour lesquelles
I'inversion du quotient des intégrales donne une fonction de la nature
cherchée. Par suite, si A, g, v sont des parties aliquotes de I'unilé et
s'il n'en est pas de méme de N, ', v'; si de plus N, ', v' ne satisfont
pas & la condition précédente, on pourra affirmer que I'équation (1)
nadmet pas d'intégrale algébrique. On élimine ainsi un grand nombre
de solutions des équations de M. Papperitaz.

21. On peut déduire aussi du théoréme démontré plus haut les ré-
sultats obtenus par M. Keenigsherger (Journal de Crelie, 1. 86) rela-
livement & la réduction aux intégrales elliptiques de certaines inté-
grales ab¢liennes. Soit 5 une intégrale abélienne de premicre espéce de
la forme

5= [(x——a,)“l...(.r—a,,)“nd.v,
ol
Lyy Ay aney Xy

désignent des nombres commensurables positifs ou négalifs. Suppo-
sons ue cette intégrale n’admette que deux périodes distinctes; on sait
alors que x, considéré comme fonction de 3, n’admettra qu'un nombre
fini de valeurs pour une valeur de 3. Or considérons P'équation

2 .
(30) "J=( o +.,,+_zy_)f_’)_,

dx? r—a 22—, £L—a,) dy

(jui admet les deux intégrales

Yi=1, Y2 =f(v - ay) e (8= a, )t d,

dont le rapport est z. D’aprés le théoréme général, on aura une rela-
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tion de la forme

0 = g(x),

v d¢signant une fonction uniforme de z qui, dans le cas particulier dont
il est question, sera nécessaircment doublement périodique. De plus,
la fonction ¢ devra provenir aussi de l'inversion des intégrales d’une
¢quation linéaire a coefficients rationnels. Mais nous connaissons toutes
les équations lincaires jouissant de cctte propriété; clles se raménent
aux qualre types suivants :

ary 1 1 | 1 ﬂ—-o
_3£;5+("+1+v-— tEmatED )T
adrY 2 1 I dY _

T3 st i) T O

azyY 21 B | dY

aE :o,:*'arl * =0

d’\ 3_[ f dYy

et &m =

Egalons a 5 le rapport des intégrales de I'une de ces équations, par
exemple de la premicre; on obtient la relation

cd d‘
I s

qui doit étre identique & la relation ¢ = ¢(x). En définitive, si inté-
grale considérée n’admet que deux périodes, elle se déduira par une
substitution rationnelle de I'une des quatre intégrales
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Or les trois dernitres intégrales se raménent par des substilutions
algébriques aux intégrales
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d’oti 'on tire le résultat obtenu par M. Kaenigsherger. Mais nous avous
en méme temps la forme de la transformation. De L on déduit aussi
que les nombres a,, «,, ..., «,, réduits & leur plus simple expression,
ne peuvent avoir pour dénominateur (ue I'un des nombres 2, 3, 4, 6.
On peut encore tirer de 14 d’autres conséquences, pour lesquelles jo
renverrai le lecteur & mon Mémoire Sur les transformations ration-
nelles des équations différenticlles linéaires (Aanales de I’Ecole
Normale, 3¢ série, t. 11, p. 37).



