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MULTIPLICATION COMPLEXE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. IO9 

Sur la multiplication complexe des fonctions elliptiques ; 

PAR M. SYLOW. 

Le but de ce Mémoire est de traiter les principales questions d'Al-
gèbre qui se rattachent aux fonctions elliptiques douées d'une multi-
plication complexe, en exceptant toutefois la question de l'irréduc-
tibilité des équations. Les propriétés les plus importantes de ces 
fonctions furent en partie trouvées, en partie entrevues par Abel; mais, 
outre la théorie de la division de la lemniscate et quelques exemples 
de multiplication complexe, il n'a fait qu'énoncer ses résultats. Plus 
lard, la multiplication complexe a été l'objet de travaux célèbres de 
M. 1 termite et surtout de M. Kronecker, qui ont confirmé les résultats 
et les prévisions d'Abel et enrichi la Science de beaucoup de choses 
nouvelles et extrêmement remarquables. Quoique MM. Kronecker et 
1 [ermite aient en partie indiqué les méthodes qui les ont conduits à 
leurs découvertes, le manque d'une exposition suivie s'est fait sentir ; 
c'est pourquoi, sur l'invitation de l'éminent directeur de ce Journal, 
j'ai entrepris de rédiger mes recherches sur cette théorie. En attendant, 
M. G. Pick (Mathematische Annalen

}
 t. XXV et XXVI) et M. II. 

Weber (Ada mathematical t. VI) ont publié des travaux remar-
quables sur la même matière. 

Voici, en peu de mots, l'enchaînement des idées qui m'ont guidé 
dans la partie la plus essentielle de ces recherches. A l'occasion de la 
nouvelle édition des Œuvres d'Abel, j'eus à me rendre compte de 
l'exactitude de certaines propositions de ce grand géomètre, énoncées 
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sans démonstration; par là mon attention fut appelée sur ce fait que, 
pour les modules de la multiplication complexe, les modules singu-
liers d1après l'expression de M. Kronecker, l'équation de la division 
des périodes est, dans certains cas, réductible; il s'ensuit presque im-
médiatement que, dans les mêmes cas, l'équation modulaire a une ou 
deux racines rationnelles, pourvu qu'on lui adjoigne la racine carrée 
du déterminant. Les modules transformés étant eux-mêmes singuliers, 
celte question s'impose : Quel rapport ont ces racines rationnelles de 
l'équation modulaire avec le module primitif? La réponse est facile à 
trouver : elles satisfont à la même équation algébrique. On est ainsi 
conduit à étudier la résolution de l'équation des modules, et la route à 
suivre est toute tracée; on établit sans difficulté que chaque racine 
s'exprime en fonction rationnelle de chaque autre, et que les symboles 
de ces fonctions sont échangeables. 

Par l'expression multiplication complexe, j'entends une formule qui 
exprime λ [(a ■+■ bi^ii) ζ -h a] en fonction rationnelle de λ(^), α étant 
une constante. J'ai conservé la classification des modules singuliers, à 
laquelle on est conduit par cette définition; elle ne coïncide pas avec 
celle de M. Kronecker, mais le passage de l'une de ces classifications à 
l'autre est très simple; je l'indiquerai à la fin du Mémoire. Mon objet 
étant les questions algébriques, je ne parle qu'occasionnellement des 
nombreuses relations que possède la théorie des modules singuliers 
avec l'Arithmétique; je fais exception seulement pour les formules de 
M. Kronecker relatives aux nombres des classes, dont je déduis celles 
que j'ai rencontrées en cherchant les équations des modules singuliers. 

I. Notations. — Nous désignerons, avec MM. Briot et Bouquet, les 
trois fonctions elliptiques par les symboles λ, μ, ν, de sorte que, en 
posant 

I. — PROPOSITIONS FONDAMENTALES. 

d x 

Λ V7' —ν χ -
on a 

X = \(z), \j ι — x,a = p(w), \J t — k*xu = \>(z). 
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En représentant par 2 ω, ω' un système de périodes elliptiques de la 
fonction λ, les valeurs du module et de son complément sont définies 
sans ambiguïté par les formules 

>(^Η· ·(;)="-· 

Quand nous aurons à parler de la racine carrée du module, nous la 
supposerons définie, quant au signe, par l'une des équations 

Ητ + τ)-à- Hd'à-
Enfin nous désignerons le rapport des périodes par la lettre ζ, en 

posant 
γ ω' 

au 
2. Si l'on fait 

(1) 1(εζ 4- α, k,) =/[λ(-, *)], 

f dénotant une fonction rationnelle, ε et α étant des constantes, et 
qu'on désigne par 2ω

η ω', un système de périodes elliptiques relatives 
au module cette équation entraîne deux relations de la forme 

00 
ε.2ω =p . 2ω, -+- q .ω'

4
, 

ε. ω'= p'.2(û
t
 Η- y'.o)',, 

oùq, />', q' sont des nombres entiers dont le déterminantpq'—ρ q, 
que nous désignerons par /1, est nécessairement positif. Réciproque-
ment, si les relations (2) sont satisfaites, il est toujours possible de 
satisfaire à l'équation (1), et. le degré de la fonction rationnelle /sera 
égal à 11. Or, si l'on veut avoir kJ = k% en d'autres termes si l'on veut 
que l'équation (1) donne lieu à une formule de multiplication, on n'a 
qu'à faire ω, = ω, ω', = ω'; on aura donc, dans ce cas, 

(3) 
ε. 2(o — ρ. 2W + ^ω', 

ε. ω'= ρ'. 2<o ■+■ q'm'. 
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LI est facile de voir qu'on obtient, de cette manière, toutes les mul-
tiplications possibles; en effet, si les périodes 2ω,, ω', appartiennent 
au module A, on a 

2 ω, = r.2(i) + «ω' 

ω', = r'. 2d) H- s'ω', 

où rs' — r's == 1 ; donc, en substituant ces valeurs dans l'équation (2), 

on a un système d'équations analogue au système (3). Les rela-
tions (3), bien connues depuis Abel, expriment donc la condition né-
cessaire et suffisante pour que la multiplication soit possible. On en 
tire * 

(4) qo>'2-¥- (ρ — 5')ω'.2ω — ;/(2ω)3= ο, 

(5) ί1— (p + q')i +pq' — p'q = ο; 

d'où 

(6) 
γ o/ — p-\- η'-+- i\/^n — (/j-f- η'Υ 
2w 2q 

ε = ρ 4- qX, = J [ρ -+- q'-h i- (p -h q')*]. 

Les équations (6) ne sont sujettes qu'à une seule exception; quand 
on a 

p'= q = °, p = q'=t, 

ζ est indéterminé; c'est le cas de la multiplication ordinaire. 
Dans tout autre cas, on a une multiplication complexe, car, ζ étant 

toujours imaginaire, le nombre l\n — (p -h q')2 est positif. Puisque 
dans l'expression de ζ le coefficient de i est essentiellement positif, le 
radical \/411 ~ (p + q')2 doit être positif ou négatif en même temps 
que q. Or, en changeant au besoin le signe de ε dans les équations (3), 
nous pouvons supposer q et \/^n — (p-h q')2 positifs; cela étant, 
l'égalité 

4 n - (p ■+■ qy = - kp'q — (p - q'Y 

fait voir que p' est négatif. 
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5. A chaque module répondent évidemment une infinité de valeurs 
du multiplicateur ε; cherchons donc la valeur de ε, pour laquelle le 
degré η de la fonction f est le moindre possible. D'après le numéro 
précédent, les périodes elliptiques satisfont à une relation de la forme 

A ω'8-ι- Βω'.2ω h- C.(aa))2 = o, 

où A et C sont positifs, et où il est permis de supposer que A, Β et C 
n'aient pas de diviseur commun. En la comparant à l'équation (4) et 
désignant par m le plus grand diviseur commun des nombres q^p — q\ 
— p'. on a 

q = m A, p — q'=mB, —p'=m C. 
Faisant 

ρ = ^/wB -h r, £' = —±/nB H-r, 
on en tire 

η = pq' — p'q = AC — {Β2), 

ce qui fait voir qu'on a la plus petite valeur de η en faisant m — ι, 
f' = ο si Β est un nombre pair, mais m = ι, /,a == { si Β est impair. On 
a ainsi deux cas : 

Premier cas. — Le rapport des périodes satisfait à l'équation 

αζ2-*- 2&ζ H- c = o, 
d où 

Fi = ac— b2, ζ = —; 

on a la plus simple multiplication complexe en posant 

(7) 

ε. 2 ω = δ.2ωΗ-αω', 

ε. ω'=—c.2(*) — δω', 

ε = i\[ïi\ 

une multiplication quelconque est définie par les équations 

(S) 
{x -hyi^n) 2(>) = (x-hyb).2ω +/αω', 

{χ -\-yisjn) ω'=—-yc.aco -h (a? — yb)a>', 

χ et y étant des entiers, et son degré est égal à χ2 -h y2/*. 
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Second cas. — Le rapport ζ satisfait à l'équation 

αζ*4- (2b -h ι)ζ -t- c = o, 
d'où 

n = ac-b(b-h ι), ζ = ~ + '. 

on a les multiplications complexes du plus petit degré possible, en 
adoptant l'un ou l'autre des deux systèmes de formules 

(9) 

ε.2ω = (6+ι)2ω4·«ω', ε.2ω = ί>.2ω + αω', 

ε. ω'=—c.2ω — ùo>', ε. ω'= — c. 2ω — (b Η- ι)ω', 

ε ι -+- t y/4 η — 1 — ι -t- iy/4 η — ι 

Une multiplication quelconque est définie par les équations sui-
vantes : 

Cio) 
Γ + H—-·2ω = ~+~ybj 2ω -+-γαω', 

—ι (j)' = -yc.2w + l—— yinco ; 

son degré est égal à \\χ* y*(l\n — ι)] ; χ et y sont des nombres 
entiers de la même parité. On voit que, si χ et y sont pairs, les équa-
tions (io) rentrent dans les équations (8). 

Dans les deux cas, les trois coefficients de l'équation en ζ n'ont pas 
de diviseur commun; α et c sont positifs; de même, \fn et *J\n — ι 
désignent des quantités positives. Le nombre η sera appelé le degré 
du module, et nous dirons qu'un module singulier appartient à la pre-
mière ou à la seconde espèce, suivant qu'il rentre dans le premier ou 
dans le second des cas dont nous venons de parler. On verra en effet, au 
numéro suivant, qu'un module ne peut appartenir qu'à un seul de ces 
cas. 

i. On a vu que le rapport des périodes elliptiques satisfait à une 
équation de la forme 

(ιι) Αζ8 -+■ 13ζ -ι- C = o. 
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Réciproquement, toute équation de second degré à coefficients 
entiers définit un module singulier, pourvu que ses racines ne soient 
pas réelles. En effet, le module et la période 2ω se déterminent par les 
formules 

(12) 

Vk = 2Vq II(I+q2m)² 
1 

w = rΠ( 1 — q*m 1 -+- * 

1 
OÙ 

q = sjq = e*^. 

Or, en faisant ω' = 2ωζ, la fonction X(s, k) admet les périodes ellip-
tiques 20) et ω', et l'on a, pour la plus simple multiplication complexe, 
les formules du numéro précédent. Des formules (12), on peut aussi 
conclure que, si les équations (3) dun° 2 sont satisfaites, on a non seule-
ment AJ = /f2, mais aussi y'kt = yjk. 

Supposons maintenant qu'une autre équation du second degré 

( ' 3) Α,ζ^Η- Β,ζ, -ι- C, = ο 

donne la même valeur de Λ:2 que l'équation (n), et soient 2ω,, ω', les 
périodes qu'on obtient par les formules (12), en y remplaçant ζ par ζ,. 
La fonction λ(^, k) admet des périodes élémentaires 2<*>, et ω',, quoi-
qu'elles ne soient pas nécessairement des périodes elliptiques du mo-
dule k ; donc on a 

2(0 = r . 2(0, -h scu,, 

ω'= r'. 2ω, -h s'ω., 
d où 

γ _ Γ' + ̂ ζ, 
/· + 5ζ, ' 

et l'on a 
/V— r's =±l 1; 

mais, comme le coefficient de i dans l'expression de ζ, doit être positif, 
011 a 

rs' — r's = 1. 
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En faisant cette substitution, il faut que l'équation (n) se change 
en (i3); en d'autres termes, il faut que les formes quadratiques 

Λ#3 H-13œy-h Cy* et A,#3-b 13,-ry-h C,y3 

soient proprement équivalentes. 
A chaque équation du second degré définissant une valeur de ζ, nous 

ferons correspondre une forme quadratique à déterminant négatif. 
Dans le premier des cas dont il est parlé au numéro précédent, οίι l'é-
quation est 

αζ'-l·- 2ί/ζ -h c = o, 

la forme correspondante sera («, b, c); dans le second cas, au con-
traire, où l'on a 

aïf-h^ib H- ι)ζ -μ c = o, 

nous prendrons pour forme correspondante (2a, 2b-h r, 2c). Une 
première condition à remplir pour que deux valeurs de ζ donnent la 
môme valeur de k2 est donc que les formes quadratiques correspon-
dantes appartiennent à la même classe. Ainsi, tout module singulier 
de la première espèce du degré η appartient à une classe proprement 
primitive du déterminant — n, touLmodule delà seconde espèce à une 
classe improprement primitive du déterminant — (4// — 1), d'où l'on 
voit que les deux espèces sont réellement distinctes. Nous appellerons 
— η ou — (4/î — 1) le determinant du module singulier. 

A chaque classe de formes répondent plusieurs valeurs de k'2. Pour 
en déterminer le nombre et pour trouver les relations qui les font dé-
pendre les unes des autres, nous ferons usage des transformations 
linéaires de la fonctiony(z). 

II. — LES TRANSFORMATIONS LINÉAIRES. LES PLUS SIMPLES MODULES 

SINGULIERS. 

5. Pour avoir tous les modules qui répondent à la même classe de 
formes quadratiques que le module k, il faut substituer à ζ l'expres-
sion 

/·' + *'ζ, 
r + C1 
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/·, ,ç, /·', s' étant des entiers satisfaisant à l'équation 

rs'—r's = 1, 

ce qui équivaut à effectuer la transformation linéaire définie par 
les équations 

ε'. 2to = Γ.2(0,+ sw1' 

ε'. ω'= /·'.2ω, -Hi'ω',. 

On sait que le carré k] du module transformé a l'une des six valeurs 
suivantes : 

<·» «·· i· fes' (^®· (^y· (si)· 

et l'on vérifie sans difficulté que ces valeurs répondent respectivement 
aux six suppositions suivantes : 

.S^O, 5ΞΓΞ2, s'Ξ1Ξ0, 

s': 2, s~s'zr=±i, s== — s'—.zti (mod 4). 

Kn employant les transformations linéaires, il faut supposer connu 
y Λ* ; souvent il nous faudra aussi pousser la distinction jusqu'à la dé-
termination complète de \/k

t
. Voici le Tableau complet des formules 

de transformations, où l'on a écrit λ,(0) au lieu de λ(0, kt). 
A, «9=ΞΞ o (mod 4) * 

yZ/i 1 = r''VA·, ε' =(— λ,(ε'Ο) = ε'λ(Ο). 

Η, s^= 2 (mod 4) : 

ν'λ·, = ε' = (— . y" h, λ,(ε'0) = ε'λ(Ο). 

C, Γ~5'ΞΞ= Ο (mod 2) : 

« = ̂  + £, ^ = (_,)ίΐ=<=1*2. 

J — I 

''=ï[« + (-')W> M
e
O
 +

 ,) = -^l+(-L^<0). 

Journ. de Math. (4" série), Tome III. — Fasc. II, 1887. lb 
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D, ;·==ο, 5Ξ/·'Ξ5'ΞΙ (mod 2): 

α = — 4- —) xk. = (— ι)1 ., 

ε'= - (ι — ί"·χ//ί)*, λ, (ε'Ο + a) = -i= *-'-λ nt°». 

E, s'==o, /·Ξ=Γ'£Ξ=5=Ι (mod 2): 

α — X' y*i = l , 
1 + (- i)»v A· 

''= ;[> + (- '/#]'> λ,(ε'0 + a) = -LI + (-1) V 

F, /"' O, /' ΞΞΞ S ΞΞΞ .Ç' ζΞΞ I (MOD 2) : 

α
_ ω'.

 t
/zr «""'ν Α· 

ε'= i (, + λ,(ε'0 + a) = Ξ, -"Τ-ίΐ*1-**-·. 

Remarquons que les formules qui donnent les valeurs de γ A*, et ε' 
dans le cas F embrassent celles des cas C, D, E. 

Dans les cas C, D, E, F, la dernière formule peut être remplacée 
par la suivante : 

λι(
,0) = 

ι + ρ.(β) ν(θ) — (— ι )2 Αλ'Ο 

Supposons maintenant γfk défini par l'équation 

(i.5) Αζ2 + ΒζΗ-0=:ο, 

laquelle, en faisant 
γ /*'-+- s' ζ, 

r + SC1 
se change en 

(ιΰ) Α,ζ^ -+- Β,ζ, -h C, — o. 
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011, par conséquent, 

(17) A, = A.y'24- Bs's H- Csa; 

le carré A*} du module transformé a l'une des six valeurs (i4)· H y a 

donc généralement six valeurs du carré du module pour chaque classe 
de formes quadratiques; cette règle ne souffre d'exceptions que dans 
les cas où quelques-unes des valeurs (14) coïncident, c'est-à-dire pour 
les modules qu'on trouve en faisant y/k~t = jk, et que nous appellerons, 
dans la suite, modules singuliers linéaires. 

D'après ce qu'on a vu clans le paragraphe précédent, on peut clas-
sifier les modules singuliers d'après les déterminants des formes cor-
respondantes; ainsi un module de la première espèce clu détermi-
nant — D est du degré D, et son plus simple multiplicateur est iiVD; 
ail contraire, un module de la seconde espèce est du degré {(D -+-1), 
ses plus simples multiplicateurs sont £ (± ι -+- i^D). Nous nous ser-
virons aussi d'une autre classification : les modules pour lesquels le 
coefficient A est un nombre pair seront appelés modules de la pre-
mière catégorie, les autres modules de la seconde catégorie. En effet, 
011 verra plus tard que les équations algébriques qui déterminent les 
modules singuliers diffèrent, et suivant l'espèce et suivant la catégorie. 

Supposons que le module primitif k soit de la première espèce et de 
la première catégorie; A et β sont pairs, C impair, et par suite A, est 
pair ou impair en même temps que s. Donc, les deux premières des va-
leurs (14) appartiennent à la première catégorie, les quatre dernières 
à la seconde. 

Si k est de la seconde espèce, le déterminant 4 AC — Ba est égal 
à 4 « — ι > λ désignant le degré du module. Si maintenant η est impair, 
et par conséquent 4 AC — Β2 = 8h H- 3, A est nécessairement impair; 
donc, dans ce cas, la seconde catégorie existant seule, toutes les six va-
leurs (i4) lui appartiennent. Au contraire, si η est pair, le détermi-
nant est de la forme S h — i, donc AC est pair. En supposant que k 
appartienne à la première catégorie, la congruence 

A, = A S'2-H BSS'H- C$2 -«(BS'-H CS) (mod 2) 

fait voir que ̂  y appartient aussi. Au reste, il y a deux cas à consi-
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dércr : si C est pair, A, devient pair si s est impair, $' pair; mais il est 

impair si s et s'sont impairs : donc les valeurs ^-77^=^ appartiennent 

à la première catégorie, (l) _ ] à la seconde; si C est impair, l'in-

verse a lieu. Donc, parmi les six valeurs (i4)> quatre appartiennent à 
la première catégorie, deux seulement à la seconde. 

Dans tous les cas, Aa et ̂  sont de la même catégorie. 

Voici encore une application des'transformations linéaires qui nous 
sera utile dans la suite. En posant ζ = χ -h yi et faisant croître indé-
finiment y, on a 

q = o, 
et, par suite, 

y/k= o; 

en même temps, ζ, devient égal à — \fk
{
 prend l'une des valeurs o, 

χ, ± 1, ± i. A la vérité, on ne peut pas dire que réciproquement \[k
s 

prend l'une de ces valeurs quand ζ, converge vers — > puisque l'é-

quation ζ, =— r- n'entraîne pas y = x, mais seulement ζ = x. Ce-

pendant, la remarque suivante nous suffira. On sait que, si l'affixe de ζ, 
se meut sur un cercle dont le centre est situé sur l'axe réel, l'aflixe 
de ζ se meut également sur un cercle dont le centre se trouve sur le 
même axe. Or, si le premier cercle passe par le point de l'axe réel dont 

l'abscisse est — le second cercle, ayant un point à l'infini, devient 

une droite perpendiculaire à l'axe; donc, dans ce cas, on a bien y = χ 

pour ζ, = — En déterminant la valeur de y/λ, au moyen du tableau, 

on a ainsi le résultat suivant. Quand ζ, converge vers l'une des va-
leurs 

ap + i ap-f-i 4? 4?-+-^ 4P — 1 4p —1 

son affixe décrivant un arc de cercle dont le centre est situé sur l'axe 
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réel, yfk
{ convergera respectivement vers les valeurs 

o, co, ι, -ι, ι, -ι. 

6. Les modules singuliers linéaires se trouvent presque sans calcul, 
au moyen du tableau. Pour avoir ceux de la première espèce, il faut, 
employer les cas où r et s'sont de la même parité, les cas B, C, F. 

Dans le cas B, il faut prendre /*' impair, par exemple 

ε.2ω =- 2ω + 2ω', 

ε. ω'=— 2ω -+- ω'; 
d'où 

2ζ»-2ζ + Ι = 0, ζ=^> « = «, 

k=i, λ-" = -1, λ(ί'0) = ίλ(0). 

Du cas C, on tire 

sjk — ± y/2 — ι, /1 = 3 + 2^2, k2 = 17 q= 12^2; 

on peut faire, par exemple, 

ε.2ω = ω/, εω' = — 2ω, 

d'où 

ζ = ε = /, + =I / Vk I-Vky(0)/ I+Vky(0) 

ou bien 
\(;Λ\ atλ(0) 

I + u(O) v(O) 

11 est facile de prévoir qu'on n'aura pas d'autres valeurs de k2. A 
l'unique classe du déterminant — ι répondent donc, au lieu de six, 
seulement trois valeurs de /ca, dont l'une de la première catégorie, 
deux de la seconde. 

Les cas D et Ε donnent les modules de la seconde espèce répondant 
à l'unique classe improprement primitive du déterminant — 3. On 
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trouve, en faisant r~ ο, s==s' (mod 4), 

V^= ~-(- ι±\β), Ar= I(2TV^)J A2 = - (7^:4^3). 

On peut faire 

ζ' - ζ H- , = ο, ζ = ε = ϋ^ίί, 

x(d + i + ̂
B

 -L·
 1 + i\î)-<°) 

ou bien 
2Ey(O) 

Λν6ν;— Ι + μ^)ν(0) + /1·λ<^)' 

On ne trouve pas d'autres valeurs de k2 ; ici l'on a donc seule nient 
deux valeurs de ki au lieu de six. 

7. On a vu que les carres des modules singuliers linéaires sont tous 
réels, ceux de la seconde catégorie de la première espèce positifs, les 
autres négatifs. Recherchons dans quels cas le carré d'un module non 
linéaire k est réel. Soit (a, Z>, c) une des formes quadratiques qui lui 
correspondent; le rapport des périodes satisfait à l'équation 

αζ2 4- a Αζ 4- e = o. 

Kn remarquant que dans les formules (12) on a 

q = ea7r,£·
 =

 c icos 1 sin j» 

on voit que, si A2 est réel, il est identique au carré du module défini 
par l'équation 

αζ2 — 2&ζ 4- c = ο, 

d'où il suit que les formes («, A, c) et (a, — A, c) sont proprement 
équivalentes. Les valeurs réelles de A3 appartiennent donc toujours 
aux classes ambiguës. Si A2 est positif, nous pouvons supposer que la 

valeur de y/k définie par l'équation en ζ soit réelle; alors -μ·> ' 
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(' + $ sont aussi reels et positifs. Au contraire,
 f 

I - iVk / I +iVksont généralement imaginaires ; les modules linéaires seuls 

font exception; car, si l'une de ces deux quantités est réelle, elle se 
confond avec l'autre, ce qui n'arrive que pour les modules linéaires. 
Si k3 est réel et négatif, nous pouvons supposer^ égal à (14-1) a, 
a étant réel ; d'où 

/ΐΞΕν^Υ— ["ΙΤ(Ι + 0»~Γ /1 ±/y/Â-y_ Γι:+(ι — Q«"lv. 

alors ̂  sera réel et négatif; mais les carrés des autres modules qui 

appartiennent à la même classe que k2 seront généralement imagi-
naires, et évidemment il n'y a d'exceptions que pour les modules 
linéaires. Or on sait (GAUSS, Disquis. arithm., art. 257, 258) 

que chaque classe ambiguë contient une forme de l'un des deux types 

(α, o, 2^, (a, i a, —
0

ù dans la seconde α est pair. Dans le cas 

du premier type la classe donne évidemment quatre valeurs de k2 réelles 
et positives. Dans le cas du second type on a l'équation 

βζ' + βζ+ 21^5=°; 

en y faisant ζ = ζ, — ι, et désignant la nouvelle valeur de \'k par \k
t1 

on a 
αζ; — αζ, 4- —= ο, \Jk< = iy/k; 

donc, en posant \/k = u -h w, u et ρ étant réels, on a 

iyfô — u— vi, 
d'où 

k2 = — (u2 -+- t>3)2; 

par conséquent la classe donne deux valeurs de k3 réelles et néga-
tives. 
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Cola posé, considérons les divers cas, en désignant par p. le nombre 
des diviseurs premiers impairs de D. 

Si D = 4Λ -+-1, il y a classes appartenant à chacun des deux 
types. Celles du premier type donnent 2P*1 valeurs réelles et positives 

de k*, et, puisque a et 2 sont impairs, il est facile de voir qu'elles ap-

partiennent toutes à la seconde catégorie. Les autres donnent 2* 
valeurs réelles et négatives de A3 appartenant à la première caté-
gorie. 

Si D = 4Λ — ι, il y a classes proprement primitives du pre-
mier type ; donc la première espèce contient 2μ+< modules dont les 
carrés sont réels et positifs, tous appartenant à la seconde catégorie. 
De plus, il est facile de voir qu'il existe 2^-1 classes improprement pri-
mitives du second type, qui donnent 2μ modules de la seconde espèce 
dont les carrés sont réels et négatifs; ces modules sont tous de la 
seconde catégorie. 

Si D est pair mais non divisible par 8, on a 2μ classes, toutes du pre-

mier type. En prenant «pair et par conséquent 5 impair, on voit qu'il 
y a 2μΗ modules réels de chaque catégorie. 

Enfin, si D est divisible par 8, il y a 2μ classes de chaque type. Celles 
du premier type donnent 2μΜ modules réels de chaque catégorie; 
celles du second type donnent 2μ'Η modules de la première catégorie 
dont les carrés sont réels et négatifs. 

111. — FORMATION DES ÉQUATIONS ALGÉBRIQUES DONT DÉPENDENT LES 

MODULES SINGULIERS, ET DES FORMULES DE MULTIPLICATION COM-

PLEXE . 

8. Pour trouver les formules de la multiplication complexe la plus 
simple que comporte un module singulier défini par le rapport des 
périodes, et pour déterminer algébriquement ce module, il suffit de 
trouver les formules de transformation qui répondent aux équa-
tions (7) et (9). Rappelons d'abord quelques points de la théorie de la 
transformation 
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Considérons les équations 

08) 
ε. 2 ω =/,.2ω, + ίω'

)1 

ε. ω'=/,'.2ω
ι
+ί'ω,

)
, rs' — r's—n, 

et la formule de transformation correspondante 

λ(ίβ + α, £,)=/[λ(9)]. 

Au moyen de la relation λ(ω — 0) — λ(θ), on trouve pour la con-
stante α l'expression suivante 

α = (2^ + 1 -
r
)^+('2q-s)^, 

où, en changeant convenablement la fonction rationnelle /, on peut 
choisir arbitrairement les nombres ρ et q. Il en résulte qu'on peut 
faire 

α = ο, si s est pair, r impair, 

α = ~ J si « et r sont pairs, 

α = ~ si s est impair, r pair, 

α = ~J si «et /· sont impairs. 

Des équations (18) on tire 

s ω, = ε , ω', = ε > 

d'où l'on voit que les η valeurs différentes de λ (0) qui répondent à une 
même valeur de λ(εθ -t- a, k

t
 ) sont contenues dans l'expression 

('9) A(^0 -f-m h|A y 

Dans la suite nous aurons à considérer les cas où les quatre nom-
bres r, «, /·', s' n'ont pas de diviseur commun; en désignant par S le 

Journ. de Math. ( 4e série ), Tome III. — Fasc. II, 1887. ' 7 
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plus grand commun diviseur de r et de .v, posons 

(20) r=p8
t
 * = σδ, et par suite η= 8(ps' /·'») = 0/1'. 

Or, en faisant 

(21) 
pp — m σ = ι, 

— iwA' = /, 

l'expression (19) devient 

λ
(0 + ί^[). 

Dans cette expression 011 peut rendre l premier à 8 ; car première-
ment le plus grand commun diviseur de l et de n' est premier à 0; ou 
tire, en effet, des équations (21) 

ja (p j' — r'v) = ρ η' = σί 4- , 
m (ρ.ν' - 7·'σ) = /;///' — ρ / -h 7· ; 

donc un diviseur commun à / et à n' divise 7·' et .s·', et par conséquent il 
est premier à 8. Secondement, si / et 0 admettent un diviseur commun, 
on peut remplacer u. et m respectivement par α -t- In et m -4- //p, ce 
(jui revient à remplacer l par t -h hn'\ or, puisque t et 7/ n'ont pas nu 
même diviseur commun avec 8, 011 peut choisir h de manière à rendre 
t -t- lin' premier à 0. 

Kn faisant, pour abréger, 

Ω = / .2ω -h οω', 

on voit <pie les u valeurs de l'expression (19 ) peuvent être représen-
tées par 

(22) λ(θ-μ^)> où ρ — o, 1, 2, 1). 

Si l'on pose 
n= q3q3q3 
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7 η g* > · · · étant les diviseurs premiers de η, le nombre Ν des pé-
riodes Ω qui donnent des transformations différentes est déterminé 
par l'équation 

(2'}) Ν = Î?" '(ΪΙ
+ L

)?J'"
1

(ÏJ+ ')?J' '(?.+ ")···· 

A chacune de ces Ν valeurs de Ω répondent plusieurs transforma-
tions ; on en peut choisir une, qui donne les formules les plus simples, 
et que nous appellerons la transformation principale. Ces transfor-
mations seront choisies de telle manière que les modules correspon-
dants satisfassent à une même équation algébrique, dépourvue de 
racines étrangères à la question, et qui d'ailleurs, pour les degrés 
pairs, se décompose en deux ou en plusieurs facteurs. On sait que, la 
transformation principale étant connue, les autres transformations 
répondant à la même valeur de Ω s'en déduisent au moyen des trans-
formations linéaires. Soient 

ε„. 2(0 = /'«. 2ω
0
 -h *

0
ωί,, 

ε„. ω'= /·'„.aω
0
+ S0w0 

les équations qui définissent la transformation principale, et 

Y — λ ( ε
ο

0 +»(,, A*o) 

la fonction transformée; soient de plus 

ε'. 2ω
0
= /·,. 2(0, -f s,ω',, 

ε'. ω|, = /·',.2ω
ι
 + ω', 

les équations de la transformation linéaire qu'il faut employer pour 
avoir la transformation (18), on a 

(4) 
ε — ε®ε , / — / ο /1 -+- SQ ι j, s — ι\s, ·+■ s0st, 

/·'= ;·'
βr{ 4- ν·;, *' = /·>, -h-vv 

Ayant déterminé au moyen de ces équations les nombres /·,, s,, r\, s,, 
ou seulement leurs valeurs (mod 4)« 1° tableau des transformations 
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linéaires donne λ(εΟ 4- α, kt ) en fonction linéaire de Y, et, par suite, 
en fonction rationnelle de λ (G). De plus on a ^k

0
 exprimé en fonction 

linéaire de \Jkt ; en substituant cette expression dans l'équation modu-
laire principale, on trouve l'équation modulaire répondant au genre de 
transformations en question. 

Cela posé, si l'on veut avoir la multiplication complexe définie par 
un système d'équations de la forme (7) ou (9), on n'a qu'à identifier 
les équations en question avec les équations (18) en faisant 

ω, = ω, ω'
(
 = ω', y/'A, = y/k. 

Ο11 a ainsi λ(εΟ H- α, k) en fonction rationnelle de λ(0), ou bien, si 
l'on veut, λ(εθ) en fonction rationnelle de λ (0) et de p(Q) v(0); de 
plus on obtient une équation algébrique satisfaite par le module k. Les 
équations qu'on obtient de cette manière ne sont pas libres de racines 
étrangères à la question ; elles peuvent avoir les racines A — o, A* = db 1, 
et elles sont généralement satisfaites par des modules singuliers d'1111 
degré moindre que η. Il faut maintenant trouver les racines étrangères 
et déterminer la multiplicité de chaque racine. 

Les relations modulaires s'expriment par des équations eu \ k
K

, en A,, 
ou en AJ. Pour embrasser ces trois cas dans une moine expression, dé-
notons l'équation modulaire dont il s'agit par Ρ(ξ, yj) = ο, ξ el 7; dési-
gnant respectivement ou y/k et y/A,, ou k et A,, ou enfin A2 et A2. 
Ainsi l'équation dont il faut chercher les racines est 

(»5) Κ(ξ,ξ) = «, 

Soit, en premier lieu, l un module delà première espèce, déterminé 
par la racine ξ = ξ

0
 de l'équation (2 >); désignons par //, son degré, 

par 'ici, ci' 1111 couple de périodes elliptiques, par ζ, leur rapport, et 
soit 

(2(i) α,ζ'Ί -f- 2 A, ζ, -t- e, = o, a, r
t
 — h\—n

{
. 

Par hypothèse il existe une multiplication complexe du degré a, qui 
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d'après le n° 3 est définie par les équations 

(27) 

(x -h yi>jn%
 )2gj =(x -+-yb

x
) ixs -Η/α,σ', 

(x+yiyfc) GJ'= — yc
t
.ivs-+-(x — yb

{
)ts% 

x'i + y2n{ — η. 

On voit que les quantités λ et, par suite, la transforma-

tion principale sont complètement déterminées par ces équations, de 
sorte que pour chaque couple de valeurs de as et de y il n'y a qu'une 
seule racine de l'équation modulaire principale. Donc, si les racines de 
cette équation et de l'équation F(?, η) = ο se correspondent une à 
une, on peut conclure que chaque valeur de x-\- y i\fn

s
 ne peut 

répondre qu'à une seule racine de la dernière équation. Le contraire 
ne se rencontre que dans le cas des modules de la seconde catégorie 
d'un degré pair, ou, comme on le verra plus tard, on doit faire 

lo=(C^),QU mèmc désÎ£nant le module ob-
tenu par la transformation principale ; mais il est facile de voir que 
seulement une des valeurs de η qui correspondent à une même valeur 
de /„ ou de Ç peut être égale à ξ, puisque autrement on aurait /„ = o, 
supposition impossible; donc aussi dans ce cas chaque valeur de 
./ -h y i répond à une seule racine de l'équation 

F(Ll) = o. 

lléciproqueincnt, si x* 4-y2/*, = /i, les équations (27) définissent 
une multiplication, généralement complexe, du degré n. 

Ainsi chaque module singulier de la première espèce et du degré nt 

admet un nombre de multiplications égal au nombre des solutions de 
l'équation x2 -Jry1ux = /1; le nombre de transformations qu'il faut 
compter n'en est que la moitié, puisque chaque valeur du module 
transformé, de son carré ou de sa racine carrée, s'obtient avec deux 
multiplicateurs qui ne se distinguent que par les signes (voir le Tableau 
des transformations linéaires A). 

En considérant en second lieu les modules de la seconde espèce, les 
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équations (26), (27) sont remplacées par les suivantes : 

(28) 

a
x
^\ + ('±b

i
 ι)ζ, ·+■ c, = ο, a

x
c

t
 — b

x
(b

x 4-1) = //,, 

x +yiV4n1-1 

m =->-C,.2ct + ( —-y/»,jro, 

x² + y² (4n- 1) = 4") 

r et pétant de la même parité. Au reste, les conclusions sonl les 
mêmes. 

Les transformations définies par les équations (27), (28) 11e sonl 
pas toutes de l'espèce que nous avons à considérer; il faut d'abord 
écarter celles où χ et γ ont un diviseur commun, s'il s'agit d'un module 
de la première espèce; pour les modules de la seconde espèce, il faut 
omettre celles où χ et y ont un diviseur commun autre que 2; par là 
les cas des multiplications ordinaires sonl exclus. Enfin il faut que la 
valeur ζ = ξ

β
, déterminée par les équations (27) ou (28), satisfasse à 

l'équation spéciale Ε(ξ, ξ) = ο dont il est question. Supposons d'abord 
qu'on ait fait \Jk = ξ. En désignant par / (ξ, η) = ο l'équation modu-
laire principale, on a 

F(?, η) =/(ξ, tr,Jiï)), si .ν, -o (modi), 

F(S,*ï)=/(5, —)* SÎ *<— (mod 4), 

Ρ(ϊ»η)=/(5»'ν'· i
+

)vllj)» si*. est impair. 

Soit déplus^,1 g,1 J la transformation linéaire qu'il faut combiner 

avec la transformation principale pour avoir la multiplication com-
plexe (27) ou (28), et qui se détermine par un système d'équations 
analogue au système (24). Or il faut que la racine carrée du module /„ 
déduite de ψ, c'est-à-dire de ξ, par la transformation principale, se 

change en η par chacune des transformations linéaires sJ^j et 
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(lV S' )'
 c'onc on av0'r 

I/, s\)- U'« S'JU s'J' 

où /-a*1, — = * » ct °ù» a" moins s'il ne s'agit pas d'un module 
linéaire, r[^s

2
-L= o et, par suite, /*^ = 1 (mod 4)· Mais effective-

ment les modules linéaires ne font pas exception; en effet, si /„ est 
linéaire, il admet une multiplication complexe linéaire 

z'.irn
0
 — z'

r
2n

0
 + ,îj m'

o9 

ε'. cr„=:/-;.2t3„-hs;®;, 

et, par conséquent, on peut remplacer la transformation (R* g,1 ) par 

(S s·) (;'i 2)=(6 s·)-cc (iui donne 

\r\ s\)~ S'JV-ri /JU'J' 

Or, si l'on n'a pas r'^ ==«., —ο (mod 4)» les deux transformations 

linéaires ( s* ) et ( A s* ) donnent nécessairement un résultat iden-

tique, quand on les applique à un module quelconque, car autrement 
sjf

0
 serait déterminé par deux équations incompatibles; donc la 

transformation^*} **^ ^ SJ^ n'altère pas la racine 

carrée d'un module quelconque, c'est-à-dire qu'on"a 

/Y ^5,R ΞΟ (mod 4). 
Lcla pose, ayant 

/·, = R, S, t'A s, = R, s2 ■+■ S, i'
a

, 
/·; == R; r2 -μ s; /·',, s\ = R'

T
 *a -h S', «a, 

on conclut 

/ ,ΞΕΞ K,r2, /·',== IV,/·2, s\=^S\s2 (mod 4); 
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r
r
?,==R

(
s,, /·>;=== r;s;, s; (mod/,). 

Donc si on a 

S, =~ o, /·', s, ξ=ξ R', S', ( mod 4 ) ; 
si «, ·. A-2, 

S ι z-~-= 2, /·,«, =~ R
f S, : 

et si .ç, --±i, 

S,r. ±1, R»S,, S, S'r 

Kn substituant les valeurs /·,, .s,, U,, S,, H',, S',, on a dans 
chacun des trois cas un système de congruences en χ etjy, qui expri-
ment que la valeur ξ = ξ

0
 satisfait à l'équation F(H, ξ) = ο. 

Dans les cas où l'on a ξ = A les congruences ~ IV, S',, 
/·,A,R,S, doivent évidemment être prises suivant le module 2; si 
ξ = A% elles doivent être omises. 

Le nombre des transformations des formes (27) et (28) qui satis-
font à ces conditions est égal à la multiplicité de la racine η = ξ

β
 de 

l'équation F(Ç
0

, η) = ο, pourvu qu'on ne compte que pour une seule 
transformation deux multiplications complexes qui se déduisent Tune 
de l'autre en changeant simultanément les signes de χ et y. 

Ce nombre est en môme temps la multiplicité de la racine ξ
0
 de 

l'équation F(Ç, ξ) = ο. Pour le démontrer, il suffit de faire voir qu'en 
considérant l'équation F(5, η) = ο comme l'expression analytique 
d'une courbe, aucune des droites η = ξ, ξ = ξ

0
 ne coïncide avec une 

tangente de la courbe au point ξ = η = ξ
0

. Dans le cas 011 l'on a fait 
ξ = A, 011 a, d'après une formule de Jacohi, 

àr
t
 η(ι— ηΜ ε5 

d\ ~ ξ(ι-Ρ) //' 
ce (iui pour ξ = η donne 

ίϋ — f! 
dE n 

détermination qui est encore valable pour ξ = A*2 et pour 5 = yA·, 
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comme on le voit aisément; or, ε étant imaginaire, ~ ne peut être égal 
à l'unité, ni à l'infini. 

On peut se servir de plusieurs méthodes pour débarrasser l'équation 
FY ξ, ξ) = ο des racines étrangères à la question. Dans beaucoup de 
cas les modules du degré η seuls sont des racines simples, ce qui 
fournit un moyen de les isoler. On peut, dans tous les cas, calculer 
préalablement les équations dont dépendent les racines étrangères, et 
les supprimer par une série de divisions. Enfin, si l'on connaît l'équa-
tion du multiplicateur ε, on peut en éliminer ε au moyen de l'équation 
sa -f- — ο ou ε:ί± ε -+- η = ο, suivant qu'il s'agit de modules de la 
première ou de la seconde espèce; en cherchant le plus grand commun 
diviseur des premiers membres de l'équation résultante et de l'équa-
tion b(!:, ξ) == ο, on obtient un polynôme qui, égalé à zéro, donne évi-
demment l'équation des modules du degré n. 

l'our n'avoir pas un trop grand nombre de cas à distinguer, nous 
nous occuperons principalement des équations en A*a, quoiqu'il soit 
souvent préférable dans les calculs de passer par des équations en \/?i, 
ou même en y7i\ 

51. Supposons que η soit impair. Nous choisissons pour transforma-
lions principales celles qui sont définies par les équations 

ε
0
.2 ω = δ. 2 ω

0
, 

ε
0

. ω=-/.2ω0 + /ί'ω„, =ζ, = —-, 

qui donnent les formules bien connues 
AaU 

τ-' '~v7ëi) 
Y = Y(EoO, ko)= 

V ι— ( „ j 

Eo = (- 1 ) (n-1)/2 II 

Le nombre / n'est déterminé que par rapport ail module //' : nous 
Jauni. de Math. (V série), lumc lit. — l'use. Il, 1887. 18 
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pouvons donc le supposer divisible par 4 ; de plus, δ étant impair et de 
signe arbitraire, nous supposerons 

ο ξ ι (mod 4), d'où ri=η (mod 4); 

par là les équations ( 24 ) donnent 
ft—l η—1 

(29) r1 = r, S1 =s, r1 = 

Nous supposerons l'équation modulaire écrite entre yAy, cL y/;' : nous 
la désignerons par 

(3o) /(VT, vC)=o; 

si 011 la combine avec une des transformations linéaires du Tableau, on 
a une équation entre \Jk et s[W

{
 dont les racines correspondent 11 ne à 

une aux racines de l'équation (3o). On sait que dans l'équation (3o) 
les coefficients des diverses puissances de \Jk

0
 sont des fonctions 

entières de \Jk à coefficients entiers, le premier terme étant (y^)N, le 
dernier (\/k)N. De plus, si η n'est pas un carré parfait, les termes du 
plus haut et du plus petit degré en \Jk et \/V

0
 ont pour coefficients une 

même puissance de 2. Cela a été démontré parSohnke pour les trans-
formations de degré premier (Journal de Crelle, t. 16), et il n'est 
pas difficile de le démontrer en général. En effet, pour les petites 
valeurs de A*, on peut développer \jk

9
 en une série ordonnée suivant les 

1 
puissances croissantes de (yjk)", dont le premier terme est 

. t n'~ 3 0 

e 2 " (VA") 

{voir la Théorie des fonctions elliptiques de \1M. Βιιιοτ et HOUQIKT, 

p. 631, où cette propriété est démontrée pour les degrés premiers). 
On a donc, pour les petites valeurs de A*, 

• /ίν'λ, v'A„) = 11 (v*.- * **# — ··); 
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or on a le terme du plus petit degré, en prenant de chaque facteur 
le ternie dont le degré est le plus petit, c'est-à-dire, le premier terme 
si δ > η', le second si δ < η' ; donc, le coefficient du terme cherché de 
la fonction v^'o)> étant un nombre entier, est bien une puissance 
de 2. De plus, ayant 

/Wr,V£)=(V*)W7(^·^)· 

le coefficient du terme du plus haut degré est égal à celui du terme du 
plus petit degré. 

Par la remarque faite à la fin du n° 6, il est facile de voir qu'en 
supposant \[k égal à l'une des valeurs 

ο, X, I , 1,1, I, 

v'À'o sera respectivement égal à 
η — ! /i — l 

«ι h - h (— ') ' h -(- ») ' '» 

c'est-à-dire qu'on aura, pour les valeurs critiques de \Jk, 

Vko= (Vk) 

Soit, pour un moment, y'k — x, y/k
0
 = y, et faisons subir à a? la trans-

formation linéaire ( — ι o), et soit ξ la racine carrée du module trans-
formé; on aura 

ζ = ι > χ = w ; 

soit de plus η la valeur de sfk
0
 correspondant à ξ, de sorte qu'on ait 

/(ξ,η) = ο. 

Évidemment η se déduit de χ par une transformation du degré /i, 
c'est-à-dire qu'on l'obtient par une transformation principale du 
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de^ré η suivie d'une transformation linéaire; donc 011 a 

η = t'y ou η == -

ou en lin 

y - i»> '-"v. 

or, par la remarque précédente, il est facile de voir qu'on a clîective-
inent 

η — f-'" , y = — 

Kn reportant les valeurs de χ el de y dans l'équation /(·'*>.>') = o, 
on voit que l'équation /(ξ, η) = ο entraîne celle-ci : 

' \i-r+ï i η ) <# 

Voici encore une remarque qui nous sera utile. On a 

11,, (£?\ \β JP ,Ψ ' 

et l'on sail que le premier membre est racine d'une équation du dc^ré λ 
dont les coefficients sont rationnels en A2; par suite, en substituant à 

l'inconnue de cette équation, soit -^—τ» soit^J™·» on obtient l'é-

(jiialioii modulaire. Donc celle-ci peut être mise sous la forme 

(3ι) Φ Â·
2
^o, si n~ ι (mod.)), 

et sous la forme 

(3a) Φ(γΑ·
0

 v'A*, A*2) = o, sifi==— ι (mod4). 
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10. Considérons les modules de la première espèce et de la pre-
mière catégorie d'un degré de la forme 4 A ■+■ ι. — Le coefficient a 
est nécessairement congru à a(inod4), b al c sont impairs; les équa-
tions (29) deviennent 

/'1 == A, s
{
~a~'2

y
 r\~— c, s\~—h (mod 4 ). 

Il faut donc employer le cas Β du tableau des transformations li-
néaires, c'est-à-dire qu'il faut faire 

V//»=—=> ε' — ( ι ) Α*
β
, λ(ε'ε

ο
0) = ε'λ(ε,,Ο) = iY; 

d'où l'on tire 
It-i 

v/'A„ = ~γ » ε
0
 = i*k φι, λ(ι*ψι 0) = — Y. 

Ln substituant l'expression de y/A
0
 dans l'équation modulaire prin-

cipale, 011 obtient donc deux équations en dont les coefficients, qui 
sont de la forme p-hqi, ne se distinguent que par le signe de /; le 
premier et le dernier coefficient sont ±1. L'équation (3i) fait voir 
que les équations trouvées peuvent être mises sous la forme 

O (I / ibck, k²) = 0 
Oil 1)1**11 

f(ibck) = ο, 

/dénotant une fonction entière à coefficients entiers. 
(ictte équation n'est satisfaite ni par A* = o, ni par A* =± 1. 
Soit / un module singulier de la première espèce et du degré //,, 

satisfaisant à l'équation/(7é'A) = o, on aura, d'après (27) et (29), 

x,a -+- y*n
x
 = Η,==χ· -t-yb

i}
 S,==ya, 

Κ « ̂ —y <*. ι S', ~ jc — yb
%
 ( mod \ ). 

Or 011 doit avoir (n° 8 ) 

S, ~ s, — ί , IV, S', == /·', s\ = be ( mod \ ) ; 
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donc les conditions à remplir pour que / satisfasse à l'équation sont les 
suivantes : 

<33> i -vc+fb^bc 1 °
n0d4

>· 

On en conclut quey et c, sont impairs, et quea1 = 2(mod4)î b{
 est 

nécessairement impair; car, dans le cas contraire, on aurait, 

n
t
 = a

t
c

t
 — b* Ξ= a (mod 4); 

(t ou 
X*-h >'A/L, = 3 OU = 2, 

contre l'hypothèse. Donc n
t
 est de la forme f\ h-1- ι, a? pair. Si./: > o, 

on peut changer son signe sans troubler les congruences (mod4); 
donc, dans ces cas, l est une racine double ou multiple; l est en cflcl 
racine multiple s'il existe plus de quatre solutions de l'équation indé-
terminée x2-¥y2n

{
 = η en nombres premiers entre eux. 

Aucun module de la seconde espèce ne satisfait à nos équations. En 
elfet, d'après (28), on aurait 

R1 = x+y /2-t-vi, = ± 1, S,=ya, = 2 (mod.'i), 

IV,=-^,=±1, s; -yi>, = ±1 : 

donc y serait impair; or on trouve K, — S\^y(,2h
l
 4-1), ce qui est 

impossible, R, — S', devant être pair. 
Par ce qui précède il est démontré que les racines de l'équation 

/( ibck) = ο sont les modules de la première espèce et de la première 
catégorie dont les degrés, nécessairement de la forme 4 h H- 1, vérifient 
l'équation η — χ2 y2n

{
, χ et y étant premiers entre eux, χ pair, et 

pour lesquels le nombre b,c
i
 satisfait à la congruence 

b
t
c

t
 = bc-hx (mod 4), 

issue de (33). Parmi ces racines les modules du degré n seuls sont des 
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racines simples. Si l'on a calculé préalablement les équations des mo-
dules de première espèce et de première catégorie des degrés 4 Λ Η- ι 
inférieurs à /1, on peut obtenir l'équation relative au degré η par de 
simples divisions; dans ce cas, on remarquera qu'il faudra alterner le 
signe de i dans les équations des degrés inférieurs. On trouve donc 
finalement deux équations en A, 

F(IA) = o, F(-ÏA)=O, 

équivalentes à une seule équation en A2 

F,(A2) = o, 

qui est réciproque, et dont les coefficients sont des nombres entiers, 
le premier et le dernier étant i. Les degrés de ces équations sont 
égaux au double du nombre des classes primitives du déterminant 
— n, comme on le sait a priori. Les deux équations 

F(/"A) = o et F ( i~bck ) = o 

n'ayant pas de racine commune, on peut conclure qu'on aura 

iick = ψ(Α2), 

ψ dénotant une fonction rationnelle à coefficients entiers, qui est iden-
liquemcnt la même pour toutes les racines de l'équation F, (A2) = o. 

Si, par exemple, on fait η = 5, et qu'on pose A = M4, A
0
 = c4, l'équa-

tion modulaire principale peut s'écrire comme il suit : 

(M0 5m4P2 — >Maes — pe)a = i6«2ca(i — M4P4)2. 

Fn y faisant u1 = ^A, p2 = —=?> on trouve 

Ae — ioiA* — i5 A4 -+- 11iA' -+-15Aa — \oik— ι = o 
ou bien 

(A — i)a(A4— 8ïA® -h 2A2 -h Sik H- 1) = o. 
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I^alant à zéro le second facteur, on a l'équation V(ik) — o; en la 
résolvant, 011 trouve 

k = 1 (a H- v'.> H- 2 \/'2 -h y'.) ) 
Oli 

/,»=_|ι(νΐ + .)+\/Ην¥Η-θ]\ 

(l'est le module trouvé par Abel dans les iievhcrdies sur les four-
lions elliptiques. 

De l'analyse précédente on tire facilement une formule d'Arithmé-
tique. Mil effet, l'équation (pic nous avons décomposée est du degréN. 
D'autre part, 011 obtient ce degré, en prenant pour chaque valeur 
pain' de .r, figurant dans réquaLion η = ·/;- -h ρ2η,, le nombre des 
classes de formes quadratiques du déterminant, —(n —dans 
lesquelles le plus grand commun diviseur des trois coefficients a, /;, r 
sont premiers à //, multipliant ce nombre par 2 si .1; = o, et si //, = 1 
( puisqu'il n'y a qu'une seule valeur de k'1 de la première espèce et de 
la première catégorie du degré 1 ), par \ dans les autres cas, et faisant 
la somme des produits formés. On peut conserver le lacleur \ dans le 
cas où o, 1- 1, si l'on ajoute à \ la correction nécessaire. Pour écrire 
la formule, désignons, pour 1111 moment, par Κ|(/") le nombre des 
classes du déterminant ~ m où les trois coefficients n'ont pas un même 
diviseur commun avec /*, et désignons par 23,(//) le nombre des solu-
tions de l'équation η = \.ιΛ-{-y- en nombres premiers entre eux; la 
correction à ajouter sera Oi(ft), el, par suite, on aura, en supposant 
// — \ h + 1, 

2 l·', (n)-b I Μ, (η - 23) -H I L·', (n - J
A
) + .. .= \ -+- 9,( u). 

Au fond cette équation ne diffère pas de celle qu'on obtient en ajou-
tant les formules V et VI de M. Kroneeker (Journal de Crelfe, 
I. 57, ρ. ·2.'|ί)), et faisant m ΞΞ I (mod4). On trouve des corollaires 
analogues dans tous les cas que nous avons à considérer dans la suite; 
dans un Mémoire inséré aux Comptes rendus, t. L, le l\ .louberlen 
a développé plusieurs. Nous les passerons ordinairement sous silence, 
pour y revenir dans un paragraphe spécial. 
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11. Modules de la première espèce et de la première catégorie 
d'un degré de la forme l\h — i. — On a a = o(mocl4)> b cl c sont 
impairs; par suite les congruences (29) deviennent 

/', ΞΞΞ 1) ΞΞ zt I, St=z O, r\ ΞΞΞ C ΞΓ- ± I, 

s\==b = ± 1, (mod. 4), 

et, par conséquent, on a 

v7i = i-bvslka, i = (— 1) ' , 
d'où 

v'/ι \'k
0 = ibck, εο = fbyfû, λ(iVm 0) = (— 1) * Y. 

Kn substituant dans l'équation modulaire, on obtient une équation 
en /», qui, en vertu de l'équation (32), prend la forme 

f(Fk) = o. 

Les coefficients des diverses puissances de ibck sont des nombres 
entiers, le premier et le dernier étant égaux à une môme puissance.1 

de 2. L'équation admet la racine, en général multiple, A = o, mais 
elle n'est pas satisfaite par A=±i. Quant aux autres racines, on a 
des résultats complètement analogues à ceux du numéro précédent. 
Finalement on trouve les équations 

F(«) = o, F,(A-S) = o, 

qui 11e sont satisfaites que par les modules du degré la seule diffé-
rence est que le premier et le dernier coefficient sont une môme puis-
sance de 2. Cependant, si η est de la forme 8A'4- 3, cette puissance 
de 2 disparait comme diviseur commun à tous les coefficients, de sorte 
que dans ce cas le premier et le dernier coefficient de F, (Aa) devien-
nent 1. C'est ce que nous démontrerons plus tard. 

Exemples. — Pour η = 3 l'équation modulaire 

us — vh -h 2i/r(i — u*v*) = o 
Journ. de Math, (p s»!rie), Lome III. — Fasc. II, 1887. '9 
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donne, en chassant les puissances impaires de uv cl faisant w2 = sjk, 
e3 = Jk« 

k2 — 4v^3 H- C/f/fo — W* -H A'J = o; 

en y faisant yflT
0
 = Î \/Â", on a 

4A*(A:2-l· ιΑ — ι) —o; 

le dernier facteur donne pour les modules du degré 3 les deux valeurs 

A:2 = |(i ± i\fô) = G
 3

 . 

Pour « = 7, l'équation modulaire est 

(M8 — I)(E
8
 — L)-(«P - L)8 = O. 

lin y faisant v = m2 = y/Â> 011 Λ 

[ A'2 — ι — (y// \ik — ι )1J [ A-2 — ι -h (yU yjk — ι )4 ] = o 

ou bien, en chassant les radicaux, 

4A"(A'5 — ik — I)2 (4A"2 H- ik — 4) == o. 

Le dernier facteur donne, pour les modules du degré 7, l'expression 

^=[ï('±3^7)]s· 

12. Modules de la seconde espèce du déterminant — 11. — De 
réquation modulaire répondant à la transformation principale du 
degré η = 4 h — 1, 011 peut tirer tous les modules de la seconde espèce 

du déterminant —/«, c'est-à-dire du degré n~^1 - En faisant χ = o, 

y = 2 cl, remplaçant 4η — 1 par n, les équations (10) donnent 

ίφι. 2ω = (2 b H- 1) 2ω -h ία ω', 

i\jn. ω' = — 2.c2o — ('ΐΰ -f- ι)ω', 
η = 4ac — (2 A -(- i)2. 
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On fera donc 

Γ
<
Ξ5

ι
Ξ20 + ι

ί s,==2a, /·', Ξ 2 c (mod4)· 

La première catégorie n'existe que si η est de la forme 8h — i; de 
plus a est pair, et par conséquent s

{
 est divisible par 4 ; on a donc 

A = (-')' V^c ε' = (—1)6> 
cl ou 

#« = (—OVÊ, ε
0
 = ii6+' yfn, X(îy/wO) = (— ï)>Y. 

En substituant dans l'équation modulaire, on obtient une équation 
de la forme 

/[(- 0·*] = O 

(32), dont les coefficients sont des entiers, le premier et le dernier 
étant égaux à une même puissance de i. Elle admet évidemment les 
racines k = ο et A = (— i)c; mais elle n'est satisfaite par aucun mo-
dule de la première espèce; en effet, les équations (27) et (29) don-
neraient 

S<=/«i = o, R',=/c
n

 R',S;==2C (mod4). 

Or, S, étant pair, S', serait impair, et par suite R', = yc, serait 
pair; donc, a, et c, n'étant pas tous les deux pairs, y serait pair, ce qui 
rendrait impossible la relation x2 =n. Pour les modules de la 
seconde espèce, satisfaisant à l'équation trouvée, on doit avoir [équa-
tions (28), (29)] 

R1 = x+y / 2+yb„ S,=/a„ ) 
(mod4), 

R'=
r

c„ S \^-x—Z
+y

b
{

) 

et (n° 8) 
S, ΞΞΞ O, R', S, ΞΞ 2 C. 

S étant pair, R, et S, seront impairs ; or, ayant 

R,H- S; ==/(2^4-1), 
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y et par suite χ seront pairs. En remplaçant 4 ft, — ι pa·' 'b » et faisant 
par suite n, = 4— (26, -h i)2, on a 

(?)*+(ί)*"'=n> 

d'où l'on conclut que ^ est pair, impair; par suite a
t
 sera pair, //, de 

la forme 8Λ — 1 : donc enfin ^ est divisible par 4. L'équation 

/[(-!)'*]= Ο 

admet donc comme racines, outre ο et (— i)c, les modules de la 
seconde espèce et de la première catégorie dont les déterminants — n

t 

satisfont à la relation η = ι6ξ2 -+- γ\2η{, ξ et η étant premiers entre 
eux, pourvu toutefois qu'on détermine le signe de chaque module 
conformément à la congruence Γ,ΞΞΞΟ (mod 2). Si ξ >o, son signe est 

arbitraire : donc les modules du déterminant — η seuls sont des racines 
simples. En les isolant, on obtient une équation en/», F[(— ι)βΑ*] = o, 
à coefficients entiers, le premier et le dernier étant une même puis-
sance de 2. On a donc une seule équation en A2. D'ailleurs ces équa-
tions sont réductibles, comme on le verra plus bas. 

Pour η = 7, l'équation modulaire est 

(M8 — I)(P
S
 — 1) — (WE — Ι)

8
 = Ο ; 

au lieu de faire u2=v2 après avoir chassé les puissances impaires 
de MU, faisons simplement u = p, ce qui d'ailleurs modifie la multipli-
cité de la racine w2 = o; on trouve 

[M8 — 1 -+-(w2 — 1)*] [M8 — 1 — (u2 — i)"* ] = ο 
ou men 

u2(u2 — I)2(M4 — u2
 H- i){iuh — u2 1) = o. 

Par conséquent les carrés des modules de la seconde espèce cl de 
la première catégorie du déterminant — 7 sont compris dans les 
expressions 

Λ-2 = [ί(ι± iyfj)]*, /c
a
 = [{(i±/v^]

4
. 
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On a les mêmes valeurs de k2 en faisant M = — P. 

Dans la seconde catégorie a est impair; c est pair ou impair suivant 
que η est de la forme 8Λ — ι ou 8Λ -+- 3 : donc on a 

.s,~2, ,·'
|ΞΞ

ί1±1 (mod4), 
n-f-1 

v'A· = (~'y · i=(-iyjf
0

, 

ce qui donne 

V^'o v* = (— 0 4 » £0= iib^k φι, \(ίφι 0) = (—ι)*£Υ. 

En substituant la valeur de y'Ar
e
 dans l'équation modulaire, on obtient 

une équation en k2 [équation (32)] 

f(k*)=0> 

qui est satisfaite par k2 = ι seulement si η = Sh — i, mais qui n'est 
jamais satisfaite par k2 = ο. Λιι reste, elle admet pour racines les carrés 
des modules de la seconde espèce et de la seconde catégorie dont les 
déterminants — nt vérifient la relation 

η = ι6ξ2 -l· η2/*,, 

ξ et η étant premiers entre eux, les modules du déterminant — η seuls 
étant des racines simples. En débarrassant l'équation f(k2)= ο de la 
racine k2 = ι et des racines doubles ou multiples, on trouve finalement 
une équation en A*a, réciproque, à coefficients entiers, dont évidem-
ment le premier et le dernier sont ι. 

Exemples : η = 3. — Faisant, dans l'équation modulaire 

us — p4 + 2«P(i — u2v2) — o, 
MP = ± i, on a 

M8zp 4 iu* — ι = o, 
ou bien 

k2 qp (\ik— ι =o; d'où k2 — — (2 dz \fô)2. 
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n = 7. — En faisant, dans l'équation 

(tt8 — l)(t>8— 1 ) — (U0 — i)8 = o, 

uv — 1, on a seulement la racine double Λτβ = 1 ; mais, en faisant 
uv — — ι, on trouve 

(u9 — I)2-H-28W8 = O; d'où M8dt i6iu* — 1 = Ο : 
donc 

*· = — {(3±ν^)». 

/1=11. — On trouve, en faisant, dans l'équation modulaire uv — ± /, 
u- = {k, 

k6± 44/At5 4- 77A:4 4= i5zik3 — 77ft2 d= 44 — 1 ~ o; 

d'où, en chassant les puissances impaires de /1, 

kn -h 2090ki0 — 7601 k* ■+· 151 i6/fe — 7601 k* -+- 2090k2 4-1=0. 

13. Modules de la première espèce el de la seconde catégorie, 
d'un degré impair. — Puisque, dans les congruences, 

/·, ξ b, s
t
==a~=t 1, j 

>·;=(-ι)·β, *,=(->)» i)(mod 4) 

a et, par suite, s
K
 sont impairs, on a 

V H-i"«f>s[k« 2 Vko)² 

d'où l'on tire, en faisant, pour abréger, Δ Y = μ(ε
ο

0, &
ο
)ν(ε

ο
0, k

0
 ), 

jr __ i~„ab I iab\Jk , _ 2i« 
I + iabVk (I + iabVk) 

'«=(—·) ' + λ(>γ«ο)= 
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En substituant l'expression de yIkl dans l'équation modulaire, on 
obtient quatre équations répondant aux quatre valeurs de a6(mod4); 
mais il est facile de voir, au moyen des formules (3i), (32), que ces 
équations ne donnent qu'une seule équation en k2. 

En effet, si η — ι (mod4), l'équation deviendra 

φ( '-1*# , k') = 0, 

et, si i(mod4), 

Φρ·ν*-<"*
>Α

Λ
=0

. 

Donc, en désignant par 

Mk) = Ο 

Γ équation qui répond à £ = o(mod4), on aura généralement 

f{iabsjk)-=o. 

L'équation f(\/k) = ο n'est pas satisfaite par k = o, y/k =rt i; elle 
est satisfaite par ̂ k=dtiseulement si η =— ι (mod4). On voit aussi 
facilement qu'elle n'est satisfaite par aucun module de la seconde 
espèce. Pour les modules de la première espèce, on doit avoir 

S,ι (mod4); 

donc y et a
t
 sont impairs; de plus, il faut que 

R, S, ΞΞ S, S',~o; 
d'où 

χ -+-yb
{
 ~x —ybi ==o (mod4). 

On en conclut que 2x=~o (mod4), et que par suite χ est pair et 
/>,=a?(mod4). Par conséquent les racines de l'équation /(2)= ο sont 
rt i (seulement si η = 4Λ — ι) et les racines carrées des modules de 
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la première espèce et de la seconde catégorie dont le degré /1, véritic 
la relation η = χ- 4- yin

{
, χ et y étant premiers entre eux, le premier 

pair et le dernier impair, et dont le coefficient A, est congru à a?(mod4·) 
Evidemment les modules du degré η sont seuls des racines simples. En 
débarrassant l'équation des autres racines, on a finalement une équa-
tion F(\/A) = o, répondant au cas où ÙE^Eo(inod4); généralement 
on a 

F(>\/Â) = o. 

En chassant sjk et les puissances impaires de A, 011 a une seule 
équation en A2, F1(A2)= o. Remarquons encore que, puisque deux 
quelconques des quatre équations F(dt \/7i) = o, F(± = ο n'ont 
pas de racines communes, i',b sfïi peut être exprimé en fonction ration-
nelle de A - : 

iab Vk = Y(k²) 

la fonction ψ étant la même pour toutes les racines de l'équation 

F,(A2 ) = o. 

Exemples. — Pour η = 3, on obtient, en écrivant ζ au lieu de \A, 
l'équation suivante 

(V 4- i)2(^'* 4- 8r3 4- 2z· -8; + i) = o; 

le dernier facteur, qui répond aux modules du troisième degré, donne 

ζ — y A" — (y/3 4- >/2) (y 2 H" 1). 

Pour // = 5, on trouve 

(Z*—'2Z — IY 

>c (-8 + iGs7 — 12z* + iGs5 4- 3(8zh— iG-3— 12Z2 — iG^4-1 ) = o, 

où le premier facteur donne les modules linéaires de la seconde caté-
gorie, le second ceux du cinquième degré. Pour trouver ces derniers, 
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on peut faire s — ' =o;ona ainsi 

pK 4- iG/r5 — 8/>2 -4- 64/> ■+- iG = 8p ·+- 4)2 — 80ρ* = o; 

d'où 

/> = -4 — ΐ\β — 4 ν/2 H-V5 

— Ζ = 2 -h yjj -b 2\Jl -b \jù-b \J 2+^5 ̂ /4 + 2y/5 -4- 2 2 H- y/5 

— ^ ^ ̂ 2 "+" V^'O ■+■ (/j -f- ^2 -f- y/lo)^2 4- y^5 |. 

14. Modules de la seconde espèce d'un degré impair. — Le de-
^ré η étant donné par la relation η — ac — b(b 4-1), a et c sont im-
pairs. On peut employer à volonté le premier ou le second des deux 
systèmes (9); si Ton choisit le premier, on a 

/·,=ΞΞ&+Ι, S, EL I «ΕΞ ± I, J 

r1 = 11)
31
 c, *;==(-1)

2 b j(mod 4) 

donc on doit faire 
. ,77 _ 1 - '"^1 V* 
y ι+ £*(*+" i/Λ 
E' 2ia 

[i 4- V^Âj4 

£o = (- 0"ri(- ' + v'4« - ι)[ι + /Λ(*Η)
ν
7ί]2, 

^ /1 -+- ί'ν/4/i — 1 Λ _ 2ε'Υ 
2 ) I + A(Y) - i2aabkoYi 

On en tire, pour «=-= 1 (mod4), 

et, pour « ̂  — 1, 

y/A·,, _ 1 — χ/Λ1 

y/Λ: |«(Λ+ΐ) y/A: + j*sa(A+i) £ 

S 0V
^ I4-Ï«<

a+1
V^k 

Journ. de Malh. (4* série), tome III. — Fasc. II, 1887. 20 
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Donc, en vertu des formules (3i) et (32), on a une équation de la 
forme 

(34) /[ieÎ4+lVfr, irt] = o, 

le polynôme /(s, i) étant le même pour tous les cas appartenant au 
même degré. 

Si l'on emploie le second système (9), on trouve 

/·,-ô, *', = (—1) * (/' -H 1); 

on est ainsi conduit à l'équation 

(35) f(iab\k, i~a) = o, 

(jui, par conséquent, est satisfaite par les mêmes valeurs de \/k appar-
tenant au degré η que la précédente. 

En chassant le radical y/k et les puissances impaires de /», 011 obtient 
donc, pour toutes les valeurs de h, une même équation en Aa, qui 
semble contenir encore ia\ mais 011 verra tout à l'heure que ia dispa-
rait avec k. 

Cherchons les racines de l'équation (34)· Evidemment elle n'est sa-
tisfaite par aucune des valeurs ytk = 0, ±1, ±: i. Elle n'est pas non 
plus satisfaite par des modules de ia première espèce; c'est une consé-
quence de ce que les nombres r

{
, s\ sont de parités contraires. Pour 

que le carré d'un module de seconde espèce satisfasse à l'équation (34), 
il faut évidemment que, dans l'équation (28), a,, c,, χ cl y soient des 
nombres impairs, x cl y premiers entre eux. Réciproquement, si ces 
conditions sont remplies, et si le degré n, du module vérifie la relation 

4// =a:a-h/2(4w, - 1), 

011 peut déterminer les signes de l et y//, de sorte que \Jl soit une ra-
cine de l'équation. En effet, les autres conditions à remplir sont 

^ +1 g, 4- α
κ
 b

{
~~ci(b h- 1), 1 a

t
 — a

t
 b

t
=i — ab (mod4 ) 



MULTIPLICATION COMPLEXE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. ΙΟΙ 

ou bien 
x^yaa

n by~aaK{b+ i) - ~—; 

or 011 satisfait à ces congruences en choisissant arbitrairement le signe 
de y, déterminant le signe de χ par la première congruence, et la va-
leur de b

{ (mod4) par la seconde. Cette dernière détermination est 
possible sans changer l2 ni et la valeur de y7 se trouve par là com-
plètement déterminée. Puisque, le signe de y étant choisi, celui de χ 
est déterminé, la multiplicité de la racine y/7 est égale au quart du 
nombre des solutions de l'équation 1\τι — χ7 nt — ι) en nombres 
premiers entre eux. 

Kn cherchant de la même manière les racines de l'équation (35), 
on trouve, en désignant par a?' et b\ les valeurs de χ et de b

t qui s'y 
rapportent, 

χ'~~—γαα
{ (mod4); 

d où 

x'=— x, b\~aa
t
(b -h ι) -+· — aa

t
(b -h ι) — ~b

{
. 

Il s'ensuit que les équations (34), (35) ont les mêmes racines, et, 
comme d'ailleurs leur degré 2N est divisible par 4, excepté pour Λ = ι, 
les deux polynômes formant les premiers membres sont identiques, à 
celte exception près. 

lin faisant b~ 1, on trouve 

f{sfk, i") i'a) ; 

d'où l'on peut conclure qu'on a 

/(y/A, ia) = 9 (A2) + (1 H- i^kjkoJk2) 
-ΗΐΛΑφ

3
(Α2)-+-( 1 - /rt)y/A<p3(A2), 

φ, φ
2

, <p8
 dénotant des polynômes à coefficients entiers; de plus, le 

premier et le dernier coefficient de φ (A2) sont égaux à 1, comme il est 
facile de le voir. Pour η = ι, on a 

A H-- ( 1 + ia)\Jk — ia— o. 



1)2 SYLOW, 

En chassant y/k, on obtient une équation de la forme f
t
(iak) = o, et 

en chassant, de plus, les puissances impaires de A, une équation de la 
forme /a(A2) = o, où i a disparu. 

Les équations trouvées n'ont pas, comme celles des numéros précé-
dents, la propriété que les modules du degré η sont les seules racines 
simples; mais, si l'on connaît déjà les équations répondant aux degrés 
inférieurs à ny on peut débarrasser les équations des racines étrangères 
par une série de divisions. En considérant spécialement l'équation 
/(0t, 0 = o, qui répond à a=— ΑΞΞ ι (mod4)> 011 fora XL-ya^ ou 
bien, puisque, d'après ce qui a été dit, il suffît de prendre «,ΞΞΞΞΙ, 

Χ'ΞΞΞ/, Α,-Ξ . 

On obtient ainsi finalement une équation F (/A, /) = o, qui n'est sa-
tisfaite que par les modules de la seconde espèce du degré η ; on en 
déduit une équation en A, F, (l'A) = o, et enfin une en A2, F

a
(A2) = o; 

il est facile de voir que, dans cette dernière équation, le premier et le 
dernier coefficient sont i. On voit aussi que (ι — ia)\fA s'exprime en 
fonction rationnelle de A2, et que généralement, sans aucune hypothèse 
sur les valeurs de a et de A, on a 

(ι —/«)ϊ·(*+«ψΑ= ψ(Α2), 

la fonction rationnelle ψ étant la même pour toutes les valeurs de ces 
nombres. 

Exemple. — En faisant, dans l'équation modulaire répondant à 
η = 3, 

A*2— 4 \jA3 y Aj| GAA
0
 — ^ky[k

%
 A~ — o, 

V 0 = — 1 Ty ' 

et écrivant ζ au lieu de ^A, on trouve 

s8 H- 4(T -h i)z7—&iz* -h 4(I — O-
5 

-h — 4(i + i)z* -+■ 8«32 — 4(ι — i)z -t- ι = o. 



MULTIPLICATION COMPLEXE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 1)3 

Puisque 
/j. 3 = 3a-f- ia.3, 

on a 
y=>» 

donc on doit prendre 

χ = — 3, b ii-ii, 

c'cst-à-dirc qu'il faut diviser l'équation trouvée par 

:2-(i + i)s —i, 
ce qui donne 

z* 4- 5(i -+- i)z:' -h 3iz* — 4(i — t)s34- 3ζ1 — δ(ι -+- i)z 4- i — o; 

en chassant les puissances impaires de ζ et écrivant k au lieu de ζJ, 
on retrouve l'équation du n° 12. 

Le corollaire d'Arithmétique qu'on peut tirer de ce qui précède est 
des plus simples; en égalant le degré de l'équation F2(A2) = o au 
nombre de ses racines, on trouve 

F, (\n - i) 4- F, (4λ - 32) 4- F, (4n - 52) -h... = N. 

Dans cette formule, η désigne un nombre impair; F, a la même signi-
fication qu'au n° 10, seulement on ne doit compter que les classes dans 
lesquelles l'un au moins des coefficients extérieurs est impair. 

lî>. Pour les degrés pairs, le nombre Ν des transformations qui ne 
se déduisent pas linéairement les unes des autres est exprimé par la 
même formule que pour les degrés impairs, c'est-à-dire qu'en faisanl 

n = i*q\>q\\.., 

2, q
x1
 qu ... étant les facteurs premiers de n, on a 

N = 27t",.3qt* i)qll~l(q2 + 0· · · ; 

mais on sait que les N modules correspondants ne sont pas, comme pour 
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les degrés impairs, racines d'une même équation irréductible. Il faut 
d'abord distinguer le cas où le nombre δ [équai. (20)] est pair de celui 
où δ est impair, et l'on vérifie sans peine que, des Ν transformations 
linéairement indépendantes, un tiers répond au premier cas, les deux 
liera au second. 

CAS 1 : Si, δ est un nombre pair. — Pour avoir les équations modu-
laires les plus simples, nous choisirons les transformations principales 
un peu autrement que pour les degrés impairs. 

En désignant par δ' le plus grand commun diviseur des nombres /·', 
•v'. qui figurent dans l'équation (18) du n° 8, nous ferons 

/•'=ρ'δ', β'=σ'δ', // = ρ s' — 7·'σ = δ'^ρτ'—ρ'σ) = δ'//"; 

(Γ où 
// = δδ'/έ". 

En remplaçant les équations (21) par les suivantes 

[Ap — ηισ =t' 
— (Ap' + fflî'= 1, 

l'expression (19) devient 

λ(θ + *'·»ω+''ίω'\ ou bien λ(θ + -V 
en posant 

Ω' = δ'.2ω -+-1' δω'. 

Comme au n° 8, nous pouvons rendre l'premier à δ'; les valeurs 
<le l'expression (19) peuvent donc être écrites sous la forme 

λ(θ-+-^)) où ρ = ο, ι, 2, ..(η—ι). 

De phis, nous choisirons le signe de δ' de manière à avoir ο'ξ^ξξ i (mod 4). 
Cela posé, nous prendrons pour transformations principales celles qui 
sont définies par les équations 

(36)j ε
0

.2(0 = /'δ.2ω„H- δ/ί"ω', 
t ε0. ω = — ο.2ω0. 



MULTIPLICATION COMPLEXE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 15Γ) 

Kn faisant 

?(0)=Π
λ

(
β+

'ϊ ) = -λ'(·)Π {jhΛ· 

on est conduit aux formules suivantes 

07) 

y(E0O +wo / 2 , ko) = I + (-k) n/2 y(0) 

ko = I - (-k) n/2y(I/2n) 

L'expression φ^^Ω'^ est une fonction rationnelle des quantités 

λ3^^Ω'^; or λ2^ 011 cst a 1 s

* Τ
 csl

 P
8
"''

 ma

'
s 

égal a ̂  si — est impair. 

Donc, en faisant 

λ·(;θ)=/[λ·(0)], 

les quantités λ1 Ω'^ sont racines de l'équation /(a;) = ι dans le |>ιτ-

inier cas, mais de l'équation f(x) = ^ dans le second; par suite, les 

équations modulaires sont différentes dans les deux cas. 

Si maintenant η est impairement pair, - et h" sont impairs; le nom-

bre n'étant déterminé que par rapport au module n", peut être 
choisi pair ou impair à volonté. Nous le supposerons pair; l'équation 
modulaire principale sera donc déterminée par les équations 

*·=-τ·7ΤΤ
 λ

' "■)-'· 



ι5() SYL0W. 
on a ainsi une équation en k0 du degré £N, dont les coefficients sont 
des fonctions rationnelles de A* à coefficients entiers. La première des 
équations (37) peut être remplacée par la suivante : 

, ·- Γ-β-'ηί'Μ 
(38) y (E0O, ko) = 

L »·(";- «).
1 ' 1 

en employant cette équation, le multiplicateur ε0
 estcomplèLcmenl dé-

terminé. 

ε
»=Ί' -

Λ

'Κ^")]Π^έΞΓή
; 

dans l'équation (37), son signe est arbitraire. 
K11 faisant abstraction du facteur ε0, les coefficients du second membre 

de (38) sont des fonctions rationnelles de A* et de A0
 à coefficients en-

tiers, tandis que ε
0
 est égal à une telle fonction multipliée par 7. 

Si, au contraire, η est divisible par 4, - peut cire pair ou impair, et, 

dans ce dernier cas, η" est pair, et, par suite, t' est impair. On a donc, 
pour les valeurs pairement paires de //, deux équations modulaires 
principales, définies par l'équation 

I — A5 ο f — 12Λ 

ko = / I + k² y(I / 2nO') 

avec 

λ*(*Ω') = Ι 011 λΛ5Ω') = ^· 

Nous appellerons la première l'équation modulaire Ια, la seconde 
l'équation I b\ leurs coefficients sont évidemment des fonctions ration-
nelles de A,a à coefficients entiers. 
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< >n a, dans les deux cas, 

(39) 

λ(ε,9,Α·.) = ε.λ(6)ΙΑ(9)ν(9) 

II [I - y² (O)] [I - k² y²] 

II [I - y²(O)/ y²(2p + I/2nO')] 

ol, de plus, 

ε„ — i\ n- A* <p f — Ω' j -—1 pour le cas la, 

0 

Τ-1 

ε« - φ + ** Î (îs
û
 )] ττ Ρ

01
"'

 lc cas 1
 ''· 

nK^"-u') ο 

En désignant pour un moment par 2ω,, ω', un couple de périodes 
elliptiques appartenant au module — A

0
, on peut faire 

2co
0
=2co

n ω'
0
= δ'. 2ω,4- ω', ; 

d où 
ε
0
.2 co = (ΐ + η" ο')δ.2ω, 4- β «"ω',, 

ε
0

. ω'= —δ'. 2ω,. 

De ces équations on conclut que, lorsque ^ est impair, — A
0
 ne sa-

lisfait pas à l'équation modulaire I, puisque, dans ce cas, t' -h «"δ' est 
Journ. de Math. (4* série), Tome III. — Fasc. II, 1887. 21 
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impair; par consequent, cette equation contient des puissances im-

paires de Α
β

. Au contraire, si ^ est pair, les équations modulaires Ια et 

Ib ne contiennent que des puissances paires de A
0

. De plus, en dé-
signant par ii" la nouvelle valeur de iï, on a 

ΰ·=ΰ/Η-ω#Λ; 
d'où 

kUÙ") = \(?Ù\
 =

 , 1—-, 

ky(/2n O) 

de sorte que les formules (38), ( 3q) ne sont pas altérées quand on 
change le signe de A0. Donc, abstraction faite du facteur ε

0
, les coeffi-

cients des seconds membres sont des fonctions rationnelles de A et de 

AJ si ^ est impair, de k2 et de AJ si ^ est pair; ε
0
 est évidemment de la 

forme <ψ(Α, AJ) si j est impair; mais, si ~ est pair, il est des formes 

/ψ (A*8, kl) ou χ.ψ(Α*, â*J), suivant que la transformation appartient au 

cas Ια ou au cas I b. Il est d'ailleurs facile de voir que ces dernières 

transformations se déduisent l'une de l'autre, en remplaçant k par j-

Voici les équations modulaires dans les cas les plus simples : 

, ι - - k 
" = -■'·· «= 7+7·' 
n — 4 équat. I a : AJ — k'* ; équat. 1 A: AJ k* ■+■ A*'2 = ο ; 
// = 8 équat. Ια: A'AJ= i(iA'aA'0

J; équat.IA:AJ-t- i(>A'
0
aAaA'2== o. 

(AS II : Si δ est impair. — Nous poserons, dans le reste de ce nu-
méro, 

n = 2*α0, 

//0 étant impair, et nous désignerons par k9 le module qu'on déduit de 
A par une transformation principale du degré /Î0 et généralement par 
A

r
 celui qu'on obtient par une transformation principale du degré ar//0. 

Comme pour les degrés impairs, nous définissons la transformation 
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principale du degré η par les équations 

( ε«.2ω = δ.2ω
π

, 
(4o) ( επ. ω' = — ί.2ωπ4-n'w'r; 

nous supposons le signe de S défini par la congruence δ==ι (mod4), 
et nous faisons /. 2ω -+- δω' = Ώ. Cela posé, on a 

λ(ο,*.)=^,λ(β)Π τ&Η.— 

k
~
n

^r 

v² (p/ n) I - k²y²(2p) 

'*~ )Y2 -ι-—u) u) .-WieWs + JLuT"' 

où il faut donner à ρ les valeurs ο, i, a, ..^ — i^. 

Le module transformé k
K
 est lié à k par une équation algébrique 

entre k
n
 et i'^k, dont les coefficients sont des nombres entiers. Pour 

le démontrer, posons 

(ίο . ,2 wo + n'owo' 

où //
0
= δ

0
/ι'

0
, (mod4)j /0

 premier à δ
0
 et divisible par 4; soit, 

de plus, 

(42) I
 f f 

On en tire 

(43)K
>~ i + i*"k

9 
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et 
ε
β
ε\ 2d) = δβ.2ω0 

i
0
t' ω'= — /η«'

0
)2ω, 4-2w'

0
co',. . 

Ces equations définissent une transformation du degrc 2n
0
 apparte-

nant au cas que nous considérons ; en les comparant aux équations ( \o), 
on a 

π = ι, t = t0 ■+· τηη'0=Ξΐηιη0 (mod/*) ; 

l'équation modulaire entre A, et \'k s'obtient en éliminant y/k
0
 entre 

réquation (r|3) et l'équation modulaire principale appartenant au de-
gré tu 

Λ(Μ>» yfk) = 0. 

Or il suit de ce qui a été dit au n° 9 qu'on a 

fo(im Vko, imnVk) = 0 

donc l'élimination de \lk
0
 donnera une équation de la forme 

/. 4., '""'•4) =/, 4ί , »V*) = °> 

ce qui démontre l'assertion faite plus haut pour le cas où π = 1. Il est 
à remarquer que, pour π = ι, il suffit de distinguer deux cas au lieu de 
quatre, en se bornant, par exemple, à faire ο et /=EI (mod/|), 
puisque, en changeant le signe de y/A, 011 ne fait que changer celui de 
A

n
 de sorte que les deux autres cas se déduisent de ceux-ci par une 

transformation linéaire. 
Pour achever la démonstration, on n'a qu'à faire subir au module A, 

une série de transformations successives, définies par les équations 

£(y+e2toy = 2 (Dyv,, 
gU'+U G)'. ~ 2(0 - . 

*/+·-2Vkj 
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et qui n'altèrent pas la valeur de /(mod4). Il est facile de voir que 
l'équation finale est du degré en Α

π
, et qu'à partir de π = 2 elle ne 

contient que des puissances paires de Α
π

. 
En chassant \jk et les puissances impaires de A, on obtient une équa-

tion en A£ et A2, qui a la propriété de ne pas être altérée en changeant 
Α

π
 et k respectivement en A', A*. Soient, en effet, 

F«(AJ, A2) = o, F,(AJ,A2)=o, φ
π
(ΑΪ,Α2) = ο 

les équations entre les carrés des modules appartenant respectivement 
aux degrés 2π/ι

0
, n

0
 et a"; on trouve d'abord 

?1
(a:,A2) = A;A^-i6A7A2, 

ce qui démontre la proposition pour n = 2. De plus, l'équation 
?*(AÎ, A2) = o résulte de l'élimination de A,, A

2
, ..., Α

π
_, entre les 

équations 

k'k'r-1»6*?*·.,, .... *:Α"=«6Α··,Ά«; 

or, en changeant kj en Α^_
;
, ces équations sont reproduites dans l'ordre 

inverse ; d'où l'on conclut qu'on a 

Yr(k'², A*) = o : 

donc la proposition est démontrée pour η = 2π. L'équation 

F,(AiA2) = o 

s'obtient en éliminant A0 entre les équations 

F.Œ, *·) = », ?.(«,*;) = o; 

011 trouve la même équation en éliminant κ entre les équations 

?«(*"> *') = «>, Fo(A'î, xs) = o; 

c'est ce qu'on voit aisément au moyen des relations entre les périodes. 
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Mais ce dernier système entraîne le suivant 

Fo(x'², k'²) = ο, frW1, *'*) = o, 

qui donne enfin 
F„(A'2, A«) = o. C.Q.F.D. 

lin désignant par N
0
 le degré de l'équation F0(A2,Aa) = o, par 

Ψ*( AJ, A2 ) un polynôme à coefficients entiers, l'équation F^( AJ, A2 ) = o 
peut être mise sous la forme suivante 

,£<«>.A4 Α
2

Α
2
ψη(Αϊ, A2)± Ι6

,
*"-

ι
ι*.Α'

Ν
·Α'

(,1,ι,
~

4Ν
· = o, 

ou les plus hautes puissances de Α
π
 et de A n'entrent que dans le pre-

mier terme. En effet, on a vu qu'on obtient l'équation F,(A;, A2) = o 
en faisant, dans l'équation F

0
(A2,x') = o, κ2= ^ ^ eL chassant 

les puissances impaires de A, c'est-à-dire qu'on a 

F, k') = (, -*?»¥.[*>, F,[λ·*, -L^J. 

Or, en développant (i =fc A),NeF0 on a, comme on le 
voit aisément, un résultat de la forme 

A2N°(i zt A),N,:fc 4AJΑψ(Α5, ± A) -h 4Νβ(±Α)Ν· = o, 

où les plus hautes puissances de A, et de A ne se trouvent qu'au premier 
terme. En faisant le produit, on a 

F,(A?, A2) = A4,"· Α'4Χ·-h 4Af A8Ψ,(AJ, A2) -h (- ι)Ν· iGx'Aa\ 

Donc la proposition est démontrée pour π= ι, et l'on démontre aisé-
ment de la même manière qu'elle a lieu pour ir = m ■+■ ι, si elle a lieu 
pour π = m. 

Ainsi le terme du plus haut degré a le coefficient i. Le tenue du plus 
petit degré a pour coefficient une puissance de iG; on le démontre en 
remarquant que le premier terme du développement de AJ suivant les 
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puissances fractionnaires croissantes de A2 est 16 e k*', de sorte 
que, pour les petites valeurs de A:, on a 

Fr (k²r, k²) = (I-k²)Π/ /*'—5 I/iti JO \ 

Évidemment dans l'équation entre A* et Vsjk le terme du plus haut 
degré a pour coefficient i, celui du plus petit une puissance de 2. 

Pour mettre l'équation la sous une forme semblable, on peut remar-

quer qu'on trouve le module transformé k
K
 en posant k — ~-^.1 et fai-

sant subir au module k, une transformation principale du cas II, ap-
partenant au degré 2*"1 et à une valeur paire du nombre f; on le 
démontre aisément par les relations qui ont lieu entre les rapports des 
périodes. Il s'ensuit qu'on a l'équation cherchée en éliminant A

a
 et A-, 

entre les équations 

iwa;, k)=«, ki -, k,=i=£ 

or 011 trouve AJ = A'5 : donc l'équation ία est 

Fr-2( k²,A'») = o; 

par conséquent, si π>2, elle peut ctre écrite sous la forme suivante 

k²r Nok²r-1 + 44k²k'² 16 = 0, 

ou les plus liautes puissances de k„ et de k ne se trouvent qu'au pre-
mier terme; évidemment cette équation n'est pas altérée en échan-
geant entre eux k

%
 et k. 

10. Modules de la première espèce et de la première catégorie 
d'un degré pair. — Puisque a est pair, b est aussi pair; d'où l'on 
conclut que c est impair, δ pair. Par suite, il faut employer les trans-
formations principales du cas I, qui sont définies par les équations 

ε„. 2 ω == t' Β . 2 -f- δα"ω'0, 

ε0. ω'= -- δ'. 2coe ; 
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donc les équations (24) deviennent 

/'δ/·, -h δ//"/·', ~ b, /'δ.ν, -4- δ/i'V, = a, δ'/·, = c, δ'.?, = b. 

Supposons d'abord que ^ soit impair. Dans ce cas on a évidemment 

a - δξξξ 2 (mod 1), λ" est impair; en se rappelant que nous supposons 
l' pair, δ —ι, on voit de plus qu'on a 2r\==sb===st

 (mod 4)· Si main-
tenant b est divisible par 4> ·*« l'est aussi, et r\ est pair; donc il faut 
faire 

(14) A
0
=A, i

0
—ic\/n, λ(ι'ν^Ο) = (— ι) 1 Y. 

Si, au contraire, b 2 (mod 4 ), on a s, == 2, /·', est impair ; par suite, 
on fera 

C— 1 

A
0
 = — ε

0
 = ieksTii, λ (i \!n0) = -—^— Y. 

Kn substituant dans l'équation modulaire les valeurs de A
0

, ou 
obtient deux équations en k. On trouve les mémos équations en rem-

plaçant dans l'équation modulaire en k et en k
0

, appartenant au degré " 1 

le module transformé A
0
 respectivement par l

ïar Sl,,t0 

les premiers et les derniers coefficients des équations sont dt 1. On en 
peut aussi conclure que si la première des deux équations est satisfaite 

par un module /, elle est aussi satisfaite par — pendant que la se-

conde équation a les racines — /, donc les deux équations en k ne 

donnent qu'une seule équation A2. Aucune de ces équations 11'cst 
satisfaite par A = ο, A = ± 1. 

Cherchons maintenant les racines des équations trouvées. Pour que 
les formules (27) définissent un module de la première espèce, /, satis-
faisant à l'une des équations, il faut qu'on ait (n° 8) 

S, == s, ΙΞ b (mod 4), R', S', = /·',s\ (mod 2); 
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les nombres R,, S,, R',, S', étant déterminés de la manière suivante 

/'£R, -ι- δη"ΊΙ', = χ -h b
t
y, S'Rj =/c,, 

f'SS, 4- Src"S', =ya
{
, $' S, =— x-h b

K
y\ 

on en conclut que, pour la première équation, 

χybh — x — yb
t
 = ο (mod 4) 

et, pour la seconde, 
x -+■ yb

t
^=x — /Α,ξ=2, 

el quc/«, est pair, yc
t
 impair. Donc χ sera pair, y impair, b

{
 pair. 

La relation 
χ- H- y-η, = η 

fail voir que n,== 2 et, par suite, 

a
f
~~ 2 (mod 4)· 

Puisque b
t
 i=x (mod 4) pour la première équation, b

K
^x-4- 2 pour 

la seconde, l appartiendra alternativement à la première ou à la 
seconde équation relative au degré quand on donne à χ les valeurs 
o, 2,4, Évidemment l n'est racine simple que pour χ = ο. Enfin on 
voit sans peine que les équations ne sont satisfaites par aucun module 
de la seconde espèce. 

lin se débarrassant des modules dont les degrés sont moindres 
que w, on obtient donc deux équations qui, en chassant les puissances 
impaires de A, se réunissent en une seule équation en A2, dont évidem-
ment le premier et le dernier coefficient sont 1. De plus on voit que A 
peut être exprimé en fonction rationnelle de A2. 

Exemples. — Pour η = 2, on a les équations 

1 1 — k
 t

 1 1 — k 
ι + k ki + k 

ou 
A2 H- 2A — 1 = ο, A2 — aA — 1 = o; 

Journ. de Math. (4* série), tome III. — Fasc. II, 1887. 22 
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d'où 

A2 = 3 -Η ay 2. 

n = 6.— Si dans l'équation modulaire appartenant au degré 3 

(A2 4- 6AA„ -+- AJ)a
 — I6AA

0
(I 4- AA

0
)2 = o, 

on fait A0 = -—on a 

(A:2 — a A* — ι)2 ( Λ* * 4-ι aA34- 2A8 — 11 k 4-1) = o; 

le second facteur donne les modules de sixième degré; on trouve 

A2 = (2 4- \/ 1)J (v;2 -+- v'3)2. 

Supposons maintenant que " soit pair; a étant divisible par 4* 
il faut employer l'équation modulaire Ια ou IA, suivant que b est 
divisible par 4 ou non. Dans le premier cas, il faut faire k\ = A2; dans 

le second, AJ= —· Au moyen de la relation 

r 3'+/'«ζ 
Su_" ο/*"ζ ' 

on peut se convaincre que les deux équations, qu'on obtient en substi-
tuant dans les équations modulaires les valeurs de A2, ne sont jamais 
satisfaites par A2 = 1, et que la première équation admet la racine 
/f2= o, quand η est divisible par 16, la seconde quand η L.==4 (mod 8). 
En supposant les équations débarrassées de la racine zéro, les carrés 
des modules du degré η sont les seules racines simples; les autres 
racines sont les modules de la première espèce et de la première caté-
gorie dont le degré n, vérifie la relation η = χ*-+-χ2η

η
 Λ: et/étant 

premiers entre eux, et χ pair; par suite, nK
 est toujours divisible par 4· 

Ces modules sont distribués entre les deux équations de la manière 
suivante : dans la première équation un module du degré n

tt
 qui lui 

satisfait, appartient à la première ou à la seconde équation relative au 
degré n,, suivant que χ est divisible par 4 ou non; l'inverse a lieu 
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pour la seconde équation. Tout cela se démontre de la même manière 

que dans le cas où ^ est impair. En débarrassant les équations des 

racines appartenant à des degrés moindres que /1, on a donc deux 
équations en k2 qui n'admettent d'autres racines que les modules cher-
ches. Il est facile de voir que les racines de l'une de ces équations sont 
les réciproques de celles de l'autre. Des remarques faites au numéro 
précédent sur la forme des équations modulaires, il suit que, si 
n~- 4 (mod 8), le premier coefficient de la première équation est une 
puissance de 2, le dernier est 1. Si η est divisible par 8, le premier 
coefficient de la première équation est évidemment 1. Quant au der-
nier, il ne peut être qu'une puissance de 2 ; on peut le démontrer par 
la considération de l'équation qu'on obtient en faisant \/k

0
 = — \fk 

dans l'équation modulaire appartenant au degré l\n -+- 1. Les expres-
sions de ε

0
 et de λ(ΐ\//ιθ) en \fn et en Y sont les mêmes que pour les 

valeurs impairement paires de n. Remarquons qu'en vertu de la con-
gruence évidente a — 2Ù?^rc(mod8), la valeur de a(mod8) est 
déterminée par celle de ù(mod 4), de telle manière que le premier ou 
le dernier coefficient de l'équation est égal à 1, suivant que a = ο 
ou 4 (mod 8). 

Exemples. — Pour /1 = 4 on trouve 

A' = -;, k2 — 2. 

η = 8. — On trouve les deux équations 

k* = i6k'\ i — i6k'*k*=o 
ou bien 

(k2 - 2)a(/f* -+- 4*· - 4) = o, (2k2 - i)a(4A*4 - 4*» -1) = o; 

les derniers facteurs donnent les modules de huitième degré 

k' = 2(J2-1), k' =1 + V2 / 2 



168 SYLOW. 

Voici encore les modules du douzième et du seizième degré. 
n = 12 : 

i'=^, A·
2
--='(( 2 + /*)· 

•4 

η = i6 : 

A-2=4(3v'»-4), /,2 = ?VÎi±J. 

17. Modules de la première espèce et de la seconde catégorie 
d'un degré pair. — Dans ce cas a est impair, b el c sont de la même 
parité. Le nombre Jetant par conséquent impair, l'équation modulaire 
principale appartient au cas II ; en remplaçant dans les équations ( '|θ ) 
les indices π par o, elle est définie par les relations 

£0. 2(0= Ô.2(00, 
ε0. ω'=-/.2ω0 + »'ω;. 

Les équations (24) deviennent 

/ ί» = r.ô, a —s. 0, 
(15) 

( — c = — /·,/ -h /·, //', — b — — s, / -t-.ç, η' ; 

011 voit que les deux premières déterminent complètement les nombres 
/*,, s

n
 S, en se rappelant que S désigne le plus grand commun divi-

seur de a et de b, et que son signe est déterminé par la congruence 
o . ~i(mod4)· Ensuite on choisit les nombres r\ et s\ de manière à 
vérifier la relation r

t
 s\ — r\s

i
 = 1 ; or, .9, étant impair, 011 peut choisir 

pair. En éliminant // des deux dernières équations, 011 a 

(46) / = <·.*; -/>/·;, 

ce qui achève la résolution du système (4 )). En clTet, réquation 
ac — b- — η donne 

(4?) n' — cs, - br
n 

et évidemment les deux dernières des équations (]o) sont des consé-
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quences de (46) et (47)· De plus on tire de la dernière équation (45) 

t^s
K
b^ab (mod 4)· 

Cela posé, le Tableau des transformations linéaires donne 

(48) 
" V"+''°W ' 

E' = 2ia / I + iab Vkε·= (-0 ' î\Mi + ;°4v7>-)!. 

λ(ί\/κΟ) _
 Ι+ΛΪ_Α·ογ.· 

i:n substituant la valeur de λ*
9
 dans l'équation modulaire répondant 

à ÎEF=ab (mod 4)? on obtient une équation de la forme 

f(i«*y/k)= o, 

/'dénotant un polynôme à coefficients entiers, dont le premier est égal 
à 1. Ici, comme dans les deux numéros suivants, on a le cas où chaque 
racine de l'équation modulaire principale répond à deux ou à quatre 
racines de l'équation F (ξ, η) = ο du n° 8; mais, comme nous l'avons 
fait remarquer, cette circonstance n'infirme pas les conclusions de ce 
numéro. Puisqu'on n'a qu'une seule équation en A*9, il suffira de cher-
cher les racines de l'équation 

f(Vk) = 0. 
Λ11 moyen de la relation 

r / -+- δζ 

on vérifie sans peine qu'elle admet la racine yA* = — 1, quand π = 2, 

et la racine y7*==i, quand π >3, et qu'elle n'est pas satisfaite par 
y/Â = o, ni par yfk=±i. De plus, on verra aisément que les autres 
racines étrangères dont il faut débarrasser l'équation, toutes des racines 
au moins doubles, sont les racines carrées des modules de la première 
espèce et de la seconde catégorie dont le degrés, vérifie la relation 
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η = χ'1 -\-y2 η,, χ el γ étant premiers entre eux, et χ pair. On remar-
quera cependant que, lorsque χ n'est pas divisible par 4, il faut prendre 
les racines carrées des modules correspondants avec le signe opposé à 
celui qu'on obtient en les calculant d'après la règle qui vient d'être 
donnée. Dans l'équation finale 

F(v'/r) = °, 

le premier coefficient est évidemment 1 ; en chassant \/k et les puis-
sances impaires de A, on a une équation en A3, nécessairement réci-
proque, dont par conséquent et le premier et le dernier coefficient 
sont égaux à l'uni té. Remarquons enfin que, puisque deux quelconques 
des quatre équations F (dt γ/Λ ) = ο, F (± i^'k) = ο ne peuvent avoir 
des racines communes, on a 

iab^k = ψ(Α2), 

ψ dénotant une fonction rationnelle à coefficients entiers, identique-
ment la même dans tous les cas appartenant au même degré. 

Exemples. — Pour η = 2, on a 

2\fk _ /1 — V^ V 
I + k ( I + Vk) 

ou bien 
A2 — 4 Αγ/Α — 2 A — 4vA"-l·- 1 = .0, 

ce qui donne 
γ/Λ = ι -μ \ji -ι- y 2 -f- 2y/2. 

η = 4· — L'équation modulaire est 

kl(i+ft)' = 8</k(i+k); 
en y faisant 

JL. /—#Y 

et supprimant la racine quadruple Jk = — 1, on trouve 

Λ2-— 12A\Jk -h GA — 12 γ/Α 4-1 = o. 
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(Γού 

^ = 3 + 3^2-1-2^4-1-3^2=— 1 "'"ν-· 

18. Modules de la seconde espèce et de la première catégorie. 
— On peut réunir les deux systèmes d'équations (9) à un seul, en 
écrivant 

(Î9) 

ε.2ω= β.2ω + αω', 

ε. ω'=—C.2W - β'ω', 

E =Ρ— — 1 

2 

où β -h β' = ib + ι, β — β' = ± ι, n = ac— ββ', et où, par consé-
quent, on peut à volonté supposer β pair ou impair. Pour la première 
catégorie a est pair et nous supposons β impair. Par suite, il faut 
employer les équations modulaires du cas Π; on a, comme au numéro 
précédent, 

(5°) β Ν Λ = /·, ο, a = s,c, 

— c = -/·,/-h r\ ri, — β' = — s, / -h s\ ri, 

où £ΞΞ?Ι (mod 4), s, est pair, r, et s\ impairs. On peut profiter de 
l'indétermination de l'équation — /*',$, = 1 pour rendre r', pair; le 
nombre l est déterminé par l'équation 

l = cs\ - P'r',, 
et 1 on a 

l ΞΞΞΞ Cl', ΞΞΞ β C (mod 4 )· 

Si maintenant a est divisible par 4, on a 

k. — k, e„=(-
0

P-n!r£±ifc. 

x (Ιτ?!±ί@»Ξ± Θ) = (- ip
J

 Y. 
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et, si a~ 2 (mod 4), 

t. = '
r

 e„ = (- ifr k, 

λ
(>-?'+^«»-Ό)

=(

-
ι)

Ε
Γ^

Υ
. 

Los valeurs de k0 doivent être substituées dans l'équation modulaire 
en yA en k0 repondant à i = {ûc(mod4); on obtient ainsi deux, 
équations à coefficients entiers 

f ( if*c yjk) = O, / ( ) = O, 

dont la première a lieu si αξξο, l'autre si asa (mod 4); dans la pre-
mière le coefficient de la plus haute puissance de i^y/A* est f, le der-
nier coefficient est une puissance de 2; dans la seconde équation l'in-
verse a lieu. 

Il suffira de chercher les racines des équations 

/(v'/,-) = o, f'(y/k) = o, 

répondant à c==o (mod 4)· Au moyen de la relation ζ
0
 = , % on 

trouve que les deux équations admettent la racine sjk — 1, et qu'en 
outre la première a la racine yk — o, mais qu'aucune d'elles n'est satis-
faite par \fk = — 1, ni paryA=±:/. De la manière ordinaire on 
démontre que les autres racines sont les racines carrées des modules 
de la seconde espèce et de la première catégorie, dont le degré //, 
satisfait à la relation 

4/1= a·8+^(4/1,-1), 

χ et^* étant premiers entre eux et impairs, et que la multiplicité de 
chacune d'elles est égale à la quatrième partie du nombre des solutions 
de celle équation; on voit en meme temps qu'il faut supposer pour 
chacun de ces modules le coefficient c, divisible par 4? et qu'il faut 
prendre a1r=o(mod4) pour la première équation, a

t
^= 2 pour la 

seconde. 
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Fn supprimant les racines étrangères, on a deux équations 

F(vft) = ο, F'(v//i) = ο; 

si l'on ne fait pas d'hypothèse sur la valeur de c, on a évidemment 

F(i*VÂ-) = o, =0, 

cYsl-à-dirc qu'il y a quatre équations pour a = o (mod/|) et autant 
pour a -j-.: 2, mais qu'en chassant \Jk et les puissances impaires de A\ on 
n'a (pie deux équations finales 

F,(/r) = o, F',(/r) = o. 

Dans la première de ces équations le premier coefficient est 1, le 
dernier une puissance de 2, l'inverse ayant lieu pour la seconde. Au 
moyen des transformations linéaires, on démontre facilement que, yjk 

satisfaisant à l'équation F(y7t-) = o, -—^ lui satisfera aussi, et que 

I / Vk , I + Vk / I - Vkseront racines de L'équation F'(^/i) = o. 

évidemment ( — i)'7t s'exprime en fonction rationnelle de k'-. 

Exemples. — Kn faisant 

k == 2Vk I+h 
on a 

VA* (\'k — 1) (k -H \/k -+- 2) = o, 

où le dernier facteur donne la première équation relative à η = 2; on 
en lire 

\/k = zH±±à. 
Faisant, au contraire, 

fi Ι-+-Λ' 

011 a 
(\7ι — 1) (2A* \jk -+-1)= o { 

Journ. de Math. ( p série), tome III. — Fasc. II, 1887. 20 
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d'où 

yft =
 --'+'V7. 

// = 4· — L'équation modulaire est 

A« (1 VAv — ^ vA- (1 A·) ; 

eu y faisant A0 = Λ*, on trouve 

y/i (y//i — I ) ( A" H- y/A -f- 2) (A-2 -+- 4 A" y/A' -f- ) A' -f- 2 y/A* -ι- 4 ) = ο : 

donc, pour η — 4, la première equation est 

A"2 -h 4 A"y A -f- ,>A* -f- 2y/1 -h 4 = o. 

Pour en faciliter la resolution, on peut remarquer que, y/A· étant une 

racine, ' ^·
 en cst unc

 autre, de sorte que l'équation se décompose 

en deux facteurs de la forme A" — α y/A — (α — 1) = o; 011 trouve ainsi 
α = - 2 - y/o, 

VA' = - V --· 

En faisant A0 = on a 

(y/A— 1 ) (2 A" -f— y /i -(— l ) ( I A- -t~ 2 A* y/ A' -H )A" -I- 4 y A -I- 1) o. 

où le dernier facteur donne la seconde équation; 011 trouve 

^—
1

1 + 3 £ y 3 -f-1 ^ 1 ô 

19. Modules de la seconde espèce et de la seconde catégorie 
d'un degré pair. — Dans les équations (4i))> (5o) le nombre a est 
impair, de sorte qu'il faut employer les équations modulaires du cas II ; 
déplus, étant impair, nous pouvons rendre .ç'

l
 = o(mod 4)· On a 

donc 
βr= r

t
, a~s,, t -i.v,(mod 4), 
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l, par suite, le Tableau des transformations linéaires donne 

V"o = ZTTr9 

E' = 2ia / (I + iab Vk) 

ε»= (- ') ' τ[(β'~ $)ι + ψ\η — ι] (ι -4- i*y/k)m

t 

ν 2 / ι Η-Δ(Υ)—Α·
0
Υ2' 

En dénotant par f(k
0

, y^) — ο l'équation modulaire du cas II qui 
répond à .:o(mod4), °n a 

r,i> =°· 

En cherchant les modules singuliers qui satisfont à cette équation, 
on voit facilement qu'ils sont tous de la seconde espèce; par consé-
quent, les nombres 11,, S,, R'0 S', sont déterminés parles équations 

r + y / 2 + yb1 = R1s, 

ya
t
 = S,8, 

-yc\ — — R^ + R',»', 

r - y / 2-ybi = -S,*-+-S>'. 

S, étant nécessairement impair, nous pouvons toujours supposer 
S', r™ ο ( mod /4 ) ; d'où 

S1 = ya1 

'ξεξ—a, H a
{
 b

t (mod4). 

Rιδ,Ξα, Ηα,ί», 

Donc les conditions nécessaires et suffisantes pour que >fl soit une 
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racine de l'équation (;5i) sont 

01 — «, —- 4- α,£,-:Ξ=«β' (mod V): 

d'où l'on tire 

a
t
xy^a($ - β'), ύ,^-αβα, - 'r) ̂  1 

el 
a,(2Ù, 4-1) = α,(β, 4- β',). -«(β 4-j3') (mod 4). 

Considérons spécialement l'équation 

(52)

 «·'*]-

qui, comme il est facile de le voir, donne toutes les valeurs de /13 ; ou 
doit faire β^ο, β'ΐΞΞα, et l'on a, par conséquent, 

xy~==—a
n
 a, (β, 4- β', )^ ι (mod\), 

Ο,ΞΖΞ : , b.-h I-^= : 

Nous pouvons maintenant faire β, = ù, ou β, = ù, 4-1 à volonté; 
supposons β, pair, et remarquons que, si β, est divisible par 4, 011 aura 
a1B11; si, au contraire, β, ̂ 2 (mod'1), 011 aura — ι. 11 
s'ensuit que l'équation ( '2) est satisfaite par les racines carrées des 
modules de la seconde espèce et de la seconde catégorie dont le 
degré w,, nécessairement pair, vérifie l'équation 

(53) ]n = .v--hy'2(.\n
{
 — i), 

u? et y étant impairs et premiers entre eux, et lesquelles satisfont à une 
équation de la forme (52) correspondant au degré /1,, pourvu qu'on 

ait soin de changer le signe de \fl toutes les fois que est pair, sans 

être divisible par 4. Puisque, le signe de y étant choisi, celui de ./; est 
déterminé par la congruence xy=~ — a

n
 la multiplicité de la racine \jl 
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est égale au quart du nombre des solutions de l'équation (53). Outre 
ces racines, l'équation (62) admet encore les suivantes : 

si ^ est impair, yjk = — 1, \/A* = z, 

si ~ est pair, y/À = 1, y/A = — i. 

Ce qui précède suffit pour montrer comment on peut débarrasser l'équa-
tion des racines étrangères et obtenir ainsi une équation F (y/A", i) = ο 
qui n'est satisfaite que par les modules du degré n. 

En considérant l'équation 

[(I- Vk / I + Vk)² - iVk] = 0; 

qu'on obtient en faisant £1ΞΞΞΟ, —a, on voit qu'elle donne les 
mêmes valeurs de A2 que l'équation (02); en supprimant les racines 
étrangères, on a évidemment F(y7r, — ζ) = ο. Il s'ensuit que, en 
chassant des équations F(y/À, =fc z) = o, le radical y/À et les puissances 
impaires de A, on obtient une seule équation en A3 

F,(A2) = o, 

dont les coefficients sont, par conséquent, des entiers. Cette équation 
est réciproque, et, d'après ce qui a été dit au n° 15, son premier et 
son dernier coefficient sont 1. 

On voit facilement que, si y/A = χ satisfait à l'équation F(v/Â, z) = o, 
la valeur y/À = ix satisfait à l'équation F (y/A, — i) = o, de sorte qu'on 
a F (y/À, i) = F(z y/À, — z); on en conclut que le polynôme F (y/A, z) a 
la forme suivante 

F (y/A, 1) =cp(A2)-h(i — i)Av/Aç,(A2)H-zA9
a

(A2)-h(i-t-z,)y/A9
:l
(A2), 

ï» ?n fs dénotant des polynômes à coefficients entiers. De plus, 
puisque, des quatre équations F(± y/À, ± #) = o, deux n'ont pas de ra-
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cincs communes, on voit que (1 4- i)^k s'exprime en fonction ration-
nelle de A2. Généralement, en ne faisant aucune supposition relative à 
3 et à Ô', on trouve 

F[iePy;"A, W-b] = o, 

et l'on a une équation de la forme 

c-Pfi + ί«.Ρ'-Ρ|^· = ψ(Α·»), 

ψ(Α2) étant une fonction rationnelle, la même pour toutes les racines 
de l'équation F, (A2) := o. 

En faisant, par exemple, η = 2, on a 

/ 1 — ν7Α·γ ni\'k 
I+Vk I - Vk 

d où 
(yA 4- i)(yA* — 1 )[A — 3( 1 — f)\k — i\ —- o; 

le dernier facteur donne 

y/A — — (3 4- ^7), A" — — 7 (3 4- y 7) '· 

En faisant // = on obtient 

(i-\'kV _ %ί\Π<{ι — k) 
I + VkI + Vk 

011 bien 

(γ A — 1 ) (y/A 4- /) [ A 4- 3 ( 1 — i) y/A — i\ 

χ [A2 — ()([ — i) Ay/A 4- 20ih 4- <>( 1 4- /)y/A — 1] = o, 

où le dernier facteur donne 

ν/λ· = 1=-ί (2 + v/3)(V'3 + \jô), ' (a + ν/3)'(v/3 + ,/5)\ 

20. Si, dans l'équation modulaire lb appartenant au degré f\n, on 
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fait AJ = Aa, on obtient une équation, F(A2) = o, qui, comme on le 
démontre aisément, est satisfaite par les modules delà première espèce 
et de la première catégorie dont le degré nx

 vérifie la condition 

\n = x2-hy2it{, 

χ et y étant impairs et premiers entre eux; la multiplicité de chacune 
de ces racines est égale au quart du nombre des solutions de l'équation 
de condition. En outre, elle n'admet que la racine A2 = o, et seulement 
si η est pair. Supposons que η soit impair, et soit/(A2, A2) = o l'équa-
tion modulaire appartenant au degré η, Ν le degré de cette équation ; 
l'équation modulaire Ια correspondant au degré !\n est /(A'

0
2, A2) = ο 

(n° 15), et, par conséquent, l'équation Ib est /^Α'
0

2,^ = ο. Donc 
011 a 

F(A*) = A»7(A'a, !)==«. 

Dans cette équation, le premier et le dernier coefficient sont égaux à ι, 
propriété qui est conservée, quand on supprime les racines apparte-
nant aux degrés moindres que ί^η — ι. Cela justifie l'assertion faite au 
n° i l sur l'équation des modules de la première espèce et de la pre-
mière catégorie dont le degré est de la forme 8h -h 3. 

Au fond, la règle qui vient d'être démontrée est la même que la troi-
sième règle de M. Iiermite (Théor. d'équat. mod., p. 44» 45); on 
peut démontrer les autres par des considérations analogues. 

21. Nous supposerons dès à présent le rapport des périodes défini 
par une équation de la forme 

A^2 -+- A A Ζ -+- A —■ O, 

même pour les modules de la seconde espèce, de sorte que, pour ces 
modules, a etc sont pairs, b impair; nous désignerons par — D le dé-
terminant du module, en faisant 

D = ac — b*. 

Cela posé, examinons de plus près les formules de multiplication 
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complexe. Pour tous les modules de la premiere espèce et de la pre-
mière catégorie et pour tous les modules de la seconde espèce, on a 
des équations de la forme 

λ(ζ v'DO) = Λ Y ; 

pour ceux de la seconde espèce et de la première catégorie, on a, en 
outre. 

A(YÎA1'OJ = Λ Y, 

où Λ désigne une constante, Y ayant la même signification (pie dans 
les numéros précédents. En faisant converger 0 vers zéro, on en lire 
respectivement 

ΖΓΊ) = ΛΕ
0

, —= ΛΕ
0

; 

(ΓοιΊ 

(5.1) X(/
v
'D0) = /"ν'Ί'ΐ, λ(2±Αΐ»0) = Ύ'

ν
'Ύ· 

Pour la seconde catégorie de la première espèce, on trouve, en remet-
tant la valeur de A0, 

(55) λ(/v'DO) = 7
 -r-h , 

et, pour la seconde catégorie de la seconde espèce, en ayant égard à la 
dénomination changée, 

rn λ
Λ + ,νηΛ_ (,+,\Τ))(, + ί ' ν'*) _ 

\Ι + Ί * \K) [Ι + Α(Υ)] — (Ι — / 4
 Ν Ά/ V4 

La fonction Y a des formes différentes dans les différents cas. En dé-
signant par F et F, des fonctions rationnelles, on a, si la transforma-
lion appartient à un degré impair, 

Y = ε
0
 F [λ (0)|, A( Y) - u(0) v(0) Ff

 [λ(0)|. 

Cela a encore lieu si le degré est pair, et que la transformation appar-
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tienne au second cas; mais, si elle appartient au premier cas, on a, si le 
degré est impaircmcnt pair, 

Y =
 A(Y) = F

I

[>(0)], 

cl, si le degré est divisible par 4» 

Y = eo|i.(0)v(0)F[X(0)], Δ(Υ) = F,[X(9)]. 

Tant qu'on regarde le module primitif A comme une quantité in dé-
terminée, les coefficients de la fonction Y, à l'exception du multiplica-
teur ε

0
, s'expriment toujours ou en fonction entière de k2 et de A2 à 

coefficients entiers, ou bien, s'il s'agit d'une transformation d'un degré 
impairement pair et appartenant au premier cas, en fonction entière 
de k et de AJ ; la même chose a lieu à l'égard de ε£ et des coefficients de 
F,[X(0)]. Cette propriété des transformations principales est fondée 
sur la circonstance que k] et les coefficients dont il est question sont 

des fonctions symétriques des quantités ou λ2 et 

(jue A*J a autant de valeurs différentes que le permet la nature d'une 
fonction de cette forme; par conséquent, elle ne peut faire défaut pour 
des modules spéciaux que si kJ est racine double ou multiple de l'équa-
tion modulaire correspondante. Or, d'après ce qui a été dit au n° 8, 
il est facile de voir que, si l'on fait k égal à un module singulier appar-
tenant au déterminant — D, AJ est effectivement racine simple de 
l'équation modulaire principale ; donc la propriété générale des trans-
formations dont nous parlions ne cesse pas d'avoir lieu dans notre cas 
spécial. En l'appliquant aux équations (54), on a ou k2

0
= k* ou 

AjJ = et, par suite, les coefficients de F[X(0)], F,[X(G)] sont ra-

tionnels en A2; les formules qui appartiennent aux degrés impairement 
pairs ne font pas exception, puisque, dans ces cas, k s'exprime ration-
nellement en A2 (nos 16,18). Quand les équations (55) ou (5G) ont 
lieu, on a respectivement (n0813,14,17, 19) 

ko² = (1 - iab Vk) k² = (I - i aib / 4 ) 

Journ. de Math. (p série), tome III. — Fasc. II, 1887. 24 
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et, de plus, on a vu que, dans le cas de l'équation (55), i^y/'k s'exprime 

rationnellement en A:2, et que, dans celui de l'équation (56), i 4 \k 
a 

s'exprime rationnellement en k2 et en i\ 
De ce qui précède il suit qu'on a, pour tout module du détermi-

nant — 1), une équation de la forme suivante 

5,) AUVUVJ - Ψ,^Ο), λ*] -H [*(&) ν(0)ψ,[λ(0), /·*]' 

et quon a, en outre, pour les modules de la seconde espèce s'ils sont 
de la première catégorie, 

(58)
 λ

(i±iïliρ)
 =

 ww. *'}, 

et, s'ils sont de la seconde catégorie, 

(5q) ΛC q)
 =

 ' +'v'i) ♦ [*(»). g.f] 
y1 [[y (0), k² i² 

ψ, ψ,, ψ
2
 dénotant des polynômes à coefficients entiers qu'on peut sup-

poser dépourvus de diviseurs communs. Pour les modules de lu pre-
mière catégorie, ψ<ι1λ(0), A2 ] = ο si D est impair; si D est pair, on a 
ψ,[λ(0),Α·2] = ο. _ 

L'introduction de l'irrationnelle /yl) duns les seconds membres de 
ces formules a pour effet de faire disparaître le double signe qui, dans 
les numéros précédents, affecte partout les expressions de λ(/y J )0), 

y (I + iVD/2)θ) ; par là, les formules (5^), (58) sont devenues indépen-

dantes des coefficients #, A, c de l'équation en ζ, de sorte qu'elles sont 
identiquement les mêmes pour tous les modules qui satisfont à la même 
équation en A2. Dans l'équation (59), une ambiguïté subsiste encore; 
mais, comme on le verra au numéro suivant, elle peut être levée au 
moyen d'une équation de la forme 

i'= ΐ\/Όγ(Ρ). 
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Par differentiation on Lire de l'équation (5y) une expression de 

[A(î\/D0) v(i\/D0); 

au moyen des théorèmes d'addition et de multiplication on peut en-
suite déduire l'expression de λ[(τ· 4-ji^D)6], qui évidemment peut 
être réduite à la forme 

X[(r + «VD)i] = Q + [t(^)<(
d
)K

» 

P, Q et R étant des fonctions entières de λ(0), A2, i\jD à coefficients 
entiers, et qu'on peut supposer sans diviseurs communs. Pour les mo-
dules de la seconde espèce, on aura une expression semblable de 

y(r + si VDO / 2) 

r et h étant impairs. 

22. Les équations algébriques qui déterminent les carrés des mo-
dules singuliers se décomposent toutes en deux équations partielles par 
l'adjonction ou de \/D ou de iVDj à moins que D ne soit un carré par-
fait. Cela découle immédiatement des relations qui ont lieu entre ι ^1) 
cl le multiplicateur ε

0
 de la transformation principale employée. 

Soit Φ(Α2) = ο une de ces équations, et supposons d'abord qu'elle 
appartienne à la première catégorie, le déterminant étant de la forme 
— (4/i-h i). On a, dans ce cas (n° 10), ε

0
 = ibk^D; or, ε

0
 s'expri-

inant en fonction rationnelle de Aa, on peut faire 

^ky/D = ofA8 ): 
de plus, on a 

^Α = ψ(Α'); 

d'où l'on tire, en se rappelant que b et c sont impairs, 

?(^a) 0 1 VD ψ(Α2) = ο. 
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Les coefficients des fonctions rationnelles φ et ψ étant des entiers, on en 
peut évidemment conclure que, si D n'est pas un carré parfait, l'équa-
lion Φ (A2) = ο se décompose par l'adjonction de yD en deux autres du 
degré sous-double, et qu'un module satisfait à l'une ou l'autre de ces 

r — 1 
équations, suivant que (— i) 2 est égal à + i ouà - i. 

Pour les modules de la première catégorie d'un déterminant pair, on 
peut se borner aux équations (44)> puisque, si D = 2(mod4), il n'y a 
qu'une seule équation en A*2, et que, si D Ξ ο (mod4)5

 l'une des deux 
équations a pour racines les réciproques de celles de l'autre, de sorte 
que la décomposition de la première équation entraîne celle de l'autre. 
On a donc 

ε0= = ιφ( A2) 
ou bien 

?(**) - (- ')! v'D = <>; 

d'où l'on peut faire les mêmes conclusions que pour D — 4h -h ι ; seu-
lement il faut se rappeler que, si D = 2 (mod4), on a supposé b divi-
sible par 4; si l'on veut se délivrer de celte restriction, il faut remplacer 

r —1 r—b—l 

( — 1) 2 par (—1) 2 . 
Pour tous les modules de la première espèce et de la seconde caté-

gorie, 011 a (nos 15,17) une équation de la forme 

«. = (- ')"Γ'ΐ(ι h- PWsjV = ?<*'), 

el l'on peut faire 
1/2 (I+iab Vk)² = Y (k²) 

donc 

?(*»)-(-!)"» νΒψ(*·) = ο. 

Donc, si D n'est pas un carré, l'équation Φ(/τ3) = ο se décompose par 
l'adjonction de en deux équations partielles, un module donné sa-

<1—1 

tisfaisant à l'une ou à l'autre, suivant qu'on a (— 1) 2 =-1-1 ou = — 1. 
Pour la seconde catégorie de la seconde espèce, on a (n° 12), en 
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ayant égard au changement fait dans la signification des lettres a, b, c, 

ε
0
 = ibky/D = φ(&'); 

de plus, on a (n0814,19) 

— 2 i*b*~a k = ψ(&8); 

d'où Ton tire, en remarquant que ~ et b sont des nombres impairs, 

?(*')-K-0' ν®Ψ(^) = °· 

11 y a donc, encore dans ce cas, décomposition par D, les modules se 
a -I 

groupant suivant la valeur de (— i) * . On trouve aussi 

i= 1/2 iVD Y(k²/y/k²) 

ce (|iii justifie une assertion faite au numéro précédent. 
En considérant, au contraire, les modules de la première catégorie 

d'un déterminant de la forme l\h — i, on a, pour les deux espèces 
(nos 11, 12), 

εο = ( — 1 ) ' *'\/Ϊ> = φ(Λ8); 

donc l'équation Φ(&8) = ο se décompose par l'adjonction de t ̂ D, les 
b- 1 

racines se groupant suivant la valeur de (— ι) * . 
Si Ton fait subir au module k, défini par l'équation 

αζ*Η- 2 δζ -+- c = ο, 

la transformation linéaire ̂  le module transformé sera jp et il ré-

pondra à l'équation 

(a -+- (\b -+- l\c)O 4- a (b -h 2θ)ζ h- c = ο. 
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Kn considérant séparément les divers cas, on démontre aisément que, 
pour la première catégorie d'un déterminant de la forme — (4 A -+-1) 
et pour la seconde catégorie de la première espèce de tous les détermi-

nants, A8 et ρ satisfont à la même équation partielle, tandis que, pour 

la première catégorie de la première espèce des déterminants — (4 h — i), 
— (4h H- 2) et pour la seconde catégorie de la seconde espèce, A2 salis-

fait à l'une des équations partielles, -p à l'autre. Quant à la première 

catégorie de la seconde espèce et à la première catégorie des détermi-
nants divisibles par 4, on se rappelle qu'il y a déjà, avant la décompo-

sition, deux équations, satisfaites l'une par A*8, l'autre par -p-

IV. — DIGRESSION SUR LES FORMULES D'ARITHMÉTIQUE 

DE M. KRONECKER. 

23. Nous avons déjà donné deux exemples des formules d'Arithmé-
tique qu'on peut tirer des considérations du paragraphe précédent, et 
évidemment toute équation modulaire donne lieu à un corollaire de 
cette espèce. Mais, si l'on veut obtenir ces formules sous la forme 
choisie par leur illustre auteur, il faut employer, non pas les équations 
modulaires irréductibles, mais les équations qui embrassent toutes les 
transformations définies par des équations de la forme 

ε.2o> = n'.2to6, 

ε.2(ι)' = -/.2ω04-n" wo, 

d'un degré impair donné, ou toutes celles qu'on en déduit par une 
transformation principale du degré 2π. On trouve par cette méthode, 
indiquée par M. Hcrmite dans son célèbre travail Sur les équations 
modulaires (p. 4b> note), un certain nombre de formules qui se résu-
ment toutes par les formules I-VI de M. Kronecker (Journal de 
Crelie, t. 57, p. 249). Nous en déduirons quelques-unes, en commen-
çant par celles qui correspondent à des transformations de degrés 
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impairs. Voici d'abord les notations dont nous ferons usage dans ce 
paragraphe : nous désignerons par 

G(/A) le nombre des classes de formes quadratiques du déterminant 
— /i, en faisant toutefois G(o) =1/1 

F(/«) le nombre des classes du déterminant — η dont les coefficients 
extérieurs ne sont pas, les deux, pairs, en faisant F(o)= o; 

Φ(η) la somme des facteurs de n; 
*F(«) l'excès de la somme des facteurs de η qui surpassent 0î, sur la 

somme de ceux qui sont moindres que ^#1; 
?(/Î) la moitié du nombre des solutions de l'équation indéterminée 

η — ξ2 -h 4η8; 
φ"(/«) la moitié du nombre des solutions de l'équation η = ξ* -+- ι(>η2 ; 
ψ( //) la moitié du nombre des solutions de l'équation η = ξ2-H 3η2. 

Ce sont, à l'exception de φ", les notations employées par M. Kro-
necker dans le travail cité. Les expressions G(/i), F(/i) satisfont aux 
égalités suivantes, où les termes qui se trouvent entre parenthèses ou 
entre douilles parenthèses doivent être omis, les premiers si η n'est 
pas un carré impair, les derniers si η n'est pas le triple d'un carré im-
nnir 

F(4/I)= 2F(W)-(I), G(4/Î)- F(4/I) = G(/I); 

pour //: = \ h -+- i, (\h -+- 2, on a 

G(/I)=F(II), 

pour η = 8 Λ — ι 
G(/Î) = 2 F(/i), 

et pour // = 8Λ + 3 
3G(/I) = 4F(/I) + ((2)). 

24. Soit η un nombre impair, et désignons par 

f(Vk, Vko)=ro 

l'équation qui a lieu entre les racines carrées du module k et de son 
transformé k0> la transformation étant du degré η et définie par des 
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équations de la forme 

(60) 
ε.20) = η .2(ι)0, 
ε ω' = — t. 2 ω0 ■+-n"w, 

où η = η'η", Λ'=Ι, /so(mod4), et où /, Λ', Λ"peuvent avoir un 
diviseur commun. On sait que le degré de cette équation, en \'k

9 

aussi bien qu'en yfk, est égala Φ(Λ). Pour les petites valeurs de \jk les 
valeurs de \fk

0
 se développent en séries convergentes, dont les premiers 

>Tti< it" — ». 
termes sont de la forme e 2 donc, pour les petites valeurs 
de.r, l'équation /(a?,/) = o peut être remplacée par la suivante 

Π(χη"-2η"-η'χη')=ο
1 

où n' doit être égalé à tous les diviseurs de n. On en conclut que le 
plus petit degré d'un terme du développement du polynôme f(x,y) 
suivant les puissances de χ et dey, est égal à Φ(Λ)— Ψ(Λ); c'est donc 
la multiplicité du point χ = y = ο de la courbe f(x, y) = o. Dans le 
cas où n est un carré parfait nous devons quelquefois faire abstraction 
de la racine^ = #, et, dans ce cas, il faudra diminuer d'une unité le 
nombre trouvé. L'équation ayant la propriété de ne pas être altérée 

quand on remplace χ cl y par et ̂  on a 

f{x,y)= CxY(n)yY(n)ù 

d'où l'on conclut que l'ordre de la courbe est égal à Φ (/1)4- Ψ(«), 
nombre qui doit aussi être diminué d'une unité, si, dans les cas où n 
est un carré, on supprime la racine χ ~y. Lnfin, nous aurons besoin 
de connaître les multiplicités des points 

π —1 
a?=y=±i, ®=(-i) ' /=±1; 

on les trouve égales à celle du point 

χ = y = o. 
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On «i vu, en effet, au n° 9, que clans le cas des equations modulaires 
irréductibles l'équation /(χ, /) = ο peut s'ccrire 

(ir - x inr - y) 
J+ inr-\- yJ °' 

par conséquent la même équation a évidemment lieu dans le cas qui 
nous occupe. En développant suivant les puissances de ir—x, 
i"r — y, on voit qu'on a, pour les valeurs infiniment petites de ces 
quantités, 

/(«»/)= π\(ïir-y)H"-2x)"'\, 

ce qui justifie notre assertion. 
I'm supposant maintenant que le module A0

 se ramène à k par une 
transformation linéaire, on obtient une équation en yjk, dont le degré 
peut être évalué au moyen des déterminations précédentes. Si cette 
équation admet les racines ο, ± ι ou dt i, on les supprimera, et l'on 
déterminera le degré de l'équation finale, satisfaite par les racines car-
rées des modules qui admettent une multiplication complexe du 
degré η et d'une forme spéciale, déterminée par la transformation 
linéaire employée. Or ces modules sont définis par les équations (27) 
et (28); seulement, dans notre cas, les nombres χ et y ne sont pas 
assujettis à la condition d'être premiers entre eux. 

Faisons clans les équations (27) 

y a
t
 = «, yb

t
 = b, yc, = c, y2 η, = ac — b2 = Δ, 

on aura, en écrivant ω et ω' au lieu de car et to1, 

((il) 
( x H- i VA) .20) =(#-+- 6).2(o -+- αω', 

(χ H-ι^Δ) ω'= — c.2 0) Η-(.τ — b) ω', 
η = χ1 + Δ. 

En supposant χ et/pairs, les équations (28) donnent un résultat 
de la même forme ; mais, si χ et/ sont impairs, et qu'on fasse 

2yax = a, y(ib
x
 +1)= b, 

*yc
{
 = c

x /2(4λ» - i)=ac — ό8 = Δ, 
Journ. de Math. (4* série), tome III. — Fasc. II, 1887. 20 
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on a 

—jA.. 2» = ( — ) · 2ω + - ω , 
(62) 

f — ω = 2 co H ω , 

\η = χ2 -h A, 

où χ est impair. Dans les deux cas le module est déterminé par l'é-
quation 

αζ2 H- 2^ζ H- c = o. 

Par là nous avons rapporté les modules aux détenninanls — A, au 
lieu de les rapporter à leurs degrés, et nous n'avons plus à distinguer 
les deux espèces de modules, mais seulement les multiplicateurs des 
formes χ -h iyjl et £(&·■+- dont ta dernière n'existe que si A csl 
de la forme i\ h — ι el χ impair. On remarquera que dans les équa-
tions (Gi) le premier et le dernier coefficient χ -h b et χ — b sont de 
la même parité, tandis que dans (G2) les coefficients correspondants 
sont de parités contraires. 

En faisant usage de (Gi) et (G2), il arrive quelquefois qu'un même 
module est rapporté à plusieurs déterminants; mais 011 voit cpie sa 
multiplicité comme racine est intacte, en se rappelant que celte multi-
plicité est égale à la moitié du nombre des multiplicateurs avec lesquels 
le module satisfait à l'équation. Pour chaque déterminant auquel 1111 
module se trouve rapporte, il doit donc être compté comme racine 
simple si χ est zéro, ou si χ doit être pris avec un signe déterminé, 
comme racine double si χ2 > ο et le signe de .rosi arbitraire. 

En égalant le nombre des racines ainsi déterminé au degré connu 
de l'équation finale, on a une relation entre certains nombres de classes 
appartenant à une série de déterminants de la forme — (η — χ2 ) ou 
de la forme — (!\n ~ x2). 

25. En faisant y^\>= on obtient une équation en \jk du degré 
Φ(/*)-Η Ψ(/*)> pourvu que η ne soit pas un carré parfait; dans ce cas 
il faut préalablement débarrasser l'équation modulaire du facteur 
yfkl — s/k. Pour comprendre les deux cas dans une môme formule, nous 
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écrirons entre crochets les termes qui doivent être omis, quand Λ n'est 
pas un carré; ainsi notre équation sera du degré Φ(Λ)-{- Ψ(Λ)— [IJ. 

Elle admet les racines ο, ± ι et, si η est de la forme (\h H- i, encore 
±: i. Or, puisque dans les points 

χ —y = ο, χ = y =tt ι, χ — y =± i, 

les directions des tangentes de la courbe f (x,y)= ο ne coïncident 
pas avec la droite χ =y, la multiplicité de chacun de ces points, con-
sidéré comme point d'intersection de la courbe et de la droite, est 
égale àΦ(/ί) — Ψ(//) — [i|. Donc, en supprimant ces racines, le 
degré de l'équation finale sera 

G*F(/I)- 4$0) -H [Il 

si η est de la forme l\h -f- i, 

4Ψ(/*) — 2Φ(//) 

si η est de la forme l\h — ι. 
Pour que la racine carrée d'un module singulier définie par les for-

mules (G i) ou (G2) satisfasse à l'équation finale, il faut que l'une ou 
fan Ire de ces multiplications complexes se déduise d'une transforma-

tion de la forme (Go) suivie d'une transformation linéaire , c'est-

à-dire que les quatre coefficients de la multiplication complexe doivent 
être respectivement égaux aux nombres 

rn\ sn— /7 -+- /·' //", — st -+- s'ti". 

Dans notre cas on a 
s ~ γ'έξξ ο (mod4), 

de sorte que m' et — st + s'n" sont impairs; donc il ne peut être 
question que des équations (Gi). On doit donc poser 

χ H- b = /·/«', a = 8h\ 
— c = — ri ■+· /·' //", χ — b = — si H- s'a". 
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Par suite χ -+- b <Ί χ — b seront impairs, a et c divisibles par j, el 
l'on aura 

Λ = «c — = ο ou ι (mod'i). 

Iléeiproquemcnt 011 voit sans peine que ces conditions sont suffisantes. 
Supposons d'abord que n soit de la forme l\h -h ι ; dans ce cas χ 

sera nécessairement impair, b pair, puisque autrement 

Λ = η — .χ*2 ΞΕΞ ι ( mod/j ) 

ce qui est impossible. Donc les modules peuvent correspondre à toute 
forme quadratique (a, c) du déterminant 

- |n -(2* -h i)a | 

dans laquelle a et c sont divisibles par \
 )
 b pair, en d'autres termes, à 

toute forme quadratique du déterminant 

-{["-(■■ίξ + ΟΜ 

dont les coefficients extérieurs sont pairs. Ainsi on a pour chaque va-
leurs de {i\ -l· r)2 un nombre de classes égala 

G j nρ + ')" 

A l'exception des modules linéaires (jtii pourront se présenter, il y 
a pour chaque classe vingt-quatre valeurs de \/k, lotîtes des racines 
doubles, puisque le signe de ί\ -Η I est arbitraire. Mais nous conser-
verons au premier membre de l'équation le coefficient ^8 devant tous 
les termes en ajoutant au second membre une correction (!. On a 
doue 

/,8 2 j c. | "~
u

4
; + l)î

 I - V 11 

= (>ψ(/ί) - ίΦ0)-Η'ι| + (:· 

Déterminons maintenant la correction. Pour rencontrer des modules 
linéaires de la première espèce, il faut que n + ^ soit un carré 
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parfait; mais, puisque a et c doivent être pairs, ce carre sera lui-même 
pair : donc il faut que Λ=(2ξ-+-ι)34- iGrja. Si cette équation a lieu, 
on a les valeurs 

γ/ι = àz y/"±7, \jk =z±{yji-±i i), y//c =± 1(^2 ± l): 

douze valeurs de yfk au lieu de vingt-quatre; ces racines étant doubles, 
la partie correspondante de la correction sera 12 £"(/?) — [12]. On a 
des modules linéaires de la seconde espèce si η = (2ξ H- i)â 4- 3(2η)®, 
et dans ce cas on a compté vingt-quatre valeurs de \fk au lieu de huit, 
ce qui amène une correction de ι6ψ(#ι) —[16]. Enfin un dernier 
terme de correction égal à [12 | est exigé par la circonstance qu'on a 
0(o)= Donc enfin on a 

C = ιΰψ(η) — 11G|. 

En substituant et divisant par 2, on a, pour u — \ h -+-1, 

(G3) 
a', 2 (i [iL=ÎÎL!±ii'] _

 2
',E F[n-(nE + I)²/ 4 

= 3 Ψ(«)— 2 Φ (η)-h G<p"(n)-h 8ψ(«) — fG|, 

où le nombre ί\ + I doit prendre toutes les valeurs impaires et posi-
tives qui ne surpassent pas yjn. 

Si u = (\h — 1, χ est pair, b impair, et par suite Δ = an — b'1 est de 
la forme 8Λ — 1. Il s'ensuit que χ aura les valeurs o, 4, H, 12, ..., si η 
est de la forme 8h — 1, mais les valeurs 2, G, 10, si η est de la 
forme 8/4 + 3. Or, si dans une forme (a, b, c) du déterminant 
— (8 h — 1), les coefficients a cl c sont pairs, l'un d'eux sera divisible 
par 4, et b sera impair; de plus, il y aura toujours une forme de la 
même classe dans laquelle α et c sont, les deux, divisibles par 4; un 
effet, si l'on a, par exemple, c== 2 (mod4), on déduira par la transfor-
mation linéaire ° ) une nouvelle forme a

n
b

n
 c, dans laquelle 

«, = a, 
c

l
 = a + 2Î> + c = o (mod 4). 



I ()4 SYLOW. 

Il y a donc, parmi les racines de l'équation, des valeurs de y'k ap-
partenant à chaque classe de formes du déterminant — Δ dont les 
coefficients extérieurs sont pairs. Le nombre de ces classes est 

G(A)-F(A)=F(A). 

Or, si \jk est une de ces racines, les autres racines appartenant à la 
même classe s'en déduisent par les transformations linéaires qui 

conservent les congruences a — c Ξ Ο (mod4)*, il faut pour cela que 
/7·' et ss' soient pairs, c'est-à-dire que /·' et s soient pairs, ce qui donne 
les racines 

±V'Â·,+/- 1/Vk 

ou que r et s' soient pairs, ce qui donne 

-μ Livii". 
1 +Vk 

il y a donc huit racines par classe ; elles sont racines doubles, excepté 
pour χ — o. On ne rencontre pas de modules linéaires. 

On est ainsi conduit aux deux formules suivantes : 
Pour η = 8 Λ — ι, on a 

(64) /||F(n)+ aF(/I — 4a)-+- 2F(« — 8s )-κ..[ = 21Γ(//) — Ψ(Λ), 

el pour « = 8Λ-|-3 

(65) 
4[2F(n — 2a)-t- 2F(n — 6a)-h 2F( 11 — ioa)-h.. .| 

= 2Ψ(«) — Φ(η). 

26. Faisons = — -J=· En substituant, on a une équation en \Jk 

du degré 2$(n), qui n'est satisfaite ni par Jk= o, ni par \/k =±21. 
Mais, si n = 4 h -h 1, elle admet les racines \/k=dz i, et l'on voit comme 
précédemment que leur multiplicité est Φ (Λ) — Ψ(«); donc, en sup-
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primant ces racines, on obtient, pour η = l\h i, une équation finale 
du degré 2?(«). 

En poursuivant l'analyse de la même manière qu'au numéro précé-
dent, on est conduit aux trois équations suivantes : 

Pour η = ί\1ι H- Ι , on a 

(00) a[aF(/i — ι2) ■+■ aF(n — 3a)-h i¥(n — 5a)-f-.. .| = HT(/i); 

pour η = Sh — ι, 

((>7) 4[2F(ft — 2a)-f- 2F(/I — 6A) +■ 2F(« — ioa)-h...] = Φ(Λ); 

el, pour η = 8Λ -h 3, 

(08) /j[F(«) 4- aF(« — 42) -h aF(/i — 8a)-K. ·] = Φ(Λ). 

De niéme, en faisant \//*, = -^=> on trouve : 
v Pour ti = 4/^4-1, 

(Ο»)) 2|F(/*)H- AF(/i — 22)-H 2F(/Î — 4
2
)-H. ··] = Φ(/Ι)-4- ^(Λ): 

el , ])our η = \1ι — ι, 

(;ο ) 212F(/i — ia)-+- 2F(il — 3a) h- 2F(ft — 5a)-H.. .| = Φ(//-). 

Enfin, faisant dans l'équation modulaire 

/<M.) = o, 
(jui a lieu entre k et A*,, 

/. _ / ÛjV^Y 

et chassant le radical \/k, on obtient une équation en k du degré 4$(ft)· 
qui n'est satisfaite ni par k = o, ni par /r=± i. En raisonnant sur 
cette équation, on ne rencontre que des multiplicateurs de la forme 
I(.r H- ïVÂ), et l'on obtient facilement 

(71) F(4/i — I*)H-F(4/î — 3a)q-F(4ft — 5*)-κΦ(/ι). 
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27. Des equations (63) à (70) on déduit les formules IV, V, VI de 

M. Kronecker. En effet, les équations (64) à (70) donnent, pour toute 
valeur impaire de /i, 

(72) 
2|F(/i)·+■ aF(n — i2)-f- sF(« — 2a)-h aF(w — 32)-+-...| 

= «!>(«)+ Ψ(« ) 4-?(/.), 

( 7 'i) 
2[F(«)— 2 F ( /2 — I2)-f- 2F(/2 — 22)— 2 F( /2 — 32) + . . .| 

=(-')' [*(»)-'Γ(«)1+?(»)· 

c'est-à-dire les équations V et VI. Pour avoir l'équation IV, remar-
quons qu'au moyen de la formule 2F(A) = F(4A)-+- ι, où le dernier 
terme doit être omis si Δ n'est pas un carré impair, on trouve 

li2
F[î^±!Îl 

= 12^ F[/i — (2ξ H- i)21 ■+■ 6o(//) — βφ"< // 

donc, en vertu de l'équation (66), on a, pour ti = f\ ίι ι, 

•v, 2F ["
 (^+l)i| = :·{ψ(/ΐ)+ Ci(«) - 6?-( «) 

et, en ajoutant cette équation à (63), 

a-i2 G[~—(î>4 +ï) ] =ΰΨ(//)- 2Φ(//)-ι- 69(2/)+ 8ψ(/ί) — |6J. 

Or l'équation (72) peut s'écrire de la manière suivante 

21 (»(/2)-H 26(72 — i2)h- 2G(n — 2a)-h 2(1 (// — V)-\-,..] 

-4^G"~(2; + I)' 

= Φ(«) + Ψ(«)+ <f(n)i 

donc enfin 

3[G(/2)h- 26(72 — ia)-h 2G(/2 — 2U)+ 2G(TJ - 32)-κ..] 
= Ψ(/2)-η 3Υ(/2)+ 3φ(/ι)+ 2 ψ(/?)-[|]; 



MULTIPLICATION COMPLEXE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. I97 

c'est là l'équationIV démontrée pour n = ̂ h+\{{). Pour n — h— i, 
011 la tire des formules (64), (65), (67), (68), (70), en y exprimant 
F(à) par G(A). 

28. Pour avoir des formules dans lesquelles le nombre impair η est 
remplacé par 2/?., partons toujours de la transformation du degré η 

ε, 2ω= «'.2(0ο, 
ε, ω' = — ί.2ω

0
4- η"ω'

01 

qui donne l'équation modulaire 

f(k, *„)= ο, 
et faisons-y 

ε'.2ω
0
= 2ω'

(
, ε".20),= p. 2ω-t-4<7 ω', 

ε'ω'
(1
 = — 2ω,, ε^ω', = 2ρ'.2ω-Η σ'ω'. 

ρσ'— 8ρ'σ = ι, 
ou bien 

(74) 
ε'ε".2ω

0
= 4ρ'· 20)-t-2σ'ω', 

ε'ε" ω'0 = — ρ.2ω — 4σw' 

ce qui donne 
» I — A'o ι 1 — A' 

I+ko I++k 

Évidemment l'équation en A* est du degré 2Φ(/*); elle a pour racines 
les modules qui admettent une multiplication de la forme suivante : 

(75) 
ε.20) = ί\ξ>'ιϊ. 20) -+- 2σ/Λ'ω\ 
ε (1/ = — (4p'* ■+- p'/i"). 2ω —(2σ'ί 4<*Όω · 

En raisonnant sur cette équation comme dans les nos 25 et 26, 
011 trouve facilement 

F(2fl)+2F(2ft — 2s)+2F(2«- 4a)-K. . = Φ(Λ). 

(') Dans le Mémoire de M. Kronecker le dernier terme — [§] a été omis. 

Journ. de Math. (4e série), tome III. — Fasc. II. 26 
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De même, en écrivant, dans les équations (74)? (7^)> au 

lieu de c'est-à-dire, en faisant 

• 1 H- A*0 » 1 — A 
f^To' 0 ~ 1+7, ' 

on obtient 

2Κ(2/i — 12) + 2F(2/Î — 32) -+- 2Κ(2/i — 52)-j-...= 2 Φ(/*)-+· 9(//■). 

En ajoutant et soustrayant membre à membre les équations trou-
vées, on a, pour toute valeur impaire de /1, 

(76) 
F(2/i)-f- 2F(2η — i2)-l· 2F(2/< — 22)-+- 2F(2/< — 32 ) + ... 

= 2<b(/i)-H φΟ)> 
F(2/i)— 2F(2II — I2)-f- 2F(2/î — 22)— 2F('2« — 32)— 9(//). 

c'est-à-dire les équations II et III de M. Kroneeker. 

29. Des équations (71) et (72) on tire aisément la suivante 

(77) 
F(4//)-h- 2F(4/Î — i2)-f- 2F(\u — 2a)■+* 2F(4« — 32)-K.. 

= 3Φ(//)+Y(n) 

qui est un cas spécial de la formule 1 de Rronecker. Mais, pour la dé-
montrer généralement, il nous faut une nouvelle équation, que nous 
tirerons de la considération d'une transformation de degré pair, appar-
tenant au second cas (voir n° 15). En conservant la lettre η pour dé-
signer un nombre impair, nous dénotons le degré de la transformation 
par m = 2*/i; en faisant comme précédemment η ~ n'n'\ la transfor-
mation dont il s'agit est définie par les relations 

ί02ω =r «'.2ω0, 
z0 ω' = —/.2co0-h 2π/ί"ω'η. 

L'équation modulaire correspondante 

(78) /(*·*, *î) = ο 
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est le produit de plusieurs équations modulaires, principales et irré-
ductibles, du cas II, dont les degrés sont des facteurs de m de la forme 
2^(2/*-i-i). De cc qui est dit au nu 15 nous pouvons conclure que 
notre équation est du degré 2πΦ(/ι) en A2, aussi bien qu'en AJ, et 
que les plus hautes puissances de A2 et de AJ se trouvent multipliées 
ensemble. Donc, en faisant AJ = A2, on obtient une équation en k3 du 

degré 2*+,Φ(/ι). Comme le fait voir la relation Z
0

— cette 

équation a la racine k3 = o. 
Pour en trouver la multiplicité, il suffit de remarquer que, pour les 

infiniment petites valeurs de A2, l'équation peut être écrite 

II [(A; A(*5)""] = <>, 

ou η doit être égalé successivement à tous les diviseurs de n. Il en ré-
sulte, en effet, qu'on trouve la multiplicité de la racine zéro en décompo-
sant le nombre m de toutes les manières possibles en deux facteurs dont 
l'un est impair, et faisant la somme de ceux qui sont moindres que φη. 
Nous désignerons cette somme par S(m). Enfin, puisque l'équation (78) 

peut aussi être écrite /(A'0, A'2) = o (15), on voit que l'équation 
/ (A2, A2)= ο admet la racine A2 = 1 avec la multiplicité S (m). Donc, 
en supprimant les racines ο et 1, on a une équation finale du degré 

2π41 Φ(λ) — 2S(m). 

En égalant ce degré au nombre des racines de l'équation, on trouve 
facilement la formule suivante : 

(7<>) 
F(4/w —- i2)-l·- F(4/« — 32)-hF(4m — 52)-h... 

= 2*Φ(Λ) — S(/n). 

Faisant m = 2/j, l'équation (76) donne 

F(4M)-+- 2F(4WI — 2A)-|- 2F(4M — 4
2
)H-· · .= 4^(O; 

donc, ayant, pour m = 2n, 

aS(/w) = Φ(#Λ) — Ψ(Μ) = 3Φ(Λ) —Ψ(ΛΙ); 
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on trouve 

(βο) 
F(4/w) 4- aF(4w — τ2) -t- AF(4/w— 2a)4-... 

= 5Φ(//) + Ψ(/?2) = Φ (m) 4- Ψ(/Η) 4- ΊΦ (η): 

cette equation a aussi lieu pour π = ο, m = η, puisque dans ce cas elle 
rentre dans (77). Par là la formule (I) de M. Kronccker est démon-
trée pour π = ο et π = ι. Pour achever la démonstration, il suffit 
maintenant de faire voir qu'elle subsiste pour le nombre 4 m, si elle 
subsiste pour le nombre m. En multipliant l'équation (80) par 2, on 
obtient 

F(IG/RC) -h 2F(IG/ft — 22) 4- 2F(I6W — 4
2
) -+-··· 

= 2Φ(m) 4- 2 Ψ(m) 4- 4Φ (w) ; 

de plus l'équation (79) donne 

2F(i6m —i2) 4- 2F(I6/M — 32) 4- 2F(I6W — 52) 4- ... 
_ 2πΗ3Φ(«) — aS(4wi), 

donc 

(8,) F(iGm) 4- 2F(IGIM — 12) 4- 2F(iGm — 22) 4-... 
= ( 2*4-3 4- 4 ) Φ ( Ό ■+■ 2 Φ ( m) 4- 2 Ψ( m) — 2 S ( 4 /» )· 

Or, si l'on désigne pour un moment par Τ (m) la somme des fac-
teurs de m qui sont moindres que yhn, on a 

T(4 m) = 2T (m) 4- S(4w); 
donc 

2S(4M)= 2T(4W) — 4 Τ (M) 

= Φ (4m) — Ψ(4"0 — 2Φ(/;?) 4- 2 "ί (m). 

En substituant cette expression de S(4/h) dans le second membre 
de l'équation (81), il devient 

2r+3_|_ 4)Φ(η) — Φ(4 w) 4- Ψ(4///) 4- 4 Φ(/Μ) 
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ou bien, en vertu de la relation Φ (m) = (2Π"Η — Ι)Φ(Λ), 

Φ (4 m) ■+· Ψ(4m) Η- 2Φ(Λ), 

ce qui achève la démonstration de l'équation (80). 

Y. — L'ÉQUATION DE LA DIVISION DES PÉRIODES; L'ÉQUATION MODULAIRE. 

50. Soit k un module singulier du déterminant — D, défini par 
l'équation 

αζ2 -ι- 2 bXf -f- c = o, 

le plus grand commun diviseur des nombres a, 2b, c étant 1 ou 2 sui-
vant l'espèce du module, et soit pour abréger ε = i\jD. Supposons de 
plus que k2 satisfait à une équation algébrique 

Ψ(Α:2) = ο, 

du nombre de celles que nous avons déduites dans le § III, η°· 10, 11, 
13, 14, 16-19. Regardons k- comme une quantité connue; soit ρ un 
nombre impair, et considérons l'équation du degré ρ2 — ι 

F(s) = o, 

dont les racines sont les quantités λ ,2(Û^~S(Û

 c
t dont les coefficients 

sont, comme on le sait, des polynômes en k2 à coefficients entiers. 
Si l'on désigne par Ω une période quelconque, on a (n® 21) 

yL Q+^W-V 

P, Q, R étant des fonctions entières de λ k2 et de ε. Or on sait 

que v
 (^j P

c
ut etre exprimé en fonction rationnelle de λ2

C / p 

el de k2 : donc on peut déduire de l'équation précédente une relation 
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de la forme 

(82) y[(r+dr) / c] = f[y c/ p] 

/ dénotant une fonction rationnelle dont les coefficients sont des poly-
nômes en Ji1 et en ε à coefficients entiers. Il importe de remarquer que 
IVxpression cst identiquement la même pour toutes les 

périodes et pour tous les modules qui satisfont à l'équation Φ(Λ-2)= ο. 
Au moyen des relations (82), il est facile de faire voir que l'équa-

Lion F(J) = ο est abélienne, au moins après l'adjonction de ε. En fai-
sant 

ci = m. 2 ω -+- m'ω', 
d'où 

IUJ = (mb — tn'c) ίο* H- (ma — m'b) ω', 

on voit aisément (pic l'aire du parallélogramme (GÏ, SGÏ) est égale à celle 
du parallélogramme (20), ω') multiplié par (am1 — ibmm' 4- cm"1). 
( )r, si la classe de formes quadratiques, à laquelle correspond le module, 
contient la forme x1 H-y2D, on peut faire am1 — 2bmm'-h cm'"= 1 ; 
par cela le parallélogramme (GT, ITS) devient élémentaire, et, par suite, 
toutes les périodes sont contenues dans l'expression (/' -h *ε)σ. Pour 
les autres modules, cela 11'cst pas possible ; mais dans tous les cas on 
peut rendre am'1 — zbmni H- cm"1 premier à p. La période gy étant 
choisie de cette manière, 011 démontre facilement que l'égalité 

^ ^ ( r' -4- s' ε) m " 
P P 

exige qu'on ait 
/· :/·', .s ̂ s' (mod />), 

et (jue, par conséquent, toutes les racines de l'équation F (ζ) = ο sont 
contenues dans l'expression λ j^- . Q

rj en
 remplaçant, dans les 

équations 

» ψ-ψ■] =/[» (j)J· » PP] -/. [>(;)]· 
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es respectivement par (/·' ε) tar, (/· -+- si) es, on trouve 

λ [fctfilfcîîSS] ,,μ [»Ç)J j -/,|/[X© I !· 

ce qui fait voir que l'équation F(G) = O est abélienne, si ε est une 
quantité connue, ou si elle a été adjointe à l'équation. Dans les cas de 
la première catégorie d'un déterminant de la forme — (^h— i), 
ε s'exprime rationnellement en A*2 ; dans les autres cas, l'adjonction de ε 
peut être remplacée par celle de i (n° 22). Mais, comme nous l'avons 
déjà dit, l'introduction de ε dans le second membre de l'égalité (82) a 
eu pour effet de rendre les mêmes formules applicables à tous les mo-
dules qui satisfont à l'équation Φ(Ατ2) = ο. Gela n'a pas d'importance 
quand il s'agit seulement de la résolution de l'équation F (2) = o; mais 
c'est un point essentiel pour les applications que nous avons à faire des 
propriétés de cette équation. 

D'ailleurs les modules de la seconde espèce peuvent être traités, ici 
et plus bas, d'une manière spéciale, en faisant usage des multiplicateurs 

de la forme l-+" ■ mais, puisque cela 11'exigc que des modifications 
légères, il suffit de l'avoir indiqué. 

31. En étudiant de plus près la résolution de l'équation de division 
des périodes, nous nous bornerons au cas où ρ est un nombre pre-
mier impair; la résolution étant connue pour ce cas, on en tire celle 
des équations plus générales par la théorie de la division de l'argument 
et le théorème d'addition. On sait que, pour les modules indéterminés, 
le groupe de l'équation proposée est le groupe linéaire du degré ρ'1— 1, 
et qu'en adjoignante! l'équation les racinespiimes de l'unité, il se réduit 
au groupe de inonodromie, qui contient les substitutions linéaires 
dont les déterminants sont congrus à l'unité suivant le module ρ (4 ). 

(l) Voyez le Traité des substitutions de M. JORDAN, n° V7G. Dans une Noie 
insérée au\ Comptes rendus de la Société des Sciences de Christiania, 
année 1871, j'ai démontré que le groupe algébrique contient toutes les substitu-
tions linéaires, et qu'il se réduit au groupe de monodromie par l'adjonction !7ti 
de e /' . M. KRONECKERa donné une autre démonstration dans les Monatsberichte 
de l'Académie de Berlin, année 1870. M. H. WEBKR y en a joint une troisième 
dans son travail sur la multiplication complexe ( Acta mathematica, t. VI). 
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Par conséquent, si k est un module singulier, le groupe de l'équa-
tion F (s) = ο est contenu dans le groupe linéaire, et si l'on adjoint la 

ïTZi 
quantité c p , il est contenu dans le groupe des substitutions linéaires 
dont les déterminants sont congrus à ι (mod ρ). On sait de plus que 
pour les modules de la première catégorie dont le déterminant est de 
la forme — (4h — i) le groupe ne peut contenir que des substitutions 
compatibles avec les relations (82); la môme chose a lieu pour les 
autres modules, quand on adjoint à l'équation l'irrationnelle i\/D. En 
faisant 

3x, y—M jr y 
on a la relation 

χ u
 =

 / h y' 

ou bien 
"bx-CY.ax—by —f (*,ίο)' 

Soit 
S = | j?, y rx 4- sy, r'x 4- s'y | 

une substitution du groupe; on a, en exprimant qu'elle laisse subsister 
la relation ci-dessus 

(83) 

r(bx — cy) 4- s(ax — by) 
=b(rx 4- sy) — c(r'x 4- s'y). 

r'(bx — cy) 4- s'(ax — by) 
— a(rx 4- sy) — b(r'x 4- s'y) 

(mod ρ), 

congruences qui doivent être vérifiées pour toute combinaison de 
valeurs de a? et dey, et qui expriment en môme temps que S est échan-
geable à la substitution 

| x,y bx-cy, ax — by |, 

si d'ailleurs ce symbole désigne réellement une substitution. On en 
tire 

<®4) Ί = = (m°àp)· 



MULTIPLICATION COMPLEXE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES, 2θ5 

I)c même les conditions à remplir pour que S soit échangeable à la 
substitution 

I r
i
x-hs

l
y

1
 r\x + s\y \ 

sont les suivantes 

7· = ΤΞ7=7 (modPy 

Il s'ensuit que les substitutions définies par les congruences (84) 
sont échangeables entre elles; elles forment évidemment un groupe, 
que nous désignerons par G. De ce qui précède on conclut que, pour 
les modules de la première catégorie dont le déterminant est de la 
forme — (4Λ — i), le groupe de l'équation F(ζ) = ο est contenu dans 
le groupe G, et que, pour les autres modules, cela a aussi lieu, pourvu 
qu'on adjoigne à Γ équation la quantité ε. Pour trouver quel peut être, 
pour ces derniers modules, le groupe avant l'adjonction de ε, considé-
rons la relation 

λ* (ε = /, [λ»(x . 2w + yw) / p 

qu'on obtient de la précédente en l'élevant au carré, et dans laquelle 
ε n'entre pas [n° 21, équation (37)). On voit immédiatement que les 
substitutions du groupe vérifient ou les congruences (84) ou celles 
qu'on (Mi déduit en changeant le signe des seconds membres; on trouve 
ainsi les substitutions de G et celles de la forme suivante 

τ= I rx + sy,r'x — ry |, 

/·, /·', s satisfaisant à la congruence 

as -H ibr — C/''ΞΞΟ (modjo). 

Ces substitutions forment un groupe H, contenant G, et l'on sait 
que, pour les modules en question, le groupe de l'équation F (5) = o, 
sans adjonction préalable, est contenu dans H. Enfin nous désignons 
par Γ le groupe contenant celles des substitutions de G dont les déter-
minants sont congrus à 1 (mod ρ). 

Journ. de Math. (4e série), tome III. — Fasc. II. 27 
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Dans ce qui précède on peut remplacer les périodes 2ω et ω' par la 
période ©, définie au numéro précédent, et©' = ε©, pourvu qu'on rem-
place les nombres a, b, c respectivement par ι, o, — D; par là on 
olilient pour S la forme suivante 

S = | x, y rx - r'Oy, r'x + ry |, 

et l on trouve qu elle remplace λ | ^ j par λ ^— · 
La substitution Τ devient 

Τ = | χ, y rx + / 'D/, r'x - ry | ; 

elle remplace λ par λ j^; + —Zilûj. Parmi les sub-

stitutions de II se trouve la suivante 

T„= | x,y oo, -y |, 
ol 1 on a 

T=T,8, 

T
0
'ST

0
 = | X, y rx H-/·'!)/, -r'x + ry \ 

= S-« | x,y (/·''+ r'2D)^, (/·--+- 7-'2D)/ I; 

on en conclut que les substitutions de II sont permutables à (j, et que 
son ordre est le double de celui de G, comme cela doit être, si le 
groupe de l'équation F(-) = ο se confond effectivement avec 11 
(voir le Traité de M. Jordan, nue 376, 378). 

L'ordre du groupe G est différent, suivant que — D est résidu qua-
dratique de p, divisible par ρ, ou non-résidu quadratique de p\ on le 
trouve égal à (p — i)2 dans le premier cas, à ρ- —■ ρ dans le deuxième, 
et à ρ" — ι dans le troisième. Examinons séparément ces trois cas. 

A. Supposons que — D soit résidu quadratique de ρ et faisons 

p2 + D = pq. 

On a 

^>-λ[ ρ J"~
À

L p!+D J' 
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et I on remarque les deux systèmes contenant chacun ρ — ι racines 
d'une forme spéciale 

λΟ) ct Hf£> 
où/= ι, 2, -i). 

Par les substitutions de G les racines de chacun de ces systèmes 
s'échangent entre elles; en effet, on a 

λ
 Γ'7C- + ̂ )wj

 = λ
 p7(r+'-O- ± =

 χ , 

Par la substitution T
0
 les deux systèmes s'échangent entre eux. 

Donc l'équation F(s) = ο est réductible et se partage en deux autres 

F, (ζ) = o, Fa(s) = o, 

dont la première est du degré 2(ρ — 1), la seconde du degré (ρ — i)2. 
Quand le groupe est contenu dans G, soit originairement, soit par 
adjonction de ε, la première se partage de nouveau en deux équations 
du deuré ρ — ι, 

F;(S) = 0, F
t
(s) = o, 

dont la première a pour racines les λ la seconde les λtqw / p+E 

Fn adjoignant à l'équation F(^) = o les deux quantités(qw/ p-E) 

λ son groupe se réduit à la substitution identique; par consé-

quent les racines de l'équation F(s) = ο s'expriment rationnellement 

lmr ct ^ en effet> on peut faire 

y [ q( x + yE)w/p²+D ] = y (E qw / p- R) 

ct trouver ainsi l'expression en question. D'ailleurs c'est là une propriété 
générale de l'équation de la division des périodes. Les nombres ξ et η 
sont déterminés par les congruences 

E = x + yp, n = x - yp / 2p (mod pp) 
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si 011 les prend pour indices, les substitutions du groupe G se rédui-
sent simultanément à leurs formes canoniques, car évidemment on η 

s = I ξ, η (r + /·'?)$, (r - /-'p)vj | ; 

la substitution T
0 devient 

τ„=|ξ, η η, ξ |. 

Le calcul des polynômes F'
4
(c), F", ( z) peut être fait de la manière 

suivante. On voit aisément que les ρ — ι quantités λ sonL F>s 

seules valeurs de λ(0 ) qui satisfassent en même temps aux équations 

A|C?-t)01=o, χ£γ='»· 
Or on a 

(80) λ|(ρ ε)0| — μ|θ) ν(0)"ψ3ΐ(λ(,0 )|' 

ψ, ψ,, ψ
2
 dénotant des fonctions entières dont les coefficients sont 

rationnels en k* et ε; donc λ[(ρ — ε)0] ne peut s'annuler que quand 
on a 

ψ[λ(0')| — ο ou λ (0) = oc; 

mais λ ( 0) = oc donne 
λ(/> 0)

 =
 i. 

y (0) 

donc Téquation λ [(ρ — ε) 01 — ο peut être remplacée par ψ | λ ( 0 )| = ο. 
Par conséquent on trouve F, (s) en cherchant le plus grand commun 
diviseur des polynômes ψ(-) et F (s); en y changeant le signe de ε, on 
a F", (JZ). On voit (pie les expressions qu'on trouve de cette manière 
sont applicables indistinctement à toutes les valeurs de A'- qui satisfont 
à Téquation Φ (A2) = o. 

Fn adjoignant ε, si cela simplifie le groupe, et en outre les racines 
pwmci (]0 l'unité, le groupe se réduit à être contenu dans Γ, dont les sub-
stitutions, réduites à leurs formes canoniques, sont les suivantes 

5.1 '"5,^ η · 
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l'ai* cette adjonction F,(ζ) = ο, F', («) = ο ne se décomposent pas; 
niais F, (s) = ο est décomposée en ρ — ι équations du degré ρ — ι. De 
plus, on voit que toutes les racines de l'équation F(s) = ο s'expriment 

rationnellement en y(yzr.J* k2i e p et ε (si cette dernière quantité a 
dé être adjointe). 

B. Supposons D divisible par p, et faisons 

D =pq. 

Les substitutions de G sont réduites a leurs formes canoniques par 
l'introduction des périodes ter et ετητ ; on a, en effet, 

S- I x,y rx, ry -+■ r'x |. 

Les quantités s'échangent entre elles par les substitutions du 

groupe 11; par conséquent, elles sont les racines d'une équation 

Fi(-) = °, 

du degré (ρ — 1). On peut calculer F,(j) par la méthode indiquée 
dans le cas précédent; on 11'a qu'à faire ρ = ο dans la formule (80); 

car les sont seules racines communes aux deux équations 

ψ(;) = ο et F(^) = o, et, par conséquent, F, (z) est le pins grand di-
viseur commun à ψ(^) et à F(c); évidemment ε n'y entre pas. En fai-
sant 

F(S) = F,(;)F,(S). 

l'équation F
2
(c) = ο se décompose par l'adjonction de en ρ — ι 

équations du degré p. Et, en effet, nous avons 

y(Exw/ p) = [y(xw/p)]=/Μ-τ^]Ι· 

/ ayant les valeurs o, 1,2, ..., (ρ — 1), de sorte que les ρ quantités 
λ p,r c^- sont racines de l'équation 

/<„-)_
 λ
(^)=ο, 
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et il est facile de voir qu'elles sont les seules racines communes il celle 
équation et à l'équation F(-) = o. On trouve donc, par le procédé du 
plus grand commun diviseur, une équation 

-Ή?)]·"· 

dont les racines sont les ρ quantités λ|x + yE / p 
2 

Adjoignons maintenant ε (si cela simplifie le groupe) et c1' ; par cela 
le groupe est réduit à ne contenir que des substitutions de la forme 

I x,y+v'x |. 

On voit immédiatement que l'équation F,(r) = o se trouve résolue, 

cYsl-à-dirc que les quantités s'expriment rationnellement en 
2 7II 

λ-, c '' et ε (si, d'ailleurs, celte dernière quantité a du être adjointe). 

Les équations φ |~j, λ— °
 nc sc décomposent pas; mais leurs 

2 πι 
coefficients sont rationnels en A3, c r et ε. 

G. Supposons enfin — D non résidu quadratique de p. Dans ce cas, 
la congruence 

ε2 -Η ΌΞΞΟ (mod/?) 

étant irréductible, on peut distinguer les racines de l'équation proposée 
par un seul indice de la forme ,τ+^ε, pris suivant le module p. Fai-
sons donc 

,_
λ
(£)„

λ
[!ΐ±£!=|. 

Les substitutions du groupe G prennent évidemment la forme 

I ξ Μξ I, 
où 

M = /· -Η/ 'ε; 
on aura, de plus, 

τ„=| ? ν |, 



MULTIPLICATION COMPLEXE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 211 

de sorte que les substitutions du groupe H auront la forme 

I ξ M^ |, 

y étant égal à ι ou à 2. En adjoignant ε, dans les cas où cela simplifie 
8πι 

le groupe, et, en outre, e p , le groupe se réduit à être contenu dans Γ. 
Or, ayant M = /· + /-'ε, Γ — Ζ·'ε (modρ), on en conclut que 

M^1 ΞΞΞ ;·2 -4- R'
2 D ΞΞΞ ι (mod/?). 

Donc, en désignant par j une racine primitive de la congruence 
Ep²-1I (mod/?), les substitutions de Γ auront la forme 

I ξ jh[p-^ I, 

où // = o, 1, 2, par conséquent, l'ordre de Γ est égal à ρ -t- r. 
tui 

11 s'ensuit que par l'adjonction de e '' et de ε (si cela simplifie le groupe), 
l'équation F(j) = ο se décompose en ρ — ι équations du degré ρ -+-1. 

Dans tous les trois cas, une fonction rationnelle des quantités 

λ| invariable par les substitutions du groupe G, s'exprime 

rationnellement en A2 et en ly/D d'une manière identique pour toutes 
les valeurs de A2, racines de l'équation Φ(Α2) = ο. On le démontre fa-
cilement, en remarquant que la fonction s'exprime, pour tous ces mo-
dules, d'une manière identique, sous la forme 

U =
 ?1

[xg)]
 +

 M/B
?i

[xg)} 

et que, si une substitution de G change U en U
n
 λ G) °

ηλ

(τ0
,ο

"
α 

υ' = 4λ(7)] + Ι'^[λ©]· 

52. De ce qui précède on tire facilement des conséquences impor-
tantes relatives aux équations modulaires principales. Nous ne consi-
dérerons que les équations entre les carrés des modules. 
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11 est d'abord évident que, pour les modules singuliers, l'équation 
modulaire qui répond à une transformation d'un degré impair est abé-
licnnc, au moins après l'adjonction de ε. 

Supposons que ρ soit un nombre premier impair. Kn désignant par 
/.„ le module transformé qu'on obtient par la division en ρ parties égales 

de la période a?. 2ω -+-yo>', ~ étant congru à w(niodjo), on sait qu'en 

general le groupe de l'équalion modulaire contient les substitutions de 
la forme 

rtt s 
u -, , ; 

on sait, de plus, que l'adjonction du radical y (— i) 2 ρ réduit le 
groupe à ne contenir que les substitutions dont les déterminants 
rs' — r's sont résidus quadratiques de p. [Voir le Traité des subtil it u-
//ow.vdeM. Jordan, n° 480 (').J Pour les modules singuliers, les nom-
bres /·, /·', s' ont évidemment les mêmes valeurs (pie dans le groupe 
de l'équation de la division des périodes sous les mêmes hypothèses re-
latives aux quantités adjointes. On obtient ainsi trois groupes II', («', 
Γ' correspondant aux groupes II, G, Γ du numéro précédent. Avec les 
indices relatifs aux périodes trr et EST, le groupe H'contient les substi-

(') La démonstration de M. Jordan est fondée sur le théorème, dù à M. 11er— 

mile, que le discriminant de l'équation modulaire est égal à (—i) 2 ρ multiplié 
par le carré d'un polvnômc en A-2 à coefficients entiers. Ce théorème est une con-
séquence de la réduction du groupe de l'équalion de division des périodes par 

2 lt/ 
l'adjonction de e Ρ . En effet, d'après une remarque de M. Jordan (Traité, p. 3|3), 
le produit des différences des racines de l'équation modulaire est une fonction 
rationnelle des racines de l'équation de la division des périodes, invariable par 
toute substitution linéaire dont le déterminant est résidu quadratique et, par 
conséquent, invariable par le groupe de monodromie de l'équation modulaire. 
Donc le produit est fonction rationnelle de A8, et, puisqu'il ne devient pas infini 
pour des valeurs finies de A8, cette fonction est entière. Les coefficients sont évi-

17t( 
deminenl rationnels en e /' , et, comme ils n'ont que deux valeurs, numérique-
ment égales et de signes contraires, il est facile de voir qu'ils sont de la forme 

ay (—·ι) 8 ρ, a étant un entier. 
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tutions 
u , ^ — ; 

( î' contient celles qu'on obtient en prenant, dans Γ expression ci-dessus, 
les signes supérieurs. Enfin Γ' contient les substitutions de G' dont le 
determinant /,a+ /,,2D est un résidu quadratique; mais il faut remar-
quer que, en vertu du théorème de M. Jordan, cité plus haut, le groupe 
de l'équation modulaire se réduit d'être contenu dans G' à être contenu 

dans Γ', déjà par l'adjonction de \/(— i) 3 p. 
Cela posé, considérons les trois cas du numéro précédent. 
Λ. Soit — D résidu quadratique de p. Nous désignerons par A„ le 

module transformé obtenu par la division de la période 

[(5 + *1)? -+- (? —n) E | w 

~ étant congru à «(mod/.*). On voit immédiatement que le groupe II' 
contient les substitutions 

ιι Λ u , ri - · 

Donc,
 y. __ pouvant avoir toutes les valeurs (mod/>), excepté 20 et 

o, le groupe 1Γ consiste dans les 2(ρ — 1) substitutions suivantes 

u mu , f/ — · 

Il s'ensuit que l'équation modulaire est réductible, A2 et AJ satisfai-
sant à une équation du second degré, les autres A2 à une équation du 
degré ρ — ι. Le groupe G' contient seulement les substitutions 

| u mu |; 

donc, quand le groupe de l'équation modulaire est contenu dans G', 
A» et k\ sont rationnels. On peut faire le calcul des expressions de A* et 
de k\ en A2 et ε, en les regardant respectivement comme fonctions sy-
métriques des racines des équations F'/s) = o, F",(ζ) = o du numéro 

Journ. de Math. (4e série), tome III. — l'asc. II. 2Î> 
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précédent. Enfin le groupe Γ' contient les substitutions | u m*u |;onen 
conclut que, par l'adjonction de ε (si cela simplifie le groupe) et de 

ν 1') * P> 'a seconde équation se partage en deux autres du degré 
1 / 2 (p - 1) 

H. SoitD =p.q; en désignant par k
u
 le module obtenu par la divi-

sion de la période (χ -Η/ε)τσ, ^ étant — u ( mod /?), le groupe ( ί' con-

tient Les substitutions 
[ u u -+- /·' I, 

le groupe 11', en outre, les substitutions 

| Κ — U -h /·' |. 

Ces substitutions ne déplaçant pas /»■*, cette racine est rationnelle eu 
A*8; on peut calculer son expression de la même manière que dans le 
cas A. Les autres racines satisfont à une équation du degrc />, qui est 
abélicnne dans le cas du groupe («'. Γ' se confond avec (!'. 

C. Supposons enfin que — D soit un résidu quadratique. Posons 

ξ = ./-4-yfï=j" (modyj). 

et désignons par A« le module transformé correspondant à la division 
de la période (χ Η-^'ε)πτ. Puisque jp+* est congru à un nombre réel, 
on a = A'J, de sorte que l'indice u doit être pris suivant le mo-
dule (ρ -+- ι). Si, dans les A*J, considérés comme fonctions rationnelles 
de l'équation de division des périodes, on effectue la substitution 

ι ? j\ i, 

on a une substitution entre ces quantités qui a évidemment la forme 

I « // ■+■ ι !· 

De même la substitution T
0
 produit entre les AJ la substitution | u — u \. 

Donc le groupe H' contient les 2(p -+- 1) substitutions | u zfc // -h h J, 
le groupe Ci' les | u u-i- h |, et enfin les substitutions de Γ' seront les 
| u « + h(p — 1) | ou bien les | u u ■+■ 2/1 |. Donc, par l'adjonction 
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do ε (s'il y a lieu) et de \/ (— ι) * />, l'équation modulaire se décom-
pose en deux équations abéliennes du degré r>(p -H i). 

Evidemment une fonction rationnelle des /qj, invariable par les substi-

tutions de (τ', s'exprime en k* et en i\JD d'une manière identique pour 
tous les modules qui satisfont à l'équation Φ(&*) = ο. 

Parmi ces résultats, ceux qui concernent les racines rationnelles de 
l'équation modulaire sont les plus importants. Ils se résument par la 
proposition suivante : 

Si l'on fait subir à un module singulier k2 du déterminant — 1), ra-
cine de l'équation Φ(/ι2) = ο, une transformation principale du degré 
premier impair/), — D étant résidu quadratique de ρ, deux racines de 
l'équation modulaire s'expriment rationnellement en k2, pourvu que D 
soit de la forme — ι et que k appartienne à la première catégorie; 
si 1) est pair ou de la forme !\h -+-1, ou que k appartienne à la seconde 

catégorie, deux racines s'expriment rationnellement en k2 et en fy/l). 
Si le degré divise D, une racine s'exprime rationnellement en k2. On 
peut donner aux expressions des racines rationnelles de l'équation mo-
dulaire une telle forme qu'elles sont applicables indistinctement à tous 
les modules satisfaisant à l'équation Φ (k2) = ο ; il suffit, pour cela, que, 
dans les cas où — D est résidu quadratique de ρ et de la forme (4 h — i) 
et où k appartient à la première catégorie, on laisse subsister, dans les 

ex pressions, l'irrationnelle i VD. 
Cherchons quelles sont, dans le système primitif d'indices, ces ra-

cines rationnelles de l'équation modulaire. En exprimant que la substi-
tution 

u r'u+s' 

ne déplace pas /r*, on a la condition 

r'u2 — (/· — s')u — s~o (mod/j) 

ou bien, en vertu des relations (84), 

au2 — ibu 4- c~o; 
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d'où 

(8(!) (mod/»), 

formule qui, pour a = o, peut être remplacée par 

(87) */==»,u = c/2b 

dans les cas où ρ divise D, les doubles valeurs coïncident. 

VI. — TRANSFORMATIONS DES MODULES SINGULIERS. 

55. En transformant un module singulier du déterminant — D, on 
obtient toujours un autre module singulier; ordinairement le détermi-
nant du module transformé est égal à — I) multiplié par le carré du 
degré delà transformation. En effet, si, dans l'équation 

ai2 + 2Ιζ -+- c = o, 
011 fait 

γ H- s ζ, 
/' -+" * <91 

ou obtient une nouvelle équation 

<7, i~ -h ζ, -h r, — o, 
ON 

at
 r

t
 — />; — (7/c — )(/·#' — /-'.ç)2. 

Mais, dans des cas spéciaux, il arrive que les coefficients a,, bn c, ont 
un diviseur commun, de sorte que, en désignant par — D, le détermi-
nant du module transformé, on ait D, < D(/\s' — rV)2, quelquefois 

même Evidemment le rapport ̂  est toujours un carré parfait. 

Considérons spécialement les transformations principales d'un degré 
premier impair p. Le module k

u
 s'obtient par la division de la période 

Ω = /.2ω + δω' (ηοβ8, 9), pourvu qu'on ait ^— w(mod^); donc, en 
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désignant par ζ
Η
 le rapport des périodes correspondant à ku, on a géné-

ralement 

ζ= à '
 ζ

«=-17-· 

Par conséquent, k
m
 répond aux valeurs δ = ρ, n'= ι, ζ

β
=/?ζ. Los 

autres k
u
 répondent aux valeurs δ = ι, n'=p, l = u. On a donc 

C = C/p = pCn - u 

Jin substituant ces valeurs dans l'équation en ζ, on trouve 

αζ;-μ 2ΐρζ
χ

-+- cp*= ο, 

ap²C²+ 2P(b — ®^)ζ
Η
+ aw2 — 2&W -η c = ο. 

Évidemment ρ est le seul nombre premier qui puisse diviser à la fois 
les trois coefficients de l'une ou de l'autre de ces équations. Si, dans 
la première, a est divisible par p, on a 

a / p c² + 2b C + cp = 0= o, 

cl, par suite, A*, appartient, dans ce cas, généralement au déterminant 
— I). De même, si, dans la seconde équation 

au* — 'ibu 4- c ο (mod ρ), 
ou η 

αρζ-,-l·- ·2(0 - au)Ç
u

-\ = ο, 

et k
u
 appartient généralement au déterminant — 1). Or cette con-

gruence exige que — D soit un résidu quadratique ou un multiple de 
pi en posant, comme plus haut, 

p2-hD==o (inod/i), 
elle donne 

u = > si a est premier à p, 

u ~~> si α est divisible par ρ. 
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Donc, si — D est résidu quadratique de /?, il y a, parmi les ρ -h ι mo-
dules transformés, deux qui appartiennent à un déterminant dont la 
valeur absolue est égale ou moindre que D; si D est multiple de /?, il 
y en a un seul. On voit, de plus, que ces modules sont précisément les 
racines rationnelles de l'équation modulaire. Ordinairement, ils appar-
tiennent au déterminant — D; mais, si a est divisible par/?3, b par/?, 

A, appartient à — si au3 — 'ihu -+■ c est divisible par p2, b — au 

par ρ, kb appartient à — Or les égalités 

1 ) = ac — b2 = α(α«2 — 'ibu -h ν) — [h — au )2 

l'ont voir que ces conditions ne peuvent être remplies que quand Π est 
divisible par y;2, et que, réciproquement, dans ce cas, l'unique racine 
rationnelle de l'équation modulaire appartient toujours au déterminant 

_ — 

,yi 
La notation k

u
 ayant l'inconvénient de dépendre des coefficients a, 

A, r (pii peuvent avoir une infinité de valeurs différentes pour chaque 
valeur de A3, nous adopterons, pour les racines rationnelles, une nota-
tion spéciale : ρ étant, comme ci-dessus, un nombre premier dont — 1) 
est un résidu quadratique ou un multiple, ρ une racine déterminée de 
la congruence ρ2 -f- D~ ο (mod/?), Α/;ρ désignera, si a est premier à 
/>, la racine rationnelle de Γ équation modulaire du degré ρ -h ι qui 

correspond à u ~ (modρ) ; si « est divisible par ρ, on a ρ = ± b ; 

dans ce cas, k
p

.(, correspondra à u~^ k
Pt+{)

 sera le module que nous 

avons désigné plus haut par Α
β

. Nous poserons, de plus, 

Kt — 'v'D). 

où φΛρ, d'après ce qu'on a vu au n° 29, désigne une fonction ration-
nelle à coefficients entiers; cette formule est, comme on se rappelle, 
applicable à toute valeur de A3, racine de l'équation Φ(Α2) = ο; si 

l'on a p~o, elle ne contient pas effectivement ïyl3. 
En désignant par ζ, un rapport de périodes correspondant au mo-



MULTIPLICATION COMPLEXE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 2|F) 

dule kp,? et supposant quep2 ne divise pas D, on a, par conséquent, 

«,ζΪ-^ύ,ζ, + β,^ο, 
où 

aKcx
 — b

t
 = D, 

et, si ρ ne divise pas «, 

(88) as — cip, bK~b (moda), b^-·— p (mod/>); 

ces dé termina tions ont encore lieu si ρ divise «et qu'on prenne p — — b: 
mais, en faisant p^b, on a 

(8j)> — bt=zb. 

démarquons encore que kPip est toujours de la même espèce et de 
la même catégorie que A*; de plus, dans les cas où il y a deux équations 
en A2 répondant au même déterminant, à la même espèce et à la même 
catégorie (n0816, 18), A et kPt? satisfont en même temps à la première 
ou à la seconde équation. Donc, si D n'est pas divisible par/?2, k'p? ou 

Qpp(Aa, fy D) est racine de l'équation Φ(λ·2) = ο, résultat important 
pour la résolution de celle-ci. 

54. On a vu que, si, dans l'équation modulaire 

Ψ(*», k'
t
) = ο 

du degré ρ -μ ι, on fait k égal à un module singulier du déterminant 
— D, les ρ H- ι valeurs de k\ seront, à quelques exceptions près, des 
carrés de modules singuliers du déterminant —-/>2D ; démontrons main-
tenant qu'on obtient, de cette manière, tous les modules du détermi-
nant — p2D. 

Soit k0 un de ces modules, et soit 

(90) #0 Co + 2 ù
0
 ζ0 H- c0 = ο 

l'équation qui définit le rapport (les périodes. Le cocfiicicnt a0
 est ou 

divisible par p2 ou premier dans le dernier cas, on peut substituer 
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à l'équation (90) une autre 

«ο^ + 2&'0ζ'0Η-Οο = 0, 

donnant la même valeur de AJ, où a'
0
 est divisible par p2. En effet, en 

posant 

S.= rTJ^' oil =I, 
on a 

d'où 
«

o
 = a0s'2 h- 8b0*'s -+- i(>e0s2, 

aoa'o= (α·β' -1- \K*y -+- 'VDA·8 ; 

or ou pout choisir s el s', de manière à rendre α
β

« 4- /j b0s divisible par 
/;, ce qui donne er0~o(mod/?9). Nous pouvons donc, dans l'équa-
tion (90), supposer a

0
 divisible par p2 et, par suite, b divisible par/). 

Eaisant maintenant L= -£, on a 

-:ζ»-)-2^ζ+Γ
0
=.., 

ce qui fait voir que A0
 se déduit du module A correspondant au rap-

port ζ el appartenant au déterminant — D par une transformation du 
degré/). 

Les valeurs de k\ sont des racines simples de l'équation modulaire. 
En effet, dans le cas contraire, A

0
 se transformerait en lui-même par 

une transformation du degré y;2, laquelle ne serait pas une multiplica-
tion ordinaire; c'est ce qu'on démontre aisément par les relations entre 
les rapports des périodes; mais 011 verra que cela conduirait à l'équa-
tion impossible ρ2 = (2# H- i)24-9*2y;2D, y étant différent de zéro. Il 
est également facile de voir que deux valeurs de AJ, déduites de va-
leurs différentes de Aa, ne sauront être égales; car, si cela avait lieu, 
011 pourrait, par des transformations principales du degré p) déduire 
d'un seul module du déterminant — ρ21) deux modules différents du 
déterminant — D, ce qui est impossible. 

Donc, en faisant, dans l'équation Ψ(Α% AJ) = o, k2 successivement 
égal à toutes les racines de l'cquation Φ(Α2/ = ο, débarrassant les 
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équations des racines qui appartiennent aux déterminants — D, —D/p² 

si — D est résidu quadratique ou multiple de jo, on obtiendra, par la 
résolution des équations résultantes, toutes les racines de l'équation 
Φ (A2) = ο relative au déterminant — />aD, chaque module ne se pré-
sentant qu'une seule fois. Il s'ensuit que le nombre des modules appar-
tenant au déterminant — p2 D est ρ — ι, ρ ou ρ H- ι fois plus grand que 
le nombre des modules du déterminant — D, suivant que — D est 
résidu quadratique, multiple ou non résidu de p. 

En désignant par F, (D) le nombre de classes proprement primitives 
du déterminant — D, on en tire la relation connue 

F1(P²D) = [p- (-D/ p)]F1(D), 

où cst 1° symbole de Legcndrc, et où, pour D =· i, le second 

membre doit être précédé du facteur1/2. 
Soit maintenant A

0
 un module de la première catégorie du détermi-

nant — 4D; alors, dans l'équation (90), a0
 est divisible par 4? est 

pair, c
0
 impair. En faisant ζ

0
= ce qui répond à la première trans-

formation du degré 2, on obtient 

β
.ζ·-»(£)ζ+^ = ο, 

équation qui définit un module de la première espèce et de la seconde 
catégorie du déterminant — D, et l'on a 

/. _ ,-χ 

On voit qu'à chaque valeur de A2 répondent deux valeurs de AJ, et que, 
pour deux valeurs différentes de A2, on a des valeurs différentes de AJ, 
à moins que l'une des valeurs de A2 ne soit la réciproque de l'autre. 

Donc, si, dans les deux équations en A (noe 15,17), on fait A = 1 ~~ \0, 
1 -H A'o 

on obtient les deux équations en AJ du n° 16; il est, en effet, facile de 
voir que les puissances impaires de A0 disparaissent. Gela revient d'ail-

Jouni. de Math. série), tome III. — Faso, II. 2() 
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leurs à faire, dans les équations en k delà première espèce et de la pre-

mière catégorie, k = -——» k = γ—^· 

Il est évident, d'après ce qui vient d'être dit, cjue le nombre des mo-
dules de la première catégorie du déterminant — 4 D est égal au nom-
bre des modules de la première espèce et de la seconde catégorie1 du 
determinant — D ou, ce qui revient au même, égal au double du 
nombre des modules de la première espèce et de la première catégorie. 

On en lire l'équation 

(pi) F,(4D) = aFl(D), 

où il faut omettre le facteur 2 du second membre si D = 1. 
On voit encore que, par la même transformation, les modules de la 

première espèce et de la première catégorie d'un déterminant de la 
forme — (4Λ — ι) se déduisent de ceux de la seconde espèce et de la 
seconde catégorie, el vice versa. Par conséquent, 011 obtient l'équa-
tion en k2 relative à la première espèce et à la première catégorie si, 
dans l'équation en k de la seconde espèce cl de la seconde catégorie, on 

remplace k par j
 +

 ^ cl qu'on chasse les puissances impaires de k. A insi 

tous les modules du déterminant — (l\h — 1) peuvent être trouvés au 
moyen de l'équation modulaire relative au degré h. 

Soit, par exemple, D = 11 ; de l'équation de la seconde espèce, 
trouvée au n° 12, 

A® -h V, /A5 h- 77 A * — IJ2ZÂ·8 — 77/12 -h 4\ik + 1 = 0, 

on déduit la suivante : 

A12 — 3kt0 + i34A·8 - 263A® 4- i34k* - 3k2 +1=0. 

Pour D = 1on tire de l'équation 

k2 — 6(1 — i)k\jk -1- 'loik ■+■ 6(1 -h i)y/k — 1 = o, 

trouvée au n° 19, 

16A4 — 28«A3 — 33A2 H- 28rk -H 16 = O; 
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d'où 
k2=- J^(i + *V3)2(7 + i\/T5)2. 

On a évidemment la proposition suivante : Pour un déterminant de la 
forme — (4Λ — ι), le nombre des modules singuliers de la première 
espèce et de la première catégorie est égal au nombre de ceux de la se-
conde espèce et de la seconde catégorie. En désignant par G, (D) le 
nombre des classes primitives du déterminant — D, on peut conclure, 
en se rappelant ce qui a été dit du nombre des modules appartenant à 
chaque classe (n° 5), que, si D = 8Λ — ι, on a 

(92) G,(D) = aF,(D) 

ci, si I) — 8h H— 3, 

0)3 ) 3 G,(D) = \ F,(D), 

formule qui, pour D = 3, doit être remplacée par G, (D) = 2 F, (D). 
Des relations (91), (92), (93) on obtient aisément les équations entre 
Gf'|//), F(4/i), G(/i), F(/i) dont il a été parlé au n° 25. Ο11 voit que 
les règles relatives au nombre des modules s'énoncent plus simplement 
(juo celles qui regardent le nombre des classes. 

Vil. — RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS DES MODULES SINGULIERS. 

35. En nous occupant de la résolution des équations des modules 

singuliers, nous supposerons adjointe l'irrationnelle i\fh. Sous celte 
hypothèse, on a le théorème suivant : Le carré de tout module singu-
lier s'exprime rationnellement par le carré de tout autre module 
appartenant au même déterminant, à la même espèce et à la même 
catégorie. 

Dans la démonstration, nous supposerons que, dans les équations de 
la forme ΑΖ2 -h ibX, H- C = o, définissant les modules singuliers, les 
coefficients a ne soient divisibles par aucun nombre premier impair 
dont le carré divise D. On sait, en effet, qu'on peut trouver une forme 
quadratique (a,, bn c,), équivalente à (a, b, c), telle que soit pre-
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niier à un nombre donné quelconque, et il est facile de voir qu'on peul 
en même temps obtenir qu'elle réponde au même module que («, ft, c). 

Cela posé, commençons la démonstration par le cas de la première 
espèce et de la seconde catégorie. Soit 

αζ- 4- 2 ft ζ 4- e — ο 

l'équation du rapport dos périodes appartenant au module ft; soient, 
de plus, ρ un nombre premier divisant a, ft, le module correspondant 
au rapport ζ, = ρζ; alors on a 

^4-2ftÇ,4-cp = o; 

de plus, ρ- ne divisant pas D, ftj appartient au déterminant — D et 
s'exprime rationnellement par ft3. En désignant parp

t
 un nombre pre-

mier divisant -> par ft2 le module appartenant au rapport ζ, = ρ, ζ,, on 

a de même 

a/pp1ζ2 2 ftζ, 4- cppt = ο, 

ft2 s'exprimant rationnellement en ft; et, par suite, en ft2. En conti-
nuant ainsi, on finit par avoir l'équation 

ζ2 4- 2 bl
n 4- ac = ο 

et le module ka1
 et l'on sait exprimer ft2 rationnellement en ft2; d'ail-

leurs, cette équation peut être remplacée par la suivante 

ζ„24-ϋ = ο, 

qui donne la même valeur de ft2. Soient main tenant k
m

 un module quel-
conque de la première espèce, de la seconde catégorie et du détermi-
nant — D, ζ,

η
 le rapport de ses périodes, et soit 

amCm² +2b/nfcm 4~ c,
H
 ο, 

on démontre, par une marche inverse, que ft2, s'exprime rationnelle-
ment en ft2 et, par suite, en ft2. En effet, faisant ζ'„ = 4- ft,„, ce qui 
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ne change pas ArJ, on a 

X>n H- * b„£
n

 -+- a
m

c
m

 — ο ; 

en désignant, de plus, par ρ', p'
t
, ρ... les facteurs premiers de 

faisant ζ, = p%
n
+n ζ

Λ+ι
 = //,ζΛ+ι, · · ·> on obtient une série d'équations 

pV
M

 + 2b
m
^ , + α-ψ = o, />>', ζ?

/+2
 + 2«,.* + a-f£ = Ο, . 

et la série des modules correspondants λ'Λ+ί, — Or les derniers 
termes de ces séries sont l'équation 

amS/t ^ Cη "f- ^in — Ο 

et le module Aw; de plus, le carré de chaque module s'exprimant en 
fonction rationnelle du carré du précédent, on obtient k2

m
 en fonction 

rationnelle de h2. 
Considérons ensuite les modules de la première espèce et de la pre-

mière catégorie. On voit immédiatement que le coefficient a est impai-
rement pair si D est de l'une des formes f\h + i, l\h ■+- 2, et que, pour 
1) = 8 Λ 3, on a α = 4 (mod 8). Pour D = 8Λ -+- 7, on peut, comme 
011 le démontre aisément, sans nuire à la généralité, supposer 

α = 8 (modiG); 

ainsi ce cas se subdivise en deux autres : D = iG/i -+· 7 avec b = iïh'dz ι 
et D = 16h -+-15 avec b = 8h'±l 3. Enfin, dans le cas où D est divi-
sible par 4, les modules se partagent entre deux équations, suivant que 
e = 4 011 α so (mod8); mais, puisque les racines de l'une de ces équa-
tions sont les réciproques de celles de l'autre, il suffît de considérer 
celle où a ΞΞ l\. Nous pouvons donc supposer que, en posant 

a = -+-1), 
on ait 

π = 1 si D = 4Λ -h 1, !\h -+- 2, 

π -- 2 si D = 8h 4- 3, 4A> 

π = 3 si D = 8Λ -h 7. 
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Cela posé, considérons les divers cas. Soit d'abord D = !\h -+- ι ; par 
le procédé employé plus haut, on déduit de l'équation 

αζ24- 2&ζ -h c = ο, 

correspondant au module A, l'équation 

2S;-+-2W„+ =0, 

<pii répond à un module k,n kl étant rationnel en A2. De ce module et 
de cette équation, on déduit le module k

m
 et l'équation 

d ni ^rn ^ k/n^in ~t~Cm = 0 

k'l, étant fonction rationnelle de A* et, par suite, de A2. 
Si D est pair, les choses se passent de la même manière, avec la seule 

différence que l'équation 2ζ*4- 2*£„4- = ο est remplacée par 

2 4- ~ — o, si Ό == 2 (mod 4)? 

par 

4ζ" 4- -y = ο, si D == \ ( inod 8) 

et par 

4'£« ~+~ 4ζ/ί H t~—siD = o (mod 8). 

Si D = 8/< 4- 3, on obtient l'équation 

«:±at+^2=o; 

si D = ι6Λ 4- 7, on trouve 

8ζ„± 2ζ„ -+- =o, 

el, si D = 16Λ 4-15, 

8ζ;+6ζ„+ 5+2= ο, 

où l'on doit prendre les signes supérieurs si b = 1, les inférieurs si 
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b~ — ι (mod 4). On voit par là que les carrés des modules A et k
m 

s'expriment rationnellement l'un par l'autre, si A = 6m(mod4)· Pour 
compléter la démonstration, il suffit de remarquer que les modules 
pour lesquels b = ι sont les réciproques de ceux pour lesquels b ~ — ι, 
ce qu'on vérifie par une transformation linéaire. 

Examinons enfin les modules de la seconde espèce. Dans la seconde 
catégorie, a est iinpaircment pair, b impair; par conséquent, la dé-
monstration se fait comme pour les modules de la première espèce et de 
la première catégorie d'un déterminant de la forme [\h -f- i. Dans la 
première catégorie, les modules se partagent entre deux équations, 
dont Tune correspond aux valeurs de a divisibles par 8, l'autre aux va-
leurs qui ne le sont pas; mais les racines de la seconde étant les réci-
proques de celles de la première, on peut se borner à celle-ci. De plus, 
c étant pair, b impair, on a 

/; = 8Λ'±ι, siD = i6/t+i5; 

b = $h'±:3, siD = rGA-h7· 

On obtient, dans le premier cas, 

8C² +- 2Cm + D+1=o; 

dans le second, 

8ζ2±6ζ„+^=ο; 

donc, comme plus haut, A2 et k'j
n
 s'expriment rationnellement l'un en 

l'autre, pourvu que A/rt (mod 4)· Or les modules pour lesquels 
b Ξ?~Ξ — ι sont les compléments de ceux pour lesquels b~+ ι ; pour le 

faire voir, il suffit d'employer la transformation ζ = — qui change 

le module en son complément, et l'équation αζ2 -h ibX> -f- c = ο en 

4cζ'2 — 2&ζ'-+-^ = ο, ou maintenant 4c est divisible par 8, ^ par 2. 

Par suite, k2
m

 s'exprime rationnellement en A2, môme si 

b
m
= - b (mod 4). 

Le théorème est donc démontré dans tous les cas. 
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56. Par l'adjonction de fy^, l'équation Φ(&3) = ο, qui détermine 
le carré du module singulier, est devenue abélienne. 11 résulte de ce qui 
est dit au numéro précédent qu'on passe d'une racine à une autre en 
opérant sur la première plusieurs fois de suite avec les symboles φ^ρ, 
yPx%?x, ... du n° 53, ou en prenant le module réciproque ou le complé-
ment du module ainsi obtenu. Pour démontrer le théorème ci-dessus, 
il suffit donc de faire voir : i° que les symboles φ ?ι sont échan-
geables, c'est-à-dire qu'on a 

2° que 
(^7>»p)rnp, />,.?, )/>,pi 

(1 / k²) = 1 / kpp(I~~ 1- k²pp 

Kemarquons d'abord, pour abréger la démonstration, que dans l'é-
quation «ζ2 -+- 2 Βζ -+- c = ο, qui définit le module /r, on peut supposer 
que a soit premier àpp,. Cela posé, désignons par ζ', ζ

η
 ζ", ζ

2 les rap-
ports des périodes appartenant respectivement à /yp, (tf,,?)Px.?x-> 
(k²p1w °i soit 

a% - -h 2Ζ/ζ' 4- r' — ο, «,ζ2 + 2^,'ζ, 4- c, = ο, 

o"Z"i-h ib"£"-+- r"= ο, a >'Ç2,4- 2 Ζ>.»ζ2 -+- = °· 

Or, si ρ el ρ, sont différents, on a, d'après les équations (88), 

a" — a., = opp
t 

el 
l/ = b (mod «), // ΞΞ—ρ ( mod/>), 

B"~B' (mod αρ), 1>"ΈΞ~ — Ρ, (modΡ,), 

d'où 

h" "b (mod α), b"~—ρ (mod ρ). b"z=~ — ρ, (modo,); 

de la même manière, on a 

b.y — b (mod α), h
a
~=—p (mod ρ), />

2
~ — ρ, (modρ,); 

done 
/>2 = b" -h happ{, 
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h étant un entier. En substituant, on trouve 

appt ζ"2 4- 2 &"ζ" +c" = o, 

app
{ ζ

2 2 (&" -+- ) ζ2
 4- — ο ; 

d'où Ton conclut, en se rappelant que les déterminants sont les mêmes, 

ζ, = ζ"-Α, 
ce <iui donne 

(^/>,p)/>,.p, (^Vi.pi )/',?' 

Si yj - yj,, il y a deux cas : on peut avoir ρ, = p, et dans ce cas 
l'échangeiibilité est évidente. On peut aussi avoir ρ, = — ρ : alors on a, 
pour la première transformation, comme plus haut, 

a' - = op, // l - h ( mod a), V — — ρ (mod ρ) ; 

niais, a' étant divisible par ρ, on doit, pour le passage de ζ' à ζ", em-
ployer Γ équation (89) : donc 

a"=~a, b" = b' : b (mode). 

Il s'ensuit ζ"= ζΛ, /έ étant entier; donc 

U)-l) —^x~ · 

L'cchangeabilité est donc démontrée encore dans ce cas. 

Démontrons maintenant l'égalité ( -^ ) = 7 ' -· En désignant par ζ' 
la même chose que plus haut, on a (35) 

ζ = pV — u, où 11 - ~(mod />). 

La transformation linéaire ̂  change Aa en donc, en dési-

gnant par ζ, un rapport de périodes elliptiques appartenant à on a 

* I 4-3/^,' 
donc, en faisant 

α,ζ, 4- 2 0,ζ, 4- c, = ο, 
Jottrn. rie Math. (4' série), tome III. — Kusc. II. 00 



23ο SYLOYV. 

on trouve 
a

i
 = a -h \bp -+- \cp\ 

b, = h -+- 2c». 

Soit enfin ζ', le rapport des périodes appartenant à (j^J ; on a 

ç, = />ζ, - w,, ou «/,: ■ -it (modρ). 

lin exprimant ζ' en ζ\, on trouve 

2//«t + (l + 2ρΐί)ζ{ 

* ι — 2//^ H- 2/>*ζ| 

relation qui définit une transformation linéaire conduisant de k'r ? à 

(I/k²)> comme, de plus, on a 

2jo2 -2 (mod-i), 
on conclut 

(I/k²) pp = I / k²pp 

Démontrons enfin qu'on a, pour les modules de la seconde espèce et 
de la première catégorie, 

0 ^^ )/>»p= I - k²pq 

lin conservant la signification des lettres ζ, ζ', u, soit 

ζ = — jy > d'où \cX
i
\ — 'lbZ

t
 -4- 7 = o, 

de sorte que ζ, réponde à ι —· Aa, et soit ζ', le rapport des périodes ap-
partenant à (i — k2)p,r Si maintenant c est premier à />, on a 

ζι=^ζ',-α,, où η,ιξ Λ— ( mod ρ ) ; 

on en tire, en remarquant que 4 μμ,τξ— r (mod /?), 

1±ί"ϋΐ_4< 
C'= P / 4u - 4pC' 
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Or, cette équation définit une transformation du quatrième degré et 
du cas Ια(15) : donc on a 

(I - k²)pp = 1 - k²pp 

Si c est divisible par ρ, on a 
p=^± !>. 

Avec le signe supérieur, on a 

9. h a 
U-r: --, h | ΞΞΞ — Q-J : 

donc !\ uu
t
 —- — i, comme plus haut. Avec le signe inférieur, on a 

i/ = o, Ζ^=ρζ', =C1/p, 

el par conséquent ζ' = — ce qui donne encore 
4ii 

(' - ^'a)p.p= 1 — Κ ρ· 

Ce n'est qu'en traitant les équations delà première catégorie d'un 
déterminant de la forme — (4h -h 3) qu'il est nécessaire d'employer 
les fonctions ι — k*. Or, dans ce cas, l'équation Φ(Α,Ϊ) = ο se dé-

compose par l'adjonction de iyn en deux autres Φ, (/r2, /\/D) = o, 

Ψ, (/ι2, — is/ύ) = ο; les fonctions ~ > ι — k2 servent à exprimer les 

racines de l'une de ces équations par celles de l'autre; les fonctionsypp 
suffisent pour exprimer les racines de chacune d'elles, les unes par les 
autres. 

57. Désignons par S^p la substitution qu'on obtient en remplaçant 
chaque racine k* de l'équation Φ(/τ2) = ο par la racine φ/,,ρ(A*y, )). 

L'ensemble des substitutions renfermées dans l'expression 

°/·,p* /»ι.?ι · /»î-pr * * 

forme évidemment un groupe G, dont l'ordre est égal au degré de l'é-
quation, à moins qu'elle n'appartienne à la première catégorie et à un 
déterminant de la forme — (4h 4-3); dans ce cas, l'ordre du groupe G 
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est égal à la moitié du degré de l'équation. Après l'adjonction de i\/D, 
le groupe de l'équation est contenu dans G. En effet, posons 

k'j = 0j(K), 

les fonctions rationnelles 0y étant choisies parmi celles qu'on obtient 
par le procédé du n° 55; si une substitution Τ du groupe de l'équation 
remplace Zrjj par elle remplacera k* par Oy[Op(AJ)] ou, ce qui 
est la même chose (36), par 0 p(kj); par suite, la substitution Τ appar-
tient au groupe G. 

De l'équation (q'i) on tire 

°AΡ — Jt>~? ι 

en supposant que ρ divise D, on a 

(
c: i ο (inod ρ ), 

donc 
Jp,0 — α/Λ<η °/>,0 — 1 · 

Cherchons l'ordre de S^p. En faisant subir au module k la substi-
tution Sp

>p
, on obtient un module k

m
 qui, en supposant a premier à ρ, 

est défini par l'équation 

&P Sm -+- 2 b
m

 u
/n
 + ('m — Ο, 

OU 

b~
m

 :ξξ — D (mod apm ), 
b

tn
-^b (mod α). 

bm7 '■ p (mod/>), 

congruences qui déterminent b
m
 aux multiples de ap'n près. Pour que 

S™p soit la substitution identique, il faut et il suffit que K = k*, c'est-
à-dire qu'il soit possible de trouver quatre entiers /', .s, /·',s' satisfaisant 
aux équations 

rs' — r's= f, 
apm = as'2 4- 2 bss' 4- csa, 

b,
n
 = b 4- ar's' 4- ibr's 4- ers, 
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5 étant divisible par 4· Si Ton avait 

s ξξξ ι (mod4)> 
on aurait 

Λ« — ρ 
et, si s était impair, 

À·2 - (i±iV*Y 
I - ikVk 

De ces équations on tire 

2 bss' -+- es* ΞΞΞ o, 
2br' s H- ersξξ o (mod a); 

d ou 
2bs~ o, cs=o (mod a). 

S'il s'agit de la première espèce, a,'ib,c n'ont pas de diviseur com-
mun : donc on a 

5ξ=ο (mod a); 
en faisant 

s=ya, 
on trouve 

pm = s'2 4- 2 bs'y -h acy2 = (s' 4- by)2 -h D/2, 

y et s'-f- by étant premiers entre eux. 
Au contraire, s'il s'agit de la seconde espèce, on peut seulement 

conclure que s est divisible par en faisant alors 

a 
s=*y< 

on a 
/ipm = 4-ç'2 f\bs'y 4- acy* = (2s' 4- by)* 4- Dy2, 

y et 2 s' -h by ne pouvant avoir un autre diviseur commun que 2. 
Si D = 8A — i, y ne peut être impair, car l'équation donnerait 

4/>w==o (mod 8), 

ce qui est absurde; si D = 8Λ 4- 3, 2 est impair et, par suite, y pair. 
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Donc, en faisant pour la seconde espèce y — 2η, on a 

pm = (s'~h br^* ■+■ Dr,2, 

comme pour la première. Pour que S^p soit de l'ordre m, il faut dont; 
que pm puisse être représenté par la forme principale en nombres pre-
miers entre eux. 

Supposons que cette condition soit remplie et qu'on ail 

ρ'" =z χΛ h- /2D, 

χ et y étant premiers entre eux. Kn faisant 

s = ay, s' = χ - by, 
011 a 

pm — s"2 ·+■ 21) .s'y -h acy2 ; 

s et s' seront premiers entre eux; en effet, lin diviseur de y ne peut 
diviser s', et, si un diviseur de a divisait s', il diviseraitpm, ce qui est 
contre l'hypothèse. Donc, il est possible de choisir les nombres r, r de 
manière à rendre rs' — r's égal à ι. Cela posé, on a 

apm = as'- -+- ibs's -f- es2, 
et, en faisant 

b' = h H- ar's -h ·ι br's -f- ers, 
on a, de plus, 

b - _· — D (mod apm ), 
b' b (modo), 
b'~±p (mod y?). 

lin supposant qu'on ait 

b'--— ρ (mod ρ). 
on en conclut 

//.. = b
m
 (mod ap'u), 

de sorte que le carré du module défini par l'équation 

αρηΧϊ* -f- 2b'XJ -+- = ο 

est égal à /r2,; donc, k
m
 appartient à la même classe de formes que le, et 
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si de plus ay est divisible par 4, on a 

K, = ΑΛ S" = ι. 
Si l'on a 

b' -+- s, 
ou a évidemment 

3/».-P — 1 » 
ce qui entraine S£p = ι. 

On trouve des considerations parfaitement analogues dans le Mé-
moire du P. Joubert (Comptes rendus des séances de l'Académie des 
Sciences, t. L). 

De l'analyse précédente, on déduit ces règles : en désignant respec-
tivement par m, m,, m2 les exposants des plus petites puissances de ρ 
qui puissent être représentées par les formes a?2-f-Dy2, a?2-h 4 Dy, 
xl -h.iG Dy2, l'ordre de la substitution Sest égal à m pour les équa-
tions de la première catégorie, si D = !\h — ι ou = Î\h\ il est égal 
à m, pour les équations de la première catégorie, si D = 4A-i-i 
ou —4h + 2, et pour les équations de la seconde espèce et de la se-
conde catégorie ; enfin il est égal à m.À pour les équations de la première 
espèce et de la seconde catégorie. 

Supposons que, D étant de la forme 8Λ h- 3, on ait 

4/' = #a-t-/2D, 

./; et y étant impairs, et que η soit le plus petit exposant pour lequel 
cette équation puisse être résolue. Alors S*

>p
 est, pour l'équation de la 

seconde espèce, la plus petite puissance de SPtp qui remplace chaque 
module par un autre appartenant à la même classe de formes. Or 
on a 

p3n = (x3-3xy²D / 8)
+
 ̂ '

y
-
r

'Dy
D 

On en conclut que S^cst de l'ordre 3/2 si, pourD = 16A-+- 3, on a 

oc1 -'ξξ y ■ (mod 16), 

e t si, pour D = 16 A' -t- 11, on a 

x2^c)y'~ (mod iG). 

Dans les cas contraires, S^p est évidemment de l'ordre G/2. 
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On peut aussi conclure de ce qui précède que est de l'ordre 2, 

à moins qu'on n'ait 
ρ ~ D = 4 Λ — 1 

et que l'équation appartienne à la première catégorie. 

38. Nous considérerons, dans les numéros suivants, la décompo-
sition des équations des modules singuliers en équations partielles cor-
respondant aux divers genres de formes quadratiques. Soit, comme 
plus haut, Φ(/ι3) = ο une des équations appartenant au détermi-
nant — D, A J une de ses racines que nous supposerons définie par les 
équations 

,Vi) .2(1),= /),.2ω, + σ,ω'„ 

i \/U ω ', = — c,. 2 ω, — b
K
 ω ', ; 

d ou 
a
t

L] -t- '20
t

Ç, -+- r, = o. 

Soit, de plus, ρ un nombre premier impair, diviseur de D, et dési-
gnons par lu<a1 lti„ l

l>n
 ..., lup_, les modules qu'on déduit de /», par 

les transformations principales du degré p-h 1, l
 r

 étant celui qu'on 
a* 

obtient par la division de la période (ï+j'/VD)® (n° 30). Nous 
supposerons enfin que a, soit premier à ρ, ce qui est permis, de sorte 
que nous pouvons faire xs = 2ω,. Cela posé, considérons, en suivant la 
voie indiquée par M. Kronecker dans sa célèbre Communication de 
1862, le produit Δ, des différences des /; ,

H
, formé d'une manière dé-

terminée, par exemple la suivante : 

A1CL -/dcl-I, :>···(';, ->L~,)· 
χ CLCL-'L)· .). 
χ CL CL -<:,)··-CL-. - 'L ). 
.................................................. 

χ - lUp)· ■ - <
r

)· 

Plus loin, on verra que la valeur de Δ, est indépendante des coeffi-
ficienls a

n
 h

{
, c,, le carré du module primitif A** étant déterminé. On 
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sait que Δ, n'est pas altéré par une substitution linéaire 

u -ξ 

relative aux seconds indices, pourvu que α£— βγ soit un résidu qua-
dratique de />, mais qu'il se change en — Δ, dans le cas contraire. Or, 
d'après le n° 52 B, le groupe G' contient les substitutions | u u -4- β |, 

et le groupe II' en outre les substitutions | u — u -4- β |; donc Δ, est 
invariable parles substitutions de G', et sijo = i (mod 4)> il l'est aussi 
par les substitutions de II'; ail contraire, si p = — 1 (mod 4)» la sub-
stitution | u — u | change Δ, en —Δ«. 

Dans le premier cas, Δ, s'exprime en fonction rationnelle et entière 
de A;. Dans le second, il s'exprime en fonction entière de A| et de r'\/D ; 
or, puisque la valeur qu'induitΔ, par la substitution | u — u\ se dé-
duit de la valeur primitive en changeant le signe de i\/D, on conclut 
que Δ, est égal à une fonction entière de k2 multipliée par i y^D . Nous 
pouvons donc écrire 

^« = Ψ(*Ϊ)» si/>==i (mod 4), 

Δ, = îyd) ψ(Λ;), si/?== — 1 (mod 4)· 

( )n se rappelle que, pour un nombre ρ donné, la fonction .ψ (A*3) est 
identiquement la même pour toutes les racines de l'équation 

Φ(Α2) = ο. 

Kn désignant par A2 un module indéterminé, par Δ le produit des 
différences des racines /3, /J, /J, l2

p
_

x
 de l'équation modulaire du 

degré j» + i,ona 

A = V (-I) p-1 / 2 

y dénotant une fonction entière. Pour faire coïncider Δ avec Δ, pour 
k1 = AJ, nous supposerons que Δ dépende de /3, /3, ..., de la même 
manière que Δ, dépend des l\

 0
, ..., et que désigne le mo-

dule obtenu par la division de la période Α,^ω-μα,ω', /„ celui qui 
Jouvn. de Math. (4* série), tome III. — Faso. IL <J I 
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répond à (ι H- ô, «)2to + a
s
 ιιω'. On a donc 

(95) 
Ψ(Α1 ) = \lpySk*)> Si p=i (mod 4), 

■KA1) = \/b"/.(A1)' si/> = -i (mod 4). 

Soit maintenant A2 une autre racine de l'équation <I>(A2) ο déter-
minée par l'équation 

α2ζ2-Η 2 0
2
ς
2

π- c
2
 = o, 

«
2
 étant premier à /), et soient l.

itin
 Δ

2
 les quantités <jui correspondenl 

à /
ltM

, Δ, ; nous avons 

Δ, = ψ(Ατΐ), si/)==i (mod 4), 

Δ
2
 = ?ν^ψ(^ο)> si p==— ι (mod 4). 

D'autre côté, faisons varier ζ de ζ, à ζ
2

, et appelons Δ', /„ les valeurs 
de Act de l

u
 pour ζ = ζ

2
 ; nous avons ainsi 

*=V(-1 yp?SK). 

Puisque les V
u
 coïncident, à l'ordre prés, avec les lun on a 

A' = dt A2. 

Pour déterminer le signe, remarquons qu'en faisant ζ = ζ
2

, 2<o et ω'de-
viennent respectivement 2ω

2
 et ω

2
; donc l'

u
 correspond à la période 

(i -h b, u) 2b), 4- a, ί/ω',, tandis que l.
2tU

 correspond à 

(ι -4- wô
2

)2G>2-h α
2
«ω'

2
; 

donc, en faisant /„, = /
2>K

, on a 

u'==~.— (modo). 

Ainsi, A' se déduisant de A
2
 par une substitution linéaire sur lesl2u 

dont le déterminant est ακ a2, on a 

A'= A2 ou A' = — A
2

, 
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suivant que a,a3 est résidu quadratique de p ou non. Dans le cas 
spécial où k] coïncide avec k'\, a, a

2
 est résidu, les deux formes (α,, b

K
, c,) 

et (a2,ù2, cu) étant proprement équivalentes; donc, k* étant déter-
miné, la valeur de Δ, est indépendante du choix des coefficientsa1, 
b

n cn comme nous l'avons dit. En général, on trouve 

(96) 
ψ(^) = (ητ)^χ(*ΐ). si P = I (mod/,), 

•H/'D = (2yî)\/Ëx(/cO> si/)=-i (mod 4)> 

("/?) °tant symbole de Lcgendre. 
Avant de faire usage des équations (<)5), (9C), il faut démontrer 

que leurs deux membres ne s'annulent pas séparément, ce qui ne pré-
sente pas de difficulté. En effet, si l'on avait Δ, = o, deux racines l'*, 
Γ* de l'équation modulaire seraient égales; en désignant par ζ',, ζ", les 
valeurs de ζ qui correspondent, on aurait 

ζ, = pl\ -h m'=ρζ\ -h m" 
ou 

C1 = pC1 + m' = C / p 

on en lire respectivement 

^ = p ou ζ, =P% +pm', 

d'où Ton peut conclure que le module l\ admettrait une multiplication 
complexe du degré ρ2. Or, l\ appartenant nécessairement au détermi-
nant — p'1 D, on aurait l'une des deux équations 

p1 = ar-+-y'-p2D, 4/>2 = ica-t-ysp2D, 

y n'étant pas zéro; mais ces équations sont impossibles, à moins qu'on 
n'ait 

D = 1 ou D = 3, 

deux cas dont nous n'aurons pas à nous occuper. 
En supposant que p soit ξι (mod 4)> on voit que toute racine de 
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l'équation Φ (A*2) = ο satisfait à l'une des équations 

·}(£·») = VÎ>-/,<7c2) 011 ψ ( λ'1 ) = — <Jp ·/_( A·2 ). 

Désignons par 
Κ(Α·=, V» 

le plus grand commun diviseur des polynômes Φ(Α2) cl 

ψ(Α2)-v>'/(A2); 

alors F(Ar2, — sera le plus grand commun diviseur de Φ(Α2) et de 
ψ (A2) -h ν^χ,(Α2), et puisque l'équation des modules singuliers n'a pas 
de racines doubles ou multiples, on a 

(97) Φ(Α2) = F(A3, \fp) F(A*2, — \fp) ; 

de plus, on voit que les racines se distribuent entre les deux facteurs 
du second membre d'après les valeurs de en d'autres termes, sui-

vant le caractère relatif au module ρ que possède la forme quadratique 
correspondante. Pour abréger, nous attribuerons dans la suite ce carac-
tère au module lui-même. 

Pareillement, sip~ — 1 (mod 4)» et que g ne soit pas un carré par-
fait, on trouve 

(08) <!>(/,·') = F (AS y/g) F (AS - y/g), 

les modules se groupant suivant leurs caractères (mod ρ). Dans le cas 
où 1) est un carré parfait, cette formule peut être remplacée par (97 ). 

On a vu, au n° 22, que si D n'est pas un carré, Φ(Α2) se décompose 
en deux facteurs par l'adjonction de v^D ou de i ̂ D. Supposons d'abord 
que la première décomposition ait lieu, et faisons 

Φ(Α») = Φ,(λΛν/υ)Φ,(λΛ-ν'ΰ); 

si maintenant/> = 1 (mod 4)> on a en même temps l'équation (97); il 
s'ensuit évidemment qu'à l'exception des cas où D = ρ, Φ,(Α2, VÛ) 
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se décompose par l'adjonction de \[p en deux facteurs, de sorte qu'on a 

Φ,(*», v/D) =/(*·, y/p, VD)/(*», - v?, VD), 

V (A% v?) =/(A'S vfo ^)/(Α', fc-jO). 

Ainsi Φ(Α2) est décomposé en quatre facteurs /{k*, ± y'/j, ± V^Oj 
de manière que les racines de /(A-2, ± y^D, V?) = ° possèdent le 
même caractère (mod ρ), celles de/(A2, ± y^D, — y^) = o, le carac-
tère opposé. 

Si ρ ==— ι (mod 4), l'équation (97) est remplacée par ( 98) ; on aura, 

pourvu que — ne soit pas un carre, 

<!>,(/.·*, vB) =/(k', y/p, yjD)f(k>, - VÎP, v^>); 

K^'V^) =/(**· fa - fa - VD)· 

Donc Φ (A2) est encore décomposé en quatre facteurs, mais ici les 
racines des équations 

/(/>·', y/p, y/ D) = o, /(A1, - y/p, - y/15) = ο 

possèdent le même caractère, celle des autres le caractère opposé. 
Dans les cas où la décomposition par iy^D a lieu, on a 

Ψ (A1) = Φ, (AS «VD) Φ, (*», - « v'D), 

et, si /> = 1 (mod 4) : 

Φ,(Α°, iy/O)—f(k*, y/p, iy/û)f(k>, - y/p, iyJB), 

v (AS v£) =/(ASvi, i'v/E)/(AS fp, - «VD); 
si /> = — 1 (mod 4)) 

Φ,(^,«ν°) =/(AS i'vi, i'VI5)/(AS - i\Jp,i\tM), 

^(as V^) =/(AS iVD)/(A'S - i'Vp, - i'VO); 
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d'où l'on tire des conclusions analogues à l'égard des caractères pro-
pres aux racines des quatre équations partielles. 

39. Soit maintenant D = m2 D', m2 étant le plus grand carré divi-
sant D, et désignons par p

n
 ..., les nombres premiers impairs 

qui divisent D; dans les cas ou D' >2, nous supposons quep^ soit un 
diviseur de D'. Choisissons de plus pour chaque module singulier 
l'équation αζ2 H- 20ζ -H c = o, de telle manière qu'on puisse recon-
naître l'ensemble des caractères du module par l'un des coefficients 
extérieurs; ce sera c ou α qui servira de nombre caractéristique, sui-
vant que le module appartient à la première ou à la seconde caté-
gorie. Cela posé, étudions la décomposition du polynôme Φ(Α2) par 
l'adjonction simultanée des radicaux p

n
 \j±p

t
, · ··> v — /V ^ 

faudra pour cela distinguer plusieurs cas. 
Soit d'abord D = 4h H-1. Si D'> r, on a 

Φ(Λ=) = Φ,(A% v'I»)Φ,(- VU); 
d'après le n° 22, on peut supposer que, pour les modules qui appartien-
nent au premier facteur, on ait c— 1 ou a = i(mod.f), ou bien, en 
faisant usage de l'expression de Gauss, que les modules qui possèdent 
le caractère (1, 4) appartiennent au premier facteur, ceux qui ont le 
caractère (3, 4) au second. A son tour le polynôme (1\ (A2, y;D) admet 
une décomposition relative à chacun des radicaux \ yp.

2)
 ..., \ρμ : 

Φ, (A··, s/D) = /, (A·2, yfr, s/D)f (A·2, - yip„ yU) = ... 

= Λ-
1
(/ι*2) V//v7> ν^)/μ-«(^% - vW-n vD). 

On en conclut que Φι (A2, ^B) = ο se décompose en a·1-1 équations 
partielles de la forme 

(99) /'(^î V>i> ···» = ο, 

où le premier membre est le plus grand commun diviseur de 

/. (A'S V>., VU), /,(*% V/»J, VU), ..., /
μ
_, (As, V/V-I' VU). 

Si, dans l'équation (99)» 011 change le signe de l'un des radicaux 
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Vp1···» VTV-m Par exemple celui de \[p~
n

 en conservant les autres 
signes, on obtient une nouvelle équation, dont les racines ont conservé 
les caractères relatifs aux modules pa,..., /y_n pendant que leur carac-
tère (modp

t
) est changé. Par cela le caractère (mod/?μ) est changé 

ou conservé, suivant que p
t
 divise D' ou non. En mettant l'équa-

tion (99) sous la forme 

(100) φ(Α·% V& ···> =0, 

la nouvelle équation sera 

?s/Pit s/Pu · ··> V/V-1 » ·+■ V/v) —0, 

où évidemment il faut prendre le signe supérieur si p
t
 divise D', l'in-

férieur dans le cas contraire. Donc le signe de \fp,μ doit aussi être déter-
miné suivant le caractère que possèdent les racines de la nouvelle 
équation par rapport au module/>μ. L'équation Φ, (A2, — ^D) = ο se 
décompose de la même manière; si dans une de ses équations par-
tielles on veut avoir les mômes caractères (mod p

t
), ..., (mod ρμ_,) 

(|ue dans l'équation (99), le caractère (mod//μ) sera changé; en vertu 
(le ce qui a été dit au numéro précédent, on a ainsi l'équation 

./"l·'·2.(— i)*"" 'Vy.,VF. .'V/v-n — νΊ>] =.. 

ou bien 

? I.A·2, (- 05'"' V/»» "v>ï. ···.(-·)*' "" 'V/V-u -(-l)3(V'V/vJ =0; 

on démontre la dernière équation en remarquant que les diviseurs pre-
miers de D' qui sont de la forme !\h — 1 sont en nombre pair. L'équa-
tion Φ(Α·2) = ο est ainsi décomposée en 2* équations partielles du 
même degré, répondant chacune à un genre déterminé de formes qua-
dratiques du déterminant — D. Supposons que l'équation proposée 
soit de la première catégorie, et déterminons les signes des radicaux 
ylp

n
 ..., yjpy. de telle manière que l'équation (100) réponde au genre 

principal; on en déduit l'équation partielle satisfaite par le module défini 

par la relation «ζ* 4- 2&ζ-Ηο= ο, en changeant \jp
r
 en sfpï, 
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quand c= ι (mod 4) ; en (— ιy(Pr~u (jL^j \Jp
n

 quand c— — ι (mod 4), 

c'est-à-dire qu'on obtient l'équation partielle cherchée en remplaçant 

\ip
r
 par \[p

r
. S'il s'agit d'une équation de la seconde catégorie, 

c doit être remplacé par a. C'est la règle indiquée par M. Kronecker, 
à l'occasion des déterminants — 21, — io5; il faut pourtant remarquer 
que la classification des modules singuliers que nous avons adoptée ne 
coïncide pas avec celle de M. Kronecker. Ces résultats sont encore 
valables si D' = 1 ; en effet, on trouve dans ce cas l'équation (îoo) par 
décomposition immédiate de Φ(Α,2) = ο, et il n'existe pas de genre 
ayant le caractère (3, 4)· 

Supposons D = f\h — i. On a aussi D' = — 1 (mod 4) et, par suite, 
IV contient au moins un diviseur premier de la forme (4h — 1); nous 
pouvons donc supposer 1 (mod 4)· Pour écrire plus simple-
ment les formules, nous poserons 

p
t
~^ip

2
~... ΞΞΞ^λΕΞΞΙ, />>^e=y>>_2= . . . =/>μ=— I (modf). 

Considérons d'abord les équations de la première espèce et de la 
première catégorie. L'équation Φ(Α·2) = ο se décompose en deux 
autres Φ, (A2, i y/D) = ο et Φ,(Α*2, — iyfD) = o, où il est permis de 
supposer que les modules pour lesquels le coefficient b est congru à 
1 (mod 4) satisfassent à la première, les autres à la seconde équa-
tion (n°22). Chacune de ces équations se décompose de nouveau 
comme dans le cas précédent; en désignant par 

(101) o(A-2, \/p
n

 slp„ ..., \Jph ι v/b.+1 > *V/v) = °» 

l'une des équations partielles provenant de la première, celle-ci 

(102) 9 (A·2, y>,, \/>2, · · ·, \/>>., - .. ·, — 'vW = 0 

appartient à la seconde; les racines de ces deux équations partielles 
présentent le même ensemble de caractères et répondent, par suite, à 
1111 même genre de formes ; les racines de l'une sont les réciproques de 
celles de l'autre (n° 22). Quand 1) est de la forme 8 Λ -h 3, il y a aussi 
une autre relation entre les racines des deux équations; en effet, si l'on 
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fait ζ = — jy» ce qui donne le module transformé A', on a 

4οζ'2 — 2&ζ' -+- j = ο, 

où | est impair; on en conclut que k' appartient non seulement au même 

déterminant, à la même espèce et a la même catégorie, mais aussi au 
même genre. Donc A*2 satisfaisant à (101), k'2 satisfait à (102); de 

plus (ιοί) sera satisfaite par A2, (,02) Par ^ % ~p*~'Si 

l'on suppose les radicaux tellement déterminés que l'équation (101) 
réponde au genre principal, avec b~ ι (mod4)> on en tire celle qui 

est satisfaite par k2 en changeant \[p
r
 en VPn *en **· 

Pour les équations de la première espèce et 'de la seconde catégorie, 
les équations (ιοί), (102) sont remplacées par les suivantes 

(io3) 9(A2, sjp„ ..., ν^λ+ί, ···> ν/ν)
 = 0

> 
(ιο4) 9(A2, slp

n
 ..., ν^λ, - V^x+i> ···» ~ v5v) = °> 

dont la première a lieu si αΐΞΞι, la seconde si λξξξξ — ι (mod 4). Il est 
facile devoir que les deux équations sont réciproques. Si(io3) répond 
au genre principal, on en déduit l'équation qui est satisfaite par le mo-

dule A, en remplaçant \/p
r
 par Vi°r· 

Dans la première catégorie de la seconde espèce il y a deux équa-
tions, dont l'une a lieu poura = o (mod 8), l'autre pour a ξ 4 (mod 8), 
les racines de l'une étant les réciproques de celles de l'autre. Chacune 
de ces équations se décompose comme dans la première catégorie de la 
première espèce; on a donc deux équations appartenant à chaque 
genre, déiinics par les formules (101), (102). Si a = o(mod 8), les 
racines de l'une sont les compléments de celles de l'autre. En partant 
des équations qui répondent au genre contenant la forme ' > 1, 2^» 
la règle des signes est évidemment aussi la même que dans la première 
catégorie de la première espèce, en y remplaçant c par \ c. 

Dans la seconde catégorie de la seconde espèce, on a 

a= 1 (mod 4)· 
Journ. de Math. (4* strietome III. — Fasc. II. 32 
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On a, pour chaque genre de formes, deux équations définies par les 

formules (ιο3), (io4), dont la première répond à ^ ξξι (mod .{)» 1« 

seconde à (^j = 3, les racines de l'une étant les réciproques de celle 

de l'autre (n° 22). En partant de l'équation qui répond au genre 

contenant la forme (2, 1, l
a règle des signes est la même que 

pour la seconde catégorie de la première espèce, en remplaçant seu-

lement a par ^ · 

Soit maintenant D = 8 Λ ± 2. On a 

Φ(Α2) = Φ, (/c% V/D) Φ,(Α2, - VD). 

E11 poursuivant les décompositions comme pour D = \h 1, on voit 
que chacun des deux facteurs donne 2^ équations partielles respective-
ment des formes 

(io5) ?(A2,N/pn
 \jp

2
,-M >/ρ\, V/V V'-0=<>< 

(10G) 9(/f% y/p
t
, \/p

2
, ..., sjp).i - ν>λ+,, ···, + =0. 

dont (io5) a lieu si cm 1 pour la première catégorie (en supposant b 
divisible par 4, voir n° 22), si ami pour la seconde, pendant que 
(10G) a lieu dans les cas contraires; le double signe correspond à 
celui de 8Λ± 2. Les modules qui satisfont à ces équations ont les 
mêmes caractères (mod/?,), (moclp

3
), (mod/ΐμ,); or les formes 

du déterminant — D possèdent en outre un caractère (mod 8), qui 
est déterminé par les autres caractères, tandis que les valeurs de 

f —1 II — t 
(—1) 2 ou (— 1) 2 ne le sont pas; donc les équations (100), (10G) 
répondent au même genre de formes. On voit aisément que dans la 
première catégorie les racines de l'une de ces équations sont les réci-

proques de celles de l'autre, et que dans la seconde catégorie A2 et -

satisfont à la même équation. En remarquant qu'on a, pour la pre-
mière catégorie, 

II (c/ qr) = +-1 
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où q
r
 doit être égale à tous les diviseurs premiers impairs de D', ou 

trouve facilement la règle des signes : l'équation (io5) répondant au 
genre principal, on obtient celle qui est satisfaite par un module k en 

changeant yjv en \[pn V2 en(—i) 8 ^2. Pour la seconde caté-

gorie c est remplace par a. 
Si D = 4 ( ih h- 1) il y a deux équations appartenant à la première 

catégorie, une à la seconde. Chacune de ces équations se décompose 
en équations partielles répondant aux 2^ genres; celles de la seconde 
catégorie sont réciproques. Quant à la forme des équations partielles 
et à la règle des signes, tout est comme pour D = !\h 4- 1. 

Si D = 22Tr+' (4Λ tt 1), où π > ο, la forme des équations partielles 
et la règle des signes sont les mêmes que pour D = S h dz 2. Mais 
puisque les formes peuvent avoir quatre caractères différents par rap-
port au module 8 : (1, 8), (3, 8), (5, 8), (7, 8), les deux équations 
(ίο)}, (106) répondent à des genres différents; il n'y a donc qu'une 
équation partielle pour chaque genre. 

Enfin, si D = 22π(2h -f- 1), π surpassant 1, on a la même décomposi-
tion et la même règle des signes que pour D = \ h 4- 1 ; mais, comme 
chaque classe a un caractère par rapport au module 8, qui n'est pas 
déterminé par les caractères relatifs aux modules 4, pn psi ..., ρμ, 
chacune des 2μ équations partielles répond à l'ensemble de deux genres 
distincts. Dans ces seuls cas la décomposition dont il s'agit ne suffit pas 
pour séparer les modules appartenant aux divers genres. 

40. L" analogie fait présumer qu'il existe, pour les déterminants 
de la forme — 2aw(2h 4-1), une nouvelle décomposition qui sépare 
complètement les genres, et l'on est porté à croire qu'elle aura 
lieu par l'adjonction de y/2. On peut le démontrer par les considé-
rations suivantes, qui éclaircisscnt en même temps quelques autres 
points. 

Soit k un module quelconque, k
0 celui qu'on en déduit par la trans-

formation principale du degré impair n\ on a une équation de la 
forme 

F
lw, k² ] = 0 
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on bien, si η = 8// -t-ι, 

F1 (Vko/ Vk) 

si a — 8Λ -+- 3, 
F,(J>

0
 y/A,A')=o; 

si w= 8 A H- 5, 

*({$«)-« 
si /? = 8Λ -4- 7, 

1·,(νΛ„ \'Μ·') = <>· 

Pour avoir une équation en y7i satisfaite par les niodules de la pre-
mière espèce et de la première catégorie du déterminant impair —I), 

on peut faire η = D, et (nos 10, 11) = ± -J * si // = 8// ι 

ou = 8/t -h 5 ; mais \Jk
0
 yÂ = ± y^c y'A', si /< = 8 A -t- 3 ou = 8Λ -+-

On obtient ainsi deux équations, qui, pour 1) = 8Λ ± i, sont de la 
forme 

fWPey/k)=i>, / ( — sjibc ν A ) <>; 

pour D = 8/ι ± 3, de la forme 

M)-· /(-£)-
ou bien 

('«?) f(~T~ ν'2 ν*) = », £) = ", 

ou il faut prendre le signe supérieur si 0-=8Λ±ι, l'inférieur si 
1) — 8Λ ± 3. 

Multipliées membre à membre, ces équations reproduisent les équa-
tions en ibch des n08 10 et 11. L'équation modulaire n'étant pas altérée 

quand on remplace \jk et y/?<■„ par et il est facile de voir que les 

modules réciproques satisfont respectivement aux équations 

firr1 Ί* νλ')=0> s (~ —r1 ν2 ν* )=°· 
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En se servant de l'équation Φ (k2) «= o, on peut débarrasser les équa-
tions (107) des racines qui n'appartiennent pas au déterminant — D; 
soient 

(1+- Ve / 2)= ?(- va v^) = <> 

les équations ainsi obtenues. En chassant maintenant î, on obtient deux 
équations nouvelles 

(108) 9,(v'2VA·) =0, 9,(— V2 VA)=0, 

qui, multipliées membre à membre, reproduisent l'équation Φ( A2) = o. 
Elles sont évidemment réciproques, et d'ailleurs elles n'ontpas de racine 
commune, de sorte que y/2 ne peut disparaître; car, si \fk satisfaisait 
aux deux équations, k2 serait racine double de l'équation Φ (A·') = o, 
ce qui n'a pas lieu. En désignant par m le degré du polynôme Φ, celui 
de φ, est évidemment 2m. 

Par exemple, pour D = 3 et D = 5, on a, en écrivant ζ au lieu 
de v'L 

Ζ* y/2 5s 4~ Ζ2 4~ y/2Ζ H— I — Ο, 

Ζ* — 2\'2Z1 4- '[Ζ* Gy25* 4- 2Ζ* 4- Gsjzz* -+- \ζ2 — 2\βζ 4- I = Ο. 

Il faut maintenant déterminer le signe du radical y/jâ. Pour cela, nous 
supposons, suivant l'usage, que \/7< soit généralement défini par la for-
mule 

Vk = V2Vq II 

Sans nuire à la généralité, nous pouvons, de plus, supposer que les 
coefficients a des équations aX,2 4- 2 0ζ 4- c = o soient premiers à D; 
sous cetLc hypothèse, le rapport des périodes qui répond à la racine y7re 

de l'équation modulaire dont nous sommes partis est —jp> où nous 

pouvons prendre f^o(mod8), puisque t n'est déterminé que par rap-
port au module D (n° 9). Les équations (24) deviennent 

/>=/'!, a = .ç,, — c = — lrx 4- D /·',, — b = — Is, 4- Uî'
(
 . 
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Or il résulte des formules de M. Hermite (Sur Ici théorie des equa-

tions modulaires, p. 4) que la transformation linéaire ^',1 ̂  donne 

{/Aq = (- I si s ι ==ξ ο (mod 4), 

Vk1 = (-1) 1/2 e-1/4Si S,Ξ2. 

lin remplaçant k par A
0

, A", par A*, nous avons done : 

Pour D = 8/<fi,8/<H-5 — (- Ο"'5' "é~ ~
f

 , 

pour D H/i -t- 3, 8Λ -t- η \fkl\Jk — (— ι)τ'Λ,ΐ i'ex'i*> "\/k. 

Ayant s\y D//, r\s\ = Z/c(mod8), on trouve 

(-1) 1/2S1 

On en pciit conclure que les valeurs de \k se distribuent entre les deux 
équations (108) suivant la valeur de l'expression (— Il est, 
d'ailleurs, facile de voir que ce résultat est indépendant de l'hypothèse 
faite sur les coefficients a; en effet, si l'on effectue une transformation 

linéaire ( * ? ) 110 Rangeant pas \/7\, la valeur nouvelle r, de c sera 

«γ2 4- 2//γα 4- ea2; 

or, ayant γτ ο, α r dz ι (mod4), on a 

r
t
~-r (inod8), d'où (— ''=( — i)· 

lin faisant ζ = — \/k = -——!> on a 

οζ2 — 2//ζ, 4- a = ο, 

et, par suite, le module transformé A, appartient à la seconde caté-
gorie et à la première espèce. Puisque \/A, se change en — yjk{ quand 
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\/k est remplacé par-y=> les équations (108) donnent, en substituant, 

deux équations en A, du degré m 

ψ(Α,,ν/2) = ο, ψ(Α,, - \β) = ο·, 

en changeant le signe de ^2, celui de \/k est aussi changé, et, par suite, 

A, est remplacé par En chassant les puissances impaires de A,, on 

obtient deux équations en k] du degré m 

Ψ. (^, s/a) = ο, ψ, (A?, - >/2) = o, 

qui, multipliées, reproduisent évidemment l'équation Φ(Α2) = ο rela-
tive à la seconde catégorie. 

On a ainsi le résultat suivant : L'équation Φ(Α2) = ο relative à la 
première espèce et à la seconde catégorie se décompose par l'adjonc-
tion de \J2 en deux équations partielles 

ψ, (A1, v^) = o, ψ, (A2, - \/2) = o; 

on peut déterminer la valeur de ^2 de telle manière que le module dé-
fini par l'équation αζ2 -+- ι Αζ ·+· c = ο satisfasse à l'équation 

1, [A-, (-.)>-y;] = o, 

le module réciproque étant racine de l'autre équation. 
Le module A étant de la première espèce et de la seconde catégorie, 

posons 
ζ = y-> d'où 4ciî — "+■ a = °î 2 

alors le module transformé A, appartient à la première catégorie et au 
déterminant — 4D. Donc, si, dans les équations ψ (A, ± ψι) = ο, on 
fait A = Tqry »

 on obtient deux équations en kt 

X (k1,^ V2) = 0; 
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d'ailleurs, on a χ(Αη
 — y/a) = ± χ(— k

n ^2), comme on le voit aisé-
mont; donc les équations prennent la forme 

χ(± ^2Âr,) = o. 

Par suite, chacune des deux équations en k2 de la première catégorie 
d'un déterminant.de la forme — 4(2 h H-1 ) se décompose en deux équations 
en k par l'adjonction de on peut déterminer la valeur de \l2 de 
manière que le module défini par la relation «ζ2-h ibX. c — ο soit 
racine de l'équation 

'/.[(- v'à/'] = o. 

Les décompositions des équations Φ(Α2) = ο dont nous venons de 
parler entraînent évidemment des décompositions analogues des équa-
tions partielles du numéro précédent. 

Considérons enfin les déterminants de la forme 22π(2/#-+-ι), où 
- > 1. Soit, comme plus haut, k un module de la première espèce et de 
la seconde catégorie du déterminant impair — D, défini par l'équation 
<τζ2-+- 2Αζ + c = ο et, par suite, satisfaisant à l'équation 

ψ. [*»,(- l)t"""V'ï]=:0. 

Kn faisant ζ = — ce qui donne k* = 1 — A2, on a 

ιΟοζ; — 8 Αζ, + α = ο; 

par conséquent, k, appartient au déterminant — ι fi l)el à la première 
des deux équations de la première catégorie. Evidemment, on trouve, 
de celte manière, toutes les racines de celte équation. Il s'ensuit que, 
si k est un module de la première catégorie du déterminant — 1GL), 
racine de la première des deux équations, et défini par l'équation 
aX2 -h 2&ζ -+- c = o, il satisfait à l'équation 

ψ,[ι-*·,(-.)*-\'S]=0. 

En égalant à zéro le plus grand commun diviseur des premiers mem-
bres de celte équation et de l'équation partielle du numéro précédent, 
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on a une nouvelle équation partielle φ (A2) = o, répondant à un seul 
genre de formes. 

Posons maintenant ζ = aÇ, 4- on aura 

ί a ζ; 4- 4- α£)ζ, -4- α/5 4- ι ht 4- c = ο, A J A*'4 = ι G A-'
t
~ k2 ; 

le nouveau module A, appartient donc au déterminant — 64D et à la 
première des deux équations de la première catégorie; évidemment, 
ses caractères sont les mêmes que ceux du module k. En éliminant k2 

entre les équations φ (A2) = ο et AJA" = iGA'* A2, on obtient donc une 
équation partielle répondant à un seul genre de formes du déterminant 
— G4E. En continuant de la même manière, on finit par trouver les 
équations partielles qui répondent à un seul genre du déterminant 
— 2airI). On voit que le signe de γ/2 doit être déterminé par la même 
règle que pour les déterminants de la forme 8Λ rb 2. 

La décomposition de la première équation de la première catégorie 
donne immédiatement celle de la seconde équation. On a aussi une dé-
composition analogue de l'équation de la seconde catégorie, puisque 

celle-ci se déduit de l'équation traitée en remplaçant A2 parI - Vk / I + Vk 

et chassant le radical et les puissances impaires de A. 
La décomposition des équations des modules singuliers fournit évi-

demment une démonstration de ces deux théorèmes d'Arithmétique : 
Tous les genres de formes d'un déterminant négatif contiennent le même 
nombre de classes; le nombre des genres est égal à la moitié du nombre 
des caractères totaux assignables. 

Remarque sur la classification des modules singuliers. 

La classification dont nous avons fait usage repose sur la considéra-
lion de l'équation αζ2 4- 2#ζ 4- c = ο, où ζ est le rapport des périodes 
elliptiques de la fonction λ (s). On peut la remplacer par une autre, 
qui est, sans doute, celle de M. Kronecker et qui présente à certains 
égards un avantage, en introduisant, au lieu de ζ, le rapport ̂  des pé-

Joum. de Math, (p série), tome III. — Fasc. II. 33 
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riodcs îles carrés des trois fonctions elliptiques. Faisons, en effet, 

ρ = = 2ζ, apa -μ ibp H- c = o, ac — b2 — A, 

et classons les modules d'après les valeurs de Δ. En considérant d'abord 
l'ordre proprement primitif, on a, comme on le voit sans peine, pour 
chaque valeur de Δ, trois équations différentes en k2, toutes du degré 
2N, Ν étant le nombre des classes proprement primitives du détermi-
nant — Δ. Parmi ces équations, deux correspondent aux valeurs im-
paires de c; ce sont celles que nous avons appelées les équations de la 
première catégorie du déterminant — 4 Δ. La troisième équation cor-
respond aux valeurs paires de c ; si Δ a l'une des formes 4 h 4- 1, 4 h ·+■ 2, 
c'est l'équation de la première catégorie du déterminant — Δ; si 
Δ = 4 h — 1, c'est l'équation de la seconde espèce et de la seconde ca-
tégorie du déterminant — Δ; enfin, si Δ = 4^> ccst l'équation de la 
première espèce et de la seconde catégorie du déterminant — ^Δ. 

Quant à l'ordre improprement primitif, le résultat est différent sui-
vant que Δ = 8Λ — ι ou = 8 h -4- 3. Pour Δ = 8h — 1, on a trois équa-
tions du degré aN, savoir les trois équations de la première catégorie 
du déterminant — Δ. Si, au contraire, Δ = Sh 4- 3, on n'a qu'une seule 
équation, celle de la première espèce et de la première catégorie du 
déterminant — Δ; le degré de cette équation est encore 2N, c'est-
à-dire qu'il est égal au sextuple du nombre des classes improprement 
primitives. Pour Δ = ι, Δ = 3, il y a des exceptions évidentes à l'égard 
des degrés des équations. 

D'après cette classification, les équations qui appartiennent à l'ordre 
proprement primitif se décomposent en deux équations partielles par 
l'adjonction de s/Δ, pourvu que Δ ne soit pas un carré; celles qui répon-
dent à l'ordre improprement primitif, au contraire, par l'adjonction 
de i ν^Δ ; de plus, les valeurs réelles de k2 appartiennent toutes à l'ordre 
proprement primitif. 


