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MULTIPLICATION  COMPLEXE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 109

Sur la multiplication complexe des fonctions elliptiques ;.

Par M. SYLOW.

Le but de ce Mémoire est de traiter les principales questions d’Al-
gtbre qui se rattachent aux fonctions elliptiques douées d’une multi-
plication complexe, en exceptant toutefois la question de Iirréduc-
tibilité des équations. Les propriétés les plus importantes de ces
fonctions furent en partic trouvécs, en partie entrevues par Abel; mais,
outre la théorie de la division de la lemniscate et quelques exemples
de multiplication complexe, il n’a fait qu'énoncer ses résultats. Plus
tard, la multiplication complexe a été I'objet de travaux célébres de
M. Hermite et surtout de M. Kronecker, qui ont confirmé les résultats
¢t les prévisions d’Abel et enrichi la Science de heaucoup de choses
nouvelles ct extrémement remarquables. Quoique MM. Kronecker et
llermite aicnt en partie indiqué les méthodes qui les ont conduits &
leurs découvertes, le manque d’une exposition suivie s’est fait sentir;
c’est pourquoi, sur I'invitation de I'éminent directeur de ce Journal,
j’ai entrepris de rédiger mes recherches sur cette théorie. En attendant,
M. G. Pick (Mathematische Annalen, t. XXV et XXVI) et M. II.
Weber (Acta mathematica, t. VI) ont publié des travaux remar-
(uables sur la méme matiére.

Voici, en peu de mots, I'enchainement des idées qui m’ont guidé
dans la partie la plus essentielle de ces recherches. A 'occasion de la
nouvelle édition des Euvres d’Abel, j'eus & me rendre compte de
I'exactitude de certaines propositions de ce grand géométre, énoncées
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110 SYLOW.

sans démonstration; par la mon attention fut appelée sur ce fait que,
pour les modules de la multiplication complexe, les modules singu-
liers d’aprés I'expression de M. Kronecker, I’équation de la division
des periodes est, dans certains cas, réductible; il s'ensuit presque im-
médiatement que, dans les mémes cas, 'équation modulaire a une ou
deux racines rationnelles, pourvu qu’on lui adjoigne la racine carrée
du déterminant. Les modules transformés étant eux-mémes singuliers,
celte question s'impose : Quel rapport ont ces racines rationnelles de
I'équation modulaire avec le module primitif ? La réponse est facile a
trouver : clles satisfont & la méme équation algébrique. On est ainsi
conduit & étudier la résolution de I'équation des modules, ct la route &
suivre est toute tracée; on établit sans difficulté que chaque racine
s'exprime cn fonction rationnelle de chaque autre, et que les symboles
de ces fonctions sont ¢changeables.

Par expression multiplication complexe, j'entends une formule (ui
exprime A[(a + biyn) 5 + a] en fonction rationnelle de A (), « étant
une constante. J'ai conservé la classification des modules singuliers, a
laquelle on est conduit par cette définition; elle ne coincide pas avee
celle de M. Kronecker, mais le passage de 'une de ces classifications a
l"autre est trés simple; je indiquerai & la fin du Mémoire. Mon objet
étant les queslions algébriques, je ne parle qu’occasionnellement des
nombreuses relations que posséde la théoric des modules singuliers
avee 'Arithmétique; je fais exception sculement pour les formules de
M. Kronccker relatives aux nombres des classes, dont je déduis celles
que j’ai rencontrées en cherchant les équations des modules singuliers.

I. — D’ROPOSITIONS FONDAMENTALES.

I. Notations. — Nous désignerons, avec MM. Briot et Bouquet, les
trois fonctions elliptiques par les symboles A, u, v, de sorte que, en

posant
r d.p .
o Vi—oi— ket )

x = \(3), Vi—a?=p(3), Vi— e =v(3).

on a
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En représentant par aw, o’ un systéme de périodes elliptiques de la
fonction A, les valeurs du module et de son complément sont définies
sans ambiguité par les formules

(52) = o(3)-k

Quand nous aurons & parler de la racine carrée du module, nous la
supposerons définie, quant au signe, par I'une des équations

(D= D

Enfin nous désignerons le rapport des périodes par la lettre {, en
posant

2. Sil'on fait
(1) Aes +a, k) = fIN\(5, k)],

/ dénotant une fonction rationnelle, ¢ et « étant des constantes, et
qu'on désigne par 2w, @, un systéme de périodes clliptiques relatives
au module k,, cette équation entraine deux relations de la forme

, E.20=p.20,+ ¢ .0
(2) Pt S

e. w=p.an,+q.0,

oup, ¢, p'y ¢' sont des nombres entiers dont le déterminant pg’'— p'¢,
que nous désignerons par », est nécessairement positif. Réciproque-
ment, si les relations (2) sont satisfaites, il est toujours possible de
satisfaire & ’équation (1), et.le degré de la fonction rationnelle fscra
¢gal 4 n. Or, si'on veut avoir k? = k2, en d’autres termes si I'on veut
que I'équation (1) donne lieu & une formule de multiplication, on n'a
qu'a faire 0, = v, ©\, = w’; on aura donc, dans cc cas,

(3) ‘ £.20 =p.20+ qu,
| . w'=p.20+ ¢ w'
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Il est facile de voir qu'on obtient, de cette maniére, toutes les mul-
liplications possibles; en effet, si les périodes 2w,, ®) appartiennent
au module A, on a

20, =17.20 4+ s’

o,=r.20+sw,

ol rs'—1“s = 1; donc, en substituant ces valeurs dans 'équation (2),
on a un systéme d'équations analogue au systéme (3). Les rela-
tions (3), bien connues depuis Abel, expriment donc la condition né-

cessaire et suffisante pour que la multiplication soit possible. On en
tire

(4) qu?+(p—q¢)uw.20 — p'(2w)?=o,
(5) d—(p+q)e+py—pg=o;
d’ou

‘ C___g’i _—P+q+ifin—(p+q')
(6) J Y T ew T 2q ’

e=p+ql=i[p+qg+iVin—(p+q))

Les équations (6) ne sont sujettes qu’a une seule exception; quand
on a

’

pP=g=o0, p=qg=g,

{ est indéterminé; c'est le cas de la multiplication ordinaire.

Dans tout autre cas, on a une multiplication complexe, car, { étant
loujours imaginaire, le nombre 42 — (p + ¢')* est positif. Puisque
dans I'expression de § le cocfficient de i est essentiellement positif, le
radical y4n — (p + ¢')* doit étre positif ou négatif en méme temps
que ¢. Or, en changeant au besoin le signe de ¢ dans les équations (3 ),

nous pouvons supposer ¢ ct Vin — (p+ ¢')?* positifs; cela étant,
I'égalité

bn—(p+q¢)Y=—4pqg—(p—q)

fait voir que p’ est négalif.
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3. A chaque module répondent évidemment une infinité de valeurs
du multiplicateur ¢; cherchons donc la valeur de ¢, pour laquelle le
degré n de la fonction f est le moindre possible. D’aprés le numéro
précédent, les périodes elliptiques satisfont & une relation de la forme

Aw?+ Be'.20 + C.(2aw)*=o,

ot A et C sont positifs, et ol il est permis de supposer que A, Bet C
n'aient pas de diviseur commun. En la comparant a I'équation (4) et
désignant par m le plus grand diviseur commun des nombres ¢, p — ¢,
—p,ona
g=m4l, p—q¢g=mB, —p'=mC,
Faisant
. p=smB+r, ¢g=—imB+r,
on cn tire
n=pq—p'qg=r*+m*(AC —{B?),

ce qui fait voir qu'on a la plus petite valeur de # en faisant m =1,
r=osi B est un nombre pair, mais m =1, r* = si B est impair. On
a ainsi deux cas :

Premier cas. — Le rapport des périodes satisfait a I'équation

al®*+ 20 +c=o,
d’olt
n=ac— b C=:£-+—“QE;
a
on a la plus simple multiplication complexe en posant

e.20= b.20 +aw,

(7) . w=—c.20— Do,
e=iVn;
une multiplication quelconque est définie par les équations

8) (z+yiyn)20 =(z+yb).20 + yaw’,

(x+yivn) w'=—yc.20+(x—yb)v,

2 cb y étant des entiers, et son degré est égal & x* + y?n.
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Second cas. — Le rapport { satisfait & I'équation

al’+ (2b+1){+c=o,
d’ou

=ac— b(b+1), t=—(2b+l)+i\/4n_|.

2a ’

on a les multiplications complexes du plus petit degré possible, en
adoptant I'un ou I'autre des deux systémes de formules

‘e.zm:(b+x)2w+aw’, .20 =0b.20 + aw/,
(9) ¢ & w=—c.20 — bw', e. w'=—c.a0—(b+1)w,
’ ¢ — 1+ 1yhn—1 ¢ — 1+ iVin—1
= —— = —
\ 2 2

Une multiplication quelconque est définie par les équations sui-
vantes :
x+ yivhin—1
2

‘”_—.*'_M_Ai:'_ ml=_yc.2m+<x_;-z _yb>w';

2

20 = (“11;1 —|—yb) 20 +yaw',
(10)

son degré est égal i {[x*+ y*(4n —1)]; x et y sont des nombres
enticrs de la méme parité. On voit que, si x et y sont pairs, les équa-
tions (10) rentrent dans les équations (8).
Dans les deux cas, les trois coefficients de I'équation en { n’ont pas
de diviseur commun; a et ¢ sont positifs; d¢ méme, \r et Vi —1
- désignent des quantités positives. Lie nombre n sera appelé le degré
dumodule, et nous dirons qu'un module singulier appartient a la pre-
miére ou a la seconde espéce, suivant qu'il rentre dans le premier ou
dans le sccond des cas dont nous venons de parler. On verra en cffet, au
numeéro suivant, qu'un module ne peut appartenir qu’a un scul de ces
cas.

4. On a vu que le rapport des périodes ellipliques satisfait &4 une
équation de la forme

(11) AP+ BU+ C=o.
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Réciproquement, toute équation de second degré a coefficients
entiers définit un module singulier, pourvu que ses racines ne soient
pas réclles. En effet, le module et la période 2w se déterminent par les

formules
VE=2Vg II (=55

(12) { w=mn II ( q,,z,,”il [:_q;T;‘)z,
ou

g=e"t, g= ot

Or, cn faisant w’'= 2w, la fonction A(s, &) admet les périodes ellip-
liques 2w et v’, ct I'on a, pourla plus simple multiplication complexe,
les formules du numéro précédent. Des formules (12), on peut aussi
conclure que, si les équations (3) dun®2 sont satisfaites, on a non seule-
ment A? = k*, mais aussi Vk, = V.

Supposons maintenant qu'une autre équation du second degré

(13) AG+BL,+C,=o0

donne la méme valeur de A? que ’équation (11), et soient 2,, | les
périodes qu’on obticnt par les formules (12), en y remplagant ¢ par ¢,.
La fonetion A(3, k) admet des périodes élémentaires 2w, et w), quoi-

('elles nc soient pas nécessairement des périodes elliptiques du mo-
dule &3 donc on a

20 ="r.20,+ S0,
o'=r.20,+s50,
d’olt
c r +S C

= TG
ct'on a

rs’—r's==r;

mais, comme le coeflicient de i dans I’expression de {, doit étre positif,
on a

1 —rs=i.
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En faisant cette substitution, il faut que I'équation (11) se change
en (13); en d’autres termes, il faut que les formes quadratiques

Ax*+Bxy +Cy? et Az*+ B,y + C,y?

soient proprement équivalentes.

A chaque équation du second degré dé¢finissant une valeur de , nous
ferons correspondre une forme quadratique a déterminant négatif.
Dans le premier des cas dont il est parlé au numéro précédent, ol I'é-
(juation est

al’+ 200 +c=o,

la forme correspondante sera (@, b, ¢); dans le second cas, au con-
traive, ou l'on a
al*+(2b+1){+c=o,

nous prendrons pour forme correspondante (2a, 2b+ 1, 2¢). Une
premié¢re condition & remplir pour que deux valeurs de { donnent la
méme valeur de k* est donc que les formes quadratiques correspon-
dantes appartiennent & la méme classe. Ainsi, tout module singulier
de la premiére espéce du degré n appartient & une classe proprement
primitive du déterminant — », tout module de la seconde espéce a une
classe improprement primitive du déterminant — (4n — 1), d'ott 'on
voit que les deux espéces sont réellement distinctes. Nous appellerons
— nou — (4n —1)le déterminant du module singulier.

A chaque classe de formes répondent plusieurs valeurs de 2. Pour
cn déterminer le nombre ct pour trouver les relations (ui les font dé-
pendre les unes des autres, nous ferons usage des transformalions
linéaires de la fonction A(3).

Il. — LES TRANSFORMATIONS LINEAIRES. LLES PLUS SIMPPLES MODULES
SINGULIERS.

5. Pour avoir tous les modules qui répondent & la méme classe de
formes quadratiques que le module £, il faut substituer & § I'expres-
sion

4+,
—_—
r—-sg,
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ry s, 1°, ¢ étant des entiers satisfaisant & I'équation

rs—r's=1,

r

ce (ui ¢quivaut & effectuer la transformation linéaire (r,

$ ' .
?,> définie par
les équations

g.20="r.20,+ sw,,

’

’ ’ ’, !
¢, o'=r"20,+50,.

On sait que le carré A% du module transformé a I'une des six valeurs
suivantes :

. I\ 7\ ¢ \ 4 EPNAY
(g ke, L, ‘_»_\é>, VI '*‘.\”_‘>, (' ‘}/5>,

' k 1+vVk 1—k 1— ik 1+ ivk

et Pon vérifie sans difficulté cque ces valeurs répondent respectivement
aux six suppositions suivantes :

$==0, §=2, § =0,
s’ 72, so=mg'===%1, =—§==*1 (mod 4).

In employant les transformations linéaires, il faut supposer connu
vh; souvent il nous faudra aussi pousser la distinction jusqu'a la dé-
termination compléte de yk,. Voici le Tableau complet des formules
de transformations, ol 'on a écerit A,(0) au licu de A(0, k&,).

A, s=o0 (mod 4):

=ik, e=(=1) T,  A(£0) =),
B, s==2 (mod }):

;s

VE=2 e=(—1) T Tk M()=¢ (D).

Cyr-=s'=o0 (mod 2):

w' Zp—(— ;- k
“=%+7;l’ Vi =(— 1) /= ¢ I){L;
l+(—|)’\/7:‘

£4+8 —1

) 2 PR WU R L B L
\/—;l—-—(—l) TVEN(S)

Journ. de Math. (4 série), Tome III. — Fasc. 1I, 188, 16
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D, r==o0, s=r'=s'=1 (mod 2):

c=Le— e, AEra)= '*.‘;"}?-\,’7}%”'
E, =0, r=r'=s=1 (mod 2):
o= : Jhi=i n'_—_-__)fv{-

s+ ~1

/s s 2 : .
= Lo (CONVEL A (0 ey = L D TR,
VAL Ty (D)

F, r'==0,r=s=¢'==1 (mod 2):
Y —— sy
a'—“-w?‘, V/klzi"‘.l___.l_—e_.\(‘
4 S WA
* . 7T\ 2 ) |~-t‘\/./(0r
¢ =—(14+ *'yk) A, 50—{-1—-'-»——-
"‘( VAL ( ) VAL TR R

Remarquons que les formules qui donnent les valeurs de A, et ¢
dans le cas F embrassent celles des cas C, D, E.

Dans les cas C, D, E, F, la derni¢re formule peut étre remplacée
par la suivante :

)\‘(510‘)= 2: ,)(0)

1+ p(0)v(8) — (— 1)2/\ 220
Supposons maintenant yk défini par I'équation
(13) ACP+B{+C=o,

laquelle, en faisant

C-—- r+s't
—r + 54 ’
sc change en

(’6) A.Z‘:-{-B'C,—{-C,:O,
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oli, par conséquent,

(17) A =As?+ Bs's + Cs?;

lc carré k] du module transformé a I'une des six valeurs (14). Il y a
donc généralement six valeurs du carré du module pour chaque classe
de formes quadratiques; cctte régle ne souffre d’exceptions que dans
les cas oti quelques-unes des valcurs (14) coincident, ¢’est-a-dirc pour
les modules qu’on trouve en faisant vk, = y/k, ct que nous appellerons,
dans la suite, modules singuliers lindaires.

D’aprés ce qu'on a vu dans le paragraphe précédent, on peut clas-
sifier les modules singuliers d’aprés les déterminants des formes cor-
respondantes; ainsi un module de la premiére espéce du détermi-
nant — D est du degré D, ct son plus simple multiplicateur est iyD;
au contraire, un module de la seconde espéce est du degré (D + 1),
ses plus simples multiplicatcurs sont ! (= 1+ iy/D). Nous nous ser-
virons aussi d'une autre classification : les modules pour lescuels le
cocfficient A est un nombre pair scront appelés modules de la pre-
micre catégorie, les autres modules de la seconde catégorie. En effet,
on verra plus tard que les équations algébriques qui déterminent les
modules singuliers différent, et suivant 'espéce et suivant la catégorie.

Supposons que le module primitif k soit de la premic¢re espéce et de
la premicre catégoric; A et B sont pairs, C impair, ct par suite A, est
pair ou impair en méme temps que 8. Done, les deux premicres des va-
leurs (14) apparticnnent & la premiére catégorie, les quatre derniéres
a la scconde.

Si k est de la scconde espice, le déterminant 4AC — B? est égal
a 4n— 1, n désignant le degré du module. Si maintenant » est impair,
ct par conséquent 4AC — B*=8/A + 3, A est nécessaircment impair;
done, dans ce cas, la scconde catégorie existant seule, toutes les six va-
leurs (14) lui apparticnnent. Au contraire, si n cst pair, le détermi-
nant est de la forme 8% — 1, donc AC est pair. En supposant que &
apparticnne & la premiére catégorie, la congruence

A, =As?+ Bss'+ Cs?=s(Bs’+ Cs)  (mod 2)

. . I . . . .
fait voir que 75 y appartient aussi. Au reste, il y a deux cas a consi-
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dérer : si C cst pair, A, devient pair si s cst impair, ¢ pair; mais il est
TVk

a la seconde; si C cst impair, l'in-

13
impair si s et &’ sont impairs : donc les valeurs < ) appartiennent

+l\/A

T vk
verse a lieu. Donc, parmi les six valeurs (14), quatre apparticnnent &
la premitre catégorie, deux sculement & la seconde.

4 la premiére catégorie, <

Dans tous les cas, k2 et F sont dec la méme catégoric.

Voici cncore unc application destransformations linéaires qui nous
sera utile dans la suite. En posant { = 2 + yi et faisant croitre indé-
finimenty, on a

et, par suite,

A g 1 L) r
cn méme temps, §, devient égal & — 3 vk, prend I'une des valeurs o,
®, ®= 1, == . A la vérité, on ne peut pas dire que réciproquement y4,
r . '
prend I'une de ces valeurs quand §, converge vers — —» puisque I'¢-
. r . ~
quation {,=— - n’entraine pas y =, mais seulement { = . Ce-

pendant, la remarque suivante nous suffira. On sait que, si affixe de g,
se meut sur un cercle dont le centre cst situ¢ sur 'axe réel, Paffixe
de { sc mcut également sur un cercle dont le centre se trouve sur le
méme axe. Or, si le premicr cercle passe par le point de Paxe réel dont

3 r . \ . . .
I'abscissc cst — 3 le sccond cercle, ayant un point a l'infini, devient
une droite perpendiculaire 4 I'axe; donc, dans ce cas, on a bien y ==

r ~ . T
pour §, =— 5 En déterminant la valeur de yA&, au moyen du tableau,

on a ainsi le résultat suivant. Quand §, converge vers Punc des va-
leurs

&
o

—

-
H

ap+1  2p-+1 hp dp+a  fpx
=

1
o ’ hao+a as+1  as4+1’ T 1’

son affixe décrivant un arc de cercle dont le centre est situé sur 'axe
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réel, vk, convergera respectivement vers les valeurs
0, ® 1, —1, I, —1

6. Les modules singuliers lindaires se trouvent presque sans caleul,
an moyen du tableau. Pour avoir ccux de la premiére espéce, il faut
employer les cas ot 7 ct s* sont de la méme parité, les cas B, C, TI°.

Dans le cas B, il faut prendre /7 impair, par exemple

£.20 =— 20 + 20,
g, W'=— 20+ 0}
d’'otl
I .
22— 2{ +1=o, {=—> =1,

k=i, K=—1, A@D)=ir(0).
Du cas C, on tire
VE==x\Va—1, k=3x2y2, k=17312y2;

on peut faire, par exemple,

8.20)=w" gw'=—20),
d’oti
. . o o ___’,__"_—M
{=e=1i, 1(t°+,+4)*¢kl+wn<o>
ou bien

ai 2 (0) .
I (0)v(0)— A X3(0)

A(i0) =

1l est facile de prévoir qu'on n’aura pas d'autres valeurs de 4%, A
'unique classe du déterminant — 1 répondent donc, au lieu de six,
sculcment trois valeurs de %?, dont I'unc de la premiére catégorie,
dcux de la scconde.

Les cas D et E donnent les modules de la seconde espéce répondant
i T'unique classe improprement primitive du déterminant — 3. On
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trouve, en faisant 7' =o, s==s'(mod 4),

VE= a2 y3),  k=i(2\3), K=—(734y)

On peut faire
14 6\3
2

M08+ %) = 2 AT

—C{+1=0, {=¢=

4 VE 1— ik r(8)
ou bien
_ 2t A (0)
A(ed) = 1+ 1(8)v(0) + k2 (0)

On ne trouve pas d’autres valeurs de &2 ici 'on a donc sculement
deux valcurs de &* au licu de six.

7. On a vu que les carrés des modules singuliers linéaires sont tous
réels, ceux de la seconde catégoric de la premiére espécee positifs, les
autres négalifs. Recherchons dans quels cas le carré¢ d'un module non
lin¢aire & est réel. Soit (a, b, ¢) unc des formes quadratiques ui lui
correspondent; le rapport des périodes satisfait & I'équation

al®+ 20 +c¢c=o.

Lin remarquant que dans les formules (12) on a

x2yD
_ anit ~-— arbh .+ anb
g—e =0 COS—a——lSlnT’

on voit que, si A? estréel, il est identique au carré¢ du module défini
par I'équation
a(®— 20l +c=o,

d’ou il suit que les formes (a, b, ¢) ct (@, — b, c) sont proprement
équivalentes. Les valeurs réelles de A* appartiennent donc toujours
aux classes ambigués. Si A* est positif, nous pouvons supposer que la

7.\ ¢
valeur de y/k définie par P’équation en { soit réelle; alors -/:—,, ({-}\-\%) )
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T\ ¢ A
(I—t‘—/-f> sont aussi réels et positifs. Au contraire, ("H‘/k) )

1—Vk 1— ik
=W\ ¢ ont généralement imaginaires; les modules linéaires seul
I+£V7(‘. sont gcnera cment lmagmalres, es modules nneaires seuis

font cxception; car, si 'une de ces deux quantités est réelle, elle se
confond avec I'autre, ce qui n'arrive que pour les modules linéaires.

Si A? est réel et négatif, nous pouvons supposer yk égal & (1+ i) «,
o ¢tant réel ; d’ou

(Li\/_z ‘_ I+ 02 1+ iVk ‘_ 1:;(1_,'),,]‘.
12V “['-‘t(H*i)“]’ 1= iVk _[II(I——i)u ’

L . 3 A .
alors 5 sera réel ct négatif; mais les carrés des autres modules (ui

apparticnnent & la méme classe que A* seront généralement imagi-
naires, et évidemment il n'y a d’exceptions que pour les modules
lin¢aires. Or on sait (Gauvss, Disquis. arithm., art. 257, 258)
que chaque classc ambigué conticnt une forme de 'un des deux types

D a*+ 4D . .
(a, 0, ?7)’ (a, i a, 2~ ), ot dans la scconde @ est pair. Dansle cas

ba
du premier type la classe donne évidemment quatre valeurs de k? réelles
et positives. Dans le cas du sccond type on a I'é¢quation

\

: ' 4D

al®+ al+ amli— =0;

eny faisant { = {, —1, et désignant la nouvelle valeur de vk par vk,
on a

atf - aC. + a’+a[ﬂ) =0, \/7{—‘- = i«?f_;

4
done, en posant vk = u + i, u ct ¢ étant récls, on a
iVk =u— v,

k*=— (u?+o*)?,

d’olt

par conséquent la classe donne deux valeurs de k? réelles et néga-
tives.
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Cela posé, considérons les divers cas, en désignant par . le nombre
des diviscurs premiers impairs de D.

S8i D=4A+1,il y a a*' classes appartenant & chacun des deux
types. Celles du premier type donnent 2#+! valeurs réelles ct positives

. D . P . .
de A?, ct, puisque a et — sont impairs, il est facile de voir qu’elles ap-

particnnent toutes a la seconde catégorie. Les autres donnent 2%
valeurs réelles et négatives de A? appartenant & la premicre caté-
goric,

SiD=4h—1,ily a 2*~' classes proprement primitives du pre-
micr type; donc la premiére espéce contient 2*+* modules dont les
arrés sont réels et positifs, tous appartenant & la seconde catégorie.
De plus, il est facile de voir qu'il existe 2*~* classes improprement pri-
mitives du second type, qui donnent 2* modules de la seconde esptee
dont les carrés sont réels ct négatifs; ces modules sont tous de la
seconde catégorie.

Si D est pair mais non divisible par 8, on a 2* classcs, toutes du pre-
micr Lype. En prenant a pair et par conséquent D impair, on voit qu'il

v a
y a 2*"' modules réels de chaque catégoric.

Enfin, si D est divisible par 8, il y a 2* classes de chaque type. Celles

du premier type donnent 2**' modules récls de chaque catégorie;

celles du second type donnent 2*+' modules de la premiére catégorie
dont les carrés sont réels et négatifs.

III. — FForRMATION DES EQUATIONS ALGEBRIQUES DONT DEPENDENT LES
MODULES SINGULIERS, ET DES FORMULES DE MULTIPLICATION COM-
PLEXE,

8. Pour trouver les formules de la multiplication complexe Ia plus
simple que comporte un module singulier dé¢fini par le rapport des
périodes, ct pour déterminer algébriquement cc module, il suffit de
trouver les formules de transformation qui répondent aux équa-
tions (7) et (g). Rappelons d’abord quelques points de la théorie de la
transformation
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Considérons les équations

(18) " .20 =r.20,+S0,,
1 .

| e 0'=r"20,+50,, rs —rs=n,
et la formule de transformation correspondante
Aeh +a, k) =f[N(0)].

Au moven de la relation A(w — 0) ==4(0), on trouve pour la con-
stante « 'expression suivante

a=(2p+l—r')%+(2q—s)%l,

oli, en changeant convenablement la fonction rationnelle f, on peut
choisir arbitrairement les nombres p et ¢. Il en résulte qu'on peut
faire

% = 0, si s cst pair, 7 impair,
LO‘ . .
o= —ssisetr sont pairs,

o, o . . . -
YRl 7818 est impair, 7 pair,
w, . . .
a = —=» sl set 7 sont impairs.
4

Des équations (18 ) on tire

s om— sw’ —r . 2w+ rw
20y = § ———— W, =§ —————————»
n ”n

d’oti 'on voit que les » valeurs différentes de A (0) qui répondent & une
méme valeur de A(e0 + «, k, ) sont contenues dans 1’expression

- s'20—saw — 12w+ ro
1 A .
(19) (0 +m — + @ -~ )
Dans la suite nous aurons 4 considérer les cas ou les quatre nom-
bres r, s, 1, s’ n'ont pas de diviseur commun; en désignant par & le
Journ. de Math. (4* série), Tome III. — Fasc. II, 1881. 17
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plus grand commun diviseur de 7 ct de s, posons

(20) r=g, s=a3, et par suite n=24(gs re)y=dn.

“©

Or, cn faisant

{ wg —ms =1,

(21) ) ‘

\ — e +ms' =1,
I'expression (19) devient

)\ (0 + t.owm + ':(l)’).

an'

Dans cette expression on peut rendre £ premier & 85 car premiére-
ment le plus grand commun diviscur de ¢ et de n’ est premier a g5 on
tire, cn effct, des équations (21)

w (s —r's)y=un =sl+y,

m(es' -—r's)y=mn =gt +r;

donc un diviscur commun & ¢ et & 7’ divise 7 eLs’, et par conséquent il
est premier & 8. Sccondement, si ? et ¢ admettent un divisear commun,
on peut rcmplaccr w et m respectivement par w4+ hs et m+h g, ce
((ui revient & remplacer ¢ par £ + hn'; or, puisque ¢ ct 1/ wonl pas un
méme diviseur commun avee 3, on peut choisir # de maniére i vendre
{ + hn' premicr i o.

En faisant, pour abréger,

w',

oy

Q=120+

‘on voit (ue les 2 valeurs de T'expression (19) peuvent étre vepreésen-
lées par

- Q 1
(22) A(O—i—%—), ot p=o,1,2, ....(n—1).

Si 'on pose
n=gqhgigh....,
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415 Q2 Gy - - - Ctant les diviseurs premiers de n, le nombre N des pé-
riodes Q qui donnent des transformations différentes cst déterminé
par I'équation

(23)  N=¢l"(q+ngi g+ gl (gs+1)- ..

A chacune de ces N valeurs de Q répondent plusicurs transforma-
tions ; on en peut choisir une, qui donne les formules les plus simples,
ct que nous appellerons la transformation principale. Ces transfor-
mations seront choisics de telle mani¢re que les modules correspon-
dants satisfassent 4 une méme équation algébrique, dépourvue de
racines étrangéres a la question, et qui d’ailleurs, pour les degrés
pairs, sc décompose en deux ou cn plusicurs facteurs. On sait que, la
transformation principale étant connue, les autres transformations
répondant & la méme valeur de Q s’en déduisent au moyen des trans-
formations linéaircs. Soient

€4.20 = Iy .20, + S,0,,
g, W=1.20, 5,0,
les équations qui définissent la transformation principale, et
Y =A (g0 + g, ky)
la fonction transformée; soient de plus

do2w, =1 . 20,4+ 5,0,

g.ow,=r.20,+ 5 0,
les ¢quations de la transformation linéaire qu’il faut employer pour
avoir la transformation (18), on a

(24) 5 € = g8, =Tyl -+ Syl $ =198, + 5,8,

. ’ ’ ' ' ' ]
r=rorosr, S$=1r,8 +s9,.

Ayant déterminé au moyen de ces ¢quations les nombres 1y, s, 7, s,
ou sculement leurs valeurs (mod 4), le tableau des transformations
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linéaires donne A (e + z, k,) en fonction lincaire de Y, et, par suite,
en fonction rationnelle de 2(9). De plus on a yk, exprimé en fonction

lindaire de vk, ; en substituant cette expression dans I'équation modu-
laire principale, on trouve I'équation modulaire répondant au genre de
transformations en question.

Cela pos¢, si 'on veut avoir la multiplication complexe définie par
un systéme d'équations de la forme (7) ou (9), on n’a qu’a identifier
les équations en question avece les équations (18) en faisant

o,=0, w=0, Vk=vk

On a ainsi A(e0 + , k) en fonction rationnelle de A(6), ou bicn, si
I'on veut, A(e0) en fonction rationnelle de A(0) ct de () v(0); de
plus on obtient unc ¢équation algébrique satisfaite par le module k. Les
¢quations qu’on obtient de cette mani¢re ne sont pas libres de racines
¢trangéres & la question; elles peuvent avoir les racines A =z 0, k ===1,
ct clles sont généralement satisfaites par des modules singulicrs d'un
degré moindre que 2. Il faut maintenant trouver les racines ¢trangéres
ct déterminer la multiplicité de chaque racine.

Les relations modulaires s’expriment par des équations cu  ky, en &,
ou cn k3. Pour embrasser ces trois cas dans unc méme expression, dé-
notons |'équation modulaire dont il s’agit par I o) =o0,% ety dési-
gnant respectivement ou vk et yk,, ou k et k,, ou enfin A* et A%
Ainsi 'équation dont il faut chercher les racines est

(25) (%) =o,

Soit, en premier licu, [ un module dela premicére espéce, déterminé
par la racine § = %, de 'équation (25); désignons par n, son degré,
par 2@, o un couple de périodes elliptiques, par g, leur rapport, cl
soit

(20) a, G +20,7 + ¢ =0, ae,— 0= un,.

Yar hypothése il existe une multiplication complexe du degré 2, qui
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d’aprés le n® 3 est définie par les équations

(x+yiyn, )2 =(x+yb,) 25+ ya,o,

(27) <( (x +yivn,) o=—yc,20+(@x — yb)o,

i+ yin, =n.

On voit que les quantités A (0 + ’%—1) et, par suite, la transforma-

tion principale sont complétement déterminées par ces équations, de
sorte (ue pour chaque couple de valeurs de x et de y il n'y a qu’une
scule racine de I'équation modulaire principale. Donc, si les racines de
cette équation et de P'équation F(&, n) = o sc correspondent une i
une, on peut conclure que chaque valeur de z + yiyr, ne peut
répondre qu'a unc seule racine de la derni¢re équation. Le contraire
ne sc rencontre que dans le cas des modules de la seconde catégorie
d’un degré pair, ol, comme on le verra plus tard, on doit faire
lo= (:—_—::—:g‘you méme [ = (%'—_*__—;—,:%)‘» l, désignant le module ob-
tenu par la transformation principale; mais il est facile de voir que
seulement une des valeurs de v qui correspondent & une méme valeur
de 4, ou de £ peut étre égale & §, puisque autrement on aurait /, = o,
supposition impossible; donc aussi dans ce cas chaque valeur de

4 4 yiyn, répond i une seule racine de I'équation
F, n)=o.

Réciproquement, si «* + y*n, = n, les équations (27) définissent
unc multiplication, généralement complexe, du degré n.

Ainsi chacue module singulier de la premiére espéce et du degré »,
admet un nombre de multiplications égal au nombre des solutions de
Iéquation 2+ y*n, = n; le nombre de transformations qu'il faut
compter n'en est que la moiti¢, puisque chaque valeur du module
transformé, de son carré ou de sa racine carrée, s’obtient avec deux
multiplicateurs quine sc distinguent que par les signes (voir le Tableau
des transformations linéaires A ).

En considérant en second licu les modules de la seconde espéce, les
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déquations (26), (27) sont remplacées par les suivantes :

ali+@b+0l+e =0,  ae,—b(b+1=n,
PRV a = (T2 4 yb) 30+ y e,
(28) ¢

L—

- LA yb,) @,

x+vivhn,—i
2

m’_—:——)‘c..zm—l-(

Lty (e, — 1) = 4n,

o ety dant de la méme parité. Au reste, les conclusions sont les
mémes.

Les transformations définies par les équations (27), (28) ne sonl
pas toutes de I'espéce que nous avons & considérer; il faut d'abord
¢carter celles ou « et y ont un diviscur commun, s'il sagit d’un module
de la premiére espéce; pour les modules de la seconde espéce, il faut
omettre celles ol z et y ont un diviseur commun autre que 2; par la
les cas des multiplicationis ordinaires sont exclus. Enfin il faut que la
valeur £ = £,, déterminée par les équations (27) ou (28), satisfasse i
I'équation spéciale F(&, &) = o dont il est question. Supposons d’abord
(qu’on ait fait yA = £. En désignant par f (%, 1) = o I'équation modu-
laire principale, on a

F(§,m)=/C ivm),  sis-co (modf),

F(%, 1) =f<5, i—m»\) ) st s,==2  (mod }),

":

— " . . .
F(% ) =/(§, A _1___5__3)’ sl s, est impair.

1~ (M,

. . ‘R . “ . .
Soit de plus(R,‘ 2‘) la transformation linéaire qu'il faul combiner
1 i

avec la transformation principale pour avoir la multiplication com-
plexe (27) ou (28), et qui se détermine par un systéme d’équations
analogue au systéme (24). Or il faut que la racine carrée du module /,
déduite de v/, c’est-a-dire de &, par la transformation principale, se

. o e ry s,
change en v par chacune des transformations linéaires { ! ) et
) (IR
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(B' S ); donc on doit avoir

R, S,
<I" S|> _ (Rl S|> ("’ Se
rysy) T \R, S, )\ s

ol r,s,— 1,8,==1, ct o, au moins §'il nc s'agit pas d'un module
lin¢aire, r,==s;,:7z0 et, par suite, r,s,==1 (mod 4). Mais cffective-
ment les modules lincaires ne font pas exception; en effet, si /, est

lin¢aire, il admet unc multiplication complexe linéaire

€T, =120, + 5, @, ,
g, @, =120, + 5,0,

ct, par consc¢quent, on peut r 1 la transformation R, § ar
'ty pi nséq , p emplacer la transformatio R, S P

(l}:,‘ 2.‘) (:“ i‘) = (g,’ 2.2), ce (ui donne
1 1 3 73 2 2

Iy 3]) _ R’ S’ :S':‘ —8 ry S’).
rysi ) T \Ry 8/ \—=ry /) \ry 8

Or, si 'on v'a pas r,==s,==0(mod 4), les deux transformations

.y I’y 8 r, s ’ . , .
lnwmrcs( ; 9?) ct( : ;) donnent nécessairement un résultat iden-
2 92 3 S

tique, cuand on les applique & un module quelconque, car autrement

v/, serait déterminé par deux équations incompatibles; donc la
. sy —s ry s r, s \ ‘

transformation Py )=(. ) nlaltére pas la racine

—ry  r3) \I, § ry Sy

carrée d'un module quelconque, c’est-a-dire qu’on a

P =850 (mod 4).

Cela posé, ayant

rv=R,r,+5r, s,i=R,s,+ 95,5,
ri=R,r,+8r,, s =Rs+85,

on conclut

ri=R,r, $,==9,5,, r=Rr,, s,=8s, (mod 4);
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d'on
rs, =R, S, rs,=RS,, 5,8, =%,8, (mod 4}).

Doncsi s,==0, on a

shos, .22,
etst s,===%1,
S,=-=*1, rs,:==:R,S,, 5,5,==9,8,.

Iin substituant les valeurs r, 5,, 7, 5,5 &, 5,, R}, §,, on a dans
chacun des trois cas un systcmc de congruences en z et y, qui expri-
ment que la valeur £ = &, satisfait & Péquation F (%, §) = o.

Dans les cas ou l'on a § =4k les congruences rs, ==R ¥,
rs,=R,8, doivent évidemment étre prises suivant le module 2 si
£ = &*, elles doivent étre omises.

Le nombre des transformations des formes (27) et (28) qui satis-
font & ces conditions est ¢gal & la multiplicité¢ de la racine n =%, de
I'équation F(&,, n) = o, pourvu qu'on ne compte que pour une scule
transformation deux multiplications complcxos qui s¢ déduisent I'une
de I'autre en changeant simultanément les signes de x ct .

Ce nombre est en méme temps la multiplicité de la racine £, de
I'équation F(E, £) = o. Pour le démontrer, il suffit de faire voir qu'en
considérant lcquatlon F(¢,n)=o commc Pexpression analytique
d’unc courbe, aucune des droites n =, E =¥, ne coincide avec unc
tangente de la courbe au point £ = v, =£&,. Dans le cas ot I'on a fait
£ = k, on a, d’aprés une formule de Jacobi,

d'!, 7 (1—1?) ¢?
&ETR=E
ce qui pour § = v donne
dr, ¢
&=

¢termination qui est encore valable pour & = A% el pour %=k
dét t i est enc alabl E=4i%cl L=k,
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conune on le voit aisément; or, ¢ étant imaginaire, ; ne peut étre ¢gal
A 'unité, ni a Pinfini.

On peut se servir de plusicurs méthodes pour débarrasser I'éuation
(%, ..) = o des racines étrangéres & la qucqtlon Dans heaucoup de
cas les modules du degré n sculs sont des racines simples, ce (ui
fournit un moyen de les isoler. On peut, dans tous les cas, calculer
préalablement les Lqu.mons dont dépendent les racines (,trang,vrc.s, cl
les supprimer par une séric de divisions. Enfin, si 'on connait I'¢qui-
tion du multiplicateur ¢, on peut en éliminer € au moyen de I'éqquation
&+ 1 =0 o0uexe+n=o, suivant (u'il s’agit de modules de la
premitre ou de la seconde espéce; en cherchant le plus grand commun
diviseur des premiers membres de l’équation résultante et de l'équu—
tion I°(%, ) = o, on obtient un polynome qui, égalé i zéro, donne évi-
demment I ¢quation des modules du degré «.

Pour n'avoir pas un trop grand nombre de cas i distinguer, nous
nous occuperons principalement des équations en A2, quoiqu’il soit
souvent préférable dans les caleuls de passer par des équations en vk,
ou méme en \//\'.

9. Supposons (ue # soit impair. Nous choisissons pour transform-
tions principales celles qui sont définies par les équations

L.2w= 0.2w,,
U Ny
- r__ v Wy - ____ ¢l -+ O
S0 (0——[.2(1)"'*‘,!(‘00, T%—t‘.— ”,*!
qui donnent les formules bien connues
230

RC)
Y =Rl by) =, MO [] oo (B_>

o E () (2) % u(e2)
=(=1)" m Yk =(E)" Q8
LG @)

n
Le nombre ¢ n'est déterminé que par rapport an module 2”@ nous

Journ. de Math. (% sérvie), tome 1. — Fase. 11, 18-, 18
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pouvons donc le supposer divisible par 4; de plus, 8 étant impair et de
signe arbitraire, nous supposcrons

g=1 (mod}j), d’ott n=n (modj});

par 14 les équations (24) donnent

n—1 n—1
(29) r,=r, s =s, r=(=1)*r, si=(—1)*5¢.

Nous supposerons I'équation modulaire écrite entre yk, ety : nous
la désignerons par

(30) S Wk, Vio) =o;

si on la combine avec une des transformations linéaires du Tableau, on

a une équation entre yk ct yk, dont les racines correspondent une a
une aux racines de I’équation (30). On sait que dans I'équation (30)
les coefficients des diverses puissances de yk, sont des fonclions
entiéres de vk i coefficients entiers, le premier terme étant (V&,)", le
dernier (VE)". De plus, si 2 n’est pas un carré parfait, les termes du
plus haut et du plus petit degré en yk et vk, ont pour coefficients une
méme puissance de 2. Cela a été démontré par Sohnke pour les trans-
formations de degré premicr (Journal de Crelle, t. 16), ct il n’est
pas difficile de le démontrer en général. En cffet, pour les pelites

valeurs de k, on peut développer /&, en une séric ordonnée suivant les
1

puissances croissantes de (Vk)", dont le premicr terme est

los

t =3
1L

e o7 (Vk)

d

3

(vour la Théorie des fonctions elliptiques de MM. Briot ¢t Bouquer,
p- 631, ol cette propriété est démontrée pour les degrés premiers).
On a done, pour les petites valeurs de k,

t n—8 3
Sivh ) = (= ™7 R L)



MULTIPLICATION COMPLEXE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 135

or ona le terme du plus petit degré, en prenant de chaque facteur
le terme dont le degré est le plus petit, c'est-a-dire, le premier terme
si 8 > ', le second si ¢ < n’; donc, le coefficient du terme cherché de

la fonction f(yk, Vk,), étant un nombre entier, est bien une puissance
de 2. De plus, ayant

SV VR = (VR)" wk'o“f(ﬁ, 7‘—,70),

le coefficient du terme du plus haut degré est égal a celui du terme du
plus petit degré.

Par la remarque faite & la fin du n° 6, il est facile de voir qu’en
supposant vk égal 4 'une des valeurs

0, =, I, —i, { —I
y Ao sera respectivement égal a
nt nt
. —
0, © 1, —1, (—=1)*i —(—1)*]
c’est-a-dire qu'on aura, pour les valeurs critiques de yk,

VEi= (R

Soit, pour un moment, Vk = z, vk, = y, et faisons subir 4 « la trans-

ro1
formation linéaire (— I o), et soit § la racine carrée du module trans-
forme ; on aura

R gy -r—t
E=l—r-——-’ = >

1+ T=Fry

soit de plus v la valeur de Vk, correspondant & &, de sorte qu'on ait

f(E’ n)=o.

Lvidemment v se déduit de z par une transformation du degré n,
c'est-a-dire qu'on l'obtient par une transformation principale du
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degré n suivie d'une transformation linéaire; done on a

="y ou n=—
ou enfin
1— ity
14ty

[P
= I
or, par la remarque précédente, il est facile de voir qu'on a effective-

ment

l"— nr__ ™1

n:i—""'—_ ) Y= o
14+ M,

‘n reportant les valeurs de & et de y dans I'équation (., y )= o,
on voit que I'équation f(%, 1) = o entraine celle-ci :

Voici encore une remarque (ui nous sera utile. On a

£;" . ,)s.
\//Tt; _._'___ \//'0\ k

I () =7 = 8

30

et L'on sait que le premier membre est racine d'une équation du degré N
dont les coefficients sont rationnels en A5 par suite, en substituant i

" . . ok . .
I'inconnue de cetie équation, soit Vhy 1 oit V2N o obtient 'é-
l \/‘ n+1

=
quation modulaire. Donc celle-ci pcut ctrc mise sous la forme

(31) b (\\%;, Ir’> =0, sl n=1 (mod 4),

ol sous la forme

i

(32) ok, \/E, k*)=o, —1 (mod4).
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10. Considérons les modules de la premiére espéce et de la pre-
miére catégorie d’un degré de la forme 41 + 1. — Le coefficient a
est nécessairement congru i 2(mod4), b et ¢ sont impairs; les équa-
tions (29) deviennent

r==0, S =a==2, r=-—c, si=-—0 (mod }).

Il faut donc cmployer le cas B du tableau des transformations li-
néaires, c'est-a-dire qu’il faut faire

'~ he t—!-o-(-
V= :/—;;, e=(—10)" kg  Meg0)=eN(0)=¢Y;
d’ott 'on tire
b=t
Vo= -./ =itkyn,  AMiya0)=S0 1y,

En substituant I'expression de yk, dans Péquation modulaire prin-
cipale, on obtient done deux dquations en v, dont les cocfficients, qui
sont de la forme p + ¢i, ne se distinguent ue par le signe de 75 le
premier cl le dernier coefficient sont == 1. L’¢quation (31) fait voir
(ue les équations trouvées peuvent étre mises sous la forme

0 (;/;—/"’ /12) =0

J(* k)= o,

J dénotant une fonction entiére a cocfficients entiers.

Cette équation n’est salisfaite ni par k = o, nipar k == 1.

Soit I un module singulier de la premiére espéce et du degeé n,,
satisfaisant & 'équation (k)= o, on aura, daprds (27) et (29),

ou bien

224 yin=un, R=w+yb, S=ya
R,=—ye, S, = —yb, (mod ).

Or on doil avoir (n° §)

S =z5,=2, R,S\==rs\=bc (mod});
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donc les conditions & remplir pour que [ satisfasse & 'équation sont les
suivantes :

x*+y*n,=n, . ya=2

(33) —xyc,+y*bc,=bc

(mod4).

On en conclut que y et ¢, sont impairs, et que a,=2(mod4); b, cst
nécessairement impair; car, dans lc cas contraire, on aurait,

ny=a,c,— bl=2 (mod §);
d’ou
x*+)*n,=3 ou ==»2,

contre Phypothése. Donc n, est de la forme 4 & + 1, z pair. Si £ > o,
on peut changer son signe sans troubler les congrucnces (mod4);
donc, dans ces cas, [ est une racine double ou multiple; { est en cffet
racine multiple s'il existe plus de quatre solutions de I'équation indé-
terminée x* + y?n, = n en nombres premiers cntre cux.

Aucun module de la seconde espéce ne satisfait 4 nos équations. LEn
effet, d’aprés (28), on aurait

l{,sx-:'y +vb ==, S=ya,=2 (modj),
Ri=—yc,==1, S = z—‘-:i——-)’[)‘i—:il :

donc y serait impair; or on trouve R, — S,=y (20, 4-1), cc qui est
impossible, R, — S| devant étre pair.

Par ce qui précéde il est démontré que les racines de I'équition
J (k)= o sont les modules de la premicre espece ct de la premiére
catégorie dont les degrés, nécessairement de la forme 4/ + 1, vérifient
I'équation n = x*+ y?n,, = et y élant premiers entre eux, « pair, et
pour lesquels le nombre b, c, satisfait a la congruence

bey=bc+x (mod}),

issuc de (33). Parmi ces racines les modules du degré n seuls sont des
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racines simples. Sil'on a calculé préalablement les équations des mo-
dules de premiére espéce et de premiére catégorie des degrés 44 +1
inférieurs & n, on peut obtenir I'équation relative au degré » par de
simples divisions; dans cc cas, on remarquera qu'il faudra alterner le
signe de 7 dans les équations des degrés inférieurs. On trouve donc
finalement deux équations en k,

I°(ik)= o, F(—ik)=o,
¢quivalentes & une seule équation en k?
I, (k*)=o,

(ui est réciprocue, et dont les coefficients sont des nombres entiers,
le premier et le dernier étant 1. Les degrés de ces équations sont
¢gaux au double du nombre des classes primitives du déterminant
— n, comme on le sait @ priori. Les deux équations

F(#k)y=0 et F(i-*k)=o
n'ayant pas de racine commune, on peut conclure qu’on aura

ek =Y (k?),

1 dénotant une fonction rationnelle & coefficients entiers, (ui est iden-
tiquement la méme pour toutes les racines de I'équation I, (k?)= o.

Si, par exemple, on fait # =5, et qu'on pose k = u*, k= ¢*, I'équa-
tion modulaire principale peut s'écrire comme il suit :

(e +35uto? — Sutet —e* ) =16u? (1 — 1)

. - . - —i
Eny faisant ? = k, 0*= 7 on trouve
A — 10l — b+ 12t + 15k —10ik—1 =0
ou bien

(k — i) (k*— 8ik® + 2k* + 8ik + 1) = 0.
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Egalant & zéro le second facteur, on a Uéquation I'(ik) = o: en la
résolvant, on trouve

h= i(-). + Vo + 2\/2 + v":ﬁ:)
Ol

fr=— 35+ )+ ViV + 1),

(Pest le module trouve par .lbel dans les Recherches sur les fone-
lions elliptiques.

De Fanalyse préeédente on tive facilement une formule d’ Arvithmeé-
tique. En effet, P'équation (ue nous avons décomposée est du degré N.
Dautee part, on obtient ce degré, en prenant pour chaque valeur
paire de e, figurant dans I'équation n =2+ )y2n, le nomhre des
classes de formes quadratiques du déterminant — (n— %), dans
lesquelles le plus grand commun diviseur des trois coeflicients «, b, ¢
soul premiers & a2, multipliant ce nombre par 2 si 2 =o, et sin, =1
Cpuisquiil 'y a quiune seule valeur de A* de la premicre espéce et de
fa premicre catégorie du degré 1), par  dans les autres cas, et faisan!
la somme des produits formes. On peut conserver le facteur § dans le
cas ot 11, == 1, si Pon ajoute a N la corvection nécessaive. Pour éerire
la formule, désignons, pour un moment, pav F,(m) le nombre des
classes du déterminant — m ot les trois coefficients n'ont pas un méme
diviseur commun avee 2, et désignons pav 29, (2) le nombre des solu-
tions de Péquation n= 4.2+ ) en nombres premiers entre cung la
corvection & ajouter sera g, (1), el, par suile, on auvd, en supposant
n="10+1,

21 (n)+ 41, (e = 2) + 41, (0 — 1)+ o= N+ 5 (n).

Au fond cette équation ne différe pas de celle (qu’on obtient en ajou-
tant les formules Vet VI de M. Kronecker (Jowurnal de Crelle,
Lo37, p. 249), et faisant m=1 (mod4). On wouve des corollaires
analoguces dans tous les cas (ue nous avons i considérer dans la suite;
dans un Mémoire inséré aux Comptes rendus, L. 1., 1e . Joubert en
i développé plusicurs. Nous les passerons ordinaivement sous silenee,
pour v revenirdans un parvagraphe spécial.
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11. Modules de la premiére espéce et de la premiére catégorie

d’un degré de la forme 4h — 1. — Ona a=o(mod4), b el c sont
impairs; par suite les congruences (29) deviennent

r=b== s,==o0, YE=e= 1

= ’I’:'—‘_’

, (mod. 4),

ct, par conséquent, on a

Vi= ik, e=(—1)
d’ot1

v'/;' V’E, = ik, gy = fﬂ/;, 7\(1\/;;0) =(— I)T.Y.

En substituant dans I’équation modulaire, on obtient une équation
en &y (qui, en vertu de Péquation (32), prend la forme

f(#k)=o.

Les coefficients des diverses puissances de ¢k sont des nombres
entiers, le premier ct le dernier étant ¢gaux & unc méme puissance
de 2. L'équation admet la racine, en général multiple, & = o, mais
clle n'est pas satisfaite par k ===1. Quant aux autres racines, on a
des vésultats complétement analogues & ceux du numéro précédent.
Finalement on trouve les équations

F(i*k)=o, F,(k*)=o,

qui ne sont satisfaites que par les modules du degre #; la scule diffé-
rence est que le premier ct le dernier coefficient sont une méme puis-
sance de 2. Cependant, si n est de la forme 82’ + 3, cette puissance
de 2 disparait comme diviseur commun  tous les cocfficients, de sorte
(que dans cc cas le premier ct le dernier cocfficient de F, (k?) devien-
nent 1. Clest ce que nous démontrerons plus tard.

Exemples. — Pour n = 3 I'équation modulaire

w— o' +our(h —ute?)=o
Journ. de Math. (}* sévie), tome 111, -— Fasc. II, 188-. 19
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donne, cn chassant les puissances impaires de ue el faisant w? = Vi,
o=k,
k* — 4k VK, + 6kky — 4k ko + k2 = o}

en y faisant A, = ivk, ona
k(R + ik — 1) ==0;

le dernier facteur donne pour les modules du degré 3 les deux valeuars

=1 i) = o7
Pour n = 7, I’équation modulaire est
(B —1)(P—1)—(uv—1)*=o.
En y faisant v = u yi, w?* =k, on a
[k =1 —(ivk = )| [l =1 +(Vivk — 1)} ] =0
ou hien, en chassant les radicaux,
4k(k* — itk — 1) (4k* + ik — })=o.

Ie dernier facteur donne, pour les modules du degré 7, expression
2 |/ V]2
k= [1(i£3y7)]"

12. Modules de la seconde espéce du déterminant — n. — De
I'¢quation modulaire répondant & la transformation principale du
degré n=4h — 1, on peut tirer tous les modules de la seconde espéce
n—+1

du déterminant — n, c’est-d-dire du degré - En faisant x = o,

y = 2cl, vemplagant 4n — 1 par n, les équations (10) donnent
iyn.2o=(2b+1)20 + 2aw’,

in. o'=—2.c20—(20+1)w,

n=f4ac—(2b+1)2.
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On fera donc
ri=s,=2b+1, s=2a, ri=2c  (mod4).

La premiére catégoric n'existe que si 7 est de la forme 84 — 15 de
plus & est pair, ct par conséquent s, est divisible par 4; on a donc

dou \/E =(—1) \/,f—oa ¢ =(— 1)’
\/7‘:=(_ 1)0\/7;’ g = i+ \/;7 )\(i\/’—le)z(— ')DY'

En substituant dans I’équation modulaire, on obtient unc ¢équation

de la forme
S(=1yk]=0

(32), dont les coefficients sont des entiers, le premier et le dernier
étant ¢gaux 4 une méme puissance de 2. Elle admet évidemment les
racines k= o ct k=(— 1)°; mais clle n’est salisfaitc par aucun mo-
dule de la premiére espéce; cn effet, les équations (27) ct (29) don-
ncraient

5,

Il

ya,=o, R,=yec,, R, S\=2¢ (mod4).

Or, S, ¢tant pair, S serait impair, et par suite R, = y¢, serait
pair; donce, a, ct ¢, n’étant pas tous les deux pairs, y scrait pair, ce qui
rendrait impossible la relation x* + y*n, =n. Pour les modules de la
seconde espécee, satisfaisant & 'équation trouvée, on doit avoir [ équa-

tions (28), (29)]

R,E‘”+y+yb,, S\=ya,, )

2
_ (mod %),
R,=ye, S'=-— x—z—y + yb, s

et (n° 8)

S,=o, R,S,=2c.
S étant pair, R, et S| seront impairs; or, ayant

R, + S\ =y(2b,+1),
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y el par suite & seront pairs. En remplacant 4n, — 1 par #,, ct faisant
parsuite n, = 4a,c,—(2b,+1)? ona

(= =

LR L) X . .y . . . 3 d
d'oi1 I'on conclut que = est pair, < impair; par suite a, sera pair, #, de
2 ! g 9 1

la forme 8% — 1 : donc enfin Zf est divisible par 4. L’équation

SI(=1) k=0

admel donc comme racines, outre o et (— 1)°, les modules de la
seconde espéce et de la premidre calégorie dont les déterminants — n,
satisfont 4 la relation 2 =168+ n*n,, £ et y ¢tanl premiers entre
cux, pourvu toutefois ¢u’on détermine le signe de chaque module
conformément & la congruence ¢, == ¢ (mod=2). Si £ > o, son signe csl
arbitraire : done les modules du déterminant — n sculs sont des racines
simples. IZn les isolant, on obticnt une équation en &, F[(— 1)°k] =0,
a cocfficients entiers, le premier et lo dernier étant une méme puis-
sance de 2. On a donc une scule ¢quation en A2. D'ailleurs ces équa-
tions sont réductibles, comme on le verra plus bas.
Pour » = 7, I'équation modulaire est

(wr=1)(¢*—1)—(ur — 1) =0;

au licu de faire #*=¢* aprés avoir chassé les puissances impaires
de up, faisons simplement # = ¢, ce (ui d'ailleurs modifie la multipli-
cité de laracine u® = o3 on trouve

[ — 1+ (= 1) |[b—1— (= 1) ]=0
ou bicn
w(u— 1) (u' —ut+ 2)(2u' — ur+1)=o.

Par conséquent les carrés des modules de la seconde espéce el de
la premicre catégoric du déterminant — 7 sont compris dans les

expressions
RP=[ta=x=in)), k=[0=x=ifH]".
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On a les mémes valeurs de k2 en faisant z = — o.
Dans la seconde catégorie a est impair; ¢ est pair ou impair suivant
que n cst de la forme 8& — 1ou8h + 3:doncona

’ n-+1
S, ==2, ri=— (mod4),
n_—i;l_
- )
k= (——-.-2— £ =(—1)’k
. J \/ko ’ ( ) 0
ce qui donne
"_4-—
4

VEVE=(=1)", g=i?"kyn, A(iyn0)=(—1);Y.
En substituant la valeur de yk, dans!’équation modulaire, on obtient
une équation en A* [ équation (32)]

f(k*)=o,

qui esl satisfaite par A2 =1 sculement si n = 8% — 1, mais (ui n'esl
jamais satisfaite par A% = o. Au reste, clle admet pour racines les carrés
des modules de la scconde espéce ct de la seconde catégorie dont les
déterminants — 72, vérifient la relation

n =165+ n?n,,

£ ¢t n étant premicrs entre cux, les modules du déterminant — 2 sculs
¢tant des racines simples. En débarrassant Péquation f(k*)=o de la
racine k* =1 et des racines doubles ou multiples, on trouve finalement
une équation en k?, réciproque, & cocfficients entiers, dont évidem-
ment le premier et le dernier sont 1.

Exemples : n = 3. — Faisant, dans I'équation modulaire

u'— o'+ 2u0(1 — ue?)=o,
uy ==1,ona
utF fiut —1=o,
ou bien
Kx4ik—1=0; dou k=—(2=xy3).
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n = 7. — En faisant, dans ’équation

(wb—1)(#*—1)—(uv —1)*= o,

uv =1, on a sculement la racine double A*=1; mais, cn faisanl
u¢=—1, on trouve

(=1 +22ut=0; dou w=Exi16i*—1=o0:
donc

k= i(32 V7).

n = 11. — On trouve, en faisant, dans1'équation modulaire uo = =/,

w? =k,
k® = M40k 4 97k = 1520k — 77k £ 441k — 1 = o;
d’oti, en chassant les puissances impaires de 4,
k'* + 2090 k'® — 7601 k* + 15116k® — 7601 k* + 2090k® 4+ 1 = 0.

13. Modules de la premiére espéce et de la seconde catégorie,
d’un degré impair. — Puisque, dans les congruences,

I"Eb 3.:—:“-..-—-1
_’t_ na-1 (mOd!‘),
ri=(-1)" s, =(—1)

)
a ct, par suite, s, sont impairs, on a

= . l_inabﬁ- e . ~\2
\/Ii‘:l ab ;:”_M_\/_k__:’ g = ;(I+l”“bJ,t_O) ;

d'ou l'on tire, en faisant, pour abréger, AY = (&0, ko )v(s,0, k),

Ve = ab 1— t""\/k 2%
o 1+ a0\ (1+ ik )Y

n—1
a—1 —_ .- 2¢'Y

g=(—1)"* %\/’—1(14- wyk),  A(iynb)= 1+ aY — #n kYR
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in substituant I'expression de \k, dans I'équation modulaire, on
obticnt quatre équationsrépondant aux quatre valeurs de ab(mod4);
mais il est facile de voir, au moyen des formules (31), (32), que ces
équations ne donnent qu'une scule équation en A*.

En effet, si »n =1(mod4), I'équation deviendra

B (= VE )y
(e0\[k -+ i2ab k -
ety si n=z=— 1(mod4),
b, [T- __ jtab
o (LVE =k o) o
1+ ib\k

Donc, en désignant par

JWk)=o

I"équation qui répond & b=o0(mod4), on aura généralement
J(&Vk) = o.

L’équation f(yk) = o n’est pas satisfaite par k = o, Vk == 13 clle
est salisfaite par yk === seulement si n =— 1(mod4). On voit aussi
facilement qu’clle n’est satisfaitc par aucun module de la seconde
espéee. Pour les modules de la premiére espéce, on doit avoir

S;=ya,==%1 (mod4);
done y et @, sont impairs; de plus, il faut que
R,S,=8,S,=o0;
d'ou ,
x4+yb=x—yb=0  (modj).

On cn conclut que 2z==0 (mod4), ct que par suitc z est pair ct
b,==z(mod4). Par conséquent les racines de I'équation f(z)= o sont
=i (sculement si 7 =/4h — 1) ct les racines carrées des modules de
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la premiére espéce ct de la seconde catégoric dont le degré n, véritic
la relation 7 = &* + y?n,, « ct y étant premiers entre cux, le premier
pair et le dernier impair, et dontle cocfficient b, est congru & z (mod4.)
‘videmment les modules du degré 7 sont sculs des racines simples. En
déharrassant I'équation des autres racines, on a finalement une ¢qua-

tion I¥(yk) = o, répondant au cas ot b==o0(mod4); généralement
ona

F(i"”\ﬁx‘ =0,

Iin chassant yk ct les puissances impaires de k&, on a une seule
¢quation en A%, T, (A?)= o. Remarquons encore que, puisque deux

(uelconques des quatre équations F (= yk) == o, F(== iyk) = o n’ont

pas de racines communes, (4 y/k peut étre exprimé en fonction ration-
nelle de A*:

l-(l[) v,‘. — L}/(/{%),
la fonction ¢ étant la méme pour toules les racines de I'équation
F (k%) =o.

Exemples. — Pour n = 3, on obtient, en éerivant 5 au licu de A,
I'¢équation suivante

(4 1)*(3*+ 852+ 25"— 85 +1) =03
le dernier facteur, qui répond aux modules du troisicme degré, donne
= V’Z = (\/3 ~+- \/:.;.) (V/E + l).
Pour n = 5, on trouve

(3*—25—1)*

(5 +165" —123° +165° + 385 —165* — 1237 — 105+ 1)=0,

ott le premicr facteur donne les modules lincaires de la seconde cate-
gorie, le second ceux du cinqui¢me degré. Pour trouver ces dernicrs,
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on peut faire 5 — - = p; on a ainsi

=

P'+16p° — 8p*+ 64p + 16 = (p*+ 8p + 4)* — Bop? = 0}

d’on

p=—4—2/3—4Va2+ 5,
—s=2+3+aVa+yS+Va+ \/3\/4+2\/3+2\/5—;_ﬁ

=14+ 253+ 32+ Vio+ (h+ 2+ Vio)Va+ v .

14. Modules de la seconde espéce d’un degré impair. — Le de-
gré 1 ¢tant donné par la relation n = ac — b(b +1), a et ¢ sont im-
pairs. On peut employer & volonté le premier ou le sccond des deux
systémes (g); si 'on choisit le premier, on a

rye==0-+1, szzag==*1, '
nat pet o (modf);
res(—1)te, si=(—1)? l)s

donc on doit faire
\/-/\_ = ‘:—lmb L:M ,
’ I - [u({;.'.”\/zj

pré
’ 2
1

= i+ memnyg ]

g =(— I)_zl ‘(“ [+ \/Z[—IT#—T) [l -+ l."([’”)y/ixljz,

4

7\(l+i\/4n_10) _ acg’Y

2 ) T U A(Y) - fnabfYi'

3

On en tire, pour #:=1 (mod4),

VR o1 ineeny
VA e+ k4 jatrb) k

et, pour n=—1,

a l‘a(b+l)\/} — [a+) lr.
I+ [ab+1 )\/Z.

Journ. de Math. (4 série), tome IlI. — Fasc. II, 1887.

Vho vk =i-

20
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Donc, en vertu des formules (31) ct (32), on a une équation de la
forme

(34) /[iawu)\/}, l'a] =o,

le polyndéme f(z, ) étant le méme pour tous les cas appartenant au
méme degré.

Si I'on emploie le second systéme (g), on trouve

n+t

rzz=b, Si=(—1)* (b+1);
on est ainsi conduit a I'équation
(35) f(i®\k, %) = o,

(ui, par conséquent, cst satisfaite par les mémes valeurs de vk appar-
tenant au degré¢ n que la précédente.

“n chassant le radical /& ct les puissances impaires de &, on obtient
donc, pour toutes les valeurs de b, une méme équation en A2, qui
semble contenir encore i*; mais on verra tout a ’heure que ¢ dispa-
rait avec k.

Cherchons les racines de 'équation (3%). Evidemment elle n'est sa-
tisfaite par aucunc des valeurs vk =0, =1, =/ Elle n'cst pas non
plus satisfaite par des modules de la premitre espéee; c’est une consé-
quence de ce que les nombres ry, s, sont de parités contraires. Pour
que le carré d'un module de seconde espéce satisfasse al'équation (34),
il faut évidemment que, dans I'équation (28), a,, ¢,, = ct ¥ soicnt des
nombres impairs, et y premiers entre cux. Réciproquement, si cos
conditions sont remplies, et si le degré n, du module vérifie la relation

dn=x*+)y*(4n, —1),

on peut déterminer les signes de { ct y, de sorte que yI soit une ra-
cine de I'équation. En cffet, les autres conditions & remplir sont

zy —1

a

“”y2+'a,+a.b.-_-—aa(lz+n), a,—abi=—ab (modj)
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ou bien
xy+1,
2 H

r=yaa,, by=aa,(b+1)—

or on satisfait & ces congruences en choisissant arbitrairement le signe
de y7, déterminant le signe de .z par la premiére congruence, et la va-
leur de b, (mod4) par la seconde. Cette derniére détermination est

possible sans changer [? ni a,, et la valeur de y/{ sc trouve par la com-
pletement déterminée. Puisque, le signe de y étant choisi, celui de «

est déterminé, la multiplicité de la racine y/ est égale au (uart du
nombre des solutions del'équation 4n = 2* + y*(4n, — 1) en nombres
premiers entre eux.

‘n cherchant de la méme maniére les racines de I'équation (35),
on trouve, en désignant par z’ ct b, les valeurs de x ct de b, (ui s’y
rapportent, ’

r'==—yaa, (mod});
d’on
'y —1
2

4

2= — e, bi=aa,(b+1)+

=aa,(b+1)—

Ty —+1_
M ’.‘.b‘c
2

Il s’ensuit que les ¢quations (34), (35) onl les mémes racines, oL,
comme d’ailleurs leur degré 2N est divisible par 4, excepté pour n =1,
les deux polyndmes formant les premiers membres sont identiques, a
celte exception pros.

En faisant bz.-— 1, on trouve

JWEy i) = fli=k, i)
d’ot1 'on peul conclure qu’on a
Sk i) = 5 (k) + (14 i¥)kvkp (k)
+ %k 9y (k*) + (1 — i*)Whkg,(k?),

%y 91y 92 s dénotant des polyndémes i coefficients entiers; de plus, le
premier et le dernier coefficient de ¢ (A?) sont égaux & 1, comme il est
facile de le voir. Pour n =1,0na

k4 (14 i*)Wk—i*=o.
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En chassant yk, on oblient une équation de la forme f, (i*k) = o, ct
en chassant, de plus, les puissances impaires de k, unc équation de la
forme f,(k*) = o, ol i a disparu.

Les équations trouvces n’ont pas, comme celles des numéros précé-
dents, la propriété que les modules du degré n sont les scules racines
simples; mais, si I'on connait déja les ¢quations répondant aux degrés
inféricurs a n, on peut débarrasser les équations des racines étrangéres
par une séric de divisions. En considérant spécialement Féquation
Sk, £) = o, qui répond & a=— b=1(mod4), on fera x==ya,, ou
bien, puisque, d’aprés ce qui a été dit, il suffit de prendre @, =1,

LY +1
2

L=y, b ==

On obtient ainsi finalement une équation F(yk, /) = o, qui n’csl sa-
tisfaite que par les modules de la seconde espéce du degré a5 on en
déduit une équation en k, F, (ik) = o, et enfin unc en A2, F,(h*) = o;
il est facile de voir que, dans cette dernic¢re équation, le premier et le
dernier coefficient sont 1. On voit aussi que (1 — 7*)y/k s'exprime en
fonction rationnelle de A?, ct que généralement, sans aucune hypothése
sur les valeurs de @ et de b, on a

(1 — ,"‘)i"“’"”\//:‘ = J(k?),

la fonction rationnelle  étant la méme pour Loutes les valeurs de ces
nombres.

Exemple. — En faisant, dans I'équation modulaire répondant &
n=73, o B
k*— Ak VK + Gkky — akvk, + k}=o,

et écrivant 5 au licu de VA, on trouve

41+ 1)5T—8iz® + 4(1 — )3
41435 — 40+ 1)+ 8iz* — 4(1— )5+ 1=0.
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Puisque
4.3 =32+123,
ona
. y=m
donc on doit prendre
xr=—3, b,E:—g-:-F-—I-E:—:’I,

2
c’est-d-dire qu'il faut diviser I'équation trouvée par

32— (1+1i)5—1,
ce (qui donne

P51 1)+ 303 — 4(1— )3+ 33— 5(1 + )z + i = o0;

en chassant les puissances impaires de 5 et écrivanl & au licu de 32,
on retrouve I'équation dun® 12.

Le corollaire d’Arithmétique qu'on peut tirer de ce qui précede est
des plus simples; en égalant le degré de I'équation F,(A?) =0 au
nombre de ses racines, on trouve

F(in—0)+F,(4n—3)+TF,(4n—5*)+...=N.

Dans cette formule, 7 désigne un nombre impair; F, a la méme signi-
fication (u'au n° 40, seulement on ne doit compter que les classes dans
lesqquelles I'un au moins des coefficients extéricurs est impair.

45. Pour les degrés pairs, le nombre N des transformations ui ne
s¢ déduisent pas linéairement les unes des autres est exprimé par la
méme formule que pour les degrés impairs, ¢’est-d-dire qu’en faisanl

n=2rqhgl..,
2, ¢,y ¢, .- Ctant les facteurs premiers de 7, on a
N=2""3g0"(qi+ D) gt (g2 + 1)

mais on sait que les N modules correspondants ne sont pas, comme pour
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les degrés impairs, racines d’'une méme ¢équation irréductible. 11 faut
d’abord distinguer lc cas ol le nombre ¢ [équal. (20)] est pair de celui
o § est impair, ct 'on vérifie sans peine que, des N transformations

linéairement indépendantes, un tiers répond au premier cas, les deux
liers au second.

Cas 1: Si ¢ est un nombre pair. — Pour avoir les ¢quations modu-
luives les plus simples, nous choisirons les transformations principales
un peu autrement ue pour les degrés impairs,

En désignant par &' le plus grand commun diviseur des nombres 7,
s, qui figurent dans I'équation (18) du n® 8, nous ferons

r=z?, §=a7, W=;s —re=~8(r—gs)=28n";
d’on
n=2aon".

n remplacant les ¢quations (21) par les suivantes

we —mo =1,

—pe'+ma =1,
I'expression (1g) devient

.2 'S’ . N o'
7\<0 +- ——3—%———5‘-’-) ou bien A(f) + ,—‘>,»
on posant
V=20 20+ ' dw'.

Comme au n° 8, nous pouvons rendre ¢ premicr & &'; les valeurs
de I'expression (19) peuvent done étre éerites sous la forme

!
7\<O+p—n%>, o p=o,1,2,...,(n—1).

De plus, nous choisirons le signe de &' de maniére & avoir ¢'==1 (mod 4).
(ela posé, nous prendrons pour transformations principales celles qui
sont définics par les équations

(36) | Eor20 = I'8.20,+ Sn"w,,

| €. W'=—20".20,.
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<n faisant

2y

2 Py
i) (o)_w(nn)

?(0)=ﬁ7\(0 +p%> =-OT]

, l—k’k’(e))\’(gu'),

on cst conduit aux formules suivantes

b0, 1\ = 1+ (= KR 5(0)
)\(500“*‘0;0 0> I_(—A);?(o)
(37 ‘ 2
( /) ko:]__(_/\.):?<§%v>.
1+(——/.)_",a(2lnu’)

. . 1 . . .oy
I.’expression ?(—{;Q') cst une fonction rationnelle des quantités

7\”(—’1 Q’); or A? <-’—l - Q’) ou A? (-; Q’> est égal & 1 si L8 ost pair, mais
wn 2 an 4 2
. A . .
¢gal & 5 si — est impair.
Done, en faisant

n(20) = /10l
les quantités A? (ﬁ Q’) sont racines de I'équation f(x) = 1 dans le pre-

. . ' . 1 .
mier cas, mais de I'équation f(z) = 45 dans le second; par suite, les

équations modulaires sont différentes dans les deux cas.

. . . . . 8 . .

Si maintenant » est impairement pair, Y ct 2" sont 1Impairs; le nom-
bre ¢, n'é¢tant déterminé que par rapport au module »”, peut étre
choisi pair ou impair & volonté. Nous le supposcrons pair; I'équation
modulaire principale sera donc déterminée par les équations

.
9

o 1+k”—l9(—l—u’> 1o\
/\o—:m, 7&’(49>.—_1
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on a ainsi une équation en k, du degré iN, dont les coefficients sont
des fonctions rationnelles de & & coefficients entiers. La premiére des
¢quations (37) peut étre remplacée par la suivante :

. 12(0) s )\2(1).9,‘ )‘ﬁ(ﬁ).
N .

n—2 _——— [l /n
()

n

4
L 2 2.(0)
38) (el ky) = 2 : | wl’
( ) ( 0y lo) IL(Q)V(O)I‘I [— )~'(0) |\I__/‘v2 ;ﬁ(?/'-lul) )‘i(f)')—l

20

)2 (?‘_/)___'._[ g')
2n

en employant cetle éguation, le multiplicateur ¢, est complétement dé-

lerming,
n—2
Y (_/f ur\)
\ 7

. 5 /1 .
g, = 1[1 -~ 9(;1()')] H—————-—o/’ — -5;
WE ,

dans 'équation (37), son signe est arbitraire.

En faisantabstraction du facleur ¢, les coefficients du second membre
de (38) sont des fonctions rationnelles de & et de kg & coefficients en-
tiers, tandis que g, est égal i une telle fonction multipliée par 7.

<o . e o . . .
Si, au contraire, n est divisible par 4, 5 peut ¢lre pair ou impair, el,

dans ce dernier cas, n” est pair, et, par suite, ¢ est impair. On a done,
pour les valeurs pairement paires de n, deux équations modulaires
principales, définies par 1'équation

avee

k*(%Q’) =1 ou 7\*(%[2’) = Z';

Nous appellerons la premiére 1'équation modulaire Ia, la seconde
I'équation 1D leurs coefficicnts sont évidemment des fonctions ration-
nelles de A* & coefficients entiers.
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On a, dans les deux cas,

A0, ko) =€ A(0) 1 (8)v(0)

I

RGN | Y '
. = H[; A’(ﬁu')' [. k2 (nu)p(o)J
ﬁ [l_ Rﬂj [x—k’ 2 (3!.;'_'?.'. u’) l’(())]

2w+
2N

1

pour le cas Ia,

pour le cas 1.

g, = i[l—kk;“?(;_n ,)] ar !

‘n désignant pour un moment par 2»,, », un couple de périodes
elliptiques appartenant au module — &, on peut faire

20y = 20,, w,=0.20,+ w,;

d ot
g.20=('+ n"¢')8.20,+ 8n"w,,
g,. w=—20.20,
De ces ¢quations on conclut 1 B st i ir k '
q clut que, lorsque 7 est impair, — k, ne sa-

tisfait pas & 'équation modulaire I, puisque, dans cc cas, ¢+ n"¢’ est
Journ. de Math. (4 série), Tome III. — Fasc. II, 188-. 21
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impair; par conséquent, cette équation contient des puissances im-
. . e n . o .

paires de k,. Au contraire, si - est pair, les équations modulairesIa ct

I5 nc conticnnent que des puissances paires de k,. De plus, en dé-
signant par " la nouvelle valeur de (¥, on a

QO =V 4 'n;

MEe)=a(20), (o) = —t

n n an cfap+1
kA(———/ ~u’>
an

de sorte que les formules (38), (39) ne sont pas altérées quand on
change le signe de k,. Donc, abstraction faite du facteur ¢,, les coefli-
cients des secconds membres sont des fonctions rationnelles de 4 et de

d'oli

w o N . . 9 o n . " e
k3 si - est impair, de A2 ct de A} si = est pair; ¢, est évidemment de la
2 2
. « n . . . - n . .
forme i (k, k3) si - est impair; mais, si 5 est pair, il est des formes
iYy(k® k%) ou 7 ¥ (K*, k7), suivant que la transformation appartientan
cas la ou au cas 1D. 11 est d'ailleurs facile de voir que ces dernicres
. ' . I
transformations se déduisent I'unc de I'autre, en remplacant & par ;.-

Voici les équations modulaires dans les cas les plus simples :

ek
n=n=a,... l.'o=l—+—k;
a:hy=k*; équat.1o:kjk* + k't = o;

n=14.... équat.l
n=2_8.... ¢équat.la:k‘ky=16k"?L}; équat.1o:h)+ 16h3 k2= 0.

Cas 1l : Si ¢ est impair. — Nous poscrons, dans le reste de cc nu-
meéro,
n=2%n,,

n, étant impair, ct nous désignerons par A, le module qu'on déduit de
k par unc transformation principale du degré n, et généralement par
k, celui qu'on obtient par une transformation principale du degré 2" n,.
Comme pour les degrés impairs, nous définissons la transformation
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principale du degré n par les équations
(40) .20 = 8.2Wy,

Er. W= — .20+ N0}

nous supposons le signe de & défini par la congruence §==1(mod4),
et nous faisons Z. 2 + Sw’ = (). Cela posé, ona

— R 7"(%“) 2 (0)
L
1— A0 (-’;’Li'-'u) 22(6)
3
@ (zp_-H u)
an

£ — —_— " 7
SN

n
I', = : ! ’
" 1(5'3 v-;-—-l—u>]‘—[v=(2—’-’—':—'5 u\) 1— &t A*(Pu> 1’(‘;" + —'—-9)

2 In

Mend, k) = e MO ]

T . n
ou il faut donner & p les valeurs o, 1, 3, ..., (; - 1).
Le module transformé k, est lié & k par une équation algébrique

entre &, et ik, dont les coefficients sont des nombres entiers. Pour
le démontrer, posons

(h)

‘ €g. 200 = Oy. 203q,

’ ! U
g, W=—1.20,+ n,0,

otl ne = 8,1, 8,==1 (mod4), {, premier & 3, ¢t divisible par 4; soit,
de plus,

_ g.20,=20,,
(42) . ,
‘ £ w,=—m.20,+ 20,.
On en tire
ik,

(“,‘3) kl = -k itmko
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et
€of. 20 = 8,.2W,,

gt o' =—(l,+ mn,))20,+2n,0,. .,

Ces équations définissent une transformation du degré 22, apparte-
nant au cas que nous considérons; en les comparant aux équations (40 ).
ona

T=1I, [ = l,+ mn,=mn, (mod4);

I'équation modulaire entre &, ct A s’obtient en éliminant vk, entre
I’équation (43) ct I'équation modulaire principale appartenant au de-
gré n,

Jo(Wko, Vh) = 0.

Or il suit de ce qui a été ditaun®9 qu'ona

/o(im VZ.:’ gmn, \/Z) =o,

donc I'élimination de /%, donnera une équation de la forme
filky, immavk) = [ (k,, i VE) = o,

ce qui démontre 'assertion faite plus haut pour le cas ot © =1. Il esl
a remarquer que, pour % = 1, il suffit de distinguer deux cas au licu de
quatre, en se bornant, par exemple, & faire 7=-0 ct =1 (mod}),
puisque, en changeant le signe de vk, on ne fait que changer celui de
k,, de sorte que les deux autres cas se¢ déduisent de ceux-ci par une
transformation linéaire.

Pour achever la démonstration, on n'a qu’a faire subir au module 4,
une séric de transformations successives, définies par les ¢quations

20, = 20;,,

J+1) ' == !
3 W; == 20;, .,

2 k]
kj.H l+/(/’

I
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et (ui n'altérent pas la valeur de {(mod4). Il est facile de voir que
I'équation finale est du degré N en Ay, ct qu'a partir de ® = 2 elle ne
conticnt que des puissances paires de ky.

En chassant vk ct les puissances impaires de k, on obtient une équa-
tion en A} ct k?, qui a la propriété de ne pas étre altérée en changeant
k et k respectivement en k', &7. Soient, en effet,

Fo(kh k) =0, F(k,k)=0, (ki k*)=0

les équations entre les carrés des modules appartenant respectivement
aux degrés 2% n,, n, et 2*; on trouve d’abord

?‘(k?, k’) = k: k“ - le’:‘k’,
cc qui démontre la proposition pour n = 2. De plus, I'équation
%n( k%, k) = o résulte de D'élimination de k,, k, ..., ks, entrc les
¢quations
hakio =16k k5 y  hp kg =10k ks, ..., KK =16k}kK?;

or, en changeant k&; en A;_;, ces équations sont reproduites dans 'ordre
inversc; d’oti 'on conclut qu’on a

ox(k? ki)=o0:
donc la proposition est démontrée pour n = 27, L'¢quation
Fro(kz, k?) =0
s'obtient en ¢liminant &, entre les équations
| Fo(k}, k*) = o, ¢x(kny k) = 0
on trouve la méme équation en éliminant x entre les équations
ex(x% k*) =0, F, (K2, x?) =o0;

c’est ce (u'on voit aisément au moyen des relations entre les périodes.
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Mais ce dernier systéme entraine le suivant
Fo(x2 k) =o, ox(K?, %) =0,

(qui donne enfin

Fro(k* k)= o. C. Q. F. D.

En désignant par N, le degré de I'équation F,(kj, A*)= o, par
¥« (kz, k?) un polyndme a coefficients entiers, 'équation Fr (A2, A*) =o
peut étre mise sous la forme suivante

RN R N KR (R, R ) G R T

ol les plus hautes puissances de &, et de & n'entrent que dans le pre-
mier terme. En effet, on a vu qu’on obtient I'équation F, (K%, k*) = o

4k

o o chassant

en faisant, dans I'équation F, (&7, %?) =0, »?*=

les puissances impaires de k, c’est-i-dire qu'on a
o ™ ".' - -’I k )
Fo (k3 k) = (= k™ F | B | B[, 23

Or, en développant (1 == A)*F [ i e /\);\’ on a, comme on le

voit aisément, un résultat de la forme
RN k)2 48K £ k) + 4% (k) =,

ot les plus hautes puissances de &, et de & ne se trouvent qu'au premier
terme. En faisant le produit, on a

1“,(/{?, /u"“) — Ix“.’"’\""\"—!- _/'A.::,\.n IF'(,‘,?, k’) + (__ I)N. 16Y J2 e,

Donc la proposition est démontrée pour =1, ct I'on démontre aisé-
ment de la méme mani¢re qu’elle a lieu pour # = m2 +1, si elle a licu
pour & = .

Ainsi le terme du plus haut degré a le coefficient 1. Le terme du plus
petit degré a pour coefficient une puissance de 165 on le démontre cn
remarquant que le premier terme du développement de A7 suivant les
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v ami 23
puissances fractionnaires croissantes de k® est (6 * e ™ k", de sorte
(ue, pour les petites valeurs de &, on a

g

n—~58 sim: 93
“e" k" —)

Fo(kty k*y = (1= ey =L L (k216
Evidemment dans équation entre &y ct £y le terme du plus haut
degré a pour cocfficient 1, celui du plus petit une puissance de 2.

PPour mettre I'équation I sous une forme semblable, on peut remar-

] — 4k .
uer qu’on trouve le module transformé k&, en posant & = T—Tkl ct fai-
1

sant subir au module A&, une transformation principale du cas 11, ap-
partenant au degré 2™ ' et & unc valeur pairc du nombre 75 on le
démontre aisément par les relations qui ont lieu entre les rapports des
périodes. Il s’ensuit qu'on a 'équation cherchée en éliminant &, et A,
entre les équations '

~ 4 k —k
Fr, ([,;‘” k) =o, Iti = (—I—é_—"—.;?) k= ':_“.;

n

or on trouve A3 = k'*: donc I'équation fa est
Fo,(hzy K*) =03
par conséquent, si ®> 2, clle peut étre écrite sous la forme suivante
R NRTTN e AR Y g (A2, k7)) 22 GOSN 0N —

ol les plus hautes puissances de A, et de k ne se trouvent qu'au pre-
mier terme; évidemment cette équation n'est pas altérée en échan-
geant entre cux ky et k.

16. Modules de la premiére espéce et de la premiére catégoric
d’un degré pair. — Puisque a cst pair, b cst aussi pair; d’olt Uon
conclut que ¢ est impair, & pair. Par suite, il faut employer les trans-
formations principales du cas I, qui sont définics par les équations

' ’
£.20 = '8 .20,+ On"w),

€. W=—20.20,;
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donc les équations (24) deviennent

I8r,+8n'r,=b, Ucs, +8n's, = a, 3r,=c, $'s,=Db.

v n ) . v e
Supposons d'abord que > soit impair. Dans cc cas on a évidemment

a-=0=2 (mod {), n” est impair; cn se rappelant ue nous supposons
I’ pair, &'=t, on voit de plus qu'on a 2r,==b==s,(mod 4). Si main-
tenant b est divisible par 4, s, I'est aussi, et 7, est pair; donc il faut
faire

(D) ke=k,  =iym, AR =(=1)7 Y.

Si, au contraire, b==2 (mod 4),on a s,==2, 7/, est impair; par suile,
on fera

c—1

,u'o::—- ;-"s €°=ick¢’-', )‘(i\’,'—to)‘—‘ "-__;;)—’\,’

In substituant dans I'équation modulaire les valeurs de &,, on

ohtient deux ¢équations en k. On trouve les mémes équations en rem-
’ o . ' N

placantdans I'équation modulaire en k ct en k,, appartenant au degré = »

. . 1— k& 1+ A& .
le module transformé &, respectivement par —» — ——; par suite
1+ A 1—A

les premiers et les derniers coefficients des équations sont = 1. On en
peut aussi conclure que si la premiére des deux équations est satisfaite
. . . . 1
yar un module [, clle est aussi satisfaite par — 5, pendant que la sc-
) ] q

y . . I " .
conde équation a les racines — 1, 7; donc les deux équations en & ne

donnent (u'unc scule équation A%. Aucune de ces équations n'est
satisfaite par k =o0, A ==%1.

Cherchons maintenant les racines des équations trouvées. Pour (ue
les formules (27 ) définissent un module de la premiére espéce, I, satis-
faisant & I'unc des équations, il faut qu’on ait (n° 8)

S,=s:==0 (mod}j), RS =rs, (moda);
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les nombres R, S,, R, S étant déterminés de la maniére suivante

U3R, +8n"R, =x + by, ¢Ry=ye,
188, +8&n"S, =ya,, &S, =—x+b,y;

on en conclut que, pour la premiére équation,
£+yb==x—yb=o0 (mod 4)

et, pour la seconde,
x+yb==ux—yb=2,

el que y @, cst pair, y ¢, impair. Donc x sera pair, y impair, b, pair.
La relation

e +y*n,=n

fail voir que n,== 2 cl, par suite,
a,=2  (mod 4).

Puisque b, ==x (mod 4) pour la premiére équation, b,=x + 2 pour
la scconde, ! appartiendra alternativement & la premi¢re ou a la
seconde ¢quation relative au degré n,, quand on donne 4 z les valeurs
0,2, 4, . ... Evidemment / n’cst racine simple que pour z = o. Enfin on
voit sans peine que les équations ne sont satisfaites par aucun module
de la seconde espece.

En se débarrassant des modules dont les degrés sont moindres
(que 72, on obtient donc deux équations qui, en chassant les puissances
impaires de &, se réunissent cn une scule équation en k?, dont évidem-
mend le premier et le dernier cocfficient sont 1. De plus on voit que &
peul étre exprimé en fonction rationnelle de &*.

Exemples. — Pour n = 2, on a les équations

1— A

=—— e —

14k

1=k

E RS
>

ou
k*+ 2k —1=o, k* — a2k — 1= o;
Journ. de Math. (4 série), tome III. — Fasc. II, 1889, 22
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d’otl
=3+ ay2.

n = 6. — Si dans I'équation modulaire appartenant au degré 3
(k* + Gkko + kj)* — 16kky (1 + kky)* = o,

on fait k, = %—%, on a

(k*— 2k — 1) (k' +12k* + 2k — 12k +1) = 05

le second facteur donne les modules de sixi¢me degré; on trouve
k*=(2++3)" (V2 +v3)".

4 n . . , « ..
Supposons maintenant que 5 soit pair; a ¢tant divisible par 4,
il faut employer I'¢quation modulaire Ia ou 15, suivant que b est
divisible par 4 ou non. Dans le premier cas, il faut faire &y = A*; dans
1 .
le second, k= - Au moyen de la relation
'+ ¢'5%

= ’
=0 cn' g

A
)

on peut se convaincre que les deux équations, qu'on obtient en substi-
tuant dans les équations modulaires les valeurs de A}, ne sont jamais
satisfaites par A*=1, et que la premiére équation admet la racine
k*= o, quand n est divisible par 106, la seconde quand n == § (mod 8).
En supposant les équations débarrassées de la racine zéro, les carrés
des modules du degré n sont les seules racines simples; les autres
racines sont les modules de la premi¢re espéce et de la premiére caté-
gorie dont le degré a, vérific la relation n = &+ y*n,, x ct y ¢lant
premicrs entre cux, ct .« pair; par suile, 7, est toujours divisible par 4.
Ces modules sont distribuds entre les deux équations de la maniére
suivante : dans la premitre équation un module du degré »,, qui lui
satisfait, appartient & la premiére ou 4 la seconde équation relative au
degré a,, suivant que x est divisible par 4 ou non; l'inverse a lieu
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pour la seconde équation. Tout cela se démontre de la méme maniére
A} n : e L] . -

que dans le cas ol — est impair. En débarrassant les équations des

racines appartenant & des degrés moindres que », on a donc deux
¢quations en A* qui n’admettent d’autres racines que les modules cher-
chés. 1l est facile de voir que les racines de I'une de ces équations sont
les réciproques de celles de T'autre. Des remarques faites au numéro
précédent sur la forme des équations modulaires, il suit que, si
n=z4(mod 8), le premicr cocfficient de la premicre équation est une
puissance de 2, le dernier est 1. Si n est divisible par 8, le premier
cocfficient de la. premiére équation est évidemment 1. Quant au der-
nier, il ne peut étre qu'unc puissance de 2; on peut le démontrer par
la considération de I'équation qu'on obtient en faisant vk, = — vk
dans I'équation modulaire appartenant au degré 4n + 1. Les expres-
sions de ¢, et de A(iy/n0) en yrcten Y sont les mémes que pour les
valeurs impairement paires de n. Remarquons qu’en vertu de la con-
gruence ¢vidente @ — 2b==n(mod 8), la valeur de a(mod 8) est
déterminée par celle de &(mod 4), de telle maniére que le premier ou

le dernier coefficient de I’équation est égal & 1, suivant que a=o
ou 4 (mod 8).

Exemples. — Pour 1 = 4 on trouve

n = 8. — On trouve les deux équations

k*=16k", 1—16k"k*=0

ou bien
(k= 2)' (k4 —4) =0,  (2k*—1)(4k* = 4k —1)=0;

les derniers facteurs donnent les modules de huitiéme degré

K=ala—i), k=T

P ]
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Voici encore les modules du douziéme et du seiziéme degré.
n=12:

jr = 2HV3, k2= (2 -+ V3).

3

n=16:

k= 1(3V/;“‘ -,l)’ ’12=§\/28+ ,I

17. Modules de la premiére espéce et de la seconde catégorie
d’un degré pair. — Dans ce cas @ est impair, b cl ¢ sont de la méme
parité. Le nombre & étant par conséquent impair, I'équation modulaire
principale appartient au cas I; en remplagant dans les équations (o)
les indices & par o, clle est définie par les relations

N\
g 20 = 5,20,

g W'=—1.20,+ N0,
Les équations (24) deviennent

N N
b=rq, a=s,o,

(15)

—ec=—rd+rn, —bh=—st+s,0;

on voit que les deux premiéres délerminent complétement les nombres
4y 15 8, en se rappelant que & désigne le plus grand commun divi-
seur de @ et de b, et que son signe est déterminé par la congruenee
s-=1(mod 4). Ensuite on choisit les nombres 7, ¢t s, de maniére i
vérifier la rvelation 7, 8, — s, =1 ; or, s, ¢tanl impair, on peut choisir
s, pair. En éliminant #’ des deux dernicres équations, on a

(46) L= s, — br,,

ce qui achéve la résolution du systtme (43). En effet, I'équation
ac — b*= n donnc

(47) n'=cs, — br,,

ct évidemment les deux derniéres des équations (45) sont des consé-
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quences de (46) et (47). De plus on tire de la derniére équation (45)
t=sb=ab (mod 4).

Cela posé, le Tableau des transformations linéaires donne

(48)

, 2" a=—1

= e =0T ialeVEY
.= 2¢'Y
Miveld) = =y —zv

En substituant la valeur de k, dans I'équation modulaire répondant
a t==ab (mod 4%), on obtient une équation de la forme

f(i"’\/%) =0,

Jf dénotant un polyndme a cocfficients entiers, dont le premier est égal
a 1. Ici, comme dans les deux numéros suivants, on a le cas ou chaque
racinc de I'équation modulaire principale répond 4 dcux ou a quatre
racines de 'équation F (&, ) = o du n° 85 mais, comme nous I'avons
fait remarquer, cctte circonstance n'infirme pas les conclusions de ce
numéro. Puisqu’on n'a qu’une scule équation en A?, il suffira de cher-
cher les racines de Féquation

SWh)=o.

Au moyen de la relation

on véritic sans peine qu'elle admet la racine vk = -1, quand © = 2,
et la racine yk =1, quand = >3, et qu'elle n'est pas satisfaite par
vk = o, ni par yk == 1i. De plus, on verra aisément que les autres
racines étrangéres dont il faut débarrasser I'équation, toutes des racines
au moins doubles, sont les racines carrées des modules de la premiére
espece et de la seconde catégorie dont le degré », vérifie la relation
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n=x*+y*n,, r ety étant premiers entre eux, et x pair. On remar-
quera cependant que, lorsque  n’est pas divisible par 4, il faut prendre
les racines carrées des modules correspondants avec le signe opposé i
celui qu’on obtient en les calculant d’aprés la régle qui vient d'étre
donnée. Dans I'équation finale

F(\/T‘) =0,

le premier cocfficient cst évidemment 15 en chassant Vk et les puis-
sances impaires de A, on a unc équation en A?, nécessairement réci-
proque, dont par conséquent et le premier et le dernier coefficient
sont égaux a I'unité. Remarquons enfin que, puisque deux quelconques

des quatre équations F (= y/k) = o, F (== i\k) = o ne peuvent avoir
des racines communes, on a

iab\/z = (k*),
¢ dénotant une fonction rationnelle & coefficients entiers, identique-

ment la méme dans tous les cas appartenant au méme degré.

Exemples. — Pour n = 2, on a

avk _ <'—\/Z)2

1k \1+k

ou bien ~
k*— 4kJk — 2k — 4vk +1=0,
ce qui donne

n = 4. — L'équation modulaire est

k(1 +vVk)' = 8yk (1 +k);

i=(70)

et supprimant la racine quadruple yk = — 1, on trouve

en y faisant

k*—1akyk + Gk —12yk +1=0,
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d’ou

-
[}

VE=3+3y2+3yf+3Ja=— iigﬂ

(]

18. Modules de la seconde espéce et de la premiére catégorie.
— On peut réunir les deux systémes d’équations (9) a un seul, en
¢erivant

(19)

2

ot B+B'=2b+1, B—B'==x1, n=ac—Bf, et ou, par consé-
(uent, on peut a volonté supposer § pair ou impair. Pour la premiére
catégoric a est pair ct nous supposons 3 impair. Par suite, il faut
cmployer les équations modulaires du cas II'; on a, comme au numéro
précédent,

oy [P=r a=ed

| —c=—rt+rn, — B =—st+sn,

ot é=1(mod 4), s, est pair, r, et s, impairs. On peut profiter de
I'indétermination de I'équation r, s, — r,s, = 1 pour rendre r, pair; le
nombre ¢ est déterminé par I'équation

— I_ 1ot
* t=cs,—f'r,
et l'on a

t=cr==fc (mod 4).

Si maintcnant a est divisible par 4, on a

[ - T

’\ (Et?'ﬂi@ e) —=(— ,)E%' Y.

2
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et, sia==2(mod %),

B-1 R —
ko=;:‘5 50=(—I) 2 kB—p+;\/[I”—l’
' . T B-1
7\(@—? +;\/4"_[ 0) =(—1)7 71‘-_Y.

Les valeurs de k, doivent élre substituées dans I'équation modulaire

en vk el en k, répondant & t=8c (mod4); on obticnt ainsi deux
équations & cocfficients entiers

f(iFyk) =0, [ (i*Vk)=o,

donl la premicre a licu si a==o, I'aulre si a=2 (mod 4); dans la pre-
miére Je coefficient de la plus haute puissance de %k cst 1, le der-
nicr coefficient est une puissance de 23 dans la seconde équation Lin-
verse a licu.

[l suffira de chercher les racines des équations

SWk)=0, f(VK)=o,
{4 ¢

répondant & ¢==0 (mod 4). Au moyen de la relation 3, = 5 0N

n'

trouve que les deux équations admettent la racine vk =1, ct qu'en
outre la premicre a la racine yk = o, mais quaucunc d'clles n’est satis-
faite par Vk = —1, ni paryhk ==/ De la maniére ordinairc on
démontre que les autres racines sont les racines carrées des modules
de la seconde espéce et de la premiére catégorie, dont le degré s,
satisfait 4 la relation

hn=ua*+y*(4n,—1),

x et ) étant premiers entre cux et impairs, et que la multiplicité de
chacune d’elles cst égale & la quatriéme partie du nombre des solutions
de cetle équation; on voit en méme temps qu'il faut supposer pour
chacun de ces modules le coefficient ¢, divisible par 4, et qu'il faut
prendre @,==o (mod 4) pour la premicre équation, a,== 2 pour la
seconde.
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Iin supprimant les racines étrangeres, on a deux équations
F(yk) = o, F(yk) = o
si 'on ne fait pas d’hypothése sur la valeur de ¢, on a évidemment
I (#Jk) = o, F(&#k) =o,

¢'est-a-dire qu'il y a (uatre écuations pour a==o0 (mod 4) ct autant
pour @--: 2, mais qu’en chassant & ci les puissances impaires de &, on
n'a (ue deux équations finales

F,(k*) =0, F,(k*)=o.

Dans la premic¢re de ces équations le premier coefticient est 1, le
dernier une puissance de 2, l'inverse ayant licu pour la seconde. Au
moyen des transformations linéaires, on démontre facilement que, vk

salisfaisant 4 I'équation I (vk) = o,

ki . .

= lui satisfera aussi, et (ue
B 1+y A

I 1=\ A . [ . ‘ 7.

= -———-‘77 seront racines de L'¢quation I (V&) = o.

\ v | — Y v

Lvidemment (-~ 1)k s’exprime en fonction rationnelle de 3.

F.eemples. — En faisant
P

ayE
A — _l_:k—/:’
ol a

vh(vk—1) (k +Vk +2) = o,

olt le dernier facteur donne la premiére équation relative & 2 = 23 on
en tire
7 — iy
\/,l' Pl .—.—I{. .
2
. :
Faisant, au contraire,

U avk
A 1wk
on a

(Vb =1)(2k +Vk+1)=0;

Journ. de Math. (* stric), tome III. — Fasc. II, 1887. 23
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d’on
V= T
A
n = 4. — L’équation modulaire cst
ki (r--vh) = 8VE (1 + k)5
en y faisant Ak, = &, on trouve
VEWK — 1) (k +Vk + 2) (B +4kVhk +5k + 2k + 1) =o:
donc, pour n = 4, la premitre équation cst
k4 4hvk -+ Sk + ayk + 4 = o.
Pour en faciliter la résolution, on peut remarquer que, yA étant une
. —Vk ‘ . .
racine, - - ‘;///i en est unc autre, de sorte que I'équation se décompose
1+ vk
en deux facteurs de la forme A — ayhA — (2 — 1) = 05 on trouve ainsi

2= r-'_)——\/f,

. 1
En faisant k, = 70 ona

Wk = 1) (2k +Vk + 1) (42 + 2hyh + 5k + jyhk +1) = o,

ot le dernier facteur donne la seconde équation; on trouve

19. Modules de la seconde espéce et de la seconde catégorie
d’un degré pair. — Dans les équations (49), (50) le nombre @ st
impair, de sorte qu'il faut cmployer les équations modulaires du cas II;
de plus, s, étant impair, nous pouvons rendre s,==o(mod 4). On a

done
Be=r,, a=s,, t=s B =al (mod 4),
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el, par suite, le Tableau des transformations linéaires donne

J,\_o . l—i“p\/z

T+ i“f’\/Z’
¢ = LY
(1 iByR)!
«~1

fo= (= 1) 7 [(B— BYi -+ VEm = 1) (1+ ioP VR,

3 p_p/_}_,‘\/,ﬁn—-lo\ . ag'Y .
> = I A() — kY2

Ln dénotant par f(k,, Vk) == o I'équation modulaire du cas II qui
répond & (=20 (mod4), on a

. 1— iBVEN? L
5 ——= ) s i*®*'Vk| =o.
e f[(l+i“"‘\/k>’ Vi
En cherchant les modules singuliers qui satisfont & cette équation,

on voit facilement (u'’ils sont tous de la seconde cspéce; par consé-
quent, les nombres R, S,, R, S| sont déterminés par les ¢quations

£y

L 4+yb, =R,8,

ya,=8S,3,
—ye,=—R,t+ R, n,

ar—y ~ ' ’
. ——yb,:-——b,l+s‘n.

S, ¢étant nécessairement impair, nous pouvons toujours supposer
N, =20 (mod4); d'olr

S,=:ya,
lE-—a‘ ‘x‘yz_ ! +ag bg (m0d4).
R,S,=aq, “”;" +a,b,

Donc les conditions nécessaires et suffisantes pour que /7 soit une
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racine de I'équation (51) sont

ay—+1

2

Zy —1

2

@ +a,by=aj, —a +a,b,=ay (mod }):
d’ot1 'on tire

Ty =1

way=a(3—§),  bosada -

el

a(2by+1)=a,(3,+5)=aB+5) (modj).

Considérons spécialement I'équation

(32) /[(;‘l) i\//:] o,

14\'A

qui, comme il est facile de le voir, donne toutes les valeurs de A%; on
doit faire =0, f'==a, ctl'on a, par conséquent,

Zy ==—a,, a (B, +3))==1 (mod }),

Ty A1 Iy —1

R

byz=— ) b, +1:=—

Nous pouvons maintenant fairc 3,= b, ou 3, =0, + 1 & volonté;
supposons [3, pair, ct remarcquons que, si 3, est divisible par 4, on aura
@,8,z=1; si, au contraire, 3,==2(mod}), on aura @3, ::—1. Il
s'ensuil (ue I'équation (52) est satisfaite par les racines carrées des
modules de la seconde espéce ¢t de la seconde catégoric dont le
degré ny, nécessairement pair, vérifie 'équation

(53) =2+ (e —1),
x ¢t y étant impairs et premiers entre cux, ct lesquelles satisfont & une

équation de la forme (52) correspondant au degré #,, pourvu qu'on
Ty x1

ait soin de changer le signe de y/ toutes les fois que est pair, sans

2

étre divisible par 4. Puisque, le signe de y ¢tant choisi, celui de . est
déterminé par la congruence zy == — a,, la multiplicité de la racine y//
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est égalc au quart du nombre des solutions de I'équation (53). Outre
ces racines, I'équation (52) admet encore les suivantes :

« R . . T T .
si - est impair,  Vhk=—1, Vhk =1,

o n . T o
si = est pair, Vi =1, Vi =—i.

Ce qui précéde suffit pour montrer comment on peut débarrasser I'éqqua-

tion des racines étrangéres ct obtenir ainsi une équation F(V&, i) = o
(ui n'est satisfaite que par les modules du degré ».
En considérant I'équation

T—E\ T

—_— — vkl =0

/[(l—*-»//f) =W ] ’

(qu'on obticnt en faisant B==o0, §’'=—a, on voit qu'cllec donne les
mémes valeurs de A* que I'équation (52); en supprimant les racines

¢lrangéres, on a ¢videmment F(yk, — i) =o. Il s'ensuit que, en
chassant des ¢quations F(yk, == i) = o, le radical yk ct les puissances
impaires de k, on obtient une scule équation en A?

¥, (k) = o,

dont les cocflicients sont, par conséquent, des entiers. Cette ¢quation
est réciproque, ct, d’aprés ce qui a été dit au n® 45, son premicr et
son dernicr cocfficient sont 1.

On voit facilement que, si A = x satisfait 2 'équation F (%, i) = o,
la valeur yk = ix salisfait & 'équation F(yk, — i) = o, dc sorte qu'on
a F(yk, i) = ¥ (iVk, — i); on en conclut que le polynome F(yk, i) a
la forme suivante

F(E, i) = g (k*) +(1— i) kvE g, (k) -+ ik g (k) + (11 )R 25 (h?),

%1 91y P2y §s dénotant des polyndmes a cocfficients entiers. De plus,
puisque, des quatre équations F (== k, = i) = o, deux n’ont pas de ra-
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cines communes, on voit que (1 + 7)yk s’exprime en fonction ration-
nclle de A2, Généralement, cn ne faisant aucune supposition relative &

3 et & 3, on trouve
F[l'“:i\/lf, ia,{i'-ﬂ)] =0,

et 'on a unc équation de la forme
l‘n{ii’l + jab-p I\//: — 4/(/l.z)’

4 (k*) étant une fonction rationnelle, la méme pour toules les racines
de 'équation Ity (k) = o.
En faisant, par exemple, n = 2, on a

(i VEN'_ 2iE

i+yk] = A
d’olt ~ ~
Wk + )Wk — D[k =301 = i)Wk — i] = o;

le dernier facteur donne

\//7} — '_':_l (3 +\/5), = — :_:‘(3 _'_\;)'.

2

En faisant » = 4, on obtient

(l —\’Z‘)‘_ 8iVEk(1— k)
1+\k (r+iyk)*

ou bien

(vEk— )Wk +)[k+3(— i)Wk —i]
> [k* = 6(t — i) kvk + 20ik +6(1 + )Yk —1] = o,

ot le dernier facteur donne

2

VE= 0GB (B +y3),  R=—i(+y3)(B+V5)"

20. Si, dans I'équation modulaire 15 appartenant au degré 4n, on
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fait &} = A?, on obtient unc ¢quation, F(A*) = o, qui, comme on l¢
démontre aisément, est satisfaite par les modules de la premicdre espéce
ct de la premicre catégoric dont le degré n, vérifie la condition

hn=ux+)y*n,,

x et y ¢tant impairs ct premiers entre cux; la multiplicité de chacune
de ces racines est égale au quart du nombre des solutions de I'équation
de condition. En outre, elle n’admet ue la racine A* = o, ct sculement
si 7 est pair. Supposons que 7 soit impair, ct soit f(k;, k?) = o I'équa-
tion modulairc appartenant au degré n, N le degré de cette équation;
I'équation modulaire Ia correspondant au degré 4n est f(k}, k*)=o0

(n° 15), ct, par conséquent, I'équation 16 est /( o ki> =o0. Donc

on a

Dans cette équation, le premicr et le dernier cocfficient sont égaux a1,
propriété qui est conservée, quand on supprime les racines apparte-
nant aux degrés moindres quc 4z — 1. Cela justifie 'assertion faite au
n® 11 sur 'équation des modules de la premiére espéce ct de la pre-
miére catégoric dont le degré est de la forme 84 + 3.

Au fond, la régle qui vient d’étre démontrée est la méme que la troi-
sitme régle de M. Hermite (Théor. d’équat. mod., p. 44, 45); on
peut démontrer les autres par des considérations analogues.

21. Nous supposcrons dés & présent le rapport des périodes défini
par unc équation de la forme

al+2bl+e¢=o,

méme pour les modules de la seconde espéce, de sorle que, pour ces
modules, @ ct ¢ sont pairs, b impair; nous désignerons par — D le d¢-
terminant du module, cn faisant

D = ac — b2

Cela posé, cxaminons de¢ plus preés les formules de multiplication
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complexe. Pour tous les modules de la premitre espéce et de la pre-
midre calégoric et pour tous les modules de la seconde espice, on a
des ¢quations de la forme

7\(!\/50) = z\Y;

pour ccux de la seconde espéce et de la premicre catégoric, on a, en
oulre,
10D
1( “D 0) AY,

ot A désigne une constante, Y ayant la méme signification que dans
les numéros précédents. En faisant converger 0 vers zéro, on en tire
respectivement

© Ty =iy
(WD = Ag,, I — Aeys
d’ol

(54)  A(iyDO) =iyDY, 7\(1:‘:!\;'30):-%!3\

0 2 2

Pour la scconde catégoric de la premicre espéce, on Lrouve, en remel-
tant la valeur de A,
. /Ty . T\2 \‘
m\.’])(, 4 b /k)- bl
(55)  n(FyDO)

(l—l'—l“"\/l) L] - A(\)]—-(l—t"" //) \_

¢l, pour la seconde catégoric de la seconde espécee, en ayant égard a la

dénomination changée,
ab+1) Y Y

(l—l—l\]))(l—i—t $ \/.) —

(36) A +"”o) S
( (l+l I‘ ) [r+A(Y )]——(1—~¢ ¢ \"Z) Y

LLa fonction Y a des formes différentes dans les différents cas. En dé-
signant par I et I4, des fonclions rationncelles, on a, si la transforma-
tion appartient & un degré impair,

=G A0, ACY) = u(0)v(0)) F,[A(D)].

Cela a encore licu si le degré est pair, ct que la transformation appar-
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tienne au sccond cas; mais, si clle appartient au premier cas, on a, sile
degré est impairement pair,

- 2 F[2(0)] =
Y= )V (o)’ A(Y)=F,[7(0)],

el, si le degré est divisible par 4,

Y= u(0)v()FAO)],  ACY)=F,[A(0)].

Tant qu'on regardc le module primitif & comme une quantit¢ indc-
termingée, les coefficients de la fonction Y, a I'exception du multiplica-
Leur ¢€,, s'expriment toujours ou en fonction entiére de A? ct de &; &
cocfficients entiers, ou bien, s'il s'agit d’une transformation d’un degr¢
impairement pair et appartenant au premier cas, en fonction entiére
de k et de k3 ; laméme chose a lieu 4 I'égard de €] ct des coefficients de
F,[A(0)]. Cette propriété des transformations principales est fondée
sur la circonstance que kj et les cocfficients dont il est question sont

des fonctions symétriques des quantités A2 (p—Q) ou A? [(%P____f_'_)ﬁ] ) ot
n 2n

que A7 a autant de valeurs différentes que le permet la nature d’unc
fonction de cette forme; par conséquent, elle ne peut faire défaut pour
des modules spéciaux que si &} est racine double ou multiple de I'équa-
tion modulaire correspondante. Or, d’aprés ce qui a été dit au n® 8,
il est facile de voir que, si 'on fait & égal & un module singulier appar-
tenant au déterminant — D, k5 est cffectivement racine simple de
I'équation modulaire principale; donc la propriété générale des trans-
formations dont nous parlions ne cesse pas d’avoir lieu dans notre cas
spécial. En lappliquant aux équations (54), on a ou kj=#* ou
k= -;—,, et, par suite, les cocfficients de F[A(0)], F,[A(0)] sont ra-
tionnels cn k?; les formules qui appartiennent aux degrés impairement
pairs ne font pas exception, puisque, dans ces cas, &k s'cxprime ration-

ncllement en &* (n® 16, 48). Quand les équations (55) ou (56) ont
licu, on a respectivement (n* 13, 14,17, 19)

_ ath+ 1) N\ ¢
K= (1—:’“”\//:)" J = (l—z'_‘—\/k)
[ R cab /T ) 0o ahb+l) ’
1+ ietVk 1+ & \Vk
Journ. de Math. (4* séric), tome I11I. — Fasc. I, 188;. 24
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et, de plus, on a vu que, dans le cas de 1'équation (55), i%yk s'exprime
I { ¢q :uI:.;.

rationnellement en k%, et que, dans cclui de 'équation (56), i * A

s'exprime rationnellement en k? et en 2.
De ce qui précéde il suit qu'on a, pour tout module du détermi-
nant — 1), une équation de la forme suivante

) (VD[ (0), &)
(57) M(ivD0) = Fi03(0), &) = w(0) v(0) 42 [ (0), A7]’

ct qu'on a, en outre, pour les modules de la seconde espéce s'ils sont
de la premiére catégorie,

148/D Y 140D $[A(0), k1]
(38) x(—;—o)_ 2 WA AT

ct, s'ils sont de la seconde catégoric,

(59 ) )\(lflVD >= 146y . 4,[)\(0), 23 l%] .
ok, 8] woyvor o, 1,

¥y 4y, ¥, dénotant des polyndmes & cocfficients entiers qu’on peut sup-
poser dépourvus de diviseurs communs. Pour les modules de Ia pre-
mitre catégorie, $,[A(0), k* ] = o si D estimpair; si D est pair, on a
Y M 0), k2] = o. _

I.'introduction de Yirrationnelle 7yD dans les seconds membres de
ces formules a pour cffet de faire disparaitre le double signe qui, dans

les numéros précédents, aflecte partout les expressions de A(iy 1D0),
ivD : oo
l(' +::\ 0); par la, les formules (57), (58) sont devenues indépen-

dantes des coefficients @, b, ¢ de 'équation en §, de sorte qu’elles sont
identiquement les mémes pour tous les modules qui satisfont & la méme
¢quation en A%, Dans I'équation (59), une ambiguité subsiste encore;
mais, comme on le verra au numéro suivant, elle peut étre levée au
moyen d’'une équation de la forme

{1— iyDy. (k).
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Par différentiation on Lire de I'équation (57) une expression de

u(iyD0)v(ivD0);

au moyen des théorémes d’addition et de multiplication on peut en-

suite déduire Iexpression de A[(r + siyD)0], qui évidemment peut
étre réduite 4 la forme

p

l[(" -+ SiV]—)) 0] = mﬁ’

I’, Q ct R étant des fonctions entiéres de A(0), k2, iyD & coefficients
entiers, et qu’on peut supposer sans diviseurs communs. Pour les mo-
dules de la seconde espéce, on aura une expression semblable de

)\(r—k siy/D 0)’

2
r et s étant impairs.

22. Les ¢quations algébriques qui déterminent les carrés des mo-
dules singuliers se décomposent toutes en deux équations particlles par
P'adjonction ou de y/D ou de iyD, & moins que D ne soit un carré par-
fait. Cela découle immédiatement des relations qui ont lieu entre /1
et le multiplicateur ¢, de la transformation principale employée.

Soit P(k*) = o unc de ces équations, et supposons d’abhord qu’elle
appartienne & la premiére catégorie, le déterminant étant de la forme

— (4 +1). On a, dans ce cas (n° 10), ¢, = i*kyD; or, ¢, s'expri-
mant en fonction rationnelle de k*, on peut faire

*kyD = p(k*);
ivok = 4(k*);

de plus, on a

d’'oti 'on tire, en se rappelant que & et ¢ sont impairs,

2(k) = (= 1) T YD (k) = o.
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Les coefficients des fonctions rationnelles ¢ et ¢ étant des entiers, on en
peut évidemment conclure que, si D n’est pas un carré parfait, I'équa-

tion ®(A?) = o se décompose par I'adjonction de yD en deux autres du
degré sous-double, ct qu'un module satisfait & 'unc ou l'autre de ces

c—1
¢quations, suivant que (—1) * estégald +~1oud — 1.

Pour les modules de la premiére catégorie d’un déterminant pair, on
peut se horner aux ¢équations (44), puisque, si D=2(mod4), il n'y a
(qu'une scule équation en &%, ct que, si D =0 (mod4), 'unc des deux
¢qquations a pour racines les réciproques de celles de l'autre, de sorte
(ue la décomposition de la premiére équation entraine celle de Fautre.
On a done

e, =1°yD = ip(h?)
ou bien
c

5(k*) —(—=1)* yD=o;

o I'on peut faire les mémes conclusions que pour D =: 44 + 1; seu-
lement il faut se rappeler que, si D=2 (mod4), on a suppos¢ b divi-
sible par 45 si 'on veut se délivrer de cette restriction, il faut remplacer
e—t c—b—1
(—1)* par (—1) * .
Pour tous les modules de la premiére espice et de la seconde caté-
gorie, on a (n® 13, 17) unc équation de la forme

a—1

o= (= 1) T 41+ i#VE)'VD = 5k,

el Fon peut faire B
i(! -+ i“”\/k)g= Y(k*),
done

a
2

(k) = (= 1) yD(k3) = o.

Done, si D n'est pas un carré, I'équation ®(A?) = o se décompose par
I'adjonction de yD en deux équations partielles, un module donné sa-

a—1
tisfaisant & I'une ou & P'autre, suivant qu'ona (—1) * =—410u=—1.
Pour la seconde catégoric de la scconde espéce, on a (n° 12), en
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ayant égard au changement fait dans la signification des lettres a, b, c,
eo=itkyD = o(k*);
de plus, on a (n°* 14, 19)

o
ob+a

—2i* k= (k?);

\ . a . .
d’ot I'on tire, en remarquant que > et b sont des nombres impairs,

¢(k) — (=17 VDY(k?) =o.

1l y a donc, encore dans ce cas, décomposition par yD, les modules se
a-2

groupant suivant la valeur de (— 1) * . On trouve aussi

ce (ui justific une assertion faite au numéro précédent.
En considérant, au contraire, les modules de la premiére catégoric
d'un déterminant de la forme 4k —1, on a, pour les deux espéces

(n> 11, 12),
L
e=(—1)" iyD=g(k*);
donc I'équation ®(k?) = o se décompose par I'adjonction de iyD, les
b—1

racines se groupant suivant la valeur de (— 1) * .
Si I'on fait subir au module k, défini par 1'équation

al®+2b{ +c=o,

la transformation linéaire (; i:), le module transformé sera -;;, et il ré-
pondra & I'équation

(a +4b+4e)3+ 2(b+ 2¢){+c=o.
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‘n considérant séparément les divers cas, on démontre aisément jue,
pour la premiére catégorie d’'un déterminant de la forme — (4A+1)
et pour la seconde catégorie de la premiére cspéce de tous les détermi-
nants, k? ct Ai, satisfont 4 la méme équation partielle, tandis que, pour
la premiére catégorie de la premiére espéce des déterminants — (41 — 1),
— (4k + 2) et pour la seconde catégorie de la seconde espéce, A? satis-

fait 4 'une des équations partielles, Z'-; a Pautre. Quant a la premicre

catégorie de la seconde espéce ct & la premitre catégoric des détermi-
nants divisibles par 4, on se rappelle qu'il y a déja, avant la décompo-

.o ' . . . 1
sition, deux équations, satisfaites 'une par A*, 'autre par -

IV. — DIGRESSION SUR LES FORMULES D’ ARITHMETIQUE
pE M. Kno~EckEn.

23. Nous avons déja donné deux exemples des formules d’Arithmé-
lique qu’on peut tirer des considérations du paragraphe préeédent, ot
¢videmment toute équation modulaire donne lieu 4 un corollaire de
cetle espéce. Mais, si I'on veut obtenir ces formules sous la forme
choisie par leur illustre auteur, il faut employer, non pas les équations
modulaires irréductibles, mais les équations qui embrassent toutes les
transformations définies par des équations de la forme

d’un degré impair donné, ou toutes celles qu’on en déduit par une
transformation principale du degré 2™. On trouve par cette méthode.
indiquée par M. Hermite dans son célébre travail Sur les dquations
modulaires (p. 40, note), un certain nombre de formules qui se résu-
ment toutes par les formules I-VI de M. Kronecker (Journal de
Crelle, t. 57, p. 249). Nous en déduirons quelques-unes, en commen-
cant par celles qui corrcspondent & des transformations de degrés
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impairs. Voici d’abord les notations dont nous ferons usage dans ce
paragraphe : nous désignerons par

G(n) le nombre des classes de formes quadratiques du déterminant
— n, en faisant toutefois G(0) =33

I'(n) lec nombre des classes du déterminant — n dont les cocfficients
extéricurs ne sont pas, les deux, pairs, en faisant F(o)=o0;

®(n) la somme des facteurs de n;

W(n) Iexcts de la somme des facteurs de n qui surpassent y/r, sur la
somme de ceux qui sont moindres que ynr;

%(n) la moiti¢ du nombre des solutions de I'équation indéterminée
n =g+ 4n%;

”(n) la moitié¢ du nombre des solutions de I'équation n = Z* + 165%;

J(n) la moiti¢ du nombre des solutions de I'équation n = 5*+ 342,

Ce sont, & Pexception de ¢”, les notations employées par M. Kro-
necker dans le travail cité. Les expressions G(n ), F(n) satisfont aux
¢galités suivantes, ot les termes qui se trouvent entre parenthéscs ou
enire doubles parenthéses doivent étre omis, les premicrs si n n’est
pas un carré impair, les derniers si n n'est pas le triple d'un carré im-
pair

F(4n)=2F(n)— (1), G(4n)—F(4n)==G(n);
pour n = 4h -+~ 1, 45 + 2, ona

G(n)=F(n),
pour n=38h —1
G(n)=2F(n),
etpourn=38h+3
3G(n)=4F(n)+((2))

24. Soit » unnombre impair, ¢t désignons par

f(\/’:, \/E) =0

I'équation qui a licu entre les racines carrées du module & ct de son
transformé &,, la transformation étant du degré # ct définie par des
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équations de la forme

E.20=n'.20
(60) ”

e =—t.20,+ 2’0,

ou n=n'n", n'==1, t==0(mod4), ct ol ¢, n’, n” pcuvent avoir un
diviseur commun. On sait que le degré de cette équation, cn vk,
aussi bien qu'en vk, est égala ©(n). Pour les petites valeurs de vk les
valeurs de vk, se développent en séries convergentes, dont les premiers

e}t n'—n n
termes sont de la forme ¢*™ 2 ™ k™ ; donc, pour les petites valeurs
de x, I'équation f(x, y)=o peut étre remplacée par la suivante

H(y_nl/ _ 2"”—R’x"')= (),

ou 2’ doit étre égalé & tous les diviseurs de n. On en conclut que le
plus petit degré d’un terme du développement du polynéme f(x, y)
suivant les puissances de x et de y, est égal A @(n) — ¥(n); c'est done
la multiplicité du point z = y = o de la courbe f(x, y)=o0. Dans le
cas ol  est un carré parfait nous devons quelquefois faire abstraction
de Ia racine y = x, ct, dans ce cas, il faudra diminuer d'une unité le
nombre trouvé. L’équation ayant la propri¢té de ne pas étree altérée

«quand on remplace z et ¥ par = et —» on a
Jus p ypar— >’

= Cz%m @ t1
f(zy)=Ca®Oy™f (;;)
d’oti 'on conclut que l'ordre de la courbe est égal & @ (n)+ ¥(n),
nombre qui doit aussi étre diminué d'unc unité, si, dans les cas ol «
est un carré, on supprime la racine # = y. Lnfin, nous aurons besoin
de connaitre les multiplicités des points

n—1
z=y==%1, w=(~1)7y=ii;
on les trouve égales a celle du point

w=y=0.
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On a vu, en cffet, au n° 9, que dans le cas des équations modulaires
irréductibles I'équation f(z, y) = o peut s'¢crire

I — onr—y
f(i”+w’ c‘""+_r) =0
par conséquent la méme équation a ¢évidemment lieu dans le cas qui

nous occupe. En développant suivant les puissances de " — ux,
"”— y, on voit qu'on a, pour les valcurs infiniment petites de ces

uantilés,
S (@ yy= [ — yy* — 2= (= w)y”],

ce qui justific notre assertion.

En supposant maintenant que le module &, s¢ ramene & & par une
transformation linéaire, on obtient une équation en vk, Jont le degré
peul étre évalué au moyen des déterminations précédentes. Si cetle
¢quation admet les racines o, == 1 ou == Z, on les supprimera, et I'on
déterminera le degré de I'équation finale, satisfaite par les racines car-
rées des modules qui admettent une multiplication complexe du
degré n et d'une forme spéciale, déterminée par la transformation
linéaire employée. Or ces modules sont définis par les équations (27)
el (28); sculement, dans notre cas, les nombres x et y ne sont pas
assujettis & la condition d'étre premiers entre eux.

IFaisons dans les équations (27)

Ya,=a, yb=0>0, ye,=c¢, yn,=ac—b=A,
on aura, cn écrivanl » ct w’ au licu de @ et &',
| (z+iVd).20 =(z + b).20 + aw,

(z+iyd) w= —c.20+(r — D),
n=az*+A.

(61)

Lin supposant & ct y pairs, les équations (28) donnent un résultal
de la méme forme ; mais, si x et y sont impairs, et qu'on fassc

2yay=a, y(2b+1)=0,
2ye =¢, Yi(hn, —1)=ac—b'=A,

Journ. de Math. (4* série), tome 1I. — Fasc. I, 1887. 20
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on
[0\ A r+b «
\———‘--20):( )-20)4——(0,

, ) % U]

(62) ) B}
NOESIVAY , c a£r—b
'—T—i- ) = —;'2(0+—T'(1)’,
\ ] 2

An=ux*4 ],

olt & est impair. Dans les deux cas le module cst déterminé par I'eé-
(quation
al’+ 2bl 4+ c=o.

Yar ld nous avons rapporté les modules aux déterminants — 3, au
licu de les rapporter & leurs degrés, et nous n'avons plus & distinguer
les deux especes de modules, mais sculement les multiplicateurs des
formes & + {yA el {(w +7yA), dont la derniére n'existe que si A esi
dc la forme 4/ — 1 et x impair. On remarquera que dans les équa-
tions (61) le premier et le dernier coefficient . + b et . — b =ont de
la méme parité, tandis que dans (62) les cocfficients correspondants
sont de parités contraires.

En faisant usage de (61) et (62), il arrive quelquefois qu'un méme
module est rapport¢ & plusicurs déterminants; mais on voit que sa
multiplicité comme racine cst intacte, en se rappelant que cette multi-
plicité est égale & la moiti¢ du nombre des multiplicatcurs avee lesquels
le module satisfait & I'équation. Pour chaque déterminant auquel un
module sc trouve rapporté, il doit donc étre compté comme racine
simple si @ est zéro, ou si x doit étre pris avec un signe détermind,
comme racine double si x? > o et le signe de .« est arbitraire.

in ¢galant le nombre des racines ainsi déterminé au degré connu
de I'équation finale, on a unc relation entre certains nombres de classes
appartenant & une séric de déterminants de la forme — (2 — &) ou
de la forme — (4n — «?).

253. En faisant &k, = vk, on obtient unc équation en vk du degré
®(n)+ ¥ (n), pourvu que n ne soit pas un carré parfait; dans ce cas
il faut préalablement débarrasser I'équation modulaire du facteur
vk, — Vk. Pour comprendre les deux cas dans une méme formule, nous
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¢erirons entre crochets les termes qui doivent étre omis, quand 2 n’est
pas un carré; ainsi notre équation sera du degré (n)+ ¥(n)— [1].
ille adinet les racines o, =1 ¢t, si z est de la forme 4% + 1, cncore
2 1. Or, puisque dans les points

€=y =0, r=y==1I, &=y ==1I,

les directions des tangentes de la courbe f(x, y)=o0 ne coincidenl
pas avee la droite z = y, la multiplicité¢ de chacun de ces points, con-
sidéré comme point d'intersection de la courbe ct de la droite, est
égale a®(n)— W' (n)—[1]. Donc, ecn supprimant ces racines, le
degré de I'équation finale scra

6 (n)— 42(n) + [4]

si n est de la forme 44 + 1,

4 (n)— 20(n)

si e est de la forme 44 — 1.

Pour que la racine carrée d'un module singulicr définie par les for-
mules (61) ou (62) satisfasse & I'équation finale, il faut que I'une ou
I"autre de ces multiplications complexes se déduise d’une Lransforma-

. - . . ) . sy e r.s
tion de la forme (Go) suivie d'unc transformation linéaire (,‘, y)’ c’esl-

a-dive que les cuatre cocfficients de la multiplication complexe doivent
¢tre respectivement égaux aux nombres

re’y sn'y, —ri+r'n, —st4+sn'.

Dans notre cas on a
s=r'=o0  (mod4),

de sortc que 72’ ct — st + §'n” sont impairs; donc il ne peut étre
(uestion (que des équations (Gr1). On doit donc poser

x—+b=rn, a=sn,

—Cc=—1rt+1'n", x—b=—st+sn.
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Par suite & + b et .c — b seront impairs, @ ct ¢ divisibles par {, el
'on aura
A=ac—b'=0 ou =—1  (modj).

Réciproquement on voit sans peine que ces conditions sont suffisantes.
Supposons d'abord ue » soit de la forme 44 + 13 dans ce cas .«
sera nécessairement impair, b pair, puisque autrement

A=n—u?= (mod4)

ce qui est impossible. Donc les modules peuvent correspondre & toute
forme quadratique (@, b, ¢) du déterminant

— | — (25 +1)?|

dans laquelle @ ct ¢ sont divisibles par 4, b pair, en d’autres termes, a
toute forme quadratique du detcrmm.ml

— = (2% +1)?]
dont les cocflicicntq extérieurs sont paire. Ainsi on a pour chaque va-
leurs de (2% + 1)? un nombre de classes ¢gal

G [Amlir| _p|uztdey

4 A
A Pexception des modules linéaires qui pourront se présenter, il y
a pour chaque classe vingl-quatre valeurs de v, toutes des racines
doubles, puisque le signe de 2% 4 1 est arhitraire. Mais nous conser-
verons au premier membre de I'équation le coefficient 48 devant tous
les termes en ajoutant au second membre une correction (.. On a
done

|

=61(n)— .;‘ (n)+|4]+ C.

Déterminons maintenant la correction. Pour rencontrer des modules

n—(2%+41)
4

lincaires de la premiére espéce, il faut que soil un carpé
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parfait; mais, puisque @ et ¢ doivent étre pairs, ce carré sera lui-méme
pair : donc il faut que » = (2% +1)*+ 167, Si cette équation a lieu,
on a les valeurs

vik=xyxi, Jk==x(2zx1), vVk==xi({y2=)):

douze valeurs de \/E au licu de vingt-quatre; ces racines étant doubles,
la partic correspondante de la corrcction scra 123" (n)—[12]. On a
des modules linéaires de la scconde espéce si n=(25 + 1)* + 3(21)?,

ct dans ce cas on a compté vingt-quatre valeurs de k au lieu de huit,
ce qui améne une correction de 164(n)—[16]. Enfin un dernier
terme de correction égal & [12] est exigé par la circonstance (u’on a
(i(0o)=1{. Donc enfin on a

C=129"(n)+16%(n)—16].
Iin substituant et divisant par 2, on a, pour n = 4L 4+,

o (HEO[=] s p{azege

?‘ =3¥(n)— "<I’(n)+ 69" (n)+ 84 (n)—[6{,

oit le nombre 2% + 1 doit prendre toutes les valeurs impaires ¢l posi-
tives (ui ne surpassent pas yn.

Sin = 4h — 1, « est pair, b impair, ct par suite A = ac — 0?* est de
la forme 84 — 1. 1l s’ensuit que x aura les valeurs o, 4, 8, 12, ...,sin
est de la forme 8% — 1, mais les valeurs 2, 6, 10, ..., st 2 est de la
forme 8% + 3. Or, si dans unc forme (a, b, ¢) du déterminant
- (8/¢ —1), les cocfficients @ ct ¢ sont pairs, I'un d’cux sera divisible
par 4, ct b sera impair; de plus, il y aura toujours une forme de la
méme classe dans laquelle @ ct ¢ sont, les deux, divisibles par 4; en
cffet, si'on a, par exemple, ¢ =2 (mod4), on déduira par la transfor-

. g 1 o}
mation linéairce <[ ’) une nouvelle forme @, b,, ¢, dans laquelle

a, = a,

ci=a+2b+c=0 (mod4).
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Il y a donc, parmi les racines de I'équation, des valeurs de vk ap-
partenant & chaque classe de formes du déterminant — A dont les
cocfficients cxtérieurs sont pairs. Le nombre de ces classes est

G(A)— F(A)=F(A).

Or, si \/k est une de ces racines, les autres racines appartenant & la

' . . o g e r. s .
méme classe s’en déduisent par les transformations linéaires ( ” s,) qui
conservent les congruences ea=c==o0 (mod4); il faut pour cela que
1 et ss’ soient pairs, c’est-a-dire que 77 ct s soient pairs, ce qui donne
les racines

T, 1
=+ ',\', =+ ;/_—/\"

ou que 7 ot §' soient pairs, ce qui donne

+ l.'t\/Z‘

A

[l'y a donc huit racines par classe ; elles sont racines doubles, exceplé
pour i = 0. On ne rencontre pas de modules lincaires.

On est ainsi conduit aux deux formules suivantes :

Pour n = 8h —1,ona

(64) 4lF(n)+ 2F(n—43)+2F(n — 82)+...| =20 (u)— C(n).
et pour n=8h + 3

4[2F(n — 22)+ 2F(n —6*) + 2 (e — 10?) +.. .|

(63) =21(n)— @(n).
26. Faisons Vk, = — ﬁ - En substituant, on a une équation en VA

du degré 2@ (n), qui n’est satisfaite ni par yk = o, ni par yk == 1.
Mais, si n=/4/ + 1, clle admet les racines yk == i, ct1'on voit comme
précédemment que leur multiplicité est @(n) — ¥'(n); done, en sup-
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primant ces racincs, on obtient, pour » = 44 + 1, une équation finale
du degré 2W(2).
En poursuivant I'analyse dc la méme maniére qu’au numéro précé-
dent, on est conduit aux trois ¢quations suivantes :
Pourn=4h+1,0na

(66)  2f2F(n—1*)+2F(n =3+ 2F(a—~5)+...|=V(r);
pour n =8k — 1,

(67) 42l (r = 2*)+2F(n — 6*) + 2F(n — 10*)+...]= O(n);
et pour # = 84 + 3,

(68)  4[F(n)+ 2F(n — 4*)+ aF(n — 8*)+...]= ®(n).

De méme, en faisant Ak, = -—/‘? » on trouve :
Pour n= 4h +1, v
(6)  2|F(n)+2F(n— 2?) 4+ 2F(n — 1) +...]=®(n)+ 9(n):
el pour = th —1,
(7o) 2]2F(n =)+ 2F(n—3)+2F(n —5)+...]= ®(n).
linfin, faisant dans I'équation modulaire

'/(,I', ,|'|)= 0,

R _<x+i\/Z'>’
' l——l'\//_(

(qui a licu entre & et &,

et chassant le radical VA, on obtient une équation en & du degré 49 (n).
(qui n'est satisfaite ni par k = o, ni par k===1. En raisonnant sur
cette équation, on ne rencontre que des multiplicateurs de la forme

(x + iyA), et 'on obtient facilement

() FUn—=1)+F@n -3+ F(4n - 52)+...= B(n).
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27. Des ¢quations (63) & (70) on déduit les formules 1V, V, VIde
M. Kronecker. En effet, les équations (64) & (70) donnent, pour toute
valeur impaire de n,

2|F(n)+2F(n —1?)+ 2F(n — 2?)+ 2F(n — 3*)+.. .|

T S any+ )+ (),
. , 2[F(n)— 2F(n—1*)+ 2F(n — 2?)— aF(n — 3*)+.. .|
L =(=1) [P(n) = T ()] +5(n).

¢’est-a-dire les équations V et VI. Pour avoir |'équation LV, remar-
(quons qu'au moyen de la formule 2F(A)= F(4A)+1, o le dernicr
terme doit étre omis si A n'est pas un carré impair, on trouve

24 z r [n —(2424-1)’]
= 122 Fln — (25 + 1)+ 05(n)— 657 (1);
done, en vertu de I'équation (66), on a, pour n = 4h + 1,
24 EF [ﬁ-:(—zf—-*_—')—zl =3¥(n)+ 63(u)— 65"(n)
et, en ajoutant cette équation & (63),
24 2 G [t%é::)‘a] =0¥(n)— 2P(n)+ 65 (n)+ 84(n)—]6].
Or I'équation (72) peut s’¢éerire de la maniére snivante
2|G(n)+ 2G(n —12)+ 2G(n — 2*)+ 2G(n — 3*)+.. ]
et ols
=0(n)+ T (n)+¢(n);
donc enfin

3[G(n)+ 2G(n —1*)+2G(n — 2*)+2G(n — 3?)+...]
=0(n)+3¥(n)+ 35(n)+ 29(n)—[3];
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c’est 1a 'équation I'V démontrée pour n=4h+1(*). Pourn=~—1,
on la tire des formules (64), (65), (67), (68), (70), en y exprimant
F(A) par G(A).

28. Pour avoir des formules dans lesquelles le nombre impair 7 est
remplacé par 2n, partons toujours de la transformation du degré »

—_ ]
g 20 = n'.20,

o 7,
g =—1t.20,+ 10,

(qui donne I'équation modulaire

) Sf(k k)= o,
et faisons-y
g.20,= 20, .20, = p.20+40 W,
g, =— 20, o, =20 .20+ ow

o —8p'e=1,

ou bien
. g 2wy= 4p .20+ 20'0,
(74 ,
‘ g€ w,=—p.20— 400,
ce qui donne

k__l—-/.'., k_l—/i‘

Tk, LRy

Evidemment I'équation en k cst du degré 2@(n); elle a pour racines
les modules ui admettent une multiplication de la forme suivante :
. £.20 = 4p'n .20+ 20'0'w,
(73)

e W'=—=(4pt+pn).20—(20t + fon")w.

En raisonnant sur cette équation comme dans les n°* 25 et 26,
on trouve facilement

F(2n)+ 2F(2n — 2?)+ 2F(2n — 42)+...= ®(a).

(') Dans le Mémoire de M. Kronecker le dernier terme — [3] a été omis.
Journ, de Math. (4 séric), tome 1II. — Fasc. II. 26
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De méme, cn éerivant, dans-les équations (94), (75), 49+ 2 au
licu de 43, c'est-a-dire, en faisant

14k . 1—k
h==p he=—imp

on obtient
2F(2n —1?)+ 2F(2n — 32)+ 2F(2n = 52)+...= 20 (u) + 3 (n).

En ajoutant ct soustrayant membre & membre les équations trou-
vées, on a, pour toute valeur impaire de n,

F(an)+2F(2n —1?)+ 21 (2n — 22)+ 2F(2n — 32)+...
= 20(n) + 3(n),
F(an)— 21 (2n —1%)+ 2F(2n — 2?)— 2F(an — 3) 4+...= — 5(n).

(76)

c'est-d-dire les équations 1l et ITL de M. Kronecker.
29. Des équations (71) et (72) on tire aisément la snivante

(77) F(in)+ 2F(4n — 1)+ 2F(jn — 22) + 2F(4n — $2)+...
77 = 30(n)+ T'(n),

qui est un cas spécial de la formule 1 de Kronecker. Mais, pour la dé-
montrer généralement, il nous faul une nouvelle équation, que nous
tirerons de la considération d'une transformation de degré pair, appar-
tenant au second cas (voirr n° 153). En conservant Ia lettre n pour dé-
signer un nombre impair, nous dénotons le degré de la transformation
par m = 2%n; cn faisant comme précédemment a# = n'n”, la transfor-
mation dont il s'agit est définie par les relations

20 = n'.20,,

g W'=—{(.20+ 20" w,.
L’équation modulaire correspondante

(78) S (K2, "‘z)=°
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est le produit de plusieurs équations modulaires, principales et irré-
ductibles, du cas II, dont les degrés sont des facteurs de 2 de la forme
2%(2h +1). De ce qui est dit au n® 13 nous pouvons conclure que
notre équation est du degré 2*®(n) en A?, aussi bien qu'en £}, ct
que les plus hautes puissances de k? et de &} se trouvent multiplices
ensemble. Donc, cn faisant &] = &?, on obticnt une équation en A? du

, . . . t+n'
degré 2™'®(n). Comme le fait voir la relation {,= —,,——C, cette
o 0 n"aw

¢quation a la racine A* = o.
Pour en trouver la multiplicité, il suffit de remarquer que, pour les
infiniment petites valeurs de A?, I'équation peut étre écrite

1[(k )™ — AGkey] =,

ou  doit ¢étre égalé successivement & tous les diviscurs de #. Il en ré-
sulte, en effet, qu'on trouve la multiplicité de la racine zéro en décompo-
sant le nombre m de toutes les maniéres possibles cn deux facteurs dont

I'un est impair, et faisant la somme de ceux qui sont moindres que Vm.
Nous désignerons cette somme par S(m). Enfin, puisque I'équation (78)
peut aussi étre écrite f (&}, k*)=o0 (18), on voit que I'équation
S (k*, k*)= o admetla racine k* = 1 avec la multiplicité S(m). Donc,
en supprimant les racines o et 1, on a une équation finale du degré

2" ®(n)— 28(m).

‘n ¢galant ce degré au nombre des racines de I'équation, on trouve
facilement la formule suivante :

y { F(im —1*)+F(4m = 3*)+F(4m —5*) +...
(79) = 2™P(n) — S(m).

FFaisant m = 2n, I'équation (76) donne

F(am)+ 2F(4m — 2*)+2F(4m — ) +...= 4P (n);

done, ayant, pour m = 2n,

23(m)=P(m) =¥ (m)=30(n)—V¥(m);
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on trouve
(80) i F(4m) + 2F(4m—1*)+aF(4m— 2*)+...
[ =50)+¥(m)=Q(m)+ ¥(m)+ ad(2):

cette ¢quation a aussi licu pour = = o, m = n, puisque dans ce caselle
rentre dans (77). Par lia la formule (1) de M. Kronecker est démon-
Irée pour ==o0 ct = =1. Pour achever la démonstration, il suffit
maintenant de faire voir qu'clle subsiste pour le nombre 4m, si elle
subsiste pour le nombre /. En multipliant I’équation (80) par 2, on
ohtient

F(16m) -+ 2F(16m — 22) + 2F(i6m — 4*) + ...
=20 (m) + 2¥ (m) + 4P (n);

de plus I'’équation (79) donne

2F(16m —12) + 21 (16m — 3*) + 2 F(16m — 52) +. ..
= 2" Q(n) — 28(4m),

donc

F(16m) + 2F(16m —12) + 2F(16m — 23) +. ..
=2+ ) D(n)+ 20(m) +2¥(m) — 23(4m).

(81)

Or, si 'on désigne pour un moment par T (m) la somme des fac-
teurs de m qui sont moindres que yme, on a

T(4m) = 2T (m)+ S(4m);
donc
2S5 (4m)=2T(4m) — 4T (m)
=Q(4m)— T (4m) — 20(m)+ 2¥(m).

En substituant cette expression de S(4m) dans le second membre
de I’équation (81), il devient

(28" 4+ DO(n) — O(4m) + ¥ (4m) + 1P (m)
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ou bien, en vertu de la relation ® (m) = (2™ — 1) @ (n),

O(4m)+ ¥ (4m) + 2@ (n),

ce qui achéve la démonstration de I'équation (80).

V. — I/EQUATION DE LA DIVISION DES PERIODES; L'EQUATION MODULAIRE.

o0. Soit k& un module singulier du déterminant — D, défini par
I'équation
al*+ 2b{+c=o,

le plus grand commun diviscur des nombres @, 26, ¢ étant 1 ou 2 sui-

vant I'espéce du module, et soit pour abréger ¢ = £yD. Supposons de
plus que A* satisfait & une équation algébrique

(l’(kz) =0,

du nombre de celles que nous avons déduites dans le § I1I, n** 10, 11,
13, 14, 16-19. Regardons &* comme une quantité connuc; soit p un
nombre impair, ct considérons I'équation du degré p* —1

F(z)=o,

. . ] .D2 D ! N .
dont les racines sont les quantités A ('——w:—wi )a ct dont les coefticients

sont, comme on le sait, des polyndmes cn A* i cocfficients enticrs.
Si I'on désigne par Q une période quelconque, on a (n° 21)

(rse)el P ,
IO L

P, Q, R étant des fonctions entiéres de A 2), k* et de e. Or on sait
P

que @ (%) v (;) peut étre exprimé en fonction rationnelle de A2 <%>

cL de &% : donc on peut déduire de I'équation précédente une relation
p q p
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de la forme
‘§a ;\[(_’_’ﬂ':’f)i"l - [)\ ‘:‘)l
(82) S =G

/ dénotant une fonction rationnelle dont les coefficients sont des poly-
nomes en A* ct en ¢ & coefficients entiers. 11 importe de remarquer que

P'expression f [)\ (%ﬂ est identiquement la méme pour toutes les

périodes et pour Lous les modules qui satisfont a I'équation ¢ (A2) = o.
Au moyen des relations (82), il est facile de faire voir que I'é¢qua-
tion I(5) = o est abélienne, au moins aprés I'adjonction de €. En fai-
sant
wm=m.20+ m'w’,
d'oti
s = (mb—m'c)2w+ (ma — m'b) ',

on voit aisément que I'aire du parallélogramme (@, e ) est ¢gale dcelle
du parallélogramme (20, 0’) multiplié par (am* — 20mm’ + em™*).
Or, si la classe de formes quadratiques, a laquelle correspond le module,
contient la forme «* + )2, on peut faive am?* — 2bmm’ + cm'* =
par cela le parallélogramme (®, ewr) devient élémentaire, et, par suite,
toules les périodes sont contenues dans P'expression (r + s¢) @. Pour
les autres modules, cela n'est pas possible ; mais dans tous les cas on
peut rendre am®* — 20mm’+ cm’* premicr & p. La période & ¢tant
choisie de cette maniére, on démontre facilement que I'égalité

exige qu’on ait

el (que, par conséquent, toutes les racines de I'équation F(3) = o sont

. r -+ 8w
contenues dans I'expression A [(—~ > )

l. Or, en remplacant, dans les
équations )

== AG) A =E = G))
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© respectivement par (77 + s'¢) &, (1 + s¢) &, on trouve

W = A P G =G

ce qui fait voir que I'équation F(5) = o cst abélienne, si € est une
(uantité connue, ou si clle a ¢té adjointe & I'équation. Dans les cas de
la premicre catégoric d'un déterminant de la forme — (44— 1),
e s’exprime rationnellement ¢n A?; dans les autres cas, I'adjonction de e
peut étre remplacée par celle de i (n” 22). Mais, comme nous ’avons
d¢ja dit, Pintroduction de e dans le second membre de I'égalité (82) a
cu pour cffet de rendre les mémes formules applicables & tous les mo-
dules qui satisfont & I'équation ®(A?) = o. Cela n’a pas d'importance
quand il s’agit sculement de la résolution de I'équation I (z) = o; mais
c’est un point esscnticl pour les applications que nous avons a faire des
propriétés de cette équation.

D'ailleurs les modules de la secconde espéce peuvent étre traités, ici
ct plus bas, d'une maniére spéciale, en faisant usage des multiplicateurs
1+ {yD

2

de la forme ; mais, puisque cela n’exige que des modifications

légéres, il suffit de P'avoir indiqué.

31. En étudiant de plus prés la résolution de I'équation de division
des périodes, nous nous hornerons au cas ou p est un nombre pre-
micr impair; la résolution étant connue pour ce cas, on en tire celle
des ¢quations plus géncérales par la théoric de la division de I'argument
et le théoréme d’addition. On sait que, pour les modules indéterminés,
le groupe de I'équation proposée estle groupe linéaire du degré p*— 1,
ct quen adjoignant & I'équation les racines p*™* de I'unité, il se réduit
au groupe de monodromic, qui conticnt les substitutions lindaires
dont les déterminants sont congrus a I'unité suivant le module p (V).

(') Voyez le Traité des substitutions de M. Jorpax, n° 476. Dans une Note
insérée aux Comptes rendus de la Société des Sciences de Christiania,
année 1871, j’ai démontré que le groupe algébrique contient toutes les substitu-

tions linéaires, et qu’il se réduit au groupe de monodromie par I'adjonction
i

de e 7. M. KnoxeckEr a donné une autre démonstration dansles Monatsberichte
de U’Académie de Berlin, année 1873, M. H. WeseR y en a joint une troisi¢éme
dans son travail sur la multiplication complexe (Acta mathematica, t. VI).
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Par conséquent, si & est un module singulier, le groupe de I'équa-
tion F(5) = o cst contenu dans le groupe linéaire, ct si 'on adjoint la

)
quantité e 7 , il est contenu dans le groupe des substitutions linéaires
dont les déterminants sont congrus & 1 (mod p). On sait de plus (ue
pour les modules de la premiére catégoric dont le déterminant est de
la forme — (4/ —1) le groupe ne peut contenir que des substitutions
compatibles avec les relations (82): la méme chose a licu pour les

autres modules, quand on adjoint a I'équation l'irrationnelle i yD. En

faisant
.20+ Yo'
Sgy=A———)
9’ I,
on a la relation

() o ()

:b.r—c_v. ar=by =,f (Z,, J') *

ou bien
Soit
S=|ux,y re+sy,1"c+sy|
une substitution du groupe ; on a, cn exprimant qu’elle laisse subsister
la relation ci-dessus

H(bs = ey) + s(az ~ by)
¢ \ =b(ro+sy) —c(r'e+sy),
" ? r(bx—cy)+s'(ax—Dby)

=a(rz+sy)—b(r'z+sy) (mod p),

congruences qui doivent étre vérifiées ‘pour toute combinaison de
valeurs de z et de y, ct qui expriment en méme temps que S est échan-
eeable d la substitution

| @,y bx—cy,ax—by |,

si d'ailleurs cc symbole désigne réellement une substitution. On en
tire

(84) L=""Y=_% (mod p).
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De méme les conditions & remplir pour que S soit ¢changeable i la
substitution

| 2,y rz+sy,re+sy|

sonl les suivantes

I r—s
_=__'=_ d .
7 ==y =5 (medp)

Il s’ensuit que les substitutions définics par les congruences (84)
sont c¢changeables entre clles; clles forment ¢videmment un groupe,
qque nous désignerons par G. De ce qui précéde on conclut que, pour
les modules de la premicre catégoric dont le déterminant cst de la
forme — (4 —1), le groupe de 'équation F (=) = o est contenu dans
le groupe G, et que, pour les autres modules, cela a aussi licu, pourvu
(qu’on adjoigne & I'équation la quantité ¢. Pour trouver qquel peut ¢étre,
pour ces derniers modules, le groupe avant Padjonction de ¢, considé-
rons la relation

af T 2wyl N .r.!).o)—{—“_)}_u_’ ’
(et ) = g [ (2 ) |

(qu'on obtient de la précédente en I'élevant au carré, ct dans laquelle
¢ n'entre pas [n° 21, équation (57)]. On voit immédiatement que les
substitutions du groupc vérifient ou les congruences (84) ou celles
qu'on en déduit en changeant le signe des seconds membres; on trouve
ainsi les substitutions de G et celles de la forme suivante

T=|x,y re+sy,rec—ry|,
r, 1, s satisfaisant & la congrucnce

as + 2br — cr'==0 (mod p).

Ces substitutions forment un groupe H, contenant G, et I'on sait
que, pour les modules en question, le groupe de P'équation I (3) = o,
sans adjonction préalable, est contenu dans H. Enfin nous désignons
par I' Ie groupe contenant celles des substitutions de G dont les déter-
minants sont congrus 4 1 (mod p).

Journ. de Math. (% série), tome III. — Fasc. 1I. 27
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Dans ce qui précide on peut remplacer les périodes 2w et o' par la
période w, définic au numéro précédent, cl e’ = ewm, pourvu qu'on rem-
place les nombres a, D, ¢ respectivement par 1, o, — Dj par 1a on
oblient pour 8 la forme suivante

S=|ux,y re—rDy,re+ry |,

etl'on trouve qu’elle remplace A I'E—Tp—’—)—f] parA [(-i'—)—},l——“i)g :
La substitution T devient )

T=|ux,y ra+rDy,re—ry

.
,

elle remplace A [—(E—_*-p—’s):] par A l-(" + "’s)j: ~'y5)m]o Parmi les sub-

stitutions de H se trouve la suivanic

To=| Ly Xy —Yy l’
etl'ona
T=T,S,
T,'STy=| %,y re+rDy, —1r'c+ry
=52,y (D), (4 D)y |

on cn conclut que les substitutions de I sont permutables & G, et (ue
son ordre est le double de celui de G, comme cela doit ¢tre, si le
groupe de I'équation I(5) = o se confond effectivement avee H
(voir le Traité de M. Jordan, n** 376, 378).

I’ordre du groupe G est différent, suivant que — D est résidu (ua-
dratique de p, divisible par p, ou non-résidu quadratique de p; on e
trouve ¢gal a (p — 1)* dans le premier cas, & p* — p dans le deuxiéme,
et & p* —1 dans le troisicme. Examinons séparément ces trois cas.

A. Supposons que — I soit résidu quadratique de p ct faisons

p*+ D =pg.
On a

12572 5
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et I'on remarque les deux systémes contenant chacun p —1 racines
d’une forme spéciale

(12) o (122)

ot =r1,2,..,(p—1).
Par les substitutions de G les racines de chacun de ces systemes
s'¢échangent entre clles; cn effet, on a

R |

Pav la substitution T, les deux systémes s'échangent entre cux.
Donc I'équation F(z) = o est réductible ct se partage en deux autres

I, (3) =o, F(z) =o,

dont la premiére est du degré 2(p — 1), la seconde du degré (p — 1)*.
Quand le groupe est contenu dans G, soit originairement, soit par
adjonction de ¢, la premiére sc partage de nouveau en deux équations

du degré p — 1,
" (5)=o, Fi (s)=o,

dont la premiére a pour racines les A (—ti’3> la seconde les A (L)
p—e e

En adjoignant & Péquation F(5)=o0 les deux quantités 7\(;:'3;),
2 (LX), son e réduit & la substitution identique; :
W\o=3) groupc sc reduit a la substitution 1dentique; par consc-
uent les racines de I'équation F(5) = o s’expriment rationnellement

par’)\(P ) tl( Al ) Et, en effet, on peut faire

[ (1),

ct trouver ainsi I'expression en question. D'ailleurs c’est 14 une propriété
générale de 'équation de la division des périodes. Les nombres £ et »
sont déterminés par les congruences

T+ Yye —T—)y?

+ (mod p);
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si on les prend pour indices, les substitutions du groupe G se rédui-
sent simultanément & leurs formes canoniques, car é¢videmment on a

S=1&n (r+rpk (r—ranl;
la substitution T, devient
To=|%7% 1,51

Le calcul des polyndmes I', (3), 17 (5) peut étre fait de la maniére
Z_n> sont les

seules valeurs de A () qui satisfassent en méme temps aux équations

. o - t
suivante. On voit aisément que les p — 1 quantités A <
<

N - h 0
Mp—e)l]=o, 55 =o.
Orona
(85) Mp— )] = 5 oo
' P T G MO+ () v (M B[ (A}

Y, Ly, 4. dénotant des fonctions entitres dont les coefficients sont
rationnels en &* et e; done A[(g — €)0] ne peut sannuler que quand
on a

VA(M]=0 ou A(h)=

mais A (0) = donnc
2(p0) '

) T p

done I'équation A|(g — &) 0] = opeut étre remplacée par | A (0)]=o.
Par conséquent on trouve I¥, (5) en cherchant le plus grand commun
diviseur des polynomes ¢ (s) et I'(5); en y changeant le signe de ¢, on
a 17, (3). On voil (ue les expressions qu'on trouve de cetle maniére
sont applicables indistinctement & toutes les valeursde A* ui satisfont
a Péquation @ (A?) = o.

En adjoignant ¢, si cela simplific le groupe, et en outre les racines
pme de Punité, le groupe se réduit & tre contenu dans T, dont les sub-
stitutions, réduites & leurs formes canoniques, sont les suivantes

I g L.
S ’n-.,;q
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Par cette adjonction I, (5) = o, F,(3) = 0 ne s¢ décomposent pas;
mais I, (3) = o est décomposée en p — 1 équations du degré p — 1. De
plus, on voit que toutes les racines de I'équation F () = os’expriment

27
. w —_ . . .y
rationnellement en A <—(’——_>, k*, e cte(sicette derniére quantité a

dir étre adjointe).
B. Supposons D divisible par p, ct faisons
D = pq.
Les substitutions de G sont réduites & leurs formes canonicues par
Pintroduction des périodes & ct ew; on a, en cffet,

S= |,y re,ry+rz|.

ey 2301 ' . .
Les (quantités A (-)—!-j—) s’échangent entre clles par les substitutions du
groupe Il par conséquent, clles sont les racines d’unc équation
N
F,(s)=o,
du degre (p — 1). On peut caleuler F,(z) par la méthode indiquée
dans le cas précédent; on n’a qu’a faire p = o dans la formule (85):
yem . ' o
car fes A 3 sont les scules racines communes aux deux ¢quations
Y(s)=octlF(z) = o, ct, par conséquent, I¥,(z) est le plus grand di-
viseur commun & $(s) et & F(s); évidemment e n’y entre pas. En fai-

sanl
F(s)=F,(s)F.(s),

['¢équation I¥,(3) = o se décompose par ladjonction de A (=) en p — 1
I pose p J 7 P

¢quations du degré p. Et, en cffet, nous avons

(57 =D ==l

y ayant les valeurs o, 1, 2, ..., (p — 1), de sorte que les p (uantités

)\lg_'*_:_’_)i’ l sont racines de I'équation

;
() =M(22) =o,
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el il est facile de voir qu’elles sont les scules racines communes & celle
¢quation et a 'équation IF(5) = o. On trouve done, par le procédé du
plus grand commun diviseur, une équation

(5] o

/

dont les racines sont les p quantités ll (—Jc—_*_p’—)”-J

Adjoignons maintenant ¢ (si cela simplific le groupe) cte 5 par cela
le groupe est réduit i ne contenir que des substitutions de Ia forme

2%

|,y xy—+1rx|

On voil immédiatement que I'équation F,(3) = o se trouve résolue,

D \ . ) 830] . '
¢'esl-a-dire que les quantités 7\(1—> s'expriment rationnellement en
2ci d
k*, e ? et e (si, d'ailleurs, celle derniére quantil¢ a dit ¢étre adjointe).

. . ) o] ' .
Les ¢quations l:, )\(-{-)-)] = o ne sc décomposent pas; mais leurs

ami
cocflicients sont rationnels en A%, ¢ 7 ct «.
(.. Supposons enfin — D non résidu quadratique de p. Dans ce cas,

la congruence

e+ D= (modp)

¢tant irréductible, on peut distinguer les racines de I'équation proposée
par un seul indice de la forme 2 + y¢, pris suivant le module p. TFai-

sons done
tw x4+ y)m
e () 1)
14 r .

Les substitutions du groupe G prennent ¢videmment la forme

| E ME |,
ol
M=17r+sc
on aura, de plus,
To=' E E” |,
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de sorte que les substitutions du groupe H auront la forme
| & Mg |,

v ¢tant ¢gal a 1 ou 4 2. En adjoignant ¢, dans les cas ou cela simplific

sTi

le groupe, et, cn outre, e 7 , lc groupe se réduit & ¢étre contenu dans I
Or, ayant M = r + 7'¢, MP=r — 1"« (mod p), on en conclut que

MPH=r4 "?D=1 (modp).

Done, en désignant par j unc racine primitive de la congruence
EP-1=1 (modp), les substitutions de I' auront la forme

I 3 j"“"”E ly

oih=o0,1, 2, ..., p; par conséquent, I'ordre de I' est égal & p +1.
;i

[is’ensuit que par I'adjonction de ¢ 7 et de e (si celasimplificle groupe),
I'équation F(5) = o se décompose en p — 1 équations du degré p +1.
Dans tous les trois cas, une fonction rationnelle des quantités

A (r+ye)®
)

rationnellement en 42 ct en i{yD d'une maniére identique pour toutes
les valeurs de k2, racines de 'équation P(A?) = o. On le démontre fa-
cilement, en remarquant que la fonction s'exprime, pour tous ces mo-
dules, d'unc manic¢re identicue, sous la forme

U= iG] BB

ct que, si unc substitution de G change Uen U, 7\(%) cn 7\(%>, ona

U= e [\(5)]+ e 1(3)]

32. De ce qui précéde on tire facilement des conséquences impor-
tantes relatives aux équations modulaires principales. Nous ne consi-
dérerons que les équations entre les carrés des modules.

], invariable par les substitutions du groupe G, s'exprime
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1l est d'abord évident que, pour les modules singuliers, U'équation
modulaire qui répond & une transformation d'un degré impair est ahé-
lienne, au moins apres 'adjonction de .

Supposons que p soit un nombre premicr impair. En désignant par
k, 1e module transform¢é qu’on obtient par la division en p parties ¢gales

. £ . N
de lapériode . 2w + yo’, = étant congru a «(mod on sait qu’en
1 yo, ¥ )

géndral le groupe de I'équation modulaire contient les substitutions de
la forme

l re 4

ru—+s' |’

P
on sait, de plus, que Padjonction du radical \/ (—1) * p réduit le
groupe & ne conteniv que les substitutions dont les déterminants
s" — 1”5 sont résidus quadratiques de p. [Voir le Traité des substitu-
tions de M. Jordan, n° 480 (*).] Pour les modules singuliers, les nom-
hres ry s, 17, s onl évidemment les mémes valeurs (ue dans le groupe
de I'équation de la division des périodes sous les mémes hypothéses ve-
latives aux quantités adjointes. On obtient ainsi trois groupes 1, (v,
I correspondant aux groupes 1, G, I' du numéro précédent. Avee les
indices relalifs aux périodes o et em, le groupe H’ contient les substi-

(") La démonstration de M. Jordan est fondée sur le théoréme, dua M, Her-
p—!

mite, que le discriminant de Péquation modulaire est égal & (—1) * p multiplié

par le carré d'un polvnéme en A% & coeflficients entiers, Ce théoréme est une con-

séquence de Ja réduction du groupe de I'équation de division des périodes par
ami

I'adjonction de e 7. En effet, d'aprés une remarque de M, Jordan (Traité, p. 343).
le produit des différences des racines de I'équation modulaire est une fonction
rationnelle des racines de I'équation de la division des périodes, invariable par
toute substitution lindaire dont le déterminant est résidu quadratique et, par
conséquent, invariable par le groupe de monodromie de I'équation modulaire.
Donc le produit est fonction rationnelle de A%, et, puisqu’il ne devient pas infini

pour des valeurs finies de k%, cetle fonction est entiére. Les coefficients sont évi-
Lud

demment rationnels en e 7 , et, comme ils n'ont que deux valeurs, numérique-
ment égales et de signes conlraires, il est facile de voir qu'ils sont de la forme

]
a\/(—-x) * p, a étant un entier.
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tutions
razrD |,
ruxr |’

(i’ contient celles qu’on obtient cn prenant, dans I'expression ci-dessus,
les signes supérieurs. Infin 1" conticnt les substitutions de G’ dont le
déterminant 72 + 72D est un résidu quadratique; mais il faut remar-
(quer que, en vertu du théoréme de M. Jordan, cité plus haut, le groupe
de I'équation modulaire se réduit d’étre contenu dans G’ a étre contenu

dans 1", déja par I'adjonction de{/ (— 1) * p.

Cela posé, considérons les trois cas du numéro précédent.

A. Soit — D résidu quadratique de p. Nous désignerons par &, le
module transform¢é obtenu par la division de la période

[G+n)e+(E—n)elw,

AN

¢tant congru & « (mod p). On voit immédialement que le groupe 1
contient les substitutions

=

r+r': . .
Done, ———= pouvant aveir toutes les valeurs (mod p), excepté = ¢t
?

o, le groupe 11 consiste dans les 2(p — 1) substitutions suivantes

! n |
| « mu |, Iu - I

Il s’cnsuil que I'équation modulaire est réductible, AZ et A2 satisfai-
sant & une équation du second degré, les autres A 4 une équation du
degré p — 1. Le groupe (+* contient sculement les substitutions

| &« mu |;

done, quand le groupe de I'équation modulaire est contenu dans (¥,

k; et kg sont rationnels. On peut faire le calcul des expressions de A2 et

de Ak en A? et g, en les regardant respectivement comme fonctions sy-
-

métriques des racines des équations I¥,(3) = o, I)(3) = o du numéro
Journ. de Math. (4 série), tome ITL. — ¥Fasc. IL. 28
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précédent. Enfin le groupe I contient les substitutions | . m?u |5 0onen
conclut que, par U'adjonction de ¢ (si cela simplific le groupe) et de

' =L
(—1) * p, la seconde équation se partage en deux autres du degré
:(p— 1)
B. Soit D = p.¢; cn désignant par &, le module obtenu par la divi-
sion de la période (x + ye)w, ll’ ¢tant = w (mod p), le groupe (i’ con-

tient les substitutions
[ w1,

le groupe 1I', en outre, les substitutions
| e —u+1" |

Cies substitutions ne déplacant pas A7, cette racine est rationnelle en
k*; on peut calculer son expression de la méme manicre que dans le
cas A. Les autres racines satisfont & une équation du degré p, qui est
abélienne dans le cas du groupe (3. 17 se confond avee (v

(.. Supposons enfin que — 1 soil un résidu quadratique. Posons

SV¢

=+ yez==,"  (modp),

et désignons par k, le module transformé correspondant i la division
de la période (& + ye)®. Puisque j7+* est congru & un nombre réel,
on a k., = kg, de sorte que lindice u doit étre pris suivant le mo-
dule (p +1). Si, dans les £}, considérés comme fonctions rationnelles

de I'équation de division des périodes, on effectue la substitution

J

V¢
DAY

l,
on a une substitution entre ees (quantités qui a évidemment la forme
| ¢ w1 .

De méme la substitution T, produit entre les A2 la substitution | & — « |.
Donc le groupe H’ contient les 2(p + 1) substitutions | & &=« + 4 |,
le groupe G’ les | & &+ |, ct enfin les substitutions de 1" seront les
[w w-+h(p—1)|oubicnles |« w2k |. Donc, par 'adjonction




ts
p—
-t
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o
de & (571l y a licu) et de \/(— 1),—’— P, Véquation modulaire se déconi-
pose en deux équations abéliennes du degré 3(p +1).

‘videmment une fonction rationnelle des A2, invariable par les substi-
tutions de (&', s'exprime en A2 ct en {yD d’unc maniére identique pour
tous les modules qui satisfont & I’équation ®(A?) = o.

Parmi ces résultats, ccux qui concernent les racines rationnelles de
I'équation modulaire sont les plus importants. Ils se résument par la
proposition suivante :

Si l'on fait subir & un module singulier A* du déterminant — D, ra-
cine de 'équation @(A*) = o, unc transformation principale du degré
premier impair p, — D étant résidu quadratique de p, deux racines de
I"équation modulaire s’expriment rationnellement en A?, pourvu que D
soit de la forme 44 — 1 ct que & appartienne & la premicre catégoric;
si 1) est pair ou de la forme 4/ + 1, ou que & appartiennc & la seconde
catégorie, deux racines s'expriment rationnellement en A? et en iyD.
Si le degré divise D, une racine s’exprime rationnellement en A2, On
peut donner aux expressions des racines rationnelles de 1'équation mo-
dulaire une telle forme qu’elles sont applicables indistinctement & tous
les modules satisfaisant a 'équation @ (A?) = o il suftit, pour cela, que,
dans les cas ot — D est résidu quadratique de p et de la forme (44 — 1)
et ol & appartient & la premiére catégoric, on laisse subsister, dans les
expressions, I'irrationnelle £y/D.

Cherchons quelles sont, dans le syst¢tme primitif d’indices, ces ra-
cines rationnelles de I'équation modulaire. En exprimant que la substi-
Lution

l re—+s
ru+s

ne déplace pas &, on a la condition
rut—(r—s)u—s=o (modp)
ou bien, en verlu des relations (84),

au? — 2bu + c=o;
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d’ot

. e : N
(86) u== Pa E:;-*—b (modp),

formule qui, pour @== o, peut étre remplacée par

(87) U=, u-::ﬁ),

dans les cas ot p divise D, les doubles valeurs coincident.

VI. — TRANSFORMATIONS DES MODULES SINGULIERS.

33. En transformant un module singulier du déterminant — D, on
obtient toujours un autre module singulicr; ordinairement le détermi-
nant du module transformé est ¢gal & — D multipli¢ par le carré dn
degré de la transformation. En cffet, si, dans I'équation

al’+ 20 +c=o,
on fait
v s’y
n — ——,'"
r—+ S

on obtient une nouvelle équation

a, 420 4y =0,
ol
dae,— b= (ac — b)) (rs — r's)?.

Mais, dans des cas spéciaux, il arrive que les cocflicients a,, b,, ¢, ont
un diviseur commun, de sorle que, en désignant par — D, le détermi-
nant du module transformé, on ait D, <D(rs'— 1's)?, quelquefois

g N . D . ' .
méme D, < D. Evidemmentle rapport 5 est toujours un carré parfait.

Considérons spécialement les transformations principales d’un degre
premier impair p. Le module k, s’obtient par la division de la période

' N t___ R
Q=t.20+ dw’ (n* 8, 9), pourvu qu'on ait s =u(mod p); donc, en



MULTIPLICATION COMPLEXE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 217

désignant par G, le rapport des périodes correspondant i k,, on a géné-
ralement

—t+n't L+t
CZ—B—_—"" = n'

Par conséquent, k, répond aux valeurs & =p, n'=1, {,=p{. Les
autres k, répondent aux valeurs 8 =1, #'= p, { = u. On a done

=22 =p{,—u.

= [

in substituant ces valeurs dans I’équation en ¢, on trouve

ali+ 2bpl, + cp*=o,
apzt;':""' 2P(b - aU)C"-l— au®— 2bu +Cc=o0.

lividemment p cst le seul nombre premier qui puisse diviser & la fois
les trois coefticients de 'une ou de 'autre de ces équations. Si, dans
la premicre, @ est divisible par p, on a

;_jti_*_ 2bl,+cp =o,

el, par suile, &, appartient, dans ce cas, généralement au déterminant
— D. De méme, si, dans la seconde équation

aut — 2bu + ¢== (modp),
on a
aul--2bu + ¢
+ —— e

v, v
aplp+2(b— au)l, 5

=0,

ct k, appartient généralement au déterminant — D. Or celte con-
gruence exige que — D soit un résidu quadratique ou un multiple de
p3 en posant, comme plus haut,

*+ D=0  (modp),

elle donne

= P + b 1 J 1ap
U= ) sl @ cst premier i p,
¢ . o e .
U= si a est divisible par p.
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Done, si — D est résidu quadratique de p, il y a, parmi les p + 1 mo-
dules transformés, deux qui appartiennent & un déterminant dont la
valeur ahsoluc est égale ou moindre que Dj si D est multiple de p, il
y ena un seul. On voit, de plus, (que ces modules sont précisément les
racines rationnelles de I'équation modulaire. Ordinairement, ils appar-
tiennent au déterminant — 15 mais, si a est divisible par p2, b par p,

. . D . . .. .
L, appartient & — I_"; si au? — 20w + ¢ est divisible par p?, b — au

ey D R
par p, ks appartient & — o Or les égalités

D=ac— P=a(au*— 20+ c) — (b — au)?

font voir ue ces conditions ne peuvent étre remplies que quand D est
divisible par p*, et que, réciproquement, dans ce cas, 'unique racine
vationnelle de I'équation modulaire appartient toujours au déterminant

D
-

La notation k&, ayanl 'inconvénient de dépendre des coefficients «,
b, ¢ (ui peuvent avoir une infinité de valeurs différentes pour chaque
valeur de A%, nous adopterons, pour les racines rationnelles, une nota-
tion spéciale : p ¢lant, comme ci-dessus, un nombre premierdont — 1)
est un résidu quadratique ou un multiple, ¢ une racine déterminde de
la congruence g* + D=0 (modp), k,, désignera, si @ est premier
P, la racine rationnelle de I'équation modulaire du degré p + 1 qui
g+

a

correspond a 1= mod p); siaest divisiblepar p, on a ¢ ==+ b;
P): y 9 )

. c
dans ce cas, ks correspondra i = —, kp,,scrale module que nous

avons désigné plus haut par . Nous poserons, de plus,

kpo= Fpe(h?, {yD),

oll §,,, d'aprés ce qu'on a vu au n° 29, désigne unc fonction ration-
nelle & coefficients entiers; cette formule est, comme on se rappelle,
applicable & toute valeur de A?, racine de I'équation ®(A?*) = o; si
I'on a p=o, elle ne contient pas effectivement iyD.

En désignant par £, un rapport de périodes correspondant au mo-
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dule &,,, ct supposant que p* ne divise pas D, on a, par conséquent,

a,li+20,¢,+¢,=o,
otl
a ¢ — ll'f = D,
ct, si p ne divise pas a,

(88) a,=ap, bi=0b (moda), by=:—g (modp);

ces délerminations ont encore lieu si p divise @ et qu'on prenne g == — b:
mais, en faisant p==b, on a

(89) a.=;§, b,=b.

lemarquons encore que A, cst toujours de la méme espéce ct de
la méme catégorie que & de plus, dans les cas ot il y a deux équations
en A2 répondant an méme déterminant, & la méme espéce et i laméme
calégorie (n 16, 18), k et &, satisfont en méme temps a la premiére
ou it la scconde équation. Done, si D n’est pas divisible par p*, 47, ou
22(k2, [y/D) cst racine de I'équation ®(k*) = o, résultat important
pour la résolution de celle-ci.

o%. On a vu que, si, dans I'équation modulaire

Yk iy =0

du degré p 41, on fait k égal & un module singulicr du déterminant
— D, les p 41 valeurs de & scront, & quclques exceptions prés, des
carrés de modules singuliers du déterminant — p?D ; démontrons main-
tenant qu'on obtient, de cette maniére, tous les modules du détermi-
nant — p*D.

Soit &, un de ces modules, ct soit

(90) @y + 20,00+ c,=0

I'équation (qui définit le rapport des périodes. Le coefficient «, est ou
divisible par p? ou premier & p; dans le dernier cas, on peut substituer
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a I'équation (go) une autre
a,l;+2b,(,+c,=o,

donnant la méme valeur de &}, ou @ est divisible par p*. En effet, en

posant
r'+s'%,

0= T T ol rs’ — 4r's =1,
on a
@y = @8+ 8bys's + 160,52,
Fon

ay@,= (ays + 4 bys)* + 16p* Ds*;

or on peut choisir s et s', de maniére & rendre @o8 + 0,5 divisible par
Py ce qui donne a,=o(modp?). Nous pouvons donc, dans I'équa-
tion (go), supposer a, divisible par p* ct, par suite, b divisible par p.

N e . 1
Fatsant maintenant {, = ,—)‘C,, on a

Ay o,
=S

bo
p L 2—/7“:—;—('0:0,

ce ui fait voir que Ay se déduit du module A correspondant au rap-
port C el appartenant au déterminant — D par une transformation du
degre p.

Les valeurs de A% sont des racines simples de 'équation modulaire.
Iin effet, dans le cas contraire, kg sc transformerait en lui-méme par
une transformation du degré p?, laquelle ne serait pas une multiplica-
tion ordinaire; c'est ce quon démontre aisément par les relations entre
les rapports des périodes; mais on verra que cela conduirait & I'équa-
tion impossible p* = (2x + 1)+ )?p*D, y ¢tant différent de zéro. 1
est également facile de voir que deux valeurs de A2, déduites de va-
leurs différentes de A?, ne sauront ¢tre égales; car, si cela avait licu,
on pourrait, par des transformations principales du degré p, déduire
d'un seul module du déterminant — p*I deux modules différents du
déterminant — D, ce qui est impossible.

Done, en faisant, dans I'équation V' (A%, k}) = o, &* successivement
égal A toutes les racines de 'équation @ (A?)= o, débarrassant les
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. . . . . . . : 1))
¢quations des racines qui appartiennent aux déterminants — D, — =,
P

si — D est résidu quadratique ou multiple de p, on obtiendra, par la
résolution des équations résultantes, toutcs les racines de I'équation
Q(k?) = o relative au déterminant — p*D, chaque module ne se pré-
sentant qu’une scule fois. Il s'ensuit que le nombre des modules appar-
tenant au déterminant — p*Dest p — 1, p ou p + 1 fois plus grand que
le nombre des modules du déterminant — D, suivant que — D est
résidu quadratique, multiple ou non résidu de p.

En désignant par F, (D) le nombre de classes proprement primitives
du déterminant — D, on cn tire la relation connuc

£y =[p - (52|

ol <:P—D> est le symbole de Legendre, ct ou, pour D =1, l¢ second

membre doit étre précéde du facteur 3.
Soit maintenant k, un module de la premicére catégorie du détermi-
nant — 4D; alors, dans I'équation (go), a, est divisible par 4, &, est

yair, ¢, impair. En faisant {,= — —, ce qui répond ala premiére trans-
par, €, parr. < .0 = P c’ q p P :
formation du degré 2, on obtient

N Do\ @
colt— 2(;)44— =0
¢quation qui définit un module de la premiére espéce et de la seconde
catégorie du déterminant — D, et I'on a

1— A
On voit qu'a chaque valeur de A? répondent deux valeurs de &, et que,
pour deux valeurs différentes de /*, on a des valeurs différentes de A2,
4 moins que I'unc des valeurs de A* ne soit la réciproque de Iautre.

Donc, si, dans les deux équations en & (n**43,147), on fait A = ::_ 2:°,
0

on obtient les deux équations en &} du n° 16; il est, en effet, facile de

voir que les puissances impaires de k, disparaissent. Cela revient d'ail-

Journ. de Math. (}° série), tome III. -~ Fase, II. 29
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leurs & faire, dans les ¢quations en & dela premicre espéce et de la pre-
1— K& ko— Ik
l—+-—k§’ k= k:—i- c'/.'?,°

11 est évident, d’apres ce (qui vient d'étre dit, que le nombre des mo-
dules de la premicre calégoric du déterminant — 4D est égal au nom-
bre des modules de la premicre espéce et de la seconde catégovie du
déterminant — D ou, ce qui revient au méme, égal au double du
nombre des modules de la premiére espéce et dela premiére calégorie.

On cn tire I'équation
(91) F,(4D) = 2F, (D),

ou il faut omettre le facteur 2 du second membre si D =1.

On voit encore que, par la méme transformation, les modules de la
premicre espéee et de la premicre catégorie d'un déterminant de la
forme — (44 — 1) se déduisent de ceux de la seconde espéce et de la
seconde calégorie, el vice versa. Par conséquent, on obtient I'équa-
tion en A* relative a la premiére espéce ct a la premiére catégorie si,
dans I'équation en & de la seconde espécee et de laseconde catégorie, on

micre catégorie, k =

11—k
14 A
tous les modules du déterminant — (4/ — 1) peuvent ¢tre trouvés au
moyen de I'équation modulaire relative au degré A.

Soit, par exemple, D =113 de I'équation de la seconde espéce,
trouvée au n° 12,

remplace & par ct qu’on chassc les puissances impaires de A, Ainsi

R+ Ak + 97 kY — 1320k — 77k + A4k + 1 = o,
on déduit la suivante :
R — 3K + 134Ah% — 263A° + 134k = 3+ 1=0.
Pour D =13, on tire de I'équation
k? —6(1 — 1)AVK -+ 200k +6(1 + i)Wk —- 1=,
trouvée au n° 19,

16A* — 281k® — 33A% + 287k 416 = o;
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d ol

k= — 5—‘,—6(1 -+ 1'\/3)2(7 + l'\/.l_g)ﬂ~

On a évidemment la proposition suivante : Pour un déterminant de la
forme — (44 — 1), le nombre des modules singuliers de la premicre
espéce et de la premiére catégorie est égal au nombre de ceux de la se-
conde espéce ct de la seconde catégorie. En désignant par G, (D) le
nombre des classes primitives du déterminant — D, on peut conclure,
en se rappelant ce qui a ¢t¢ dit du nombre des modules appartenant &
chaque classe (n° 5), que, siD =8k — 1, on a

(92) G,(D)=2F (D)
el, siD=8A + 3,
(93) 3G,(D)=4F,(D),

formule qui, pour D = 3, doit étre remplacée par G, (D) =2 I, (D).
Des relations (1), (92), (93) on obtient aisément les équations entre
G(4n), F(4n), G(n), F(n) dont il a é1é parlé au n° 23. On voit que
les régles relatives au nombre des modules s’énoncent plus simplement
qque celles ui regardent le nombre des classes.

VII. — RESOLUTION DES EQUATIONS DES MODULES SINGULLERS.

93. Lin nous occupant de la résolution des équations des modules

singuliers, nous supposcrons adjointe irrationnelle iyD. Sous cette
hypothése, on a le théoréme suivant : Le carré de tout module singu-
lier §’excprime rationnellement par le carré de tout autre module
appartenant au méme déterminant, @ la méme espéce et @ la méme
calégorie.

Dans la démonstration, nous supposerons que, dans les équations de
la forme af?+ 2b{ + ¢ = o, définissant les modules singuliers, les
coefficients @ ne soient divisibles par aucun nombre premier impair
dont le carré divise D. On sait, cn effet, qu'on peut trouver une forme
quadratique (@, b,, ¢, ), ¢quivalente & (a, b, c), telle que a, soit pre-
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mier & un nombre donné quelconque, et il est facile de voir qu'on peut
cnméme temps obtenir qu’elle réponde au méme module que («, b, ¢).

Cela pos¢, commencons la démonstration par le cas de la premiére
espéce et de laseconde catégorie. Soit

alt+ 20l +c=o0

I'équation du rapport des périodes appartenant au module A; soient,
de plus, p un nombre premier divisant a, k, le module correspondant
au rapport {, = p{; alors on a

%C‘,’+ 20, + cp = 0}

de plus, p* ne divisant pas D, &} appartient au déterminant — D cl

s’exprime rationnellement par A®. En désignant par p, un nombre pre-
. o . a

mier divisant 5 par k, e modulc appartenant au rapport {, = p,Z,, on

a de méme

a oy _
P—I)‘C._,—i— 268, + cpp, = o,

k; s'exprimant rationnellement en 4 ct, par suite, en A% En conti-
nuant ainsi, on finit par avoir I'¢équation

G420, +~ac=o0

°n
ct le module 4, et I'on sait exprimer A} ralionnellement en A*; d'ail-
leurs, cette équation peut étre remplacée par la suivante

z'2+D=O,

“n

qui donne la méme valeur de A2, Soient maintenant A, un module quel-
conque de la premiére espéce, de la seconde catégoric et du détermi-
nant — D, {,, le rapport de ses périodes, et soit

@&+ 20Cn + €0 = 03
on démontre, par une marche inverse, que A}, s’exprime rationnelle-
ment en k} et, par suite, en k*. En cflct, faisant {, =, + &,,, ce qui
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ne change pas k;, on a

n?
”
T+ 2b,(, + ancm=0;

en désignant, de plus, par p’, p,, p, ... les facteurs premiers de .,

faisant §), = p'C,.vy $par = P\ Gavay - - -, ON ODbLient une séric d’équations
'Y.! b C Il,,, Cm — + b C —+ AmCom —o0
I) T+ + 2 men+ s + —— l =0, PP. ,‘.,.3 201nGn+2 pPl. - Y

et la séric des modules correspondants &,.iy hpisy «- .. Or les derniers
termes de ces séries sont I'équation

A “m +2 [’m Cm +Cp=0

ct le module %,,; de plus, le carré de chaque module s’exprimant en
fonction rationnelle du carré du précédent, on obtient k7, en fonction
rationnelle de £2.

Considérons ensuite les modules de la premiére espéce et de la pre-
micre catégoric. On voit immédiatement que le coefficient a est impai-
rement pair si D est de 'une des formes 44 + 1, 44 + 2, et que, pour
D=8h~+3,0ona a=4(mod8). Pour D = 84 + 7, on peut, comme
on le dcmontrc aisément, sans nuire i la généralité, supposer

a=38 (mod16);

ainsi ce cas se subdivisc en deux autres : D =164 + 7avecd = 8A'+ 1
et D =164 415 avee b = 8/’ == 3. Enfin, daps le cas ot D est divi-
sible par 4, les modules sc partagent entre deux équations, suivant que
a==4 ou @==0(mod8); mais, puisquc les racines de 'une de ces équa-
tions sonl les réciproques de celles de l'autre, il suffit de considérer
celle ou @ == 4. Nous pouvons donc supposer que, cn posant

a=2"(20+1),
on ait
T=1 siD=4h+1, 4l + 2,

T==2 si D=8/A+3, 44,
n=23 siD=8h+7.
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Cela posé, considérons les divers cas. Soit d’abord D = 4/ —+ 1; par
le procédé employé plus haut, on déduit de I'équation

al*+ 2b{+c=o,
correspondant au module &, I'équation

v v D+
& —_

qui répond i un module &, & étant rationnel en A*. De cec module et
de cetle équation, on déduit le module 4, ct I'équation

am‘- -+ 2bmzm —+ ¢, = o0,

k%, étant fonction rationnelle de &2 ct, par suite, de A*.
m ’ l )

Si D est pair, les choses se passent de la méme maniére, avee la seule

D+ .
différence que I'équation 202 + 27, + —,— =ocst remplacée par

222—*—%:0, siD=2 (mod}),
par
=o, siD=4% (mod8)
el par

. D+4
44,1,‘*"-/4'2:/1"_ 1

=o, siD=o (mod38).

Si D =8/ + 3, on obtient I'équation

D+
4O £ 20, + —— — =0j

si D =164 + 7, on trouve

D
80+ 28, + —:SLI =o,

el,si D=16A +15,

SZ +6<71+D-8‘—q 0,

ou l'on doit prendre les signes supérieurs si b==1, les inférieurs si
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b=—1(mod 4). On voit par la que les carrés des modules & ct £,
s'expriment rationnellement I'un par I'autre, si b=b,, (mod 4). Pour
compléter la démonstration, il suffit de remarquer que les modules
pour lesquels b==1 sont les réciproques de ceux pour lesquels b= — 1,
ce u’on vérific par une transformation linéaire.

Examinons enfin les modules de la seconde espéce. Dans la seconde
catégoric, @ cst impaircment pair, b impair; par conséquent, la d¢-
monstration se fait comme pour les modules de la premiére espéce et de
la premicre catégoric d'un déterminant de la forme 44 + 1. Dans la
premitre catégorie, les modules se partagent entre deux équations,
dont I'une correspond aux valeurs de @ divisibles par 8, 'autre aux va-
leurs qui ne le sont pas; mais les racines de la seconde étant les réci-
proques de celles de la premicre, on peut se borner a celle-ci. De plus,
¢ ¢lant pair, b impair, on a

b=8I"=x1, siD=16A + (5;
h=8h=*3, siD=16A+ 7.

On obtient, dans le premier cas,

2 D
8L+ 27, + —;—'—'

I
L

dans le second,

8(:-—'—— 6CII+ 2%;9 = 0;

donc, comme plus haut, A? et &, s’expriment rationncllement 'un cn
l'autre, pourvu que b==b, (mod 4). Or les modules pour lesquels
b ==— 1 sont les compléments de ceux pour lesquels d==+ 1 ; pour le

faire voir, il suffit d’'employer la transformation { = — —4%, qui change
»
le module en son complément, et I'équation al*+ 256 +c=o0 en
, a \ . . .
4el?— 2b% =+ 7 =0, ol maintenant 4¢ est divisible par 8,% par 2.

Par suite, k3, s’exprime rationnellement en &?, méme si
bpy=—0>b (mod 4).

Le théoréme est donc démontré dans tous les cas.
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36. Par l'adjonction de {yD, I'équation ®(A*) = o, qui détermine
le carré du module singulier, est devenuc abélienne. 1l résulte de ce qui
est dit au numeéro précédent qu'on passe d’une racine & une autre en
opérant sur la premiére plusicurs fois de suite avec les symboles ¢,,.,,
Ppp -+ dun® 33, ou en prenant le module réciproque ou le complé-
ment du module ainsi obtenu. Pour démontrer le théoréme ci-dessus,
. . . !

il suffit donc de faire voir : 1° que les symboles ¢,,, 9,,,, sont échan-
. L b
geables, c'est-a-dire qu’on a
(kf-"P)PnPl = (,“I-’nPl )PyP;

2% que

1 1 \ .

T — ' — k2 =1—A..

<k2>p,p By U=ty

Remarquons d’abord, pour abréger la démonstration, que dans 1'é-
(uation a2* + 2b{ + ¢ = o, qui définit le module %, on peut supposer
(que @ soit premier & pp,. Cela posé, désignons par ¢, ¢,, T, {, les rap-

U 8 1_* " . . s . ., )
ports des pcrlgdcs appartcnant respectivement & Ay, k., (k 9 F
(, fl-’n?,)p.p, ct soit

102

al*+ 200 + ¢ =0, a,G+200,+c¢,=o,

(7”:/,”2"'_ o //C.n+ o — o. (1243_’_ 2[,2:2 - (»22 0.

Or, si p et p, sont différents, on a, d'aprés les équations (88),

"

a’ = a,= app,
V=0 (moda), h'=—z (modp),
U= (mod ap). V'==—3%, (modp,),

dof

I==h (mod a), lr=—¢ (modp). b=~z (modp,);
de la méme manicre, on a

hy =0 (moda), by=—¢ (mod p), by==—5, (modp,);

done

by=1V"+ happ,,
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/. étant un entier. En substituant, on trouve
app, {4+ 200"+ ¢’ = o,
app, G + 2(0" + happ,){y+ ¢, == 03
d’ot 'on conclut, en se rappelant que les déterminants sont les mémes,

Z:} = 2:” - h,

( /";2"?)/"'(" = (,i;x-h)ﬂ;?'

Si p ==p,, il y a deux cas : on peut avoir p, =g, ct dans ce cas
I'échangeabilité est évidente. On peut aussi avoir g, = — g : alors on a,
pour la premiére transformation, comme plus haut,

ce (qui donne

a' =z ap, o=b (moda), Ve—¢ (modp);

niais, @' ¢tant divisible par p, on doit, pour le passage de ¢ 4 77, em-
ployer Péquation (89) : done

a’ = a, V=0 :b6 (moda).
Il s'ensuit &= {4+ h, & étant entier; donc
r 2 — ]2
(941) (i )pmg = .
L'¢changeabilité est donc démontrée encore dans ce cas.
’ . 1 o [ I - ) e [y
Démontrons maintenant I'égalité (/—3> = ;,~- En désignant par U
“lre Are
la méme chose que plus haut, on a (33)
. , b+ :
4 Y -
(=pl—u, ol w oot (mod p).

LLa transformation linéaire <; 2{)) change £* en i;; done, en dési-
gnant par {, un rapport de périodes clliptiques appartenant & 7\',—,, on a

(=5,
) 1+ 2pg,
donc, en faisant
a, 3+ 20,{,4+ ¢, = o,

Journ. de Math. (4 séric), tome III. — Fase, I1. Jo
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on trouve
a, = a+ 41op + 4ep?,
bg - b -+ 2(/?.

Soit enfin {| le rapport des périodes appartenant & (/TI*> ;ona
Py

O=pl = uy, on -t E

-z (mod p).
In exprimant ¢’ en £}, on trouve

w—

—auu; 4+ (1+ 2pu) ¥,
T P

V—2puy + 2%, ’

relation qui définit unc transformation lincaire conduisant de 43, @
1

(Z’*),,p; comme, de plus, on a

2p? =2 (mod }),

(*) _
k) pe ™ kg

Démontrons enfin qu’on a, pour les modules de la scconde espéce ct
de la premiére catégoric,

(1= k*)po=t—ky,.

on conclut

i conservant la signification des lettres €, T, w, soit

\ K [
2 d’ou el — 200, + 5 =o,
1 4

7
{=—

SN

de sorte que g, réponde & 1 — A%, et soit {; le rapport des périodes ap-
partenant a (1 — A*),,. Si maintenant ¢ est premier a p, on a

Y ' ) - b -+
G=pli—u, o u=- T ¢ (mod p):
on cn tire, en remarquant que 4 uu,=— 1 (mod p),
) [ P
1+ 4w, —hat
t— P ~.

hu,—4p%,
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Or, cette équation définit une transformation du guatriéme degré et
du cas Ia(18) : doncon a

(V= k2)pe=1—k,,.

Si ¢ est divisible par p, on a
+ b,

!
I

4

Avec le signe supéricur, on a

It"“'q,) Wy = <.
- a) | == 80-

donc fjuu,=- — 1, comme plus haut. Avec le signe inférieur, on a

’ Z:PZ', ZJ:%"

U=0

" v, 1 .
el par conséquent {'= — 77 ¢ qui donne encore
151

(1= A)pg= 1 = 3.

Ce n'est qu'en traitant les équations de la premicre catégorie d'un
déterminant de la forme — (4h + 3) qu'il est nécessaire d'employer
les fonctions Z"’ t — k2. Or, dans ce cas, I'¢quation ®(k?) = o se dé-
compose par l'adjonction de #yD en deux autres P, (k?, iyD) = o,
¢, (k?, — iyD) = o les fonctions /TI*
racines de I'unc de ces ¢quations par celles de I'autre; les fonctions ¢,

suffisent pour exprimer les racines de chacune d’elles, les unes par les
autres.

» 1T — k* servent & exprimer les

37. Désignons par S, la substitution qu’on obtient en remplacant
chaque racine 3 de U'équation @(k*) = o par la racine g,,(k}, iyD).
I’ensemble des substitutions renfermées dans 'expression

m m, "y
Spio-Spta - Sptae -

forme ¢videmment un groupe G, dont l'ordre est ¢gal au degré de I'¢-
(quation, & moins qu’clle n’appartiennc & la premiére catégorie et & un
déterminant de la forme — (44 + 3); dans ce cas, I'ordre du groupe G
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est égal a la moiti¢ du degré de I'équation. Aprés Padjonction de £y/D,
le groupe de I'équation est contenu dans G. En effet, posons

kj=0;(k),

les fonctions rationnelles 0; étant choisies parmi celles qu'on obtient
par le procédé du n° 35; si une substitution T du groupe de I'équation
remplace kj par 0,(k}), elle remplacera k7 par 0;[0,(k})] ou, ce qui
estlaméme chose (36), par 0,(kj); par suite, lasubstitution T appar-
tient au groupe G.
De I'équation (94) on tire
S P = St

n—p 5

en supposant que p divise D, on a

donc

Cherchons 'ordre de S,,. En faisant subir au module A la substi-
tution S, on obticnt un module k,, qui, en supposant @ premicra p.
est defini par I'équation

2
aPmtfn -+ 2 bm‘C.m + =0,
ol

DP=—D (mOd ap"‘),

b,==b (mod &),
b,===—p (mod p),

)
congruences qui déterminent b,, aux multiples de ap™ prés. Pour que
S, soit la substitution identique, il faut et il suffit que 4;, = A*, c’est~
a-dire qu'il soit possible de trouver quatre entiers r', s, 77, s’ satisfaisant
aux équations
rs'—ris=u,
ap™ = as’* + 2bss’' + cs?,

bp=0+ar's + 2br's + crs,
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s étant divisible par 4. Si I'on avait

s=2 (mod}4),

on aurait

. 1
k;!n: X

2 _ 1+ ik "

T\ 1 — vk

2bss’ + ¢s* =o,

et, si s ¢tait impair,
De ces équations on tire

2br's + crs=o0 (mod a);
d'olt
2bs=o, cs=o0 (moda).
S'il s’agit de la premiére espéce, a, 2, ¢ n’ont pas de diviseur com-
mun : donc on a
s=o0 (mode);
en faisant
s=ya,
on trouve

pr=s5*+2bs'y +acy*=(s'+by)*+ Dy?,

y et s'+ by étant premiers entre cux.
Au contraire, s'il s'agit de la seconde espéce, on peut seulement

e e 4] 3
conclure que s est divisible par -; en faisant alors

a
$ = ;y,
on a

Ap" =457+ 4bs'y + acy? = (28'+ by )* + Dj/’,

y ct 2s'-+ by ne pouvant avoir un autre diviseur commun que 2.
Si D = 84 — 1, ¥ ne peut étre impair, car I'’équation donnerait

4pr==0 (mod 8),

ce qui est absurde; si D =84 + 3, 5:- est impair ct, par suite, y pair.
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Done, en faisant pour la seconde espéee ) = 27, on a
p"=(s'+ bn)*+ D2,

comme pour la premiere. Pour que S, soit de I'ordre m, il faut donc
(ue p” puisse étre représenté par la forme principale en nombres pre-
miers entre cux.

Supposons que cctte condition soit remplie et qu’on ail

pm — 'l.ﬂ +),2D,

x el y étant premiers entre cux. Ion faisant

s=ay, s =x — by,
on a

pr=15%+ 205y + acy?;

s ct &' seront premiers entre eux; cn cffet, un diviscur de y ne peut
diviser ', et, si un diviseur de @ divisait ¢/, il diviserait p™, ce qui est
contre ’hypothése. Donc, il est possible de choisir les nombres 7, 7 de
manicre & rendre 7s"— 7”'s égal 4 1. Cela posé, on a

ap” =as'*+ 2bs's + cs?,
el, en faisant
OV=b+ar's + 2br's + crs,
on a, de plus,
b*:-: =D (mod ap™),

b -=b (mod a),
b——==x5 (modp).

Lin supposant qu’'on ait

¢ bz=—3 (mod p).

)
on en conclut

b.=b, (modap™),

de sorte que le carré du module défini par I'équation

. v, Db
apmtu_*_zbz. + -TI;)_”_‘_ =0

est égal & k2 ; donc, &, appartient & la méme classe de formes que A, et
m » "tm [ ’
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si de plus ay est divisible par 4, on a

2 1.2 —
o ky, =k, Spo=1.
Sil'on a
L b ==+,
on a ¢évidemment
Sm

=1
, m—p = Is
L I—
ce qui entraine S}, =1.

On trouve des considérations parfaitement analogues dans le Mé-
moire du P. Joubert (Comptes rendus des séances de I’ Académie des
Sciences, t. L).

De I’'analyse précédente, on déduit ces régles : en désignant respec-
Livement par m, m,, m, lcs exposants des plus petites puissances de p
qui puissent étre représcntées par les formes z? + Dy?, z* + 4 Dy?,
x*+ 16 Dy?, 'ordre de la substitution S, , est égal & m pour les équa-
tions de la premiére catégorie, si D=4h —1 ou =4h; il est égal
a m, pour les équations de la premicre catégorie, si D =4A +1
ou =4l + 2, ct pour les équations de la seconde espéce et de la se-
conde catégorie; enfin il est égal & m, pour les ¢quations de la premicre
espece et de la seconde catégorie.

Supposons que, D étant de la forme 8% + 3, on ait

4Pu=w2 +),2D,

.« ¢t y étant impairs, ct que 7 soit le plus petit exposant pour lequel
cette équation puisse étre résolue. Alors S7 ; est, pour I'équation de la
seconde espéce, la plus petite puissance de S, , qui remplace chaque
module par un autre appartenant a la méme classe de formes. Or

on a
3 ' y2 2 24 8 2
pw:(l_ﬁ;’gﬂ) + (?’_«z%_r_f)_> D.

On en conclut que S, st de I'ordre 37si, pour D =16A'+ 3, on a
xl=y* (mod 16),
et si, pour D =16A"-+11,0na
xrzz=qy*  (mod 16).

Dans les cas contraires, S, est évidemment de l'ordre 6.
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On peut aussi conclure de ce qui précéde que S, , est de I'ordre 2,
4 moins qu’on n’ait

p=D=4h -
et que I'équation appartienne 4 la premiére catégorie.

38. Nous considérerons, dans les numéros suivants, la décompo-
sition des équations des modules singuliers cn ¢quations particlles cor-
respondant aux divers genres de formes quadratiques. Soit, comme
plus haut, ®(k*)=o0 unc des équations appartcnant au détermi-

nant — D, A7 une de ses racines que nous supposerons définie par les
¢quations

(WD.2w, = b,.20,+a,0
WD o =—c¢, .20, —buwv;
d’ol
a, 3+ 20C, +c,=o.

Soit, de plus, p un nombre premier impair, diviseur de D, et dési-
gnons par [, ., 1,0, 1, ,, ..., 1, ,_, les modules qu'on déduit de &, par
les transformations principales du degré p + 1, ¢ , étant celui quon

-:"

obtient par la division de la période (x + yiyD)m (n® 30). Nous
supposerons enfin que a, soit premier a p, cc qui est permis, de sorle
(que nous pouvons faire @ = 2w,. Cela pos¢, considérons, cn suivant la
voic indiquée par M. Kronecker dans sa célebre Communication de
1862, le produit A, des différences des % ,,, form¢ d'une maniére d¢-
terminée, par c.\cmplc la suivante :

[N

A' = (l;'x - /f0)<[l-’,x - 4 1. ) <li K - /f p--d)’
X (G — "'.)(l” b (i = Loy
x([u)—l?z)(l ':) (llp ' lf.c)’

................ D T I I I SRS A SR

(e ) (= B (= )

2 : /

Plus loin, on verra que la valeur de A, est indépendante des coeffi-
ficients @, by, ¢,, le carré du module primitif &} étant déterminé. On
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sait que 4, n’est pas altéré par une substitution linéaire

ol

l o+
u
o~

-2

relative aux seconds indices, pourvu que a8 — By soit un résidu (ua-
dratique de p, mais qu’il se change ecn — A, dans le cas contraire. Or,
d’aprés le n° 32 B, le groupe G’ contient les substitutions | u + 3|,

et le groupe I’ en outre les substitutions | — « + B|; donc 4, est
invariable par les substitutions de G, et si p=1 (mod 4), il 'est aussi
par les substitutions de H'; au contraire, si p=—1 (mod 4), la sub-
stitulion | — u|change 4, cn —A,.

Dans le premier cas, A, s’exprime en fonction rationnelle et entiére

de k2. Dans le second, il s’exprime en fonction entiére de k? et de iyD;
or, puisque la valeur qu'induit A, par la substitution |z — u| se dé-

duit de la valeur primitive en changeant le signe de {y/D, on conclut

que A, est égal 4 une fonction enti¢re de A* multipliée par iyD. Nous
pouvons donc éerire

A, =(h?), sl p=1 (mod 4),
A =iyD (), si p=—1 (mod 4).

Ou se rappelle que, pour un nombre p donné, la fonction ¢ (A*) est
identiquement la méme pour toutes les racines de I’équation

(k) =o0.

En désignant par A2 un module indéterminé, par A le produit des
différences des racines I, 05, £}, ..., &;_, de I'équation modulaire du

degré p+1,0na
P
=V (=1) 7 pr(k*),

7. dénotant une fonction enti¢re. Pour faire col'ncider A avec 4, pour

h*= kf, nous supposerons que A dépende de 2, [, ..., [;_, de la méme

maniére que A, dépend des &}, &} ,, ..., I} ,_,, et que I désigne le mo-

dule obtenu par la division de la période b,.2w + a,w’, {, celui qui
Journ. de Math. (4* série), tome I1I. — Fasc. II. 31
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répond & (1+ b,u)2w + a,uw’. On a donc
[ ¥(BD =vpr(k),  sip=r (modg),
Q ¢(k3)=\/§x(k3), s p=—1 (mod ).

Soit maintenant A2 une autre racine de P’équation ®(k?) = o déter-
minée par I'équation
2 =
a, 03+ 2b,,+ c,=o0,

a, étant premier a p, et soient [, ,, 4, les quantités qui correspondent
al, ,, A5 nous avons

A, = Y(kY), si p=1  (mod %),
Ay=iyDY(k2), si p=—1 (mod}4).

D’autre coté, faisons varier {de ¢, & {,, et appelons &', /, les valeurs
de A et de I, pour § = {,; nous avons ainsi

=V (=17 pr(K2).

Puisque les /, coincident, & 'ordre prés, avee les £, ,, on a
N == Ag .

Pour déterminer le signe, remarquons qu'en faisant {={,, 2@ ct «’de-
viennent respectivement 2w, ct w,; donc /, correspond i la période
(14 b,u) 2w, + a, uw,, tandis que /,, correspond a

(1+ uby)20,+ a,uw,;

donc, en faisant /,, =, ,, on a

e asu
U= i T a, (mod p).

Ainsi, A’ se déduisant de A, par une subsututlon linéaive sur les /,,,
dont le delermmant cst @, a,, ON a

A=A, ou A=-),
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snivant que a,a, est résidu quadratique dc p ou non. Dans le cas
spécial ot k] coincide avec k3, @, a, estrésidu, les deux formes (a,, by, ¢,)
et (@, by, c,) étant proprement équivalentes; donc, A7 étant déter-
miné, la valeur de A, est indépendante du choix des coefficients «,,
b\, ¢,, comme nous I'avons dit. En général, on trouve

bk =(22)pr(kd),  sip=1  (mods),
YOk = (22)\/B(k), s p=—1 (mod4),

(“‘I—)"’) étant le symbole de Legendre.

Avant de faire usage des équations (95), (96), il faut démontrer
(que leurs deux membres ne s’annulent pas séparément, ce qui ne pré-
sente pas de difficulté. Ln effet, si I'on avait A, = o, deux racines /;*,
(}* de I'équation modulaire seraient égales; en désignant par {,, T les
valeurs de { qui correspondent, on aurait

(96)

C=pl,+m'=pl +m
ou

L=pli+m= %;
on en lire respectivement

w __ PE+m —m’ "yt
G= p ou Cc =p Zc +pm,
d’ott 'on peut conclure que le module /; admettrait une multiplication
complexe du degré p*. Or, [, appartcnant nécessairement au détermi-
nant — p*D, on aurait 'une des deux équations

Pr=at 4y p?D, 4p* =+ y? pD,

) n'¢tant pas zéro; mais ces équations sont impossibles, & moins (u’on
-~

nait

D=1 ou D=3,

deux cas dont nous n’aurons pas & nous occuper.
In supposant que p soit =1 (mod 4), on voit que toute racine de
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I'équation ®(A?) = o satisfait 4 'une des équations

Y(k?) = \/;r/.(k’) ou '{/(I\'*)=—\/1—)‘/‘(l."").

Désignons par _
F(k*vp)

le plus grand commun diviseur des polyndmes ®(A*) et

$(k*) —vp 7. (k*);
alors F(k*, — y/p) scra le plus grand commun diviseur de ®(%?) ct de

b (k*) + Vpy.(k?), et puisque 'équation des modules singuliers n’a pas
de racines doubles ou multiples, on a

(97) B(k*) = F(k*,Vp) F(k*, — Vp);
de plus, on voit que les racines se distribuent entre les deux facteurs
du second membre d’aprés les valeurs de <%>, en d’autres termes, sui-

vant le caractére relatif au module p que posséde la forme quadratique
correspondante. Pour abréger, nous attribuerons dans la suite ce carac-
Lére au module lui-méme.

Pareillement, si p=— 1 (mod %), et que £ ne soit pas un carré par-
y SLJ que p I
fait, on trouve

(08) okt =F (k4 /B)F (e, -\ /P),

les modules se groupant suivant leurs caractéres (mod p). Dans le cas
oti 1) est un carré parfait, cette formule peut étre remplacée par (97).
On a vu, au n° 22, que si D n’est pas un carré, (A*) se décomposc

en deux facteurs par I'adjonction de /D oude i yD. Supposons d’abord
que la premiére décomposition ait licu, ct faisons

(I)(],’) =9, (l"aa \/D_) P, (k*, — \/ﬁ);

si maintenant p =1 (mod 4 ), on a cn méme temps I'équation (g97); il
s'ensuit évidemment qu'a P'exception des cas o D = p, ¥, (&2, yD)
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se décompose par adjonction de y/p en deux facteurs, de sorte qu’on a
(I)l(kz’ \/ﬁ) =f(l‘.2’ \/l_"’ m)f(kz’ - \/i;’ \/'D)a
F ("Ja \/PT) _—__-f(]‘-*’ \/;9 \/ﬁ)f(,‘” \/—9 "'\/ﬁ)

Ainsi ®(A?) est décomposé en quatre facteurs f (A2, = \p, = yD),
de maniére que les racines de f(k?, =D, \p) = o possédent le
méme caractére (mod p), celles de £ (k?, == yD, — /p) = o, le carac-

tére opposé.
Si p=—1(mod 4), I'¢quation (97) est remplacée par (98); on aura,
pourvu que g-nc soit pas un carré,
D, (A2, VD) = f (&2, \/ﬁ’ \/ﬁ)f(kﬁa - \/];, vD);
F("%\/%) =f(k2a VP; \/_ﬁ)f(k’, - \/}-” - \/ﬁ)

Donc ©(A*) est encore décomposé en quatre facteurs, mais ici les
racines des équations

Sk, yp,yD) =0,  f(k*, —yp,—yD)=0

possédent le méme caractére, celle des autres le caractére opposé.
Dans les cas ot la décomposition par iyD a lieu, on a

¢ (k*)=2,(k*, iyD) &, (k*, — iyD),
et, si p==1(mod {):

@, (k% iyD)=/(k*, \p, iVD) £ (k*, = \p, iyD),
F (i, Vp) =/ (k" p, ivD) (%, p, — iyD);
si p=—1(mod 4),
®,(k?,iyD) = £ (K%, iyp, iyD) f(k*, — iyp,ivD),
v (ky/B) =/ (ke ivp, iVD) £ (A2, — ivp, — ivD);
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d’'ou 'on tire des conclusions analogues i I'égard des caractéres pro-
pres aux racines des quatre équations partielles.

39. Soit maintenant D = m? 1), m? étant le plus grand carré divi-
sanl D, et désignons par p,, ps, ..., p, les nombres premiers impairs
qui divisent D; dans les cas ot D’ > 2, nous supposons que p, soit un
diviseur de D’. Choisissons de plus pour chagque module singulier
I'équation af?+20% + ¢ =0, de télle maniére qu’on puisse recon-
naitre I'enscmble des caractéres du module par 'un des cocfficients
extérieurs; ce sera ¢ ou @ qui servira de nombre caractéristique, sui-
vant (que le module appartient & la premiere ou & la seconde caté-
goric. Cela posé, étudions la décomposition du polynéme ¢ (A*) par
I'adjonction simultanée des radicaux v= p,, V= pay ..., VEp,.
faudra pour cela distinguer plusicurs cas.

Soit d'abord D = 4A+1. SiD’>1, ona

(1,(,\'2) = ([)c (ka, V/l_j) (I)c ("'2a - \/D)v

d'aprés le n® 22, on peut supposer que, pour les modules qui appartien-
nent au premier facteur, on ait ¢=1 ou a==1(mod {), ou bicen, en
faisant usage de I'expression de Gauss, «ue les modules qui possédent
le caractére (1, 4) apparticnnent au premier facteur, ceux qui ont le
caractére (3, 4) au second. A son tour le polynome @, (4, yD) admet
une décomposition relative a chacun des radicaux vp,, vpay -+ -y \ Py

(l’n(,"27 \/B) =f| (lld’ \/;:, \/lj)/i (’fza - \/i)T’ \/l—j) = ..
=/p.~|(,"2a \/Iﬁp——_l—’ \,‘/l_j)fp_,(/f"’, - \/]_);——n \//ﬁ)'

On en conclut qque ¢, (A2, YD) = o s¢ décompose en 2#-* équations
partielles de la forme

(99) /’(,\da \/};I-’ \/[—)—na \/])_p.:n \/D)':“a
ot le premier membre est le plus grand commun diviseur de
FUATAD), SR T VD), s funa (i, \iimes ¥D).

Si, dans I'équation (99), on change le signe de I'un des radicaux
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VPis +++3 VPu-1y par exemple celui de y/p;, en conservant les autres

signes, on ohtient unc nouvelle équation, dont les racines ont conservé

les caractéres relatifs aux modules p,, . .. endant cjuc leur carac-
2 y Py~

tére (mod p,) cst changé. Par cela le caractére (mod p,) est changé

ou conservé, suivant que p, divise D’ ou non. En mettant I'équa-

tion (g9) sous la forme

(100) ?(’"a, \/;:v Pas ++ 0y \/1711.) =0,

la nouvelle équation sera

?(ka, - \/}_’T’ \/})_;1 veoy VPu—1y F \/]n’;) = 0,
ott ¢videmment il faut prendre le signe supérieur si p, divise D', I'in-

férieur dans le cas contraire. Donc le signe dey/p,, doit aussi étre déter-
miné suivant le caractére que possédent les racines de la nouvelle
équation par rapport au module p,. L'équation @, (k*, — YD) =o se
décompose de la méme maniére; si dans une de ses ¢quations par-
ticlles on veut avoir les mémes caractéres (mod p,), ..., (mod p,_,)
(que dans I'é¢quation (g9), le caractére (mod p, ) sera changé; en vertu
de ce ui a été dit au numéro précédent, on a ainsi 1'équation

! 1) — dipe—ty — ! oy — o
/'/ [11’2, (_ I),‘Ia l\/])" (_ l)x(l’ I)\/p” cees (__ l)z(l’y—. ‘)\/Pp.—n _ \/D] N
ou bien

(py=h {pe~1)

[} 1 ) ) N
b, (=08 VB (= B ey (=BT = | =
on démontre la derni¢re équation en remarquant que les diviseurs pre-
micrs de 1 qui sont de la forme 4% — 1 sont en nombre pair. L’équa-
tion ¢ (A*)=o est ainsi décomposée cn 2* équations partielles du
méme degré, répondant chacune & un genre déterminé de formes (ua-
dratiques du déterminant — ). Supposons que I'équation proposce
soit de la premiére catégorie, ct déterminons les signes des radicaux

VP15 + -5 Vpu de telle maniére que 'équation (100) réponde au genre

principal; on en déduit’écuation particlle satisfaite par le module défini
R 4 — c

par la relation @§*+ 2b%+ ¢ =0, cn changcant yp, en <1f_r) Prs
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’ e
quand c=1 (mod 4); en (—1)*" (;"—) Vpr quand c=—1 (mod {),
r
c’est-a-dire qu'on obtient I'équation partielle cherchée en remplagant
Vp. par (’—E}) Vp,- S'il s'agit d'une équation de la scconde catégoric,

¢ doit étre remplacé par a. Clest la régle indiquée par M. Kronecker,
a I'occasion des déterminants — 21, — 105; il faut pourtant remarquer
que la classification des modules singuliers que nous avons adoptée ne
coincide pas avec celle de M. Kronecker. Ces résultats sont encore
valables si D’ =1 en effet, on trouve dans ce cas 'équation (100) par
décomposition immédiate de ®(A?) = o, ct il n'existe pas de genre
ayant le caractére (3, 4).

Supposons D = 4/ — 1. On a aussi D’=— 1 (inod {) et, par suite,
1)’ contient au moins un diviseur premier de la forme (44 — 1); nous
pouvons donc supposer p,=— 1 (mod {). Pour écrire plus simple-
ment les formules, nous poserons

PiTEPr = = =0, Pr=hoa=...=p=—1 (mod{).

Considérons d'abord les équations de la premiére espéce ct de la
premiére catégorie. L'équation ®(A*) =o sec décompose en deux
autres ®, (A%, i yD) =0 ct O,(k?, — {yD) = o, ol il est permis de
supposer (que les modules pour lesquels le coefficient b est congru
t (mod 4) satisfassent & la premiére, les autres & la seconde équa-
tion (n°22). Chacune de ces équations se décomposc de nouvean
comme dans le cas précédent; en désignant par

((01) ?(ke, \/‘T’ \/P_n ceey \/]’—), iVI]—’—):n ) I.V])_p) =0,

I'une des équations partielles provenant de la premiére, celle-ci

('02) ?("’2’ V/]_’:a \'/]TM ceay APy — I'\’,]’).H, ey ™ i\’/])(x) =0

apparlient & la seconde; les racines de ces deux équations particlles
présentent le méme ensemble de caractéres et répondent, par suite, &
un méme genre de formes; les racines de 'unc sonl les réciproques de
celles de I'autre (n° 22). Quand D est de la forme 8 + 3, il y a aussi
une autre relation entre les racines des deux équations; en cffet, si I'on
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fait { = — 7.%, ce qui donne le module transformé k', on a
4eC?— 2b¢ + % = o0,

ol % est impair; on en conclut que 4’ appartient non seulement au méme

déterminant, 4 la méme espéce et 4 la méme catégorie, mais aussi au
méme genre. Donc A* satisfaisant & (IOI), k’* satisfait & (102); de

plus (101) sera satisfaite par A?, /d” k’ ; (102) par ,, k2, ’;,f - Si

I'on suppose les radicaux tellement déterminés que I'équation (ror)
réponde au genre principal, avec b==1(mod 4), on en tire celle qui

est satisfaite par A? en changeant yp, en (5) Vpr ien .
r

Pour les équations de la premicre espéce et de la scconde catégorie,
les équations (101), (102) sont remplacées par les suivantes

(103)  ¢(RVpis - s VP VPrews ooy VPR =0,
(“’-/I) 5(1‘27 \/]7”--" l,-\/p)d-n --"—\/—)207
dont la prcmlere alicu si az==1, la scconde si a==— 1 (mod 4). Il est

facile de voir que les deux équations sont réciproques. Si (103) répond
au genre principal, on cn déduit I'équation qui est satisfaite par le mo-

dule k, en remplagant p, par( )\/p,.

Dans la premiére catégoric de la seconde espéceil y a deux équa-
tions, dontI'unc a licu pour @ =0 (mod 8), I'autre pour @ = 4(mod 8),
les racines de l'unc étant les réciproques de celles de 'autre. Chacune
de ces ¢quations sc décompose comme dans la premiére catégorie de la
premiére espéee; on a donc deux équations appartenant a chaque
genre, définies par les formules (101), (102). Si a=o0(mod 8), les
racines de 'une sont les compléments de celles de I'autre. En partant

D+

» 1,2 )
) 2
la régle des signes est évidemment aussi la méme que dans la premiére

catégoric de la premiére espéce, cn y remplacant ¢ par } c.
Dans la seconde catégorie de la seconde espéce, on a

a=2 (mod 4).

Journ. de Math. (4 sévie®, tome III. — Fasc, II. 32

des ¢quations qui répondent au genre contenant la forme (
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On a, pour chaque genre de formes, deux équations définies par les
formules (103), (104), dont la premiére répond & g ==1(mod 4), la
scconde a (g) =3, les racincs de 'unc étant les réciproques de celle
de l'autre (n® 22). En partant de I'équation qui répond au genre
1

contenant la forme (2, I, D+ ), la regle des signes est la méme que

pour la seconde catégoric de la premicre espéce, en remplacant seu-
Q

lement @ par --
2

Soit maintenant D = 8/ == 2. On a
O(k*) =0, (k2, yD) O, (k2, — yD).

in poursuivant les décompositions comme pour D = 4/ + 1, on voit
que chacun des deux facteurs donne 2* équations particlles respective-
ment des formes

(105) ?(’fz, \/])_i—a \/]_’;v ceny \/]7)._3 \'/I)-;.n ceey \/;;, \/;) =0,
('OG) ?(,‘2a \/E’ \/[—7;, ceey \/i)‘a - VI;)T-O-—H ey — \/Eu =+ \/;) =0,

dont (105) a licu si cz= 1 pour la premiére catégorie (en supposant b
divisible par 4, voir n°®22), si a==1 pour la seconde, pendant que
(100) a licu dans les cas contraires; le double signe correspond &
cclui de 8% == 2. Les modules ui satisfont & ces équations ont les
mémes caractéres (mod p,), (mod p,), ..., (mod p,); or les formes
du déterminant — D posstdent en outre un caractére (mod 8), qui
cst déterminé par les autres caractéres, tandis que les valeurs de

r—1 nw—1
(—1)* ou(—1)* nc le sont pas; donc les équations (105), (106)
répondent au méme genre de formes. On voit aisément que dans la
premicre catégorie les racines de l'une de ces équations sont les réei-

proques de celles de P'autre, ct que dans la scconde catégorie A ot 7'—

satisfont & la méme équation. En remarquant qu'on a, pour la pre-

miére catégorie,
c—1 t—1
[I(7)=GED7 (=0T,
qr
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ot ¢, doit étre égalé & tous les diviscurs premiers impairs de D', ou
trouve facilement la régle des signes : I'équation (105) répondant au
genre principal, on obtient celle qui est satisfaite par un module k ¢n

i LEYEN
changeant jp, cn (’%) VP V2en(—1)* ya. Pour la scconde caté-

gorie ¢ est remplacé par a.

SiD=4(2h +1)ily a deux équations appartenant & la premiére
catégoric, unc 4 la scconde. Chacune de ces équations se décompose
en 2* équations particlles répondant aux 2* genres; celles de la seconde
catégorie sont réciproques. Quant & la forme des équations partielles
ct & la régle des signes, tout est comme pour D = 44 + 1.

SiD =22+ (4L % 1), ol ® > 0, la forme des écquations partielles
ct la régle des signes sont les mémes que pour D = 84 == 2. Mais
puisque les formes peuvent avoir quatre caractéres différents par rap-
port au module 8 : (1, 8), (3, 8), (5, 8), (7, 8), les deux ¢équations
(103), (106) répondent & des genres différents; il n’y a done qu'unc
¢qualion particlle pour chaque genre,

Enfin, si D = 2?%(2/A + 1), © surpassant 1, on a la méme décomposi-
tion et la méme régle des signes que pour D = 44 + 15 mais, comme
chaque classe a un caractére par rapport an module 8, qui n’est pas
déterminé par les caractéres relatifs aux modules 4, py, puy ..\ Py,
chacune des 2* équations particlles répond a'ensemble de deux genrves
distinets. Dans ces sculs cas la décomposition dont il s’agit ne suffit pas
pour s¢parer les modules appartenant aunx divers genres. .

40. L'analogic fait présumer qu'il existe, pour les déterminants
de la forme — 2**(2/ + 1), unc nouvelle décomposition qui sépare
complétement les genves, ct Pon est porté & croire gu'elle aura
licu par l'adjonction de y2. On peut le démontrer par les considé-

alions suivantes, qui ¢claircissent en méme temps (uelques autres
points.

Soit & un module quelconque, A, celui (qu'on en déduit par la trans-
formation principale du degré impair #; on a unc équation de la

forme
Y
F [(—“’f—)— m] —o
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ou bien, sin =8l +1,

sin==8h+13,

stn=8h+ >,

sin=8h+ 7, o
I, ({//fo {”x’, k?) = o.

Pour avoir unc équation en yh satisfaite par les modules de la pre-
miére espéce et de la premiere catégoric du déterminant impair — D,

on peut faire n =D, ct (n* 10, ’ll) J/.., == ssin=28h+1

\/l’"' ‘//‘
ou = 8/ + 5; mais Vk, Vk = = V& \/l\, sin==8h+30u=8h+ ;.
On obtient ainsi deux ¢quations, qui, pour D = 84 %=1, sont de la

forme o L
SWE) =0, f(—F ) = o:
pour D = 84 = 3, de la forme

VE __ VR
ou bien

(107) f(' _"‘;‘h" V2 \«"'i‘) =0, f<._ .'_i'ﬁ vz V/‘) =0,

ou il faut prendre le signe supcricur si D == 8/ =1, Pinfévicur «i
D--8A=%3.

Multipli¢es membre 4 membre, ces équations reproduisent les équa-
tions cn ¢k des n* 10 ct 11, L’équalion modulaire n'élant pas altérée

quand on remplace vk ct y&, par

= el = il cst facile de voir que les

s/»/o

modules réciproques satisfont respectivement aux ¢quations

(S /(-5 )
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Lin se servant de I’équation @ (k?) = o, on peut débarrasser les équa-
Lions (107) des racines qui n’appartienncnt pas au déterminant — D;

?
solent
=+ ghe 4= ybe
f<l : Vz\/k)_o, ?<—l—l——v2\/—c)-o

les équations ainsi obtenues. En chassant maintenant i, on obtient deux
équations nouvelles

(108) ?a(\/; \/IT) =0, '{‘ﬁ(“\g \/7‘)3

((ui, multipli¢es membre & membre, reproduisent I'équation ® (42 )= o.
Elles sont évidemment réciproques, ct d’aillcurs elles n’ont pas de racine
commune, de sorte que y2 ne peut disparaltre; car, si yk satisfaisait
aux deux équations, k? scrait racine double de I'équation @ (A?) = o,

ce qui n'a pas licu. En désignant par m le degré du polyndme @, celui
de ¢, est évidemment 2m.

Par cxemple, pour D=3 ¢t D =5, on a, en écrivant 3 au lieu
de yk,
-4 -1 -2 [z —
o+ 23 +o +\2u+[——0,
3P — ay23 T+ 430+ 6y2si 4 23+ 6y237 + 432 — 2\25 +1=0.
Il faut maintenant déterminer le signe du radical 2. Pour cela, nous

. LN . T ' .
supposons, suivant Pusage, que yk soit généralement défini par la for-
mule

P + m . 8 FL.114

Sans nuire i la génémlité, nous pouvons, de plus, supposer que les
cocfficicnts @ des ¢quations al®+ 2b{ + ¢ = o soicnt premicrs & D

\ v e L 2 . [ S
sous cctle hypothese, le rapport des périodes qui répond & la racine vk,

de I'équation modulaire dont nous sommes partis cst Et, oll nous
pouvons prendre ¢== o0 (mod8), puisque ¢ n’est déterminé que par rap-

port au module D (n® 9). Les équations (24) deviennent

b=r,, a=s,, —c=—1r,+Dr, —b=—1ts,+Ds,.



230 SYLOW.
Or il résulte des formules de M. Hermite (Sur la théorie des équa-

. . . vy e res
tions modulaires, p. 4) que la transformation linéaire <'_,‘ .‘) donne
1%

= (— 1)V Ve “muk si s,=o0 (mod}),
,. =(—1 .‘nl 1) --r Wi l_ Si 8§, === 9,
\ { ( ) VZ 1
En remplacant & par k&, k, par k&, nous avons donc :
Listt— cdpsgi |
Pour D=8k 41,85 +5......... \/A = (—1) KPR N
Pour D284 43, 8h+5......... V/T.,-(//.' = (— 1)71“2,.,. LS M\//‘-
Ayant s,==— Db, ', s, = be (mod8), on trouve
()T '_’-;_ltf ) R LV

On en peut conclure que les valeurs de y& se distribuent entre les deux
équations (108) suivant la valeur de Uexpression (— 1), 1 osi,
dailleurs, facile de voir que ce résultat est indépendant de Phypothise
faite sur les cocflicients aj en effet, si 'on effectue une transformation

. Y 2L —_—
lin¢aire ( . ‘j) ne changeant pas v/, la valeur nouvelle ¢, de ¢ sera
N
ay? + 20ya 4+ ca
or, ayant yr ~0, 2° =1 (mmod4), on a

A

==¢  (mod8), d’olt (- 1)%“'1"": (— ,): e

En faisant { = -- —~, vh = — Wi, on it
1+

el — 2l +a=o,

el, par suite, le module transformé A, appartient & la seconde caté-
goric ot & la premiére espéce. Puisque yA, se change en — vA, quand
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vk est remplacé par —\/i/f > les équations (108) donnent, en substituant,

deux équations en k, du degré m
"!’(kn\/;):o’ q’(kn_'\/;)=°;

en changeant le signe de y/2, celui de yk est aussi changg, ct, par suite,
) I . . .
k. cst remplacé par - En chassant les puissances impaires de k,, on
1

obticnt deux équations en A7 du degré m
b, (K3, Va) = o, 4’!(1"?’ —v2)=o,

qui, multipliées, reproduisent évidemment I'équation @(A*) = o rela-
tive & la scconde catégoric.

On a ainsi le résultat suivant : L’¢quation ®(A*) = o relative & la
premiére espéce ct & la seconde catégoric se décompose par 'adjone-
tion de y'2 en deux équations particlles

'{/'(k’, ‘/5)=°1 "'h(kga _\/5)——'0;
on peut déterminer la valeur de y'2 de telle maniére que le module dé-
fini par I'équation al?+ 208 + ¢ = o satisfasse & 'équation
"l’l [,‘,2’ (__ I)‘;qa'_i)\/a] =o,

le module réciproque étant racine de 'autre équation.

Le module 4 ¢tant de la premiére espécee et de la seconde catégorie,
posons

{=——> d'olt 4e? — 4%, +a=o;
2%, '

alors le module transformé &, appartient & la premiére catégorie et au
déterminant — 4D. Done, si, dans les équations §(k, = V2) =o, on

. —k . \ .
fait & = : —7.» on obtient deux équations en &,
1

7.(kl7 = \/—2_) = 03



~
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dailleurs, on a y (k,, — y2) = =5 (— ki, y2), comme on le voit ais¢-
ment; donc les équations prennent la forme

x(i \/;,f,) =o.

Par suite, chacune des deux équations en A? de la premicre catégoric
d’undéterminantdela forme — 4(2/+ 1)sedécomposeendcux équations

en k par l'adjonction de y2; on peut déterminer la valeur de y2 de
maniére que le module défini par la relation a{*+ 2b{ + ¢ = o soit

racine de I'équation
7.[(— l)*“""' v’z/r] =o.

Les décompositions des équations @(A?) = o dont nous venons de
parler entrainent ¢videmment des décompositions analogues des équa-
tions particlles du numéro précédent.

Considérons enfin les déterminants de la forme 2°%(2A + 1), on
= > 1. Soit, comme plus haut, & un module de la premicre espéce et de
la secondc catégoric du déterminant impair — D, défini par I'équation
al?+ 2bf + ¢ = o ct, par suite, satisfaisant & 'équation

3 [h2, (= i tya] = o.

hl . l . »
‘n faisant { = — 77 ce qui donne A7 =1 — A%, on a
]

16¢: — 8¢, + a =o;

par conséquent, A, appartient au déterminant — 161) et & la premiére
des deux équations de la premibre calégorie. Evidemment, on trouve,
de cette maniére, toules les racines de cette ¢quation. Il s’ensuil que,
si A est un module de la premicre calégorie du déterminant — 16D,
racine de la premitre des deux ¢quations, et défini par U'équation
a(? + 20 + ¢ = o, il satisfait & I'équation

"IJI [I - I‘«Q,(_ l)-:-w:_ 0 \IEJ Y

En égalant & zéro le plus grand commun diviscur des premiers mem-
bres de cette équation et de I'équation partielle du numéro précédent,



MULTIPLICATION COMPLEXE DES FONCTIONS ELLIPTIQUES. 253

on a une nouvelle équation partielle (k?) = o, répondant & un seul
genrc de formes.
Posons maintenant { = 2§, 4+ ¢; on aura

a

108+ 4(b+at)l,+al* +2bt +c=o, ki =16k kY

le nouveau module %, appartient donc au déterminant — 64D et & la
premiére des deux équations de la premiére catégorie; évidemment,
ses caractéres sont les mémes que ceux du module £. En éliminant &?
entre les équations ¢ (k?) = o et k}k"* = 16K k2, on obtient donc une
¢quation particlle répondant & un scul genre de formes du déterminant
— 64D. En continuant de la méme maniére, on finit par trouver les
équations particlles qui répondent & un seul genre du déterminant
— 2¥]). On voit que lc signe de /2 doit étre déterminé par la méme
régle que pour les déterminants de la forme 84 = 2.

La décomposition de la premiére équation de la premiére catégoric
donnc immédiatement celle de la scconde équation. On a aussi une dé-
composition analogue de I'éuation de la scconde catégorie, puisque

celle-ci se déduit de 1'équation traitée en remplacant k* par (::y%)
el chassant le radical ct les puissances impaires de &.

La décomposition des équations des modules singuliers fournit évi-
demment une démonstration de ces deux théorémes d’Arithmétique :
Tous les genres de formes d'un déterminant négatif contiennent le méme
nombre de classes; le nombre des genres est égal a la moitié du nombre
des caractéres totaux assignables.

Remargque sur la classification des modules singuliers.

La classification dont nous avons fait usage reposc sur la considéra-
tion de I'équation a{*+ 2b% + ¢ = o, oti { est le rapport des périodes
elliptiques de la fonction A(z). On peut la remplacer par une autre,
qui cst, sans doute, celle de M. Kronecker et qui présente & certains

. . !
égards un avantage, en introduisant, au lieu de , le rapport % des pé-
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riodes des carrés des trois fonctions clliptiques. Faisons, en cffet,
’
= — =2l ag+20p+c=o, ac — b =],

et classons les modules d'aprés les valeurs de A. En considérant d'abord
I'ordre proprement primitif, on a, comme on le voit sans peine, pour
chaque valcur de 4, trois équations différentes en k2, toutes du degre
2N, N étant le nombre des classes proprement primitives du détermi-
nant — A. Parmi ces équations, deux correspondent aux valeurs im-
paires de c; ce sont celles que nous avons appelées les équations de In
premiére catégoric du déterminant — 4A. La troisitme ¢équation cor-
respond aux valcurs paires de ¢; siAa 'une des formes 4 + 1, 4 + 2,
c’est I'équation de la premitre catégoric du déterminant — A; si
A=4h —1, c’est 'équation de la scconde espéce et de la seconde ca-
tégorie du déterminant — A; enfin, si A = 4/, c'est I'équation de la
premicre espéce et de la seconde catégorie du déterminant — ;4.

Quant & 'ordre improprement primitif, le résultat est différent sui-
vant que A = 84 — 1 ou = 8/ + 3. Pour A = 8% — 1, ona trois équa-
tions du degré 2N, savoir les trois équations de la premiére catégoric
du déterminant — A. Sj, au contraire, A = 8% + 3, on n’a qu'une seule
équation, celle de la premiére espéce et de la premiére catégorie du
déterminant — 133 le degré de cetic équation est encore 2N, clest-
a-dire qu'il est ¢gal au sextuple du nombre des classes improprement
primitives. Pour A =1, A = 3, il y a des exceplions ¢videntes a Pégard
des degrés des équations.

D’aprés cetie classification, les équations qui appartiennent i Pordre
proprement primitif sc décomposent en deux équations particlles par

I'adjonetion de VA, pourvu que A ne soit pas un carré; cclles qui répon-
dent & l'ordre improprement primitif, au contraire, par I'adjonction

de {VA; de plus, les valeurs réclles de k* apparticnnent toutes i lordre
proprement primitif,



