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Mémoire d'optique géométrique comprena.n.t la tliéurie du point 

représentatif d'un élément de surface réglée et son emploi 

tant pour la démonstration nou"elle de tliéorèmes relatifs à. 

la courbure des surfaces que pour la détermination plane des 

éléments des surfaces caustiques ( 4 
) ; 

Pa M. A. MANNHEIM. 

Ce Mémoire renferme la solution géométrique complète, donnée 
pour la première fois et dans le cas le plus général, du problème de la 
détermination des éléments des surfaces caustiques. 

Quelques mots d'historique vont me permettre de préciser l'état de 
la question : « De Tschirnhausen ouvrit la voie à de nouvelles spécula-

( 1 ) Dans sa séance du 12 avril 1885, sur le rapport de MM. les professeurs Cre­
mona et Beltrami, l'Académie R. des Lincèi a décidé l'insertion de ce Mémoire 
dans ses Atti. 

lourn. dtt Math. (4• série), tome Il. - Faac. 1, 1886. 
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tions géometriques en considérant la courbe enveloppe d'une série de 
rayons lumineux réfléchis par une ligne dirimante et correspondant 
à des rayons incidents parallèles ( Acta Lipslœ, novembre 1682 ). Ces 
nouvelles courbes reçurent le nom de caustiques par réflexion et 
furent étudiccs par de La Hire, Leibnitz ( ibid., janvier 1689) et Jean 
B<'rnoulli (janvi_er 1G92). Enfin Jean Bernoulli, considérant les caus­
tiques par réfraction, donna la construction géomctrique du point où 
chaque rayon réfracte touche son enveloppe (janvier 1693) et le mar­
quis de l'Hôpital ( Analyse des infiniment petits, proposition I, Sec­
tion VI et VII) substitua à ces constructions deux formules <1ui ont 
et~ reproduites par Petit et ont conservé son nom [ Correspondance 
,ïur l'École Polytechnique, t. Il, p. 354] C) ». 

1\1. A. Cornu a donné une construction élégante du point où un 
rayon réfracté touche son enveloppe, en faisant usage d'un point qu'il 
appelle centre de jonction ( 2

). 

Ainsi, pour le cas du plan, on a formules et constructions. 

Ce n'est qu'au commencement de cc siècle ( 1808) que la question 
de l'espace fut abord<~e par Malus dans son Optique (' ). Cet illustre 
physicien démontra " que toutes les fois que l'on considère un système 
de lignes droites émanant de tous les points d'une surface courbe sui­
vant une loi analytique quelconque, le lieu des points de rencontre 
des lignes proposées est compris sur deux surfaces courbes ». Lorsque 
ces droites sont des rayons lumineux réfractés, Malus donne à Cl'S 

surfaces le nom de swf aces caustique.,;. Il a aussi découvert un theo­
rème généralisé ainsi par Dupin : 

Des rayons lum,ineux normaux à une sur/ace se réflécltissenl ou 
.'le réfractent suivant des directions normales à une swf ace. 

On sait qu'on appelle foyers les deux points où un rayon lumineux 
réfracté touche les surfaces caustiques : ces points ne sont pas toujours 
réels. Les plans tangents des surfaces caustiques aux deux foyers sont 
les plans focaux. 

(1) PAUL SERRET, Des Méthodes en Géométrie, p. 72. 

(') Nour,,elles Annales de Mathématiques, 2c série, t.11, p. 311. 
( 3 ) Journal de ['École Polytechnique, XIVe Cahie1·. 
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Dans sa Theory of systems oj rays, Hamilton a, le premier, étudit~ 

d'une façon générale les pinceaux quelconques de rayons lumineux : il 
a fait connaitre des points et des plans relatifs à ces pinceaux et qui 
sont toujours réels. 

M. Kummer, dans un beau Mémoire de Géométrie analytique, 
intitulé : Théorie générale des systèmes rectilignes, a approfondi 
la théorie de Hamilton et l'a complétée en quelques points. 

Enfin, relativement aux pinceaux quelconques, je rappellerai qu(• 
j'en ai donné une Théorie géométrique. Pour établir cette théoril'~ 
j'ai considéré l'elément de surface réglée, que j'appelle surface élé­
mentaire du pinceau, constitué par le rayon du pinceau et un rayon 
qui lui est infiniment voisin. Autour d'un rayon, il y a une infinité dt• 
surfaces élémentaires. 

Les points trouvés par Hamilton, et qui sont toujours réels sur fo 
rayon d'un pinceau, sont les deux extrémités du segment sur lcc1uel 
sont situés les points centraux de toutes les surfaces élementaircs du 
pinceau. En ces deux points appelés points limites, les plans centraux 
correspondants des surfaces élémentaires sont appelés plans princi­
paux. Ces plans principaux sont rectangulaires. 

Dans le cas particulier oû les rayons lumineux forment un pinceau 
de normales à une surface, les surfaces élémentaires de ce pinceau sont 
des cléments de normalies à cette surface, les points limites se con­
fondent avec les foyers du rayon du pinceau et sont aussi les centre~ 
de courbure principaux de cette surface; enfin celle-ci a, pour plan~ 
de ses sections principales, les plans prineipaux da pinceau qui sont 
confondus ici avec les plans focaux. 

Restant dans le cas particulier oû les rayons lumineux sortent nor­
malement d'une surface, Sturm, dans son Mémoire Sur ['Optique ( • ), 
a étudié analytiquement les èlements de courbure des surfaces aux­
quelles ces rayons sont normaux après leur réfraction et a trouvé dr~ 
formules intéressantes et de beaux théorèmes. 

Dans son Mémoire sur la Théorie générale des surfaces (2), reve­
nant sur le même sujet, toujours dans le cas des rayons lumineux nor-

( 1) Journal de Mathématiques pures et appllquées, 1re série, t. Ill. 
(

1
) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 1r• série, t. IX. 
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maux à une surface, 1\1. Bertrand, par des considérations de Géométrie 
infinitésjmale, a retrouvé les formules dues à Sturm et en a ajouté une 
nouvelle. Ces formules permettent de calculer les éléments des surfaces 
caustiques. 

Enfin, en 1845, Sturm a traité de nouveau analytiquement le même 
problème à la fin de s·on Mémoire Sur la vision ( 1 ). 

Ainsi, pour le seul cas particulier de l'espace qui et1t été traité, on avait 
trouvé des formules, mais pas de construction effective. Tel était, à ma 
connaissance, l'état de la question lorsque j'ai commencé à l'étudier e). 

La solution géométrique que j'apporte aujourd'hui est complète et 
aboutit à plusieurs constructions planes des cléments des surfaces 
caustiques, et cela, je le repète, dans le cas le plus général. Les solu­
tions de nombreuses questions ne sont vraiment achevées que lorsque 
l'on fait connaitre les constructions qu'elles exigent; elles ne peuvent 
attendre cet achèvement que de la Géométrie. La question d'Optiquc 
résolue dans ce travail en est un exemple. 

DU POINT REPRÉSENTA.TIF o'uN ÉLÉMENT DE SL'RFACE RÉGLÉE. 

Dans mon Mémoire Sur les pinceaux de droites ( 3 ) j'ai montré 
comment, au moyen d'une droite auxiliaire, on peut représenter la loi 
de variation des plans tangents à une surface réglec pour les différents 
points d'une génératrice de cette surface. Cette droite auxiliaire est 
relative à un point pris comme origine sur cette génératrice et change 
en même temps que ce point; mais toutes les droites auxiliaires rela­
tives aux différents points d'une génératrice passent par un mên-w 
point. 

( 1 ) Comptes rendus de l'Académie des ScieU,ces,. 1er semestre 1845. M. Ri­
baucour s'est aussi occupé dt1 même cas particulier, mais on ne com1ait de son 
tranil que l'annonce qu'il en a faite en 1873 dans sa Notice sur ses tra,·aux ma­
thématiques. 

( 1 ) Je n'ai pas parlé des travaux de Gergonne, Quetelet, Sarrus, de La Rh·e, 
Timmermans, etc., qui ne se rattachent pas directement au problème que j'avais 
en vue. Un travail sur les courbes et surfaces caustiques, analogue à la belle 
dissertation du Dr O. Bôklen sur la surface de l'onde ( Reutlingen, 1881) serai t 
utile aussi bien aux physiciens qu'aux géomètres. 

( 3 ) Journal de Mathématiques pures et appliquées, 28 série, t. XVII, 1872. 
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Ces droites auxiliaires sont respectivement perpendiculaires aux 
droites qui joignent ce point aux différents points pris comme origine 
sur la génératrice. 

Une génératrice d'une surface réglée étant donnée, il suffit donc de 
lui adjoindre cc seul point pour pouvoir déterminer les plans tangents 
à la surface réglée. Le point qu'il faut ainsi adjoindre à une généra­
trice, je l'appelle point représentatif de l'élément de la surface réglée 
le long de cette droite. 

Avant d'en faire usage, je vais montrer comment on y arrive directe­
ment, ce qui dispensera de recourir à des Mémoires antérieurs. 

Soient ( G) une surface gauche et G (fig. 1) une de ses génératrices 

Fig. 1. 

lfUC, pour l'explication, je suppose placée verticalement. Menons un 
plan par G et faisons-le tourner autour de cette droite de façon que sa 
trace sur un plan horizontal de projection tourne dans le sens direct 
d~ rotation d'une droite sur un plan. Ce plan touche ( G) successive­
ment en des points qui, je suppose, s'éloignent du plan horizontal, 
c'est-à-dire vont en s'élevant sur G. 

Appelons c le point central de (G) sur G, k le paramètre de distri­
bution des plans tangents à (G) pour G, a un point distant de c de la 
longueur l, et 8 l'angle que le plan tangent en a fait avec le plan cen­
tral; on a 

l 
tang8 = k. 

Journ. de ~lath. (4• série), tome U. - Fasc. 1, 1886. 2 
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Sur un plan quelconque mené par G, et que nous prenons pour plan 
de la figure, élevons au point c une perpendiculaire à G, Portons sur 
cette droite le segment cy égal à k et menons la droite ya. 

Dans le triangle cr a on a 

l 
tangcya = lr' 

En rapprochant cette égalité de la précédente, on voit que l'angle cya 
est égal à 8. 

De même, pour un autre point b de G, on a l'angle c-y b qui repré­
sente l'angle 8' que le plan tangent en b à ( G) fait avec le plan cen­
tral. 

L'angle a-yb, qui est égal à 0' - O, est alors égal à l'angle que font 
entre eux les plans tangents en a et b. On a ainsi ce théorème connu : 

L'angle sous lequel on voit du point i un segment ab de G est 
égal à l'angle que font entre eux les plans tangents à (G) mu 
points a et b. 

Remarquons que la droite du plan de la figure qui, tournant autour 
du point r, passe successivement par les points a, b, ... , tourne clans 
le sens direct comme la trace horizontale du plan qui touche successi­
vement (G) aux points a, b, ... ( 1 

). La figure formée par les droitl's 
î a, y b peut donc servir à représenter la figure formée par les traces 
·horizontales des plans tangents en a, b, .... 

Si le plan mené par G, tournant toujours dans le même sens, touche 
successivement G en des points qui se rapprochent du plan horizontal 
de projection, on a encore la représentation de la figure formée par 
les traces horizontales de ce plan dans ses diverses positions, à la condi­
tion de placer y, par rapport à G, symétriquement à sa première 
position. 

Le point ï est le point représentatif de l'élément de ( G) le long 
de G. 

( 1 ) Le plan de la figure est un plan de front devant le spectateur et le plan 
horizontal est au•dessous de ce spectateur. 
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D'après ce qui précède, on doit le choisir sur la perpendiculaire 
élevée à G du point central à une distance k de ce point, de façon que 
les droites qui vont du point représentatif successivement aux diffé­
rents points de G représentent, y compris le sens de la rotation, la 
figure formée par les traces du plan qui touche ( G) successivement en 
ces différents points. 

La connaissance des plans tangents à ( G) en trois points de G suffit 
pour déterminer le point représentatif relatif à cette droite et par suite 
pour déterminer tous les plans tangents qui passent par G. 

Afin de familiariser le lecteur avec l'emploi du point représentatif, 
je vais donner, à l'aide de ce point, des démonstrations nouvelles de 
propriétés relatives à la théorie de la courbure des surfaces et utiles 
d'ailleurs par la suite. 

EMPLOI DU POINT REPRÉSENTA.TIF DANS LA THÉORIE 

DE LA COURBURE DES SURFACES. 

Je vais exposer cette théorie en supposant préalablement démontré 
le theorème suivant : 

A partir d'un point o sur une surface (S), on trace des courbes 
quelconques. Les normalies à (S ), qui ont ces courbes pour direc­
trices, sont tangentes entre elles en deux points de la normale N en o 

à (S ). Leurs plans tangents communs en ces points sont reetangu­
lafres. 

On en déduit facilement le théorème de Meusnier et l'on voit aussi 
que: 

Si l'on considère une normalie qui a pour directrice une courbe E, 
tracée sur S à partir du point o, le plan normal à (S ), qui est tan­
gent en o à E, est normal à cette normalie en un point qui est le 
centre de courbure de la section qu'il détermine dans (S ). 

C'est en partant de là que je vais d'abord résoudre, au moyen d'un 
point représentatif, le problème suivant : 

Construire le rayon de courbure de la section /aite dans une sur­
f ace (S )" par un plan qui lui est normal. 
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Soient toujours E une courbe tracée sur (S ), o un point <le cett<.• 
courbe, N la normale en cc point à S. Prenons pour plan de la figure 
le plan normal à (S) qui est tangent à E en o, c'est-à-dire le plan qui 
détermine la section pour laquelle nous cherchons le centre de cour­
bure correspondant au point o. Appliquons le théorème précédcn t; pou 1· 

cela, considérons la normalie (N) à (S) dont la directrice est E. Ap­
pelons , • et y 2 (fig. 2) les points de N où se touchcn t toutes les nor­
malics à S dont l~s directrices partent du point o. Soit y le point l't'-

Fig. ~. 

N 

présentatif de cette normalie pour la génératrice N; cc point est tel que 
l'angle,. yy2 est droit, puisque les plans tangents à (N) aux points,., 
î:1 sont rectangulaires. Il suffit d'élever en y la perpendiculaire ,l i1 yo 
pour avoir en l sur N le point de contact avec (N) du plan mené par 
N perpendiculairement au plan tangent en o à cette normalie. Cl' 
point lest alors le centre de courbure demandé. 

Lorsque l'on considère les différentes normalies à (S )qui contiennent 
N, on a des points représentatifs, tels que y, qui sont toujours sur la 
circonférence décrite sur , 112 comme diamètre. La construction pré­
cédente, lorsqu'on emploie ces différents points représentatifs, montrt• 
comment varient les rayons de courbure, tels que ol, c'est-à-dire les 
rayon~ de courbure des différentes sections faites dans (S) par des 
plans menés par N. Elle montre que le rayon de courbure est maxi­
mum lorsqu'il est égal à 0,1 , et minimum lorsqu'il est égal à oy2 • 

Les points 11 , 12 sont les centres de courbure principaux de ( S) pour 
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le point o et les plans, dont les sections ont ces points pour centres dt~ 
courbure, sont les plans des sections principales de (S ). 

Remarques. - Le théorème relatif aux normalies, rappelé précé­
demment, peut maintenant être énoncé ainsi : 

Les normalies à (S ), dont les directrices partent d'un mêmt~ 
point o, sont tangentes entre elles aux centres de courbure princi­
paux de (S) relatifs à ce point et leurs plans tangents communs, 
qui sont rectangulaires, sont le.s plans des sections prindpale., de 
(S) en o. 

Le plan de la section principale, dont le centre de courbure est,., 
est le plan tangent commun aux normalies au point y2 et de même pour 
l'autre plan de la section principale. 

La section normale à (S ), dont le centre de courbure est l, fait avec 
le plan de la section principale, dont le centre de courbure est y., un 
angle égal à y 2 ,o. 

Revenons à la construction du centre de courbure l. Nous vcnon~ 
de remarquer que l'angle y2 yo est égal à l'angle que le plan de la sec­
tion normale dont le centre de courbure est l fait avec le plan de la 
section principale dont le centre de courbure est y 1 • Supposons connu 
cet angle, que nous appellerons 9, ainsi que les rayons de courburt• 
principaux oy., 0,2 • Ces éléments suffisent pour construire l. On peut, 
en effet, construire cc point après avoir déterminé y à la rencontre de 
la circonf ércnce décrite sur y• 12 comme diamètre et du segment ca­
pable de l'angle 9 décrit sur oy2 • 

Modifions cette construction. Prolongeons y l jusqu'aux points c., c:1, 
où cette droite rencontre les perpendiculaires élevées des points î t, y 2 

à N. Les quatre points c •, 10 y, o sont sur la circonférence décrite sur 
et o comme diamètre, et les points o, y2 , y, c2 sont sur la circonférence 
décrite sur oc2 com~c diamètre. Au moyen de ces circonférences _on 
voit que l'angle Ît oc, est égal à. l'angle Ît yc., et que l'angle c2 oy2 est 
égal à l'angle lrr2 • Il resulte de là que l'angle c2 oc. est droit, et, en 
outre, que l'angle y, oc, est égal à f· On a alors la construction sui­
vante pour déterminer le centre de courbure d'une section normale. 
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On donne N, les centres de courbure principaux -y•, y 2 et l'angle ? 
que le p/,an de la section normale, dont on cherche le rayon de cour­
bure, fait açec le plan de la section principale clont le centre d,~ 
courbure est Ï•· On mène /,o, droite oc, qui fait avec N l'angle 9, et 
l'on élève à cette droite la perpendiculaire oc2 • Les droites oc,, oc1 

nmcontrent en c. et c2 les perpendiculaires éleçées des points Yt, y2 

à N : /,o, droite c. Ca coupe Nau centre de courbure l clwrclié. 

Remarque. - Le point représentatif y est au pied de la perpendi­
culaire abaissée du point o sur la droite c, Ca• 

Re/,o,tion d'Euler. - En partant de la construction que nous ve­
nons de trouver, il est facile d'établir la relation d'Euler. On y arrive 
aussi de la manière suivante en faisant usage du point représentatif y. 
On a 

par suite, 

d'où 
1 cosip sinip ---+-· r' - ïï2 m 

Désignons oy par p, TI• par R, et ï(a par R2 • On a 

yl = p sinyol, 
sin yol _ cos, ----, 

iit R1 
sin yol _ sin <r. 

ii1 - Ri ' 

substituant dans la relation précédente, il vient 

1 cos•y sin1 ff -- +--, p - R1 R1 

qui est la relation d'Euler. 
Remarque. - La démonstration dont nous venons de faire usage 

montre que, si l'on a un angle droit Y• y,2 , dont le côté ïï2 fait avec 
une droite 1o un angle cp, on a 

1 cos' ip sin' If -=--+--· ol or, o·ts 
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-2 
Indicatrice. - Remplaçons, dans la relation d'Euler, p par Àd , R, 

par À;2, R2 par Àï/ et supprimons le facteur À; il vient 

équation en coordonnées polaires d'une conique dont les demi-axes 

sont a et b. 
Construisons cette courbe sur le plan tangent (T) à (S) au point o, 

de façon que son centre soit en ce point et que son grand axe soit dans 
le plan de la section principale dont le centre de courbure est y,. Le 
rayon de courbure d'une section normale à ( S) au point o est alors 
proportionnel au carré du diamètre de cette conique qui est dans ce 
plan. Cette conique est l'indicatrice de Dupin. 

THÉORÈME. - La tangente en un point ode la directrice d'une_ 
normalie à ( S) et la trace du plan central de cette normalie sur 
le plan (T), tangent en o à (S ), sont deux diamètres conjugués d(> 
l'indicatrice de (S) en o. 

Fig, 3. 

I 

' , I 
I , 

I 

' I 
I 

' I 

T, 

Y~-- c /\ ...... 
/ \ T1 ......... ' \ ............ 

f \ .... 
I \ .,., 

/ \ / 
[ ' ,,' ............. ____ ;;-----

La normalie a, je suppose (fig. 3 ), pourpoint représentatifle point y. 
Le pied c <Je la perpendiculaire abaissée de y sur N est le point central 
de cette normali~ pour cette géneratrice. Les droites ï'(,, rf 2, yc, yo 
forment une figure égale à la figure qu'on obtient en prenant sur (T) 
les axes de l'indicatrice, la trace du plan central et la tangente en o à 
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la directrice de la normalie. Imaginons alors que, au lieu de tracer l'in­
dicatrice de (S) sur (T), on trace cette courbe sur le plan de la figurC' 
en lui donnant dt"'s dimensions telles qu'elle passe par le point o, son 
centre ctant en y et son grand axe dirigé suivant TTi• Appelons tou-

jours a et b les demi-axes de cette conique. 
On a, puisque c'est une indicat.ricC', 

-! 

Oît a 
Ojt = ï/ • 

Cette relation montre que N est la normale en o à cette conique; par 
suite, yc, qui lui est perpendiculaire, est parallèle à la tangente en o à 
cette courbe. 

Les droites yc et yo sont donc deux diamètres conjugués dP l'indi­
catrice, et le théorème est démontré. 

Ce théorème, comme l'on sait, permet de démontrer très facilcnw11l 
le théorème des tangentes conjuguées. 

Rayon de courbure de la courbe de contour apparent d' 11 ne .mr­
f ace. - On va voir encore combien l'emploi du point rcpri·~C'ntalif 
rend facile la détermination de ce rayon de courbure. 

Circonscrivons à la surface donnée ( S) un cylindre dont lt•s géném­
trices soient perpendiculaires au plan de projection. Appelons E la 
courbe de contact de cc cylindre et de (S) et E' la trace de cc cylindre 
sur le plan de projection. Comme la courbe E' reste la mt•me à <JUelfJUe 
distance que l'on transporte ce plan de projection, parallNcmcnt à lui­
même, faisons passer ce plan par le point ode E. C'est pour cc point. o 
que nous allons chercher le centre de courbure de E', qui est la ligne 
de contour apparent de (S) sur le plan de projection. Considérons la 
normalie (N) à ( S ), qui a pour directrice E. Les génératrices de cette 
normalie sont parallèles au plan de projection et se projettent suivant 
les normales à E'. 

Prenons la génératrice N, de (N), qui est infiniment voisine de N, 
et le pied c sur N de la perpendiculaire commune à cette droite et à N,. 
Le point c, qui n'est autre que le point de rencontre de deux normales 
à E', qui sont infiniment voisines, est le centre de courbure demandé. 
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On voit ainsi que ce centre de courbure est le point central de (~)sur 
N, et que le plan central relatif~ cette droite est perpendiculaire au 
plan de projection. 

Soient (fig. 4) N la normale en o à (S ), 1., "'(2 les centres de cour-

Fiç. 4. 
1~ 

,O 

bure principaux, y le point représentatif de l' elemcnt de ( N) le long 
de N etc le point central situé sur N. 

L'angle y2 yc est l'angle compris entre le grand axe de l'indicatrice 
r•n o et le plan central, c'est-à-dire que c'est l'angle des projetantes 
avec cc grand axe. 

Désignons-le par ~. On voit sur la figure que ÎÎ• o est égal à 4; par 
suite, on a cette construction: On mèney1 y, de façon que l'angle 1î'• o 
soit égal à o/· Cette droite rencontre en un point y la circonférence 
décrite sur Î• 12 comme diamètre: la projection de y sw· N est le 
centre de courbure cherché. 

Ona 

Désignons par R le rayon de courbure oc; cette relation peut s'écrire 

R- R2 = (R, - R)tang2~ 
ou, en développant, 

R = R1 sin2
~ + R2 cos2 4. 

lourn. d~ .llath. (4• iérie ), Tome Il. - Fasc, 1, 1886 3 
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Telle est la relation qui lie le rayon de courbure de la courbe de con­
tour apparent aux éléments de courbure de (S ). 

REPRÉSENT..\TION PLANE n't:'~ Pl'NCEAt·. 

Les diflërents éléments de normalies qui appartiennent à un pinceau 
rlc normales à une surface (S) peuvent être rcpresentés chacun par 
l<'ur point représentatif, et, comme de chacun de ces points on doit 
voir sous un angle droit le segment compris entre les centres de eonr­
hure principaux y., y2 de (S ), ces points représentatifs apparticnneul 
i'l la circonferencc C décrite sur le segment y I y2 comme <liamètrt•. 
Pour fixer la position du pinceau par rapport à un plan fixe, mené pat· 
la normale N (fig. :5), que nous prenons pour plan de )a figure>, ~up-

Fig. J. 

posons donné l'angle w dont il faut faire tourner Je plan tangent com­
mun en 12 aux normalies pour amener cc plan à coïncider avec le plan 
fixe de la figure. :Menons la droite i'• v qui fait avec Î• y2 cet angle w. 
Une normalie, qui touche le plan de la figure au point arbitraire a, a 
pour point représentatif le point de rencontre -y de ra avec C, car il 
résulte bien de cette construction que l'angle 12 ya est cgal à w. Le 
point v, qui est fixe sur C, permet donc d'avoir immédiatement le 
point représentatif de l'élément de normalie qui touche le plan de la 
fi~re en un point donné de N. 
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Il suffit donc de la circonférence C, dont le centre est sur N, cl 

du point ç marqué sw· C pour ,·eprésenter de forme et de position 
le pinceau de normales('). 

Reprenons l'élément de normalic représenté par y; menons la droite 
qui joint le point o de N au point y : elle coupe en s la circonfc­
rencc C. 

Joignons le point s au point t, situé à la rencontre de C el de la 
perpendiculaire abaissée de v sur N. L'angle çts est égal à l'angle ayo; 
par conséquent il est égal à l'angle que le plan tangent en o à la nor­
malic fait avec le plan de la figure. Le point t, comme le point '-', est 
fixe sur C et peut être employe pour tous les éléments de normalie!-­
du pinceau de normales. 

Remarquons que les droites qui partent du point t, telles que ts, et 
relatives aux différents éléments de normalics du pinceau forment um.· 
ligure qui est egalc it la figure formée, sur un plan mené en o perpen­
diculairement à N, par les traces des plans tangents en o à tous Cfl!-­

t.'·lémcnts de normalies. 
Il y a ~ncorc un point fixe de C dont nous ferons usage, c \•st le 

point u de cette circonferencc qui est diamétralement opposé it '-'· La 
droite, qui joint ce point u au point représentatif I d'un élément de 
normalic, coupe N au point b où cet élément est normal au plan de la 
ligure, car l'angle bya est droit. 

Tout ce que je viens d'expliquer pour un pinceau de normales 
s'étend à un pinceau quelconque en vertu des propriétés de ce pin­
ceau ( 2 

). Un pareil pinceau est toujours représenté par une circonfé­
rence sur laquelle on marque un point fixe. Ce point dépend de l'orien­
tation du pinceau par rapport à un plan fixe mené par le rayon du 
pinceau. Pour fixer cette orientation, on se donne l'angle dont il faut 
faire tourner l'un des plans principaux du pinceau pour amener ce 
plan il coïncider avec le plan fixe. 

( 1) J'ai" déjà donné ce mode de représentation dans une Communication faite 
il l'Académie des Sciences le 9 juin 1879. 

(
2

) Voir mon Mémoire Sur les pillceaux de droites. 
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PREMIÈRE CONSTRUCTION PLANE DES ÉLÉMENTS 

DES SURFACES CAUSTIQUES, 

Cette construction est obtenue en appliquant la méthode générale 
dont j'ai déjà fait usage pour déterminer les éléments de courbure de 
la surface de l'onde ( t ). Cette méthode consiste, pour l'étude des 
transformations des pinceaux, à rechercher la correspondance qui 
existe entre leurs représentations planes ( 2 

). 

Voici l'énoncé du problème d'Optique que je vais résoudre: 

Étant donnés les éléments d'un pinceau quelconque de rayons 
lumineux incidents et les é/,éments de courbure de la surface sépa~ 
ratrice des milieux tra'1ersés par ces rayons, déterminer les élé­
ments du pinceau formé par ces rayons après leur réfraction. 

Appelons (S) la surface séparatrice des milieux. 
Un rayon incident I rencontre (S) au point o, et il est réfracté sui­

vant le rayon R. Le plan des droites I et R contient la droite N, nor­
male en o à (S ), et l'on a, quel que soit le rayon incident, 

sin (1, N) 
sin ( R, N) = const. 

Cette constante est l'indice de rêfraction que nous désignerons par À. 

Nous désignerons par i l'angle (1, N) et par r l'angle (R, N ). 
Prenons pour plan de Iafig. 6 le plan des trois droites I, R, N. 

Représentons le pinceau (N] des normales à (S) dont les pieds sont 
aux points infiniment voisins de o, par la circonférence C sur laquelle 
est marqué le point v. Représentons de même par C' et v' le pin­
ceau [I] des rayons lumineux incidents. 

( 2 ) Voir Comptes relldus des séa11ces de l'Académie des Scie,ices, séances 
des 2, 9 et 16 juin 1879, ainsi que le Volume publié en Italie, par MM. Cremona 
et Beltrami en mémoire de Chelini, sous le titre de Collectanea matliema­
tica. 

( 1 ) Elle s'étend naturellement à toutes les transformations des figures de l'es­
pace dont on connaîtrait la représentation plane. 
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Pour résoudre notre problème, nous nous proposons de construire, 
pour le pinceau [R] des rayons réfractés, la circonférence C" et le 
point v" qui le représentent. 

Appelons (1) une surface élémentaire du pinceau [I]. A cette sur­
face correspond un élément de normalie (N) et une surface élémen­
taire (R ). Ce que nous allons d'abord chercher, c'est le point repré­
sentatif y' de (R) qui correspond au point représentatif y' de (I). 

Fig. 6. 

Pour construire ;'', -déterminons en trois points de R les plans tan­
gents à la surface élémentaire (R). 

·Ces trois points sont le point o, le point pour lequel (R) est tan­
gent au plan de la figure, et le point pour_ lequel cette surface élémen­
taire est normale au plan de la figure. 

Nous conservons pour le pinceau [N] les notations employées pré­
cédemment lorsqu'il s'est agi de la représentation plane d'un pinceau. 
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Pour le pinceau [ I J, nous prenons les mêmes notations avec des lettres 
marquées d'un accent, et enfin, pour le pinceau [R ], nous prenons 
encore les mêmes lettres marquees de deux accents. 

La surface élémentaire (1) ctant représentée par le point y', menons 
la droite oy'; elle coupe C' au point s' : l'angle v' t's' est alors cgal it 
l'angle que le plan tangent en o à (1) fait avec le plan de la figure. 

Cherchons tout de suite les angles analogues pour (N) et ( R ). 
D'un point arbitraire q de la perpendiculaire élevée en o à N, abais­

sons sur I et R les perpendiculaires qp', qp''. Du point p' menons p' /,' 
parallèlement à t' s'. Cette droite rencontre en lt' la perpendicu­
laire qlt' à qp', et le segment qlt' est egal à la portion de la perpendi­
culaire menée du point q au plan de la figure et comprise entre cc plan 
c-t le plan tangent en o à ( I ). Il suffit maintenant de porter sur la 
perpendiculaire qlt à oq et sur la perpendiculaire qlt" à qp" des sq.r­
mcnts égaux à qli' pour avoir les angles qolt, qp" lt" que les plans 
tangents en o à (N) et à (R) font açec le plan de la figure. 

Appelons I, le rayon lumineux infiniment voisin de I qui determirw 
avec cc rayon la surface clementairc (1). La droite 1. rencontre (S) 
au point o., d'où partent la normale N4 à (S) et le rayon réfracté H,. 
Les trois droites 1., N., H, sont dans un même plan qui est la nou­
velle position du plan (1, R, N) lorsque le point o est venu en 0 1• 

Le déplacement du plan (1, R, N) donne lieu à une caractéristiqm· 
qui est la droite d'intersection de cc plan et du plan (1., R" N 1 ). 

Cette caracteristique contient les points a, a', a" où le plan dt:' la 
figure touche les surfaces élémentaires (N), (1), (R) (' ). 

On voit ainsi que : 

Les swf aces élémentaires correspondantes toucltent le plan lfo la 
figure en des points qui appartiennent à une même droite. 

La surface (1) touche le plan de la figure au point a' où v'1' ren­
contre I. Pour avoir le point a, où la normalie ( N) touche cc même 
plan, menons du point t la droite ts parallèlement à oit ( afin de con­
struire l'angle vts egal à l'angle que le plan tangent en o à N fait avec 

( 1 ) Yoir mon Cours de Géométrie descriptiPe, 1re édition, p. 277. 
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le plan de la figure). Joignons le point s au point o. Cette droite ren­
contre Ç au point y qui est le point représentatif de l'élément de nor­
malic (N). Cette construction est, en effet, la construction inverse dP 
celle qui donnerait l'angle Pts si le point y était donné. Ayant con­
struit le point y, on mène la droite vy: elle coupe la droite Nau point a 
demandé. 

D'après le théorème qui vient d'être démontré, la droite aa' ren­
contre R au point a" où (R) tonchc le plan de la figure. Nous avo1t.fti 
ainsi construit sur R un point a", qui est le deuxième pour lequel 
nous connaissons le p/,an tangent à ( R ). Le point o était le premù1r 
pour lequel on connaissait le plan tangent à cette su,face. 

Occupons-nous maintenant des points où les surfaces élémentaires 
correspondantes (N), (1), (R) sont normales au plan de la figure. 

Le point où (1) est normal au plan de la figure est le point b', où la 
droite y' u' rencontre I. De même le point où ( N) est normal au plan 
de la figure est le point b, où la droite yu rencontre N. Connaissant b 
et b', nous allons déterminer le point Il', où (R) est normal au plan 
de la figure. 

Les droites I,, N., R, font entre elles des angles tel( que 

Les projections sur le plan de la figure des angles (I,N,), (R,N,) 
ne differant de ces angles que d'infiniment petits d,ordre supérieur, 
on a, entre les sinus des angles obtenus ainsi en projection, le même 
rapport À. Les points b, b', b" sont, du reste, les points où les droites I, 
Il, N sont respectivement rencontrées par les projections de I,, R,, N 1• 

En considérant ces projections sur le plan de la figure comme de nou­
velles positions de I, N, R, on peut alors supposer que ces trois droites 
se déplacent sur le plan de la figure pour occuper ces nouvelles posi­
tions, de façon que o se déplace normalement à N, tandis que ces 
droites touchent leurs enveloppes respectivement en b, b', b"; le rap­
port des sinus des angles qu'elles comprennent restant égal à À. Les 
points b, b', b" sont alors liés par la construction plane suivante : 

Sur le plan de la figure, on élève en b' une perpendiculaire à I. 
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Du point où cette droite coupe N, on élève une perpendiculaire à 
cette droite N. Cette perpendiculaire rencontre I en un point que 
l'on joint au point b. Cette droite coupe R en un point que l'on pro­
jette sur N : le point ainsi obtenu étant projeté sur R donne ft, 
point b" (t ). 

Nous connaissons donc, pour la surface élémentaire (U): 
1 ° Le point a" où elle touche le plan de la figure; 
2° Le point b'' où elle lui est normale; 
3° L'angle qp" h" que le plan tangent en o à cette surface fait avec 

le plan de la figure. Nous pouvons alors construire le point représen­
tatif y" de la surface elémcntaire (R). 

Cc point 1" doit être sur la circonf ércnce décrite sur a" b" comme 
diamètre, puisque les plans tangents en ces pojnts it (R) sont rectan­
gulaires. 

Le point y" doit être aussi sur le segment capable de l'angle qp" lt'' 
décrit sur oa". Mais nous avons vu précédemment, it propos de la 
courbure des surfaces, comment on détermine linéairement l'inter­
srction de ces deux circonférences. 

C'est cette construction que nous employons pour déterminer le 
point y": 

Du point o, on mène une parallèle à p" /t'' et une perpendiculaire 
à cette droite. Ces deux droites rencontrent respectù,,ement les per­
pendiculaires à R éleçées des points a" et b" : la _projection du 
point o sur la droite qui joint ce.,; deux points donne le point 1". 

En partant du point représentatif y' d'une surface élcmentairc du 
pinceau [I], nous sommes arrivés au point représentatif," de la sur­
face élémentaire correspondante du pinceau [R ]. Une autre surface 
élementaire de [I] dont le point représentatif est y~ (2) donnera de la 
même maniere le point représentatif y'~ de la surface élémentaire qui 
lui correspond dans le pinceau [R ]. La connaissance des deux points 

( 1 ) Loc. cü., p. 207. 

( ~) Pour ne pas compliquel' la figure, nous n'avons pas indiqué les poinls ï'1 , 

1"1, ,,", u", ni la circonférence C". 
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1" et y·~ suffit pour déterminer la circonférence C" rt le point r" <JUÎ 
représentent le pinceau refracte [R ]. Voici comment : on mt'.•n(' la 
droite a''1'' Cll la droite analogue a~ r:; ces deux droites se coupent au 
point r". On mène la <lroite b"-y'' et la droite analogue b'~ ,: : ces deux 
droites se coupent au point u". 

La circ01~férellce décrite sur u" v' com,me diamètre est la circo11-
.férellcr C" relatiçe au pinceau [ H] et le point r" de celle courbt•­
prrmet d' a"·oir l'orientation du pinceau. 

La connaissance de cette circonférence C" entraîne la connaissance 
<lt•s éléments du pinceau [Il]. Ainsi, les points de rencontre de C" et 
de H sont les foyers sur ce raJon, et l'anglP, sous lequel on voit <l'uu 
point de C" le segment compris entre ces deux foyers, est égal à l'angle 
compris entre les plans focaux. Ces foyers et cet angle sont les i·lémenls 
des surfaces caustiques relatives à R. Nous avons donc résolu le pro­
hll·mc crOptique énoncé précedcmment. 

La solution que nous venons cl' exposer est absolument générait.•, 
puisque nous n:avons fait aucune hypoth~se relativement au pinceau [I J 

Pll le représentant par une circonférence de cercle. Nous verrons plus 
loin que la construction plane précédente permet de trouver que, 
lorsque le centre de cette circonférence est sur I, c'est-à-dire lorsque [I j 
<'St un pinceau de normales, il en est de mt•me du pinceau [R], parct• 
t(u'alors le centre de la circonférence C" est sur le rayon IL Nous 
retrouverons ainsi le théorème de l\Ialus rt de Dupin, sur lequel nous 
11 ·avons pas eu besoin de nous appuyer. 

llema,.ques ( 1 
). - Lorsque le rayon lumineux I varie de position, 

il en est de même de Il et par suite du plan (1, R, N). Ce plan pour 
un déplacement de I a pour caractéristique une droite telle que aa' a". 
l\lais, lorsqu'on déplace I de toutes les maniL•res possibles autour de la 
première position de ce rayon, le plan (1, R, N) reste tangent à une 
surface, et chacun des déplacements de ce plan donne lieu à une carac­
téristique qui passe par le point de contact <le ce plan avec cette sur-

( 1 ) Ces remarques ne sont pas utiles pour la suite. 

Jo11r11. de illntl1. (4• série), toml! Il. - F11sc. 1, 1886. t, 
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face. Donc : Toutes les droites, telles que a, a', a", passent par tm 
m,ême point. 

Prenons quat1·c surfaces élémentaires du pinceau ( I 1, chacune d'elles 
touche le plan de la figure en un point tel que a'. Joignons ces quatre' 
points au point v'. Ces droites rencontrent C' .cn des points tels <1ue ;' • 
. Joignons ces points au point u'. Ces quatre droites déterminent sur I 
ffttatre points tels que b'. Il résulte de cette construction que ron a cieux 
faisceaux de droites dont les sommets sont u' et ç' cl dont les <koitc~ 
correspondantes se coupent sur C'. l...cs rapports anharmoniqnL'S de ces 
deux faisceaux sont alors égaux et, par suite : les rapporl/J anltarmo­
niques de quatre points, te[.'; que Il, .font égau.JJ au.JJ rapports anlwr­
moniques de quatre point.f tels que a'. 

)lais fo théorème précédent montre que le rapport anharmonÎ<Jllt' 
,les points, tels ,1uc a' sur I, l'St égal au rapport anharmoniqnc' des point~ 
correspondants tels que a sur N cl a" sur H; donc il en est cfo mt•1uc' 
pour les points tels que b sur N et /,'' sur IL 

..\ iusi : Sur I, N, Il /e.r; rappor/.'; aulwrmoniquc.r; des poiut.v cor1·,'.r;­
ponda11l.~, /(ds que b, Il, Il', sont égau:c e11lre cu.JJ. 

Comme le point o peut Nr•• it la fois un point td que b, //, Il', nous 
voyons que : 

Lt!s droite.,; telles que bb' pa.';seul par un même point el qu'il en 
t'sl de mênw pour les droites telles que b' b" et pour les droites telle.~ 
qtw bll'. 

~·\ ppelons ex le point fixe relatif aux droites bb', ~ le point lixc relatif 
aux droites b' b" et enfin ô le point fixe relatif aux droites bb" : 

Les trois points tX, ~' ô sont en Ugne droite, car les triang·lcs tels 
que bb' l/' ont toujours leurs sommets sur les droites I, N, H qui con­
courent au point o. 

La droite~~ coupe N, I, Il en des points te/,S que b, b', b'', comtm' 
il est facile de le voir. Si ron applique it ces trois points particuliers la 
construction linéaire qui les relie, on voit tout de suite que les pcrpen­
,liculaircs il I et à Il, élcYt'cs respectivement des points particuliers tels 
<f ue b' et l/', concourent en un point de la perpendiculaire élevée f'H 

o à N. 



Par suite, si l'on projette un point quelconque de oq sur l et H, la 
droite <JUi joint ces points est parafü,lc il a~a. Donc : 

La droite IX~Ô est parallèle à p'p". 
Si /,! point tel que l/ est sur l la projection d'un pui11t tel qw· 

/, sur N, le point b" correspondant est ausû la projection d,1 ce point 
h .Ylll' H. 

( :eta rt'.,sultc imml'<liatement de la construction qui lie k•s 1,oints kfs 

que b, b', [>''. 
( )n peut rrmarquc1· que la droite qui joint les points particulier~, LPls 

qm· // t'l Il' de l'énonce pri·céclcnt, est pcrpenc1icu1aire à la droite ~~o. 

PI\ElllÈHE llODIFIC.\.TIO~ DE L.\ CO~STRtCTIO~ PRÉCÉDE~TE. 

l ... es plans tangents en o aux surfaces t'1 lémentaircs corrcspondanll's 
( 1), (Il),(:\) se coupent suivant une même droite du plan (T), tangent 
t•u oit (S ). 

Cette remarque va me pcrm<'ltrc de modifier la construction précé­
dente. Pour cela je -vais gén.'.·raliser le théorème d'où nous sommes 
partis prt'Ct'demmcnt, et, an lieu de prendre pour une génératrice 
<rune surface réglée les traces des plans tang<."nts it cette surface sur uu 
plan pcrpl'ndiculairc à cette génératricr, je vais prendre les tracl's des 
plans tangents sur un plan ar·bitraire. 

Prenons pour plan de la fig. 7 le plan qui projette orthogonale­
lll('nt la géncratricc G de la surface réglée ( G) sur un plan fixe quel­
conque (T) (' ). Soient a, b, c, d quatre points arbitraires sur G el 

(A), (B), (C), (D) les plans tangents en ces points it (G). Construi­
sons sur ab un segment capable de rangle compris entre les traces 
de (A) et de (B) sur (T), et sur be dl~crirnns un segment capable de 
l,anglc analogue relatif it (B) et (C); ces deux circonférences se cou­
pent en b et en un autre point 1. En wrtu d'un théorème de Chasles, 
les droites ya, yb, yc, yd forment un faisceau dont les rapports anhar-

( 1 ) Les lett1·es emplo~-~es ici ne se rapportent pas aux. notations précédentes. 
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moniques sont égaux aux rapports anharmoniques du faisceau forme.'.· 
par les traces des quatre plans (A), (Il), (C), (D) sur le plan (T). 
"ais, par construction, trois droites du premier faisceau comprennent 

fig. 7· 

Ir, 

1tl 

entre elles des angles respectivement tlgaux aux angles formt'·s pat· Jes 
droites correspondantes du deuxième faisceau. Ces deux faisceaux sont 
alors égaux, et l'angle, sous lequel on voit cd du point y, est ('.•gal ù 
l'angle compris entre les traces sur (T) des plans tangents ( C) Pl (1)). 
( :ommc le point d est arbitraire, on a alors cc théorème : 

Sur un plan passa11,t par uue génératrice (À d'une .m,face ré­
glée ((i ), il existe un point d'où l'on \'oit un segment quclconqu,, 
tle G sous un angle égal à l'angle compris e11lre les traces, .mr un 
plan fixe arbitraire, des plans tangents à ( (-1) aux extrémités de e~ 

.regmenl. 

C'est ce point que nous allons prendre pour point reprcscntatif <I" 
rélémcnt de (G) le long de G. 

En faisant usage de pareils points un pinceau est toujours reprcscntù 
par une circonférence de cercle. De chacun des points de cette courbe 
on voit la distance focale du pinceau sous un angle égal à l'angle com­
pris entre les traces des plans focaux dt1 pinceau sur le plan fixe. 

On doit remarquer que la circonférence qui représente un pinceau 
de normales n'a plus son centre sur le rayon du pinceau. l\lais, dans 
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tous les cas, on a, comme precedemmcnt, un point fixe marque sur la 
circonférence pour indiquer l'orientation du pinceau. 

Hcprcnons (fig. 8) le pinceau [I], ainsi que les notations précé­
dentes, el choisissons pour plan fixe le plan (T) tangent en o à (S ). Le 
plan de la figure est toujours le plan des trois droites I, R, N qui est 
perpendiculaire it (T). Le pinceau [I] est représenté par la circonfé­
rence C' et le point v'. Menons par le point '-'' une perpendiculaire 

Î 

il \. Cette droite coupe C' au point t'. Le point 1' étant le point repré­
sentatif de la surface élémentaire (1 ), menons la droite oy': elle coupe C' 
au point s'. L'angle ç't's' est égal à l'angle compris entre les traces 
~m· (T) du plan tangent en o à (1) et du plan de la figure. La droite v'y' 
l'Pncontrc I au point a' oit (1) touche le plan de la figure. La 
droite 1' u' ( 1) coupe comme précédemment I au point b' où la sur­
face ( l) est normale au plan de la figure, parce que le plan de la figure 
,·t un plan qui lui est perpendiculaire ont pour traces sur (T) des 
,lroites pet'pcn<liculaires entre elles. 

Pour de terminer les points a et b relatifs à ( N) la construction pré­
cédente se simplifie, puisqu'il suffit de mener ts parallèlement it t' s'. 

Supposons a" et b" déterminés comme précédemment et construi­
Hons y". Pour cela décrivons sur a" b" une circonférence de cercle 
comme diamètre; 1" est sur cette courbe. Ce point y" est aussi sur le seg­
ment capable de l'angle v' t' s' décrit sur oa". Nous pouvons déterminer 

( 1 ) Po111· ne pas la compliquer, nous n'avons pas complété la figure. 
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le point de rencontre de ces deux circonférences comme précedcmmcnt. 
Du point ç' abaissons sur R la perpendiculaire ç' g; cette droite coupe C' 
au point g que l'on joint au points'. Du point o on mène une parallèl<' 
à gs' et une perpendiculaire à cette droite. Ces deux droites rencon­
trent respectivement les perpendiculaires il Il issues des points a" et ll' 
en des points que l'on joint par une droite : la projection de o ~m· 
cette droite est le point ," cherché. Après avoir déterminé un autrC' 
point représentatif, tel que y", la solution s'achève comme précédem­
mrnt. 

DEt:XIÈME CONSTRUCTION PL..\~E DES ÉLlbŒXTS 

DES SURFACES CAUSTIQUES. 

Ueprcnons (fig. 9) les droites I, H, N sur lesquelles nous avons les 
points en ligne droite a, a', a" où les surfaces élémentaires corrcspon-

dantcs (1), (H), (N) touchent le plan (1, H, N) et les points b, Il, Il', 
liés par la construction reproduite sur la figure, où ces surfaces sont 
normales au plan (I, R, N ). 

Menons du point b une perpendiculaire à N et appelons~' et ~" le~ 
points où cette droite coupe I et H. 

L'angle t"X' bW, coupé par les deux transversales I et H, donne (') 

( 1 1)1 (l 1) l 
O'l.1 oW sini - O'J." o~" sin,." 

( t) En Yertu d'un théorème connu, éuoncé .dans mon Cours de Géométrie 
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ob 
o~"= --, 

COSI' 

oil 
oR'= -11-·' 

jl COS l 

ob" o~"---· r - cos1 r' 

on a donc 

(1) (
cosi _cos•') 1 _ (cosr _ cos!r) 1 , 

ob ob' sin i - ob ob" sin,. 

Appelons?, r', f" les angles compris entre le plan de la figure et les 
plans tangents en o aux surfaces élémentaires correspondantes (N), 
(1), (R); on a 

tangr = cositangf, tangf = cosr_tangf'· 

La formule précédente peut alors s'écrire 

( 
C"OS i COS i ) 1 ( COS I' COS/' ) f 

ob tang9 - ob' tangcp' sin i = ob tangcp - ob" tang?" sinr' 

que nous allons interpréter géométriquement. 
~OÎl•nt, toujour~ (fig. JO), pour le rayon I, les points a' et b' oi1 la 

Fig. IQ. 

l 

~urfacc èlémcntairc (1) est respectivement tangente ou normale au plan 
de la figure, et y' le point représentatif de cette surface. Heproduisons 

descriptive, 1re éclition, p. 180, et démontré précédemment en 1857 dans ma bro­
chure sut· la Tran.iformation des propriétés métriques des figures à l'aide de la 
théorie des polaires réciproques. Nous ferons plusieurs fois usage de ce théorème 
dans la suite de ce :Mémoire. 
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une figure analogue à la fig. 2 employee à propos de la theoric de la 
courbure des surfaces. Ici a',' o est égal à cp'. La circonférence r1ni con­
tient les points o, y', b' coupe la perpendiculaire élevée en o à I au point m' 
qui appartient à la droite y' a', et l'on voit tout de suite c1nc 

om' = ob' tang9'. 

De la même manière on obtient, pour les surfaces élt~mentairC's ( N) 
<'l ( R ), des segments om et om" respectivement égaux à ob tan gr c•t 

ob"tangf'. 
l"'a dernière formule peut donc s'écrir<.-

( I,) (
cosi cosi) J (cos,· cosr) 1 

om om' sin i = om om" sin r' 

qm prouve que : 

Si l'oll amène sur om (fig. 11 ), en les /aù;ant tourne!' dam; /,• 

Fi(l', Il, 

,, 

/ 
/ 

, 'n 

sen~ direct autour de o, les segments 01n', vm", el, 8t des r.ctrémi/é..~ 
des segments ainsi amenés on élèçe des perpendiculaires à 0111, c(w 
droites rencontrent respectivement om' et om," r>.n des points qui .';ont 
.~ur u,ie même ligne droite avec m. 

Crttc liaison des points m, m', m" permet de conslrnirl' m'' lorS(fllP 
l'on connait m et ,n'. 

lleprenons les deux transversales 1 et Il (fig. 9) qui coupent les côté~ 
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de l'angle formé par la droite aa' et par la perpendiculaire élevée du 
point a à N, on a 

(
cosi 1 ) 1 (cosr J ) , 

oa oa' sin i - oa oa" sin r • 

Cette formule peut s'écrire 

(
tang;, cos i _ tang,-' cosi) _.1 __ = (tangcp cosr _ tang,-" cosr)-~. 

oa oa' srn, oa oa" sm r 

Prolongeons sur la fig. 10 la droite b'y' jusqu'à sa rencontre n' avec 
la perpendiculaire élevee en o à I; on voit facilement que 

De même, pour les surfaces élémentaires (N) et (R), on a des points 1t 

Pt n." analogues à n'. La relation precédente devient alors 

( 
cos i cos i) 1 (cos r cos") 1 

on on' sin i Oil Oil" sin r' 

<[UÎ montre que les points n, n', n" sont liés par une construction ana­
logue à la construction qui lie entre eux les points m, m', m11 de la 
fig. 11. Le point n11 peut alors se construire lorsque l'on connait les 
points n et n'. 

Nous allons faire usage de ces points m", n"; mais, au lieu de prendl'c 
deux surfaces élémentaires arbitraires du pinceau [I], nous emploierons 
la surface élémentaire (1 )o qui fait en o avec le plan de la figure uu 
angle nul et la surface elémentaire ( I )d qui fait en o un angle droit avec· 
le plan de la figure. 

A ces surfaces élémentaires particulières correspondent, pour les 
pinceaux [ N] et [R ], des surfaces élémentaires, les unes qui touchent 
aussi le plan de la figure au point o et les autres qui sont normales aussi 
en o au plan de la figure. 

Nous adoptons les notations suivantes : les points ou segments rela­
tifs aux surfaces élémentaires, qui font en o avec le plan de la figure un 

. angle nul, seront indiqués avec des lettres marquées de l'indice zero, 
Jour,z. de Jlatl,. (4• série), tome II. - Fasc. I, 1885. 5 
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~t les points ou les segments relatifs aux surfaces élémentaires corres­
pondantes, qui font en o un angle droit avec le plan de la figure, seront 
indiqués par des lettres marquées de l'indice d. 

Faisant usage de ces notations, on a (fig. 1 2) la construction sui­
,,lll t«' pour déterminer u" et "". 

Fig. n. 

On joint le point o au pointu'. Cette droite coupe Cau point,~. La 
droite p'y~ rencontre I au point a:, et la perpendiculaire élevée du point o 

il I au point m~. On détermine de même sur N le point ac1 et sur la per­
pendiculaire élevée en o à N le point md. 

La droite ada~ rencontre Il au point a~, et la connaissance des 
points m,1 et m~ entraîne la connaissance du point m~. 

La droite 1n~a~ contient le point v", et la perpendiculaire abaù;sée 
du point o sur cette droite contient u". 

On joint le point o au point p', cette droite coupe C' au point 1~. La 
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droite u'~{~ rencontre I au point b~ et la perpendiculaire élevcc du 
point o à I, au point n~. On détermine de même sur N le point b0 et sur 
la perpendiculaire élevée du point o à N, le point n0 • 

La connaissance des points b0 et b~ permet de construire b'~, comme 
nous ravons dit précédemment. 

La droite n';1 b: contient le point u'', et la perpendiculaire abaissée 
du point o sur cette droite contient le point v". 

On a donc deux paires de droites qui contiennent les points u" et 
\~": ces points sont alors déterminés. 

La connaissance des points u" et v' entraine, comme nous l'avons 
déjà dit, celle des foyers et des plans focaux relatifs au rayon ré­
fracté H. 

Lt> problème d'Optiquc est donc encore ainsi résolu par une seconde 
construction dans le cas le plus général. 

HrnARQUEs. - [N] étant un pinceau de normales, je dis que 
omd== on0 • 

Pour le démontrer, prolongeons ydv (fig. 13) jusqu'à sa rencontre 

en g avec uy0 • La droite qui joint le point g au point de rencontre de 
vu et de ''(d'Yo est la polaire du point o. Cette droite est alors perpendi­
culaire à N qui contient le centre de C. Cette polaire est alors aussi 
parallèle à mdn0 • La droite N est divisee harmoniquement par cette 
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polaire, par le point o et par vg et ug. Les droites ug, vg, og et la po­
laire forment alors un faisceau harmonique, comme mdno est parallèle 
à la polaire de o; les droites vg, og, ug déterminent sur m,,n0 de~ 
8cgmcnts égaux. 

Le théorème énoncé est ainsi démontré. 
2° Sa réciproque est ~raie, c'est-à-dire si omd= on0 , alors la droit<' 

c1ui joint le point g au point de rencontre de PU et de ÎdÎo est parallèl1• 
à mdno et, par suite, perpendiculaire à N; et, comme elle est la polair,· 
de o, la droite N qui lui est perpendiculaire doit contenir le centre de C. 

Supposons maintenant que (I] soit un pinceau de normales. On a 
alors (fig. 12) om~ = on~, et, comme omd = on0 , on voit par la con­
stru_ction de om~ et de on: que ces deux segments sont égaux. Par suite, 
[ R] est un pinceau de normales, puisque R doit contenir le cenlrr' 
tle C". 

Le théorème de Malus et de Dupin se trouve ainsi démontré . 

. 3° Dans la relation (1), remplaçons cos2 i par tang:cp, et cos2 r 1mr 
tang fr 

tang2;i • 
-t -.-,,; elle devient ang•rp 

.· ,, ( cos i 1 ) 1 ( cos I' 1 ) 1 

p) obtang2 !p - ob'tang'cp' sini= obtang1 ? - ob"tang2 9" ~in,·; 

ajoutant membre à membre les relations ( 1") et ( 2 ), on a 

- COSl --- + -- - ----- + -1 [ ·( J 1 ) ( 1 1 ) 1 
sin i ob tang2 <p oa ob' tang1 9' oa' _ 

1 [ ( 1 1) ( I ')I - - cosr --- + - - ---- + - . 
- sin I' • olJ tang:19 oa ob" tang'rp" oa" _ 

Appelons toujours l (fig. 6) le point de rencontre de N avec laper­
pendiculaire élevée du point y à 1o et l', l" les points analogues sur I 
Pt R. Nous avons vu, dans la théorie de la courbure des surfaces, qnc• 

1 _ COS2(f sin2 C? ----+--, ol ob oa 
d'où 
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de même 
l 1 1 

ol' sin1 ip' = oil tang!f' + oa'' 

La relation précédente peut alors s'écrire 

( 
] ) l ( COS i 1 ) 1 ( COS I' 1 .) 

sini olsin'y - ol'sin'y' = sinr olsin:9 - ol"sin'r" · 

Interprétons géométriquement cette relation. 
Sur ol' comme diami•trc (fig. 14) décrivons une circonfercncc de 

Fig. 14, 

cercle. Prolongeons y' a' jusqu'à sa reneontre avec cette courbe et pt·o­
j<'tons le point ainsi obtenu cnj' sur 1. 

On voit facilement sur la figure que oj' = ol' sin 2 9'. 
Appelons jet j" les points qui, sur N et R, sont analogues àj'. La 

relation (3) peut alors s'ccrirc 

1 ('COS i l ) 1 (COS/' l ) 
sin i oJ oj' = sin/' oj oj'' ' 

qui est tout à fait analogue à la relation ( 2) et qui montre que /,w 
points j, j', j" sont en ligne droite. 

Lorsque, au lieu de prendre une surface élémentaire (1) quelconque, 
nn choisit celle qui est normale en o au plan de la figure et dont le point 
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représentatif est (fig. 12) 1'~ à la rencontre de C' avec u' o, alors le 
point j' devient le point central relatif à cette surface. 

La propriété générale que nous venons de démontrer conduit alors 
à ce théorème : 

Les swf aces élémentaires correspondantes, normales en o au 
plan de la figure, ont leurs points centraux en ligne droite. 

4° Hamilton a donné, pour un pinceau quelconque, une relation que 
j'ai démontrée géométriquement dans mon Mémoire sur les pinceaux 
de droites, et qui est tout à fait analogue à la relation d'Euler <lémon­
tréc préccdernmcnt. 

On pourrait alors établir l'indicatrice d'un pinceau quelconque, in­
dicatrice qui, dans le cas d'un pinceau de normales, se confond avec 
lïndicatrice de Dupin. L'emploi de cette indicatrice d"un pinceau quel­
conque permet d'interpréter d\unc autre manière la relation ( 3 ). Jt• 
donnerai cette interprétation plus loin et lorsque [ 1) est un pinceau dC' 
11ormalcs. 

DEUXIÈME MODIFICATIO~ DE LA PREMIÈRE CONSTRUCTION GÉ~ÉRALE. 

La première construction géncralc est hasec sur la de termina tion du 
point représentatif y" de la surface élémentaire (R ). 

Voici une nouvelle construction de ce point, qui résulte de l'emploi 
<le la liaison géométrique qui existe entre les points m, m', m" ou entre 
les points n, n', n". 

La connaissance du point représentatif y' entraîne, comme nous 
l'avons vu, celle du point 1 . La droite çy coupe N en a et rencontre 
la perpendiculaire à N, issue 'de o, au point m. On obtient de même 
a' et m' au moyen de_ la droite ç'y'. D'autre part, au moyen des 
droites uy et u'y', on détermine les points net n'. 

Pour construire r", voici maintenant comment on opère : on prend 
le point de rencontre de R et de aa' qui est le point a". Au moyen 
de m et m', on détermine m" et, au moyen de n et n', on détermine n". 
Sur m" n" comme diamètre on decrit une circonférence de cercle : 
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. '!) 

cette courhc est coupée par la droite m'' a" au point y" cherché. Cela 
~c voit au moyen d'une figure analogue à la fig. 10. 

De la même manière, on construit un point représentatif ,'17 et la 
premit'•rc construction s'achève alors comme préccdemment. 

C.\S P.\RTlCl.:LIER Ot: LES l\.\.YO~S l~CIDE~TS SO~T ~ORllAtX 

A C'Œ SCRFACE. 

Supposons que [I J soit un pinceau de normales à une surface donnée. 
Appelons (S1) la surface parallèle à cette surface et qui passe par le 
point o. Le pinceau [R] est alors un pinceau de normales. Appe­
lons (Sn) la surface passant par o et à laquelle les rayons réfractés sont 
normaux. 

Les éléments des pinceaux [I], [N], (R] sont maintenant les éM­
mcnts de courbure des surfaces (S,) (S) et (S8 ). 

Appelons toujours w l'angle dont il faut faire tourner dans le sens 
direct le plan de la section principale de ( S ), qui contient le grand axe 
de rindicatrice en o, pour amener cc plan à coïncider avec le plan de 
la fig-ure. 

Sur lajig. 5 cet angle w est égal à l'angle 12ya. 
Appelons w' et w" les angles analogues pour les surfaces (S1 ) et (SR)· 

Désignons par R, et R:1 les rayons de courbure principaux de (S) en o, 
par R'1 et Il~ les rayons de courbure principaux de (S1 ) en o et d,• 
même par R'~ et R'~ les rayons de courbure principaux de (SR)• Cc~ 
rayons de courbure sont les distances du point o aux points où N, 1, R 
sont respectivement rencontrés par les circonférences C, C', C'' dont 
les centres sont maintenant sur ces droites. 

La relation ( 1 ') s'écrit 

( 1 ·) J (· ·) ( 
, om tl nm.;1 ta ng i = nmc1 nm;, tan gr 

Cherchons l'expression de omd en fonction des éléments de courbure 
de (S ). 

Abaissons (fig. , ,i) du point lt la perpendiculaire ue sur N. Le tri-
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angle m"o1,1 est semblable au triangle oue. On a 

oy,, ue 
--=-; 
om,1 uo 

d'où 

'"' . - S1Il2tù _,_ = ue 2 _ ~~~ (-2_ _ 2_ ')· 
m11r1 O"'(d X tto - oycl X uo - 2 R1 H, 

Fig. 15. 

De même pour 0111,~ et om~ (' ). Introduisons ces valeurs dans la 
relation précédente, elle devient 

1 
sin 2 <•.> ( 1 1 )' ( 1 1 ) 
-2- R

2 
- H1· tangi - tangr 

, _ sin20/( 1 _ 1 )- sin2(JJ"( 1 _ 1) 
r - 2 R' R' 2 R" R'' ' ! 1 ! l 

qui est une relation trouvée par M. Bertrand. 
La relation ( 1 '), d'où nous avons déduit la relation ( 1 "'), peut s'ob­

tenir directement, comme je le montrerai dans une Note,\ la fin de cc 
Mémoire. 

( 1 ) Si/; et J; sont les foyers d'un pinceau [ I] et si 6' est l'angle compris entre 

les plans focaux de ce pinceau, on trouve facilement que, dans ce cas, -
1
-, et -

1
-, 

omd 011 0 

ont pour valeurs 

sin 2 w' ( 1 _ _ 1 ) + 1 ( 1 _ 1 ) • 
2sin8' oJ; of: -2tang81 of~ of; 
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Lorsque [ I] est un pinceau de normales, le point appelé precédem­
mcnt l', qui est à la rencontre de I et de la perpendiculaire à oy' élevee 
du point y', devient le centre de courbure de la section faite dans ( S,) 
par le plan tangent en o à la surface élémentaire (1). 

De même pour l et l". 
Appelons p, p', p" les rayons de courbure ol, ol', ol". 
La relation (3) peut s'écrire 

( 3 ') 1 ( COS Î 1 ) I ( COS 1' l ) 
sini psint9 - p'sini,-' = sinr psin~'t - p"sin'1r" · 

Lorsque que 9' est droit, il en est de même de ~ et 9'', et l'on a sim-
1, l t•men t 

(3") l ( COS l l ) 1 ( COS /' l ) 

sin i Pd Pd - sinr Pd Pd ' 

rt>lation analogue à la relation ( 2) et qui montre que, dans ce cas, les 
centres de courbure des sections faites respectivement dans ( S ), 
(S1 ), (Sn) par les plans menés par N, I, Rperpendiculairement au 
plan de la figure sont en ligne droite. 

Démontrons directement cc théorème dft à Sturm. 
Le plan mené par N perpendiculairement au plan de la figure dé­

trrmine dans (S) une section dont le centre de courbure est le point 
où ce plan est normal à la normalie à (S) dont la directrice est per­
pendiculaire en o au plan de la figure. 

Ou encore, ce centre de courbure est le point où le plan de la figure 
est tangent à cette normalie. 

De même pour les points analogues relatifs aux normalies corres­
pondantes. Mais les points de contact du plan de la figure avec les 
normalies correspondantes sont toujours en ligne droite, comme nous 
l"avons vu précédemment; donc le théorème est démontré. 

Appelons ot la trace commune sur (T) des plans tangents en o aux 
normalies correspondantes (N), (1) et (R). On a 

sin r!) • ( I -.-•, = Slil ot, ), 
SlD tp 

sincr _ • R)· -.-,, - sm( ot, , 
smcr 

Journ. de Jlatli. (4• série), Tome Il. - Fasr. 1, ,886. 6 
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la relation (3') peut alors s'écrire 

(3"') ~- [cosi - sin1 (ot, I)] = __ 1_ ,-~ -- ~in:!(ol, nr1, 
srn & p p' srn ,. _ p p" _ 

relation qui a été trouvée par Sturm. 
Interprétons géométriquement cette relation. Traçons sur le plan 

tangent (T) l'indicatrice ( n) de (S) avec un paramètre (J,; traçons sur 
le plan men~ en o perpendiculairement à I l'indicatrice (i) de (S1 ) av"r 
nn paramètre (J,'; projetons obliquement celte courbe sur (T) au moyen 
de droites parallèles à I. Appelons ( i') la conique ainsi obtenue'. De 
même pour (S8 ) nous avons l'indicatrice (r) construite avec le para­
m<\tre (J," et qui est projetée obliquement sur (T) au moy<"'H de droit"~ 
parallèles à R suivant la conique ( r'). 

Sur ot, la conique ( n) intercepte le diamètre o, la coni<1ue ( i') in­
t.crceptc le diamètre 8' et la conique (r') intercepte;". 

Ona 

la relation précédente peut alors s'écrirP 

Posons 

on a alors 

I" • --; = cosi, 
tJ. 

IJ. 
½ = cosr; 
!J. 

1 (l l) I (1 1) 
laug i Ô1 Ô11 - tang /' o:! 0111 

De là ce théorème : 

La dijf érence des inçerses des carrés des diamètres interceptés 
par ( n) et ( i') sur une droite issue de o est dans un rapport constant 
avec la dijf érence des inçerses des carrés des diamètres interceptés 
par (n) et (r') sur cette droite, quelle qu'en soit la direction. 
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Dans le cas particulier où ô = Ô', on a aussi ê = Ô"; donc : 

Les coniques ( n ), ( i') et (,.,)passent par le., m~mes points. 

( :r d<•rnier théorème est dû à Sturm. 

CALC~L DES ÉLÉME~TS D~ PINCEAC RKFRACTÉ LORSQCE CE PINCEA~ 

EST FORMi DE NORYALES ACNE SVRFACE . 

. I<' vais traduire en formules la dernière construction générale dans 
le cas où [I] est un pinceau de normales. 

ll rst hicn clair qu'on pourrait faire cette recherche aussi facilement 
dans lP cas d'un pinceau quelconque, mais les formules seraient encore 
pins compliquées. Lr.s ~léments du pinceau des normales [ R] sont les 
•'•l,~nwnts de courbure de (Sa), c'est-a-dire w", R~ et R~. Cr sont ces 
•'•lt'•mrnls qu'il s'agit de calculer. 

Joig·nons (fig. r6, qui est la reproduction, pour H, de la fig. 11) 

J,'ig. 16. 

lt· point o au point de rencontre g'' des droites u"1'~ et ,:"y;1• Dans le 
triangle o g" u" les d1·oites g"y~ et oy·~ sont deux hauteurs; par conse­
c1uent u" ç" est perpendiculaire à og". Les droites og" et on~ étant res­
pectivement perpendiculaires à u''v" et H, l'angle n:og"est égal à 200". 

L'angle ,n~g" n:, coupé par les <lcux transversales R et m:,n·~, donne 

(
J 1) 1 (' ·) 1 

oad - ob~ sing' oa·;, = on~ + m'do sin n'~og"' 
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(4) 1 om':, ( 1 1 ) 

tang2w" = 2 oa':t - ob~ • 

On voit tout de suite sur la figure que 

(.5) 

rt 

I T I I 

R,, + R'' = -. + -b'' t t oad o o 

R"R" ,, " 
1 2 = OÎd X OU. 

Projetons u" en e" sur R, on a alors 

RII R" Il " 
1 :! = oad x oe. 

Calculons oe" C ). L'angle n~ 11," e", coupé par les transversales R 
Pt on.o, donne 

( 1 l) J 1 1 
ol/' - oe" sin b'' ou" = on" sin 11,'' ou" o e o o 

ou 

mais l'angle b:1ou" est égal à l'angle om~a~ dont la tangente est a~~o; 
11l,10 

on a donc 

par suite, 

Dans les seconds membres des formules (4), (5) et (6), il n'entre 
que om~, oa~, ob;, dont voici les valeurs en fonction des éléments de 
conrhure de (S) et de (St). 

( 1 ) On peut remarquer que oe" est le rayon de courbure de la courbe de con­
tour apparent de (SR) projetée sur le plan de la figure. 
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La relation ( 1'") donne 

, sin 2 w' ( 1 1 ) 1 sin 2 w ( 1 1 ) ( 1 1 ) 

om-;, = ~ R~ R'1 tangi 2 R1 R1 tangi tangr 

La relation ( 3") donne 

-,,-
Pel 

ou _1 __ -•-[sin(t- r) sinr]· .,- .. ----+ 1 

oac1 sm, Pet ?r1 

Remplaçons.!.. et~ en fonction des éléments de courbure de (S) et 
Pd Pet 

de (Sr); il vient 

1 _ 1 [ • (. ·) (sin!w cos'w) . (sin1
w' cos~w')] -,, --.-. sm i-1 -R +-R +smr -R' +-R' · oa" smi t I t :! 

De la relation ( 3"') on déduit 

ou _,_ _ 1 [sin(i- r) sinrcos2i]· 
b,,- .. 1---+' 

o O srn t cos r Po p 0 

Remplaçons ..!. et ~ en fonction des éléments de courbure de (S) et 
Po Po 

de ( S1); il vient 

1 1 [ • • (cos1 w sin'w) 
-bw = .. 1 sm(z-r) -R + -R o O sm , cos r 1 1 

• , 2 • (cos:!w' sin1w')]. + sm, cos 1, ~ + --w;- , 

il suffit de porter ces valeurs de ~, ~' 
1
b,, dans les équations ( 4 ), 

omd oac1 o 0 

(5), (6) pour avoir les éléments de courbure de (S8 ). 

Comme on le voit, les expressions des éléments de courbure de (SR) 
en fonction des éléments de courbure de (S) et de (S1) sont des ex­
pressions compliquées. 

On peut y arriver par les méthodes analytiques; mais il nous 
semble qu'il aurait été difficile, pour ne pas dire plus, de revenir de 
ces expressions compliquées à des constructions géométriques simples. 



46 A, MANNHEIM. 

Cette remarque en faveur de la Géometric ne doit pas fairl' p<_>rdrc" 
de vue que ma solution de la question d'Optiquc n'est ici qu'une nou­
velle application de la méthode générale ( •) dont j'aYais fait usage 
pour construire les éléments de courbure de la surface de l'ond~ ( 2

). 

Il y a en outre ici, dans l'application de cette mcthodc, remploi du 
point représentatif, élément plus simple que la droite auxiliaire, Pt 
qui m'a permis de traiter complètement le problème d'Optique ~tu<fü· 
dans cc Mémoire. 

Je compte donner plus tard de nouvelles applications du point 
repré.ventatif, dont je crois l'utilité déjà dc',mo11trc'•f' par et• travail 
m~nw. 

NOTE PREMIÈRE. 

DÉlllO~STRATIO~ DIRECTE m; L.\ IŒI.ATIO~ 

( 1 ·) 1 () 1) 1 
om om' tangi = om om," hmgr 

De l'égalité sin i = À sin r, on dedui t 

cosi di= À cosr dr, d1 langi 
dr = lan°r · 

" 
Cherchons les expressions de di et de d,·, et, pour cela, appli<pwns 

une formule qui donne la variation de longueur d~un arc de grand 
cercle que l'on déplace sur une sphère. 

Appelons as et b1 (fig. 17) les extrémités de l'arc de grand ccn·l,, 
mobile, et e, le point de contact de cet arc avec son enveloppe. MP­
nons par les extrémités a, et b, des arcs de grands cercles re~pcctiwment 
normaux aux trajectoires de ces points. Désignons par ~set ~s les points 
où ils rencontrent l'arc normal en e, à a,b,, et appelons th l"angl,~ 
compris entre a, b, et cet arc dans sa position infiniment voisine. On a 

( t) C'est cette méthode dont j'avais annoncé la fécondité dans la Notice sur 
mes travaux (1881). 

( 1 ) Collectanea mathematica. 
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Appliquons cette formule, et, pour cela, supposons que a, et b, soient 
les traces sur la sphère de rayons parallèles à N et I, et que les posi­
tions infiniment voisines de a, et b, soient les traces sur la sphère dP!'\ 

po~i1ions infiniment ,·oisincs de N et de I. Les plans des arcs a,~,. 
Fig. 17. 

b,~s sont respectivement parallèles aux plans cenlraux des surfacL's 
èlémentaircs ( N) et (1), et le plan de l'arc e,~s est paralll'le au plan 
ment'.• perpendiculairement au plan (N, I, H), suivant la caractéris­
tique aa' a" de ce plan. Sur cc dernier plan, les traces des plans cen­
traux des surfaces (N) et (1) font, avec aa' a" des angles que je dé­
~ignc par îj ~t ~', et qui sont respectivement égaux à e,~, et e,~s• On a 
alor~ 

<'l , COlUHW 

il vicnl 

di = dE.( tang~' - tangYJ). 

dt _ tang1i' - tang"l 
dr - tang1/'- tang"l' 

dt tang l 
d r = ia;;ï, ' 

0 

Lang i tang"l' - taogT1 

tang i• = tangT1 Il - tang 'rj 

Appelons H, 0', 0" les angles que les plans centraux des surfacf's 
correspondantes (N), (1), (R) font avec le plan d~ la figure. 

Ona 
tang11 = tang8 sin oaa', 

tangYJ' = tang0' sin oa' a", 

tangYJ"= tang0" sinoa" a. 
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Portons ces valeurs dans la relation précédente; celle-ci devient 

tang l lange' sin oa' a" - tang8 sin oaa' 
tangr = tange"sinoa"a -lange sinoaa'· 

Divisons les deux termes du second membre de cette relation par 
. ' 1 l d . oa oa "l . smoaa , et remp açons es rapports es smus par -, et -,, ; 1 vient oa oa 

On voit (fig. w) que l'angle c'y'a' est égal à 0', et, par suite•, 
tan cre' 1 " 

que -""-,- = -, ; de meme pour les autres termes du second mcmhrc 
ua om 

de la relation précédente. Elle peut donc s'écrire 

(
1 ') 1 (· ') 1 

om' om. tang i - om" om tan~-,.' 

relation qu'il s'agissait d'établir. 

NOTE DEUXIÈME. 

Prenons (fig. 6) la surface parallèle à (S1) qui passe par le point p', 
et désignons cette surface par (S;); de même appelons (S~) la snrfact' 
parallèle à (S8 ) qui passe par le point p". 

La surface (S) est le lieu des points dont les distances aux sm·-

faccs (S;) et S~) sont dans le rapport constant 
0<. 
op 

Il résulte de la solution de la question d'Optiquc dévcloppec dam; 
cc travail que nous savons déterminer les éléments de courbure de ( S) 
lorsque l'on suppose connus les éléments de courbure des surfaces ( s;) 
et (S~). 

Nous avons donc résolu aussi le problème suivant : 

Construire les éléments de courbure de la surface, lieu des 
points dont le rapport des distances à deux surf aces données est 
cont1tant. 


