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SUR UNE LOI DE FRESNEL. 4

Sur une loi de Fresnel;

Par M. E. JABLONSKI,

Professeur au lycée Charlemagne.

1. Laloi dont il s'agit a été formulée par Fresnel, sous forme d’hy-
pothése qui lui a servi & ¢tablir la théorie mécanique de la réfraction;
¢est la suivante :

Dans dewe milicur éthérés différents, les carrés des vitesses de
propagation des ondes planes sont enraison inverse des densités de
ces milieux.

(“est-a-dire que, si lon désigne par ¢ la densité de I'éther libre,
par ¢ celle de 'éther qui pénétre un corps pondérable transparent, el
par 1 I'indice de réfraction de ce corps, supposé isotrope, on

Dans cc méme Journal ('), j’ai publié le résnitat de mes recherches
mathématiques sur les déformations que I'éther libre subit lorsqu'il
pénétre dans un corps pondérable, ct j'ai donné le moyen de les cal-
culer en fonction des masses des particules pondérables et de leurs dis-
tances mutuelles.

(') Mai et octobre 1884 (t. X).
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Les formules trouvées donnent des résultats intimement liés a la
structure du corps, ct permettent sans aucunc hypothése nouvelle,
autre que P'action & distance, de rendre compte des différences
marqucées que I'observation révéle dans P'état de I'éther qui pénétre
un corps suivant les différents systémes cristallins auxcuels ce corps
peut apparlenir,

Ces formules ont fourni des résultats (ui paraissent conformes aux
données de P'expérience, ct ont conduit, pour la classification des cris-
taux, en ce (ui concerne leurs proprictés optiques et géométriques, i
des lois que P'expérience scule n’avait pas encore donndes; il y a licu de
penser qu'clles ne sont pas contraires i la réalité, mais clles sonl en dés-
accord complet avee la loi de Fresnel, rappelée plus haut, et Tobjet
de ce travail est de lever cette difficulte.

?
.

. , mu , , . . .
En désignant par == le terme prépondérant, aux trés petites dis-

tances, de la fonclion qui exprime I'action mutuclle de deux particules
d’éther de masse m, i la distance 7+, w élant une constante, ct par g,
unc autre constante qui dépend de la structure du milicu ('), ona
trouve

rPr=0+g)"
et

[ 24

1
T a+&)

o)

pour que la loi de Fresnel fut vraie, 1l faudrait
(I -+ g')nﬂ =1,

d’olt n=— 2, clest-d-dirc que I'action mutuelle de deux particules
d’éther croitrait avec leur distance, ce qui ne peut étre.
Indépendamment de nos formules, on pouvait voir @ priori que la
loi considérée est en contradiction avec le principe méme de la théorie
de Fresnel qui, comme celle de Cauchy, repose sur I'action i distance,
action d’autant plus forte que la distance est plus faible. En effet, en
partant de cc principe, Cauchy est parvenu & expression de la vitesse

(*) Mai 1884, p. 163 et suivantes (t. X).
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de propagation des vibrations transversales donl le carrc est égal &

h—n new
2.3.5 =1’

le X sc rapportant i tout le fluide éthéré.

Si n cst positif ct supéricur & 1, ce (ui ne fait aucun doute, parce
(ue I'action des particules les plus voisines est certainement prépondé-
ante, la vitesse est d’autant plus grande que la distance moyenne des
particules d'éther est plus petite ct, par suite, que la densilé est plus
grande : c'est justement le contraive de ce qque veutla loi de IFresncl.

Si 'on se reporte aux raisonnements par lesquels Uillustre physicien
a ¢t¢ conduit aux ¢quations qui donnent les inlensités des ravons
réfléchis et des rayons réfractés, on remarque qu'ils restent les mémes,
quelle que soit la nature du fluide vibrant.

Les conclusions subsisteraient done pour un fluide hypothétique que
l'on peut imaginer a volonté. Ainsi rien n’empéche d’étendre les con-
séquences trouvées & un fluide dont les particules se repousseraient

. . mo . \ . . .
suivant la loi —==» quand bien méme ce fluide n'existerait pas dans la

nature. Or, on a vu précédemment que, pour rn positif, laloi de Fresnel
w'est pas vérifice.

Prise en rigueur, laloi de Fresnel est incompatible avee la disper-
sion; car, si un rayon de lumicre blanche tombe sur un morcean de
verre, par exemple, la dispersion n'existant pas dans le vide, toutes les
ondes (ui composent la lumi¢re incidente ont méme vitesse de propa-
gation avant la réfraction, et acquiérent ensuite, sclon la durée de leur
vibration, ¢'est-=a-dire sclon leur couleur, des vitesses différentes dans
I'éther qui pénetre le verre; il faudrait done admettre pour cet éther
autant de densités différentes qu'il y a de couleurs dans le spectre. 11
est vrai que I'on pourrait n"appliquer Ia loi qu’en négligeant la disper-
sion ; mais alors on ne satisferait plus & I'éjuation des forces vives, ct
¢’est pour y satisfaire que I'on est obligé d’accepter la loi, ainsi qu'on
le verra plus loin, lorsqu'on interpréte d'unc maniére inexacte la
théoric de la réfraction fondée sur le principe de la continuité.

Toutes ccs raisons conduisent & penser que la loi de Fresnel est
inexacte, d'autant plus qu’clle cst absolument inutile. On peut voir
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dans ce méme Journal (') les formules relatives a la double réfraction
uniaxiale et biaxiale; elles ont ¢té ¢tablics sans le secours de la loi, et
subsistent si on la rejette. Ces formules donnent toutes les lois connues
de ces phénomenes, I'ellipsoide de Huygens, la surface du quatricme
degré de Fresnel, cte. 5 on peut consulter i ce sujet I'Essai sur la lu-
miére, de Briot. I’lus loin, nous montrerons que le calcul des intensités
des rayons réfléchis et des rayons réfraclés n'exige pas non plus cette
loi. D'ailleurs, pour ne laisser aucun doute sur ce sujet important, je
vais reprendre la théorie générale de la réfraction et de la réflexion, et
appliquer au cas particulicr considéré par Fresnel, et & loccasion
duquel il a ¢noncé la loi en question, puis au cas le plus général.

2. Théorie générale de la réfraction et de la réflecion. — La
théorie de la réfraction et de la réflexion, Lelle que I'a donnée Cauchy
et telle que la pressentait Fresnel lui-méme, repose sur le principe de
la continuité du mouvement, que I'on peut, ce me semble, énoncer de
la mani¢re suivante :

Lorsqu’ un moucement se transforme en un autre, Uétat initial dve
celui qui prend naissance est justement Uétat final du moucement
antérieur, c'est-a-dire Uétat de ce mouvement en tous les points dv
Pespace ot se fail la transformation.

Voyons comment on peut traduire analytiquement ce principe.

Soient §, , { les déplacements comptés suivant trois axes reclangu-
laives; ce sont des fonctions du temps £ et des coordonnées xz, y, 5 de la
position du point matériel & I'époque 2. Soient

5= ?(J:, )ERT) t)’ .
n=9(, y, 3, 1),
C=y(xzy,30).

Imaginons que ces fonctions soient définies par des équations aux dif-
férentielles partielles du deuxiéme ordre par rapport i z, y, 3, ¢t d'un

(') Mai 1884, p. 173 et suivantes.
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ordre quelconque par rapport & ¢; cela a lieu effectivement pour le son,
pour la lumicre, pour la chaleur et pour le mouvement quelconcue d'un
fluide lorsqu'il y a une fonction de vitesses, et en particulier lorsqu'il
est mis en mouvement par une percussion. On veul transformer le
mouvement de toutes les particules qui sont, i un instant donné, sur
une certaine surface, dite surface de séparation, en dautres satisfai-
sant aussi i des équations aux différentielles partielles de méme ovdre
que les précédentes, cb cela de manicre que le principe de continuité
soit observé, c'est-i-dire que le nouveau mouvement soit la continua-
tion du mouvement antérieur, ce qui est le cas de la nature. Soient,
dans le nouveau mouvement,

I

2

?l(-”7)'7 3, 1),
1 = \!/,(.L', )i Sy l)*
Z.c’-:y_.(»b‘,)’, Sy I)

=

les expressions des déplacements en un point; les fonclions g, 4, 7,
seront complétement déterminées par les équations différentielles qui
les lient, si I'état initial du mouvement est connu.

Or, pour fixer les idées, imaginons d'abord le cas ot la transforma-
tion se ferait en tous les points d'un plan pris pour plan des xy, ct dont
I'équation serait, par suite, 5 = o. Pour connaitre I'¢tat initial du nou-
veau mouvement, il faut avoir les valeurs de 4, 4, 7, et %, %‘é‘, '7’1/_7'
pour 3 = o et pour toutes les valeurs possibles des autres variables ..
y, {. Le principe de continuité, sous la forme ot nous 'avons présenté.
donnera

. do, _ ds
W=t T
ay, _ dy

“
i

b L=
S dy 9y,
L=l =

pour 3 = o ct pour toutes les valeurs possibles de ., y:, 1.

Dans le cas le plus général, ces conditions ne sont pas plus difficiles
i trouver.
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Si la surface de séparation est une sphére, on emploiera les coor-
données sphériques ordinaires ¢, 0, w, et si pour la sphere on a

g=n
on éerira

. . sy ds
"= ds — d:’
¢ :'P {l& el (_1'_%,

T dp T d;
. . dyy _dy
=1 & =a

pour ¢ = r* et pour toutes les valeurs possibles de 0, o ct ¢.
Si la surface n’cst pas développable, on peut la considérer comme
Fenveloppe d'un plan

sincosw + ysinl sinw + scos) — f(0, w) =0,

ol § et w sont deux variables indépendantes : ce sont les angles propres
{ définir la direction de la normale au plan; £(0, ») est une fonction
de ces variables dépendant de la nature de la surface, et une constante
dans lc cas particulier d'unc sphére ayant pour centre lorigine. Les
coordonnées d'un point de la surface sont données par celle équation
jointe aux suivantes

A

xcoslcosw + y cosOsinw — 5sinl — = = o,
db
. . . (1/‘

— xsin0sinw + ysinl cosw — 5~ = o,
dw

que l'on en déduit en différentiant la premiére successivement par
rapport & 0 et & w. Actuellement, si & la premicre on substitue celle-ci:

xsinf cosw + ysinlsine + 5 cos0 — f(0, w) = ¢,
s ¢tant unc variable indépendante, et qu'on 'adjoigne aux deux autres,

on obtiendra une famille de surfaces dont la proposée fait partic, et
gu’on retrouve pour p = o.
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On voit sans peine que p est une longueur portée sur la normale en
un point de la surface considérée ct dans unc direction convenable sui-
vant son signe. Les équations aux différenticlles partielles par rapport
A @, y, 5 sc changent en équations aux différenticlles particlles du
méme ordre par rapport & p, 0 et @ qui constituent un systéme de
coordonnées d'un usage trés général ct irés commode pour notre
ohjet.

Pour traduire le principe de continuité, on sera maintenant conduit
a éerive que, pour p=o et pour toutes les valeurs possibles de 0, © et 7,
on i

S TR
T e T
‘p__‘p dy, _ dy
=t =

@_(17

La=1s do  ds

Si la surface est développable, 0 et @ sont liées par une équation,
w peut étre considéré comme fonction de 85 on conservera une des va-
riables x, y ou 5 avee 0 et z.

Dans certains cas particuliers, on peut simplifier la question par un
choix de coordonnées indiqué par la nature de lasurface de séparation.
Ainsi, s'il s'agit d'un cone de révolution dont I'angle générateur
serait 0', on dirigera Paxe des 3 suivant I'axe du cone, on prendra dans
le plan perpendiculaire mené par le sommet deux axes rectangulaires
quelconques Oz et Oy menés par ce point, puis on adoptera les coor-
données sphériques ordinaires g, 0, w.

On aura alors, pour 0 = (' et pour toutes les valeurs possibles de w,
gety,

.- — dy, _ dzy
e — D T de’
h=b =%
=1 dy — de’
o s dy, __dy
=% 4=

et ainsi de suite dans chaque cas particulier.
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Les conditions générales trouvées, ct qui ne sont que la traduction
iunmédiate du principe énoncé plus haut, conticnnent la théorie la plus
compléte de la réflexion et de la réfraction, et plus généralement
encore de tous les changements que peuvent produire dans le mouve-
ment d'un fluide ou d'une partie d'un fluide des obstacles, des forces
nouvelles qui, & un certain instant, viendraient i étre appliquées & tous
les points ou i quelques-uns seulement, et enfin les variations sinon
brusques, du motns treés rapides de la densité et de la constitution du
milicu, Elles ne supposent pas les mouvements Lrés petits. Au fond, ces
conditions n'expriment rien antre chose qu’une décomposition du mou-
vement incident en plusicurs autres, dont I'ensemble lui est rigoureu-
sement ¢quivalent.

Il est facile de voir (que, moyennant ces conditions, la foree vive
totale du nouvean mouvement est Ia méme dans son état initial (ue
celle du mouvement incident dans son ¢tat final, en tous les points de
la surface de séparation. En effet, en lout point, dans 'un et Tautre
mouvement, la vitesse s'exprime de la méme maniére au moyen des
fonctions 3, J et 7 et de leurs dérivées particlles du premier ordre par
vapport & ¢ et par rapport aux coordonnées du point; or, d'apres les
conditions écrites en tous les points de la surface de séparation, ces
fonctions ct toutes leurs dérivées du premicr ordre sont égales; les
vitesses sont done les mémes. Les particules situées sur cette surface
sont, dans I'un ct l'autre cas, animées du méme mouvement ct, par
suite, la force vive reste la méme.

Mais, actuellement, deux cas sont & considérer, selon que le nouveau
mouvement ou les composantes de ce mouvement vont contlinuer i se
propager dans un milicu de méme composition que celui ot se propa-
geait le mouvement incident, c'est le cas du mouvement réfléchi, ou
dans un milicu de composition différente, c’est le cas du mouvement
réfracté. Pour fixer les idées, considérons, ce qui suffit pour notre
objet, un mouvement vibratoire que l'on peut toujours constituer
d’ondes planes; dans le premier cas, la densité restant la méme, il n'y
a rien a changer aux amplitudes initiales tirées des conditions géné-
rales, pour que la force vive du mouvement réfléchi reste la méme que
sur la surface de séparation; dans le second cas, il n'en est plus ainsi,
Famplitude de chaque onde plane devra changer avee la densité, de



SUR UNE LOI DE FRESNEL. 449

facon que l'intensité reste la méme. Dans ce dernicr cas, les conditions
géncrales ne sont plus suffisantes pour déterminer complétement le
mouvement réfracté en un point qui n’est pas sur la surface de sépa-
ration ; il faut y joindre I'équation des forces vives.

Nous allons appliquer ces considérations générales au cas simple
¢tudi¢ par Fresnel, et & d’autres plus étendus.

5. Etude d’un cas particulier. — La surface réfléchissante étant
supposce plane, la surface de séparation sera un plan paralléle & cette
surfacc et & unc trés petite distance, comparable au rayon de la‘sphére
d’action d’une particule pondérable hors du corps. Nous la prendrons
pour plan des xy, ct nous prendrons pour direction positive de 'axe

des z la direction extéricure de lanormale. Le rayon incident étant 10,
nous prendrons le plan d'incidence 10Z pour plan des xs, et nous
supposerons la vibration polarisée, rectiligne ct s'exécutant perpendi-
culairement au plan d'incidence, c'est-a-dire suivant Oy.

Soicnt donc

E = o0, = Bci(a.t+c-z—:1)’ z —o0

les composantes de cette vibration persistante; B est 'amplitude, e,
¢, s sont réels, i est mis pour y—1.

Le plan des 2y est censé séparer deux milicux ¢éthérés, savoir I'éther
libre au-dessus, ct au-dessous I'éther modifi¢ par la présence d'un
corps pondérable isotrope. Dans chacun de ces milicux peuvent se pro-
pager des vibrations longitudinales et des vibrations transversales. Dans

Journ. de Matk. 1}* série), vome I[. — Fase. IV, 1886, 58
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I'éther libre, pour unec vibration transversale dont les composantes
seraient
— A pllazsbyres-
E = A pflaz+by+es st),
‘I] — B ci(a.r-o 63'+cz-s¢)’

C — C ei(a.r+b_)’+c:—-sl),
on a

Aa+Bb+Cec=o0
ct

s =(g+b)(a*+ 0>+ c*).

g et & étant deux constantes (*).
Pour une vibration longitudinale, on a

a b

A_B_C
c

st=(g+3h)(a*+ b+ ).

Dans I'éther modifi¢, on a des formules semblables; il suffit de rem-

lacer 2 par -— -#——— et b par — A — (?), abstraction faite de la
p aP (,_*_g')n 1 p (l+5’,)" |
dispersion.

Cela posé, imaginons que I'on décompose le mouvement incident en
autant de vibrations qu'il peut s’en propager dans I'un ¢t I'autre mi-
lieu, ct conformément au principe de la continuité.

Soient

A e(‘(a’.v+b’y+dz -:'l),

H@ £ by 2 el
j\llel(a +by ¢ s’t)’

B' ci(a'.r +0y+clz =8t
’
# @ w4y 435"
c
.
Cf ei;a’ L+t y+lz-$'t)
’

(04 cl(a”.r+b”)‘+ ez-s"¢)
*

(') Mai 1884, p. 153, t. X.
(%) Mai 1884, p. 16g.
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les composantes suivant les axes de coordonnées de ces vibrations dans
le milicu supéricur. Soient, de méme,

A' ci(a‘zw‘yw!:—:‘n’
A ) ci(n{ub, y+c€z—:gt)’
i teeearees e ooy
B . cl’(a'.r+bly+cl:—sll)’

B?ei(a,r-rbty-:-c,:—s‘t:,

C‘ ci(a‘x-fb, y+c.z-sll),

C . olla e+ yve,z-s.t) ,

les composantes de vibrations ayant méme longueur d'onde ct méme
durée que celles qui se propagent dans le milieu inférieur, mais non
méme amplitude.

Les conditions générales données dans le numéro précédent sont ici,
pour 5 = o,

A’ ei(«';r U y—s't) + A" cl(a”.r+b”y—s”t) “+...
=+ A1 ellex+by-st) 4 Aoci(a,xw:_r S gl = o,
B ci (W y—s't) + B ci(a”.r+b”y—s”t) +...
+ B‘ e”"r"*b.f”") -+ B‘) ei(a‘.r-o-b’y_s,t) ‘= Be"(""‘"),
C' ei(u’.r-e Vy+s't) -+ C” ci(a”.m 'y —s"t) “+...
-+ C‘ cf(a’.l‘—fb!]‘-—.\"l) -+ C2 ei(a,a»b,y—s,t) +...=o0,
(', lx/ C"l“"t Fb')'——.f'l) + C”A”c"(al/[_’_bll)._slln + L
+ ¢, Ai ci(alx+b'3‘—s'r) + C._,A.. cl(a,a:o-b,y.-:’t)_{_. ..=o0,
¢ l‘)’/ ci(a’.u Vy-s't) + o B” ci(a"x-t-b”)—s”() 4
+¢, B‘ ci(a,x rby-s,0 +c, B2 ci(a,awb’y—:,t) -+, .= cBei(a.r—st)’
c' CI ei(a’.ub’y-.s’t) + C”C” ei(a”.ub”y—s"t) +...

+ ¢, Cl ei(a‘.rq;'y_:‘c) + Cgczci(a,m-b,y—s.z)_*_' ..=o0.

Comme elles doivent avoir lieu pour toutes les valeurs possibles de «,
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s 1, on en conclut

ad=a'=...=a,=a,=...=a,
V=V=...=b,=b,=...= o,
S=8'=...=8§ =8 =...=8S.

Considérons la premidre vibration et supposons-la transversale.
Dans le milieu supéricur, on a

(g+h)(a*+c)=s
et
(g +h)(a?*+c?) =5

donc, commea=a'cts=¢",ona
=t ou c'==c.

Le signe + redonnerait 'onde incidente, il faut prendre le signe —.
On a ainsi unc vibration transversale réfléchie persistante. Clest la
seule, car on n'a trouvé pour ¢’ qu'unc scule valeur admissible. Les
cosinus directeurs de la normale & 'onde incidente, ¢’est-d-dire du rayon

. . ] c L4 1] 4 '
incident, ¢tant 0 et —==—=, ccux du rayon réfléchi répondant

a
Vate | Jare
i la vibration transversale sont —~—, 0, ————, par conséquent
Vai+ ¢ Vai+ ¢t
ce rayon cst dans le plan d’incidence, et fait, avec la normale O3
de Vautre coté, le méme angle que le rayon incident. Les longucurs
d’onde I et I’ du rayon incident ct du rayon réfracté sont respective-

27 27T ' n [}
ment et ——=——: clles sont donc ¢égales. Enfin les durces de la
Var+c¢t Va4

. . 27 2T . .
vibration sont — et = et, par suite, aussi les mémes. On a, en outre,
Ala+Cc=o.

Prcnons maintenant la seconde vibration, clle est nécessairement
longitudinale. On a

(g+h)(a*+c?)=s*
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et
(g+3h)(a”+c?)=s%=3s"

Comme a” = a, on en conclut
g+3h)(a*+c?)=(g+ h)(a*+c?).

De 13 deux valeurs de ¢’ égales ct de signes contraires; il faudra
prendre la valeur positive, car la négative donnerait une onde longitu-
dinale incidente. On a, en outre,

%ﬂ = % et B =o;
on aurait ainsi une vibration longitudinale réfléchic et unc seule, mais
on verra par la suite que son amplitude est nulle. Il ne peut pas y avoir,
dans le milicu supéricur, I'éther libre, d'autre vibration.

Passons au milicu inféricur, qui cst aussi isotrope par hypothése; il
ne peut y avoir aussi que deux vibrations, I'unc transversale, 'autre
longitudinale, pour unc vibration incidente.

Supposons la premiére transversale; on aura

a__ g+h 2 2
i = (14 g )" (a, + C‘),
ct 'on a toujours
s’=(g+h)(a*+¢), s=s a=a, 1=(1+g)";
donc
a;+c,=r*(a*+ c?)
ou

= (r*—r1)a®+ric;

on tire de la pour ¢, deux valeurs réelles égales et de signes contraires;
il faut prendre la négative, car la positive donnerait une vibration inci-
dente du milieu inférieur vers le milieu supérieur, ce qu'on ne suppose
pas. On a, en outre,

Aja+C,c,=o0.
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La derniére étant longitudinale, on a

2 ,’,’+3h

o 2
= a5 Ay 3
S.l (l+gl)rl—l( 2+c.)’

ct toujours
32=(g+/')(a“+cg), a, = a, $3 =8, "2:('+g')n H
donc

‘ )s

7

(@+c)(g+3h)=r(g+h)(a*+¢*

on tircrait de la deux valcurs de ¢,, ct on prendrait la négative :
mais on verra que 'amplitude de cette dernicre vibration serait nulle
dans lc cas considéré. On a aussi

.
Ay _ Gy

= ct B, =o.
a Cq

Actuellement, les douze inconnues A', B’, €', A7, ... sont lices par
les douze ¢quations lindaires

A+~A+A +A=o,

B+ B”+ B, + B, = B,

C+C+C+Cyi=0;
CA+ A"+ Ay + A= o,
¢B + B +¢,B, +¢,B, =B,
¢C+cC+¢C,+¢,Ch=0

fournies par le principe de continuité, ct

Ad+Cc=o,

B’'= o,
‘Aﬂ C//
T =0

Aja+C,c,=o,

B2=0,
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on cn conclut sans pe’ac

A=o, A =o, Ay=o, Ay,=o,

C'=o, C’'=o, C,=o, C,=o.

Les scals mouvements 4 considérer sont donc :
Dans le milicu supéricur, une vibration transversale réfléchie dout
les composaates sont :

¥ =o, 7, = B efter-t, U=o0
pour 5 = o.
‘tdans le milicu 127¢~jear, une vibration transversale réfractée dont
les composartes sont

§,=o, 7= B, e, = = 0
I)OUP S=0.

nt.e les amplitudes, on a les relations

B+ B,=8,
B¢’ + B,¢, = Be.

Ainsi, ¢n toat point de la surface de séparation, lc mouvement inci-
dent se trouve décomposé en deux autres; les deux nouvelles vibrations
sont, comme la premicre, transversales, persistantes ct polarisées de
la méme manicre. Tout cela est bien d’accord avec la théorie de
Fresnel.

Si l'on appelle &, Pangle durayon réfracté avec la direction Os ', et I,
sa longucur d’onde, on aura

, 2% 2%

27T . .
a4 =- —Ssina a =+ —Ssmna a, =-4 -—sma,,
1 ’ 1 ’ [} h 1
27 , 2N 2%
C=— TCOSO(, C =+ —I-COSI, C, = —r COS%,:
1

de la condition @, = a, on tire

sin 2 sing,

=1
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c’est la loi de Descartes. On a aussi

Les relations entre les amplitudes peuvent s’écrire

B—DB'=B,,

(1) B+B'=B.fc-';

cn les multipliant membre & membre,

B*—B?=B!2
‘e
ou

’ 4 I
B?cosa = B’ cosx + Bj - cosa,.
1

Soient & et &' les densités moyennes des deux milicux éthérés; on peut
écrire
3 B*I cosa = S B"2I' cosa + B? L, @ 1,8 cosa,.

Ty

Faisons
b, =B, ll ii‘,’
1 \/o
on aura
(2) 0 B2l cosa = &'B"*I’'cosa + U?1,&' cosa,,

cc qui veut dire que la force vive de I'onde incidente est égale & la
somme des forces vives de I'onde réfléchie et d’une onde réfractée se
propagcant dans le milieu inféricur, et dont I'amplitude serait ,.

Ici cesse I'accord avec la théorie de Fresnel. Dans cette théorie, on
fait comme si b, était égal a B,; on établit directement la premiére
des équations (1) et 'équation (2); la seconde des équations (1) en est
une conséquence.

La présente théorie donne directement, comme on I'a vu, les équa-
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tions (1), ct, si 'on veut que B, = b,, il faut admettre que

l--\/—g-.= ou _\_/_—°_=_..i"_’
Il a’ W ")0

© el w, étant les vitesses de propagation des ondes dans le milieu infé-
ricur et dans I'éther libre, ce qui est justement la loi en question.

kn résumé, les équations (I) ont été établies sans rien supposer sur
liv loi qui lie les densités aux vitesses de propagation, ni sur la loi d’ac-
tion mutuelle des particules fluides, et subsistent, quelle que soit cette
loi; mais, si ’on veut que Uamplitude B,, calculée au moyen de ces
dquations et pour tout point de la surface de séparation, se conserve
lorsque Ponde correspondante se propage dans le milieu inférieur,
il faut admettre la loi de Fresnel, ce qui ne se peut, pour les raisons
données plus haut. Donc I'hypothése & rejeter est, au fond, celle que
faisait implicitement Fresnel, & savoir b, =B,.

Conformément & la théorie générale, il convient donc de tirer les
amplitudes B’ et B, en tous les points de la surface de séparation des
¢qquations (). L’amplitude pour la vibration réfléchie convient pour
tous les points, parce qu’elle se propage dans le méme milieu que la
vibration incidente. Mais les équations (1) ne sont pas suffisantes, il
faut y joindre I'équation des forces vives (2); d'oti I'on tire

_plv
b=By 'z

b, est amplitude qui convient & I'onde réfractée en tous les points du
milieu inférieur.

4. Cas ot la vibration est dans le plan d’incidence. — Les axes
¢lant choisis comme dans le cas précédent, soient

—_ 1 -8t
E_ A ofazcs :),
nN=0,

t —_ Cci(a.rwz-:t)

les composantes suivant ces axes d’une vibration transversale inci-
Journ. de Math. (f* série), Tome 1L — Fasc. IV, 1886. 59
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dente, c'est-i-dire telle que
Aa+ Cc=o.

Il'y a i considérerici quatre vibrations, deux réfléchies, 'une trans-
versale, autre longitudinale, et deux réfractées, l'une transversale,
I'autre longitudinale, parce que le milieu réfringent est encore supposé
1sotrope.

1° Soient

A' cc’(a'.c by +c’z-:'l),

! (@' L+b'y +C'2~4"8
B’ et y )

C cl@z+by+ds—st)

les composantes suivant les axes de la vibration transversale réfléchic;
le principe de continuité, appliqué comme on l'a dit, donne

ct I'on a, en outre,

c'=—c¢, ANa—-Cec=o.

2° Soient
w pi(a" eeby+c”’2—s"t
A7 et ovbyse )

B” ei(a”.v-i-b")‘-! d2-5"0)
b

C”c‘.(“”‘""b"f“"’”‘“'}‘)

les composantes de la vibration longitudinale réfléchie, le principe de
continuité donne

” g o—
a’'=a, V'=0, =5,
ctl'on a, en outre,
AT
7= DB=o

qui expriment ¢ue la vibration est longitudinale; les équations du mou-
vement dans I'éther libre donnent ensuite

e g+ h

— 2y .2\ _ o2
_g+3h(a Fc?) — a*.
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Si le sccond membre est positif, ¢” est réel, ct, pour avoir une onde
plane réfléchie, il faut prendre pour ¢” la valeur positive tirée de la
précédente équation,

Si le second membre cst négatif et égal a — K2, il faut prendre
pour ¢” la valeur — K, alors la vibration est évanescente ct devient
inscnsible, elle s’éteint & une petite distance de la surface de séparation.
Dans ce cas, il y a polarisation elliptique pour tous les rayons non
¢vanescents, ce qui cst en effet le cas le plus ordinaire, ainsi que l'a
montré Jamin.

Mais cette polarisation elliptique est si faible pour les corps dont
l'indice de réfraction cst voisin de 1,40, que I'on peut la négliger
dans ce cas, ce qui revient & considérer toutes les vibrations comme
persistantes.

3* Soient

A . ei(a.z+b‘y+clz-c|l)’

1 3. cia,z+h, )‘+c‘z—s,l)’

C‘ ci(a‘r+b,r+cl:—s‘¢)

les composantes de la vibration transversale réfractée; le principe de
continuité donne
a,=a, b,=o, s, =S,

puis des équations du mouvement dans I'éther qui pénétre le milieu
pondérable; on tire
a*+ ¢, =r*(a®+c?),

r étant I'indice de réfraction, d’ot
ci=a(r*— 1) +rict.

r ¢tant supérieur a 1, la valeur de ¢ est toujours positive ; on en Lire
pour ¢, une valeur réelle qui doit étre prise avec le signe —, parce
qu'il s’agit ici d’une vibration se propageant dans le milieu pondérable
supposé du coté des 5 négatifs.
On a, en outre,
Aja+Ciey=o,

(ui exprime que la vibration est transversale.
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4° Soient
Anci(n,.r-q-b,}wc,z-s.l),

B,c‘(“x’*l’:"*czz"a",
C2 ci(a‘x-y-b’y+c‘z—.r’t)
les composantes de la vibration longitudinale réfractée; le principe de

continuité donne
a,=a, b,=o, 8, =8}

puis on tirc des équations du mouvement

2 _ a8 +h

2
a,+c,=1 é’+3"(a2+ c?),
d'olt
\ /
=2 (a2 ) —a,

g+3h

Comme on I'a dit plus haut, on supposera cette valeur de ¢} posi-
tive, et 'on prendra pour ¢, la valeur réelle qu'on tire de celte équation
avec le signe —.

Comme la vibration est longitudinale, on aura ensuite

j—\;’ = S—: ’ Bg =0.

Actuellement, il y a douze inconnues qui sont les amplitudes des
composantes, savoir A’, B’, C’, ...; A,, B,, C,; la méthode générale
fournit six ¢quations qu'il faut joindre aux six autres précédemment
écrites, et qui expriment que les vibrations sont transversales ou longi-
tudinales : on a ainsi un systéme dc douze équations linéaires & douze
Inconnues, Savoir :

(1) N+A"+A, +A,=A,

(2) B'+B’+B,+B,=o,

(3) C+C"+C,+C;=C;

€)) — A+ "N+ e, A+ c, Ay =cA,
(5) —cB +¢"B”" +¢,B, +¢,B, =0,

(6) —cC+c"C'+¢,C,+¢,C, =cC;
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(',') Na—Ce¢ =0,
A
(8) i
(9) B"=o,
(10) Aja+C ¢, =o,
(11) B,=o,
, A G
(12) Py
Les équations (2), (3), (9), (11) se réduisent i
B+ B,=o,
—cB +¢,B,=o.
Or
c+c,#o,
car sinon on aurait
ci=c¢c*
ou
r=u,

ce qqui n'est pas. Donc
B'= o, B,=o.

Toutes les vibrations réfléchies et réfractées s’exécutent dans le plan
d’incidence, comme dans la vibration incidente.
Pour simplifier, nous poserons

\/ '
* — — 12
T = a=u
i,.’— ’—u”
¢ - n = y
o T T g T M
9}
— = "3“2’
a ¢y

G
—_— = — - == .
C 4
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Alors les équations se réduisent &

' +a u'+4c u,+ au, = cu,
au'+ c"u’ — au, + c u, =— au,
{

(13)

( — '+ ac’u” +clu, + ac,u, = ctu,

— act' + WW — acu, + ciu, =—acu;

u est donng, ct tout revient i calculer «’, w’, u,, u,. Mais cc calcul

n'est pas nécessaire pour notre objet; il nous suffit de remarquer (ue
'on a, dans tous les cas,

cut(a+ ¢?) = cu*(a*+ c?) + ¢, ui(a* + c})
— " (@t + ¢?) + c,uy(at + ¢},

(15) {

que l'on tire de (13). Pour interpréter cette relation, soicnt

1, I', 1, 1,, I, les longueurs des ondes considérées;

@, %,, &, les angles aigus des normales & 'onde incidente ¢t aux ondes
réfractées avec la normale intéricure au milicu réfringent

', 2" les angles aigus des normales aux ondes réfléchics avee la normale
extéricure. La relation (14) peut s’écrire

05 ‘ 'ﬁ'—'lfcoscz(A2 +C)= "‘I—T,:cosa’(A" + C*) + %cosa.(z\f + (3
1)<

s

a7

+ Tf cosa/f(Allz + (:”2) -+ EIE COSQQ<1\§ ~+ (:::),

ot, si l'on désigne par ¢ la densit¢é moyenne de I'éther libre, par ¢ celle
de I'éther engagé dans le milieu pondérable,

clcosa(A2+(C?) = 81 cosa’' (A2 + (C?)
, T
+¢'T, cosz, (A1 + () T

(1) | + ["Ccosa’( A" 4 C"?)

’ K3 w l’a
+ &1, cosa, (A + C) -
’l
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| A ' I /¢ '
ALVE=A  AgVa=A,

l a « Al I 8 3
C‘ r 'a—, = (A', (J,'l—’\/_s; = C:l’

Si 'on fait

on peut I'éerire

( 8Tcosa(A?+ C?) =4 I’ cosa’(A'? + C?)
. + ¢'I, cosa,(A'? + C}?)
G2 y
( + "8 cosa” (A" + C™)
+ ¢'Icosa, (A2 + C}).

Sous cette forme, elle exprime que la force vive incidente est égale
& lasomme des forces vives de quatre ondes, deux réfléchies, dont les
amplitudes A’, C’, A”, C” sont bien celles qui ont ¢té fournies directe-
ment par le principe de continuité, ce qui est bien conforme & notre
explication géndrale, puisqu’elles se propagent dans le méme milicu
(uel’'ondcincidente, deux réfractées dontlesamplitudes A, C', A}, C}3
s¢ déduisent des amplitudes correspondantes A, C,, A,, C, calculées
pour la surface de séparation, de maniére a satisfaire au principe des
forces vives, quelle que soit I'incidence.

Si 'on voulait, comme le supposait Fresnel, que les amplitudes cal-
cul¢es pour les ondes réfléchies pour tous les points de la surface de
s¢paration se conservassent lorsque les vibrations correspondantes sc
propagent dans le milicu réfringent, il faudrait supposer & la fois

1 /3 1 3

LVe="h gLV&=hH

la premiére condition est I'hypothése de Fresnel, mais elle est incom-
patible avec la seconde, car I, ne peut pas étre égal a I,.

5. Cas général. — Sil'on suppose maintenant que la vibration in-
cidente est quelconque, ct qu'on prenne pour 5Oz le plan d’incidence,
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A i(ar+cz-st

{(axr+ci—st
B e ( ),
( : ei(a.’r-p-cz—.rl) ,

ol encore
B’=o, B,=o,

puis
B+ B,=B,
—cB +¢,B,=cB;
d’on
31B% cosa = 8 I'B? cosa’ +&'1, B2 cosa.li, 83,;
1

cn ajoutant membre & membre cette équation & (17), on a

8lcosa(A?+ B2+ C?) =8 I'cosa’( A2+ B2+ C?)
+ &1, cosat, (A + B+ Cl) I+
+ "8 cosa”(A”* + C?)

o2 o

9 - 23
+ 1,8 cosa, (A2 + C;)l—l,;%,

qui sinterpréte comme précédemment et conduit aux méines consé-
(juences.

6. Cas d’un corps biréfringent. — Dans le cas de la double réfrac-
tion, la méthode générale précédemment appliquée réussit encore ct
conduit & des conséquences analogues a celles que I'on a déja trouvées;
il n'y a aucun intérét a la développer ici, et je me bornerai & une re-
marque qui me parait importante.

Les deux vibrations transversales réfractées se déplacent dans le
méme milieu avec des vitesses différentes et dans des directions diff¢-
ventes; la loi de Iresnel, appliquée & ces rayons, voudrait que la den-
sité moyenne de I'éther dans I'intérieur d'une des cellules formées par
les particules pondérables variat avec la direction autour du centre de
cette cellule; oril n’en est rien.
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Quelle que soit I'idée que I'on se fasse de 'action des particules pon-
dérables sur I'éther, il faut bien que cette action se manifeste par unc
déformation de I'éther libre, c'est-a-dire par un changement dans les
positions relatives de ses particules, ou enfin une altération des diff¢-
rences des coordonnées de ces particules. Le calcul prouve u'il suftit
de considérer ces variations de différences de coordonnées comme des
fonctions linéaires de ces différences dans I'éther libre, et alors, si I'on
choisit convenablement les axes et l'origine étant au centre d’une cel-

lule, les différences désignées par Az, Ay, Az deviennent, aprés la dé-
formation,

Ae(14+ g0 +a), Ay(a+g)+B) As(v+g)(1+7),

£y %, B, v ¢tant des constantes dépendant seulement de la constitution
du milieu pondérable (t. X, p. 173).

Actuellement, considérons le tétraédre formé par quatre des points
du milieu éthéré, et soient

Az, Ay, Az
Nz, Ny, Az
Au x, AII \ AII 3

les différences de coordonnées de 'un des points et des trois autres
dans I'éther libre; le volume du tétraédre sera

Az Ay Az
=i Az ANy Az
Nr Ay Nz

avant la déformation, et aprés il sera

N

Ar Ay Az
E3(+g)(+a)(a+B)a+y) | Ax Ny Az |,
Nz Ay Az

Journ. de Math. (§* série), tome Il. — Fasc. IV, 1886 6o
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ct, comme la masse des particules reste la méme, on a

=(+g ) (+a)(+B)(+7)

o2 os

¢ ¢lant la densité moyenne de I'éther libre, & de I'éther engagé dansle
milicu pondérable.

Le second membre ne dépend pas de la direction autour de I'origine,
et par conséquent ¢’ ne change pas avec la direction.

Ainsi, contrairement 4 une opinion généralement admise, de ce que
la déformation n'cst pas la méme dans tous les sens et peut se traduire
au moyen d’un ellipsoide, comme on ¢ fait dans la théorie de I'élasti-
cité, il ne résulte pas du tout que la densité moyenne varic avece la
direction autour d'un point, et il est impossible d'accorder la loi de
Fresnel avec la coexistence de deux vibrations transversales se propa-
geant avec des vitesses différentes, ct dont I'une au moins ne se pro-
page pas avec la méme vitesse dans tous les sens.

La scule mani¢re d'échapper & toutes les difficultés que souleve
I'examen attentif de la question me parait étre celle que j'ai proposée
dans ce travail; clle est absolument conforme aux principes généraux
de la Mécanique ct n’entraine que le rejet de la loi de Fresnel, qui
est d'ailleurs inutile.

Les formules de Fresnel, les mémes que celles que nous avons
trouvées, au moins pour le premier cas, ont ¢1¢ vérifiées par Pexpé-
rience, ct I'on serait tenté de croire que sa loi 'est aussi, mais il fant
remavquer ¢ue ces vérifications portent sur les intensités des rayons
réfléchis ct des rayons réfractés, et non sur les amplitudes scules,
puisque lintensité dépend a la fois de Ia densit¢ du milieu et de Pani-
plitude de la vibration : elles ne prouvent donc rien pour ces ampli-
tudes scules. Dans tous les cas, I'expression de l'intensité du rayon
réfléchi reste la méme que celle qu'a trouvée Fresnel, celle du rayon
réfracté lui est toujours complémentaire, de telle sorte que le rejet de
la loi n’est nullement en opposition avec les vérifications cxp;@r“r)e;\hlm
des intensités. 4 ,5
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