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Recherches sur la transformation, par des substitutions réelles, 
à*une somme de deux ou de trois carrés en elle-même; 

PAR M. LIPSGHITZ. 

Traduction publiée avec l'autorisation de l'auteur, par J. MOLK, à Besançon. 

La théorie, due à Gauss, des nombres complexes entiers repose sur 
la décomposition de ces nombres en nombres complexes entiers irré-
ductibles, autrement dit nombres complexes premiers. On peut, à 
l'aide du même procédé de décomposition, représenter toutes les sul)-
stitutions, à coefficients rationnels, qui transforment une somme de 
deux carrés en elle-même. La transformation d'une somme de trois car-
rés en elle-même conduit au calcul des quaternions; en considérant les 
substitutions correspondant à cette transformation et dont les coeffi-
cients sont des nombres rationnels, on est amené à étudier les quater-
nions entiers et, dans cette étude, ce qui importe tout d'abord est la 
décomposition dçs quaternions entiers en quaternions entiers irréduc-
tibles, autrement dit quaternions premiers. J'ai cherché à approfondir 
cette question et je donne, dans ce Mémoire, les résultats auxquels je 
suis parvenu. De même que la décomposition, en ses facteurs premiers, 
d'un nombre complexe entier dépend de sa norme, qui est une somme 
de deux carrés entiers, de même la décomposition, en ses facteurs pre-
miers, d'un quaternion entier dépend de sa norme, qui est une somme 



374 LIPSCHITZ. 

de quatre carrés entiers. C'est pourquoi mon Mémoire s'appuie sur les 
recherches déjà faites qui ont pour objet de mettre les nombres entiers 
sous la forme d'une somme de quatre carrés. 

Après Fermât qui, le premier, a énoncé, comme remarque au 
problème 31 du Livre IV de Diophante, le célèbre théorème sur la 
possibilité de représenter un entier quelconque par la somme d'un 
nombre déterminé de nombres polygonaux d'une certaine espèce, Eulcr 
s'est occupé du théorème d'après lequel on peut représenter un entier 
quelconque par la somme de quatre carrés, dans le Mémoire intitule : 
Demonstratio theorernalis Fcrmaliani, omnem numerum primum 
formœ 1 esse summam duorum quadralorum (Ν. Comm. 
Pclrop., t. V, p. 3, 1754; Comm. ar., t. I, p. 210). 

Ce Mémoire contient (art. 93) le théorème d'Algèbre à l'aide duquel 
on peut représenter, par une somme de quatre carrés, le produit de 
deux sommes de quatre carrés; on peut déduire immédiatement de ce 
théorème les règles du calcul des quaternions. Dans les œuvres post-
humes de Gauss (Œuvres complètes, t. III, p. 384) sc trouve une 
autre manière de présenter le même théorème; on y fait usage de 
paires de quantités complexes conjuguées. 

La première démonstration complète du théorème, que chaque 
entier est la somme de quatre carrés, se trouve dans le Mémoire de 
LAGRANGE, Démonstration d'un théorème d'Arithmétique (Ν. Mé-
moires de VAcadémie des Sciences de Berlin, 1770, Œuvres, t. III, 
p. 189) ; elle a été commentée avec détails par Euler dans le Mémoire : 
Novœ demonstrations circa resolutionem numerorum (Acta 
erudit., p. 193, 1773, Lips.; Acta Pelrop., t. I, II, p. 48, i775; 
Exhib., 1772, septembr. 21 ; Comm. ar., 1.1, p. 538). En déterminant, 
à l'aide de la théorie des fonctions elliptiques, de combien de manières 
différentes on peut mettre un entier donné sous la forme d'une somme 
de quatre carrés, Jacobi jeta un nouveau jour sur ce sujet. On trouve 
cette détermination à la lin des Fundamenta nova ; elle est bien mise 
en évidence dans la Note sur la décomposition d'un nombre donné en 
quatre carrés ; enfin, dans le Mémoire : De composition numerorum 
e quatuor quadratis (Journal de Crelle, t. 12, p. 167), elle est 
donnée d'une façon purement arithmétique. Le Mémoire de Lejeune-
Dirichlet : Sur l'équation t* H- u2 v2 w2 = Î\m (Journal de Liou-
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ville, 2e série, 1.1, p. 210), contient une reproduction plus concise de 
cette démonstration; c'est dans ce Mémoire que Lejeunc-Dirichlct 
nous apprend qu'il possède depuis longtemps une démonstration du 
même théorème basée sur des principes différents, et que cette démon-
stration trouvera sa place naturelle dans un travail qui l'occupe depuis 
quelque temps. On sait que la mort l'a empôché de publier les recher-
ches qu'il avait faites sur ce sujet. 

Je dois aussi rappeler la démonstration complète du théorème de 
Fermât concernant les nombres polygonaux, qui a été donnée par 
Cauchy, et que l'on trouve dans le premier volume des Exercices, 
p. 263 ; ainsi que les recherches de M. Hcrmite sur la représentation 
desnombres entiers par une somme de quatre carrés, qui font l'objet de 
son second Mémoire sur la théorie des formes quadratiques ( Journal 
de Crellc

)
 t. 47, p. 343). 

Je voudrais encore faire une remarque générale sur la marche suivie 
dans mes recherches. La décomposition des nombres complexes entiers 
en leurs facteurs premiers tient essentiellement, ce me semble, à ce 
que le résultat de la multiplication de ces nombres est indépendant de 
l'ordre dans lequel on effectue cette opération. Pour les nombres algé-
briques quelconques, la multiplication dont on fait usage jouit de la 
même propriété et, une fois les notions convenables introduites, les 
lois de la décomposition continuent à avoir lieu, comme l'a montré 
M. Dcdekind ( Vorlesungen Dirichlel's liber Zahlentheorie, 2e et 
3e édition) et [Sur la théorie des nombres entiers algébriques (Bul-
letin de Darboux

}
 1877)]. La démonstration de l'existence des facteurs 

premiers idéaux dans la théorie, due à M. K.ummcr, des nombres 
complexes entiers provenant de la division du cercle, repose, d'autre 
part, sur certaines congruences qui apparaissent sous une forme 
simple dans la décomposition des nombres complexes entiers de la 
forme a + b\/— 1. M. Dedekind a communiqué les congruences cor-
respondantes, se rapportant à la théorie des nombres algébriques, en 
annonçant, dans les Gôttingischcn gclehrtcn Anzeigen du 20 sep-
tembre 1871, la seconde édition des Vorlesungen Dirichleis que je 
citais tout à l'heure. On fera remarquer dans le Mémoire actuel que 
la possibilité de mettre un quaternion entier sous forme de produit de 
quaternions entiers irréductibles repose également sur l'existence de 
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certaines congruences; mais ici l'ordre dans lequel se succèdent les 
facteurs irréductibles du produit est d'une importance capitale. Ainsi, 
au domaine des nombres entiers complexes de Gauss viennent s'ad-
joindre, d'une part, le domaine de tous les nombres algébriques, 
d'autre part, le domaine des quaternions entiers ; mais, si l'on remarque 
plus d'une analogie, on remarque aussi plus d'un contraste entre ces 
différents domaines. C'est pour pouvoir bien éclairer ces analogies et 
ces contrastes que je m'occuperai tout d'abord de la décomposition 
des nombres complexes de Gauss. Je commencerai par exposer les 
principes de la transformation réelle d'une somme de deux carrés en 
elle-même; j'établirai, en prenant cette transformation pour base, les 
règles du calcul des quantités complexes, après quoi je passerai à 
l'étude des nombres complexes entiers. Je considérerai ensuite la 
transformation réelle d'une somme de trois carres en elle-même ; j'éta-
blirai, en prenant cette transformation pour base, les règles du 
calcul des quaternions, après quoi je passerai à l'étude des quater-
nions entiers. 

1. 

Transformation réelle d'une somme de deux carrés en elle-même 
et définition des quantités complexes. 

Si une substitution linéaire à coefficients réels α
Η

, a,
2

; a
ai

, a
22

, qui 
représente les variables réelles x

x
 et xt en fonction des variables 

réelles y, ety
2

, transforme la somme des carrés des premières varia-
bles dans la somme des carrés des dernières, on a, à la fois, les équa-
tions 

(0 ; ζ·, = α
Η
/, 4-a12y2, 

; a?
2
 = a

2
,7

4
 + a

2a
7a, 

x2 + x2 = y2 + y2. (2) 

Le déterminant de substitution ne peut alors être égal qu'à ·+■ ι ou à 
— ι ; supposons-le égal à i. L'équation (a) est évidemment encore 
vérifiée et la valeur du déterminant ne change pas si, au lieu de la 
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substitution (i), nous en employons une autre déduite de (i) en mul-
tipliant les quatre coefficients par l'unité négative. De chacun de ces 
deux systèmes on peut déduire un nouveau système en ajoutant l'unité 
à chacun des éléments de celle des diagonales du déterminant de sub-
stitution qui joint le premier élément à gauche au dernier élément à 
droite. Les déterminants de ces deux nouveaux systèmes 

(3) 
α,, + ι α,2 

α2, α22Η-ι 

α> 
-α,, + ι — αι2 

— α2, — α22 -+-1 

sont respectivement égaux à 

(4) 2 -+- αΗ -+- α22 ; 

(4«) 2 - αΗ — α22; 

la somme de ces valeurs étant égale au nombre 4» l'un au moins des 
deux déterminants a une valeur différente de zéro. Si donc, pour une 
substitution donnée, le déterminant (3) était nul, le déterminant (3

Λ
) 

ne serait sûrement pas nul. Cette remarque permet de supposer que le 
système donné de coefficients α

Η
, α12, α3Ι, a22

 est tel que la valeur 
du déterminant (3) correspondant est différente de zéro. Nous ferons 
cette hypothèse dans tout ce qui suivra. 

Le déterminant (3) paraît dès que l'on cherche à former, à l'aide 
de la substitution (i), les équations qui donnent y

x
 et/

2
 en fonction des 

sommes x
x -h/2 +/a· Les équations(i) donnent, en effet, immé-

diatement 

(5) 
x1 + y1 = (x11 + I)y1 + x12y2, 

, ^a+ya=«airi-+-(aaa+l)ra» 

et, comme le déterminant (3) n'est pas nul, on peut tirer de ces équa-
tions, sans ambiguïté, y, et y

2
 en fonction de a?, -t-y, et -+-y2. On 

obtient, par suite, les différences x
x
—y

x
 et a?

2
 — y

2 exprimées, sans 
Journ. de Math. (4* série), tomo II. — Fasc. IV, 1886. 49 
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ambiguïté, en fonction des sommes a?, 4-y, ct#2 4- yt. Il vient 

(6) 
x1 — Y1 = (a11 — x22)(x1 + y1)+2x12(x2 + y2), 

x2 — y2 = 2x21(x1 + y1)+(x22 — x11)(x2 + y2). 

Comme on a supposé que α
Μ

α
22

 — α
12

α
2

, était égal à+i, on a 

αΗ — α22 = ο, α,24-α2Ι = ο. 

Si donc, λ
0
 désignant une quantité quelconque différente de zéro, on 

détermine deux quantités λ
Ι2
 e^

2
, par les relations 

(7) I + x11 = Y12, Y12 + Y21 = 0, 

l'équation (6) peut s'écrire 

(8) 
x1 — y1 = Y12 (x2 + y2), 

x2 — y2 = Y21(x1 + y1) 

ou encore 

(9) 
λο#ι λ

2
|#

2
— λ

0
^

4
-t-X,

2<
^

2
, 

λ,
2

α?, 4- \0X2
= X

2
,J, 4- λ0/2

. 

Si l'on ajoute à la première des équations (9), multipliée par l'u-
nité, la seconde des équations (9) multipliée par un facteur symbo-
lique if2, on peut mettre les deux termes de l'équation que l'on obtient 
sous forme d'un produit en posant 

(10) 

λ
0
#

4 4- λ21 «ï/j 4~ ^12^ 12 *271 4~ λ2«3/2^ 
= (λο ~Η i\2^·»2)ι '"ι 2*^2)» 

\Υ\ + λ,
2
/

2
4- 'ι 2 (^21 Χι Η" \y*) 

= (τ» + ίι|λ
ι2

). 
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Pour que ces équations (10) soient vérifiées, il suffit de supposer que 
le symbole ii2 vérifie l'équation 

(»> i2 = — I. 

Les propriétés de ce symbole sont alors identiques à celles du 
symbole y/— 1, et l'on voit que le résultat de la multiplication de deux 
expressions complexes 

(λ04-ι12λι2
), (χ ,-hii2x>) 

ne change pas si l'on change l'ordre des deux facteurs. En égalant les 
deux produits (10), on obtient l'équation symbolique 

(12) (^
0
 f<2^

13
)(â?, — (r, -H ίι2/2)(λο — i12 Y12), 

qui comprend les deux équations (ι). En multipliant les deux mem-
bres de cette équation (12) par l'expression (λ

0
 — ί,»λ,

2
) conjuguée 

de (λ
0 4- ί12λ12

), on obtient une équation 

(ι3) (λΐ+λ;,)(®, + «.2»2)=(>'< + ί,,/,)(λ«- «'..Μ*. 

dont le premier membre contient en facteur la norme de (λ0 H-i12Y12), 

(I3*) 3^(λ
0

4- ί
Η2

λ
42

) = XJ-hX;
2

. 

En prenant, comme point de départ, une substitution (1) pour 
laquelle le déterminant (3) n'est pas nul, nous sommes parvenus à 
l'équation symbolique (12), dans laquelle λ

0
 est différent de zéro. Si 

nous prenons, inversement, comme point de départ, une quantité 
complexe quelconque λ

0
4- ι'

12
λ

ι2
 dont la partie réelle λ

0
 soit différente 

de zéro (ou, si l'on veut, un système de deux quantités réelles λ
0

, λ
12

, 
la première quelconque mais différente de zéro, la seconde entièrement 
arbitraire), et si nous formons, à l'aide de cette quantité complexe, 
une équation ( 12), l'équation ( 13) qui se déduit de cette équation ( 12) 
donne, pour les variables x

{
 et a?

2
, des fonctions linéaires (1) des va-

riables y
t
 et y

2 vérifiant l'équation (2). Les coefficients de ces fonc-
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tions linéaires sont 

(i4) x11 = x22 = Y2 — Y22, x12 = — x21 = 2Y0Y12; 

le déterminant αηα22-— aa2· est égal à 4-1, et le déterminant(4) 
correspondant a pour valeur 

(i5) Y2 + Y22; 

comme λ
0
 est choisi différent de zéro, ce déterminant n'est pas nul. 

Ainsi toutes les quantités complexes λβ
 4- Ε,2λ,2, dont la partie réelle λ

0 

est différente de zéro, nous ramènent à des substitutions linéaires (i), 
au déterminant 4-i, pour lesquelles le déterminant (4) est différent 
de zéro. Nous conviendrons d'écrire simplement /, au lieu de i,s, dans 
ce qui va suivre. 

Considérons maintenant une substitution linéaire liant les variables 
Y1, y2de nouvelles variables de telle sorte qu'on ait 

(16) Y2 + Y2 = Z2 + Z2. 

Prenons d'abord la substitution particulière 

(17) y 1 — -n y 2 — î 

elle peut ctre remplacée par l'unique équation 

08) Ky> + '/»)=(=< + «-«X- '■)· 

En composant les substitutions (1) et (17), on obtient la substitution 

(•9) 
x1 = — x11Z1 — x12Z2, 

Xï — α2\ ®22^2 i 

en combinant les équations (12) et (18) correspondantes, on obtient 
l'équation 

(2°) ι(λ
0

4- A
l2

)(>, 4- ix
2
) = (z

i
 4- wt)(— i)(\ ~ ίλ„). 
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Ainsi, en remplaçant dans l'équation (12) la quantité complexe 

(λ
0
 4- A,

a
) par la quantité complexe Î(X

0
 H- Î'X

I2
), on obtient, comme 

substitution correspondante, au lieu de la substitution (1), la substi-
tution (19) qui diffère de (τ) en ce que tous ses coefficients sont mul-
tipliés par l'unité négative. Or toutes les substitutions linéaires à con-
sidérer se déduisent, comme nous l'avons vu, des substitutions (i)pour 
lesquelles le déterminant (4) n'est pas nul, en y ajoutant celles qui en 
dérivent en changeant le signe des coefficients. Toutes les substitutions 
linéaires en question sont donc représentées par l'ensemble des équa-
tions (12) et (20). Mais les quantités complexes 

X
0
 -f* iX, j et 1 (^Xq ~+~ iX,j), 

où λ
0
 n'est pas nul, représentent sans exception toutes les quantités 

complexes dont la norme est différente de zéro. Il en résulte que toutes 
les substitutions linéaires considérées sont représentées par les équa-
tions (ia) ou, si l'on veut, par les équations (14), pourvu que les deux 
quantités réelles λ

0
 et X

ia
 ne soient pas nulles simultanément, ou, en 

d'autres termes, pourvu que la norme de (λ
0

-ι- fXia) ne soit pas nulle. 
A l'aide d'une quantité complexe quelconque dont la norme n'est 

pas nulle (p.
0

-t- ïp.,2), formons la relation analogue à (12) 

(21) 0.+ί>υ)(/ι + «>»)=(*.+ «*0(κ·.- *(*·*)» 

à laquelle correspond une substitution linéaire, semblable à (1), nous 
permettant de passer des variables réelles y

K
 et γ

2
 aux variables 

réelles z
t
 et s

2
. En appliquant successivement la substitution (1) et 

cette dernière substitution, nous obtenons une nouvelle substitution à 
laquelle correspond l'équation 

(22) 
( (jt

0
+i>la)(X04-tX,

s
)(a;, + ia;,) 

Ι =(*, + Ί*,)(|Α,- Ί>Υ)(Λ.— I\T); 

dans cette équation paraît le produit des deux quantités complexes 
(μ

0
4- î(A,

8
) et (X

0
-t- ίλ,

2
); la norme de ce produit est différente de 

zéro parce que la norme de chacun des deux facteurs est différente de 
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zéro; on voit aussi qu'il est permis, sans rien changer au résultat, de 
permuter d'une manière quelconque l'ordre dans lequel on effectue les 
substitutions que l'on veut composer. 

II. 

PROBLÈME. — Trouver tous les nombres complexes entiers dont 
la norme est égale à un nombre entier donné. 

Trouver toutes les substitutions rationnelles qui transforment 
une somme de deux carrés en elle-même. 

Nous commencerons par chercher les conditions auxquelles doit 
satisfaire un entier positif m donné, pour pouvoir être égal à la norme 
d'un nombre complexe entier quelconque. Dans le cas où ces condi-
tions sont vérifiées, nous nous proposerons de trouver tous les nombres 
complexes entiers dont la norme est égale à m. Enfin nous chercherons 
à mettre, de toutes les manières possibles, chacun de ces nombres 
complexes entiers sous la forme d'un produit de nombres complexes 
entiers irréductibles. Pour abréger, nous dirons souvent entier com-
plexe au lieu de nombre complexe entier et nombre premier com-
plexe au lieu de nombre complexe entier irréductible. 

On peut diviser les entiers complexes (λ
0 4- ίλι2

) en deux groupes : 
ceux pour lesquels les deux entiers réels λ0

 et λ,2 n'ont pas de diviseur 
commun et ceux pour lesquels ils ont un diviseur commun ; les entiers 
complexes du premier groupe sont les entiers complexes proprement 
dits, ceux du second groupe sont les entiers complexes impropres. 
Nous restreindrons le problème posé aux entiers complexes propre-
ment dits. 

Si (λ
0

-+- ίλ
η

) est un entier complexe proprement dit, les entiers 
λ

0 et λ42
 ne peuvent être tous deux pairs ; sa norme (Xjj -h λ*

2
) ne peut, 

donc être qu'un nombre impair ou le double d'un nombre impair. 
Posons 

(■) Y3 + Y2 = m, 

et désignons par ρ un quelconque des nombres premiers impairs qui 
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divisent m; soit γ le nombre de fois que m contient ρ en facteur. Je 
dis qu'on peut alors toujours trouver deux nombres entiers ξ, etE2, 
qui ne soient pas divisibles par ρ tous les deux, et qui vérifient les con-
gruences 

00 
Y0 E1 + Y21E2 = 0 

(mod py). 
Y12E1 + Y0 E2 =0 

Aucun des entiers λ
0
 et λ,2 ne peut être divisible par p\ car, si l'un 

d'eux était divisible par p, l'autre le serait aussi à cause de la rela-
tion (i), et λ0 -H ιλ,2 serait, par suite, un entier complexe impropre. Il 
en résulte que l'on peut vérifier chacune des deux congruences (2), sans 
tenir compte de l'autre, par des entiers ξ, et ξ2. A l'aide de la rela-
tion (i), on montre facilement que, si l'une des deux congruences est 
vérifiée pour des entiers déterminés ξ, et ξ

2
, l'autre est également vé-

rifiée pour ces mêmes entiers. D'ailleurs, en ajoutant à la première de 
ces congruences multipliée par ξ, la seconde multipliée par ξ

2
, et en 

observant que λ
0
 n'est pas divisible par ρ, on obtient une nouvelle 

congruence 

(3) ξ;-Ηξ2==ο (mod pt) 

vérifiée par les mêmes entiers ξ,, ξ
2

. 
Si, dans la première congruence (2), on prend ξ2 égal à l'unité, la 

valeur entière correspondante de ξ,,ξ, — ω, est déterminée sans ambi-
guïté par la congruence 

(4) >
0

(ι) + λ
2
|=ο (modjo1'); 

si nous donnons ensuite à ζ
2
 une valeur entière quelconque non divi-

sible par/), la valeur entière correspondante de ξ, est déterminée sans 
ambiguïté par la congruence 

(5) ξ,~ωξ
2 (mod/Λ); 

ω vérifie d'ailleurs la congruence connue 

(6) ω2-hi Ξ 0 (mod ρ*). 
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Considérons donc tous les couples de nombres (ξ,, ξ2) qui satisfont 
aux congruences (2), sans être divisibles par p. On les obtient en 
multipliant les deux nombres de l'un quelconque d'entre eux par un 
même entier quelconque. 

Si nous regardons comme équivalents et si nous groupons dans une 
même classe ces couples de nombres, chaque entier complexe (λ0

 -+- /λ, 2) 
appartiendra, d'après ce qui précède, à une classe bien déterminée de 
solutions des congruences (2), de la congruence (3) ou, ce qui est iden-
tique, à une racine bien déterminée de la congruence (6). Il faut donc 
que cette congruence (6) soit possible pour que l'équation (1) ait 
lieu. 

Or, d'après un théorème connu, cette congruence est possible ou 
ne l'est pas, selon que le reste de la division par 4 du nombre premier 
impair ρ est égal à 1 ou à 3; et, dans le premier cas, la congruence a 
toujours deux racines. Donc les entiers m qui ont des diviseurs pre-
miers de la forme 4^ ·+■ 3 ne peuvent être représentés comme normes 
d'entiers complexes proprement dits, et il suffit de considérer les 
nombres m dont tous les diviseurs premiers impairs sont de la 
forme 4 r -h 1. C'est pourquoi les nombres premiers de la forme 4 r -h 3 
qui, comme on le sait, jouent aussi le rôle de nombres premiers dans 
la théorie des nombres complexes entiers, ne paraissent pas dans la 
suite de nos recherches. 

Je vais maintenant montrer que tout nombre premier impair ρ 
de la forme 4 r-h 1 peut être mis sous la forme Xj; -+- XJ

2
, de manière 

que l'entier complexe correspondant (X0-+- ι'ΧΙ2) appartienne à une 
classe choisie à volonté parmi les deux classes de solutions de la con-
gruence 

(3*) ξΪ + ξ" = ο (mod ρ) 

ou, si l'on veut, appartienne à une racine choisie à volonté parmi les 
deux racines de la congruence 

(6*) ω2 Η- ΙΞΞΞΞΟ (modjp). 

Observons d'abord que l'entier complexe cherché (X,+ t'X„) ne 
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peut pas être le produit de deux entiers complexes dont les normes 
soient, toutes deux, différentes de l'unité; l'entier complexe cherché 
est donc nécessairement un nombre premier complexe, de sorte qu'une 
fois ce nombre entier complexe trouvé, nous n'aurons pas besoin 
de chercher encore à le mettre sous forme d'un produit de nombres 
premiers complexes. Ceci posé, fixons arbitrairement l'une des ra-
cines ω de la congruence 

ω2 -t- 1 = 0 (mod/7), 

et formons, à l'aide de cette racine ω et d'un entier quelconque ξ
2
 non 

divisible par ρ, le système d'entiers 

(7) ξ,ΞΞω^, ξ
3 (mod/)); 

nous pouvons alors choisir, dans ce système, deux entiers, l'un congru 
à ξ

η
 l'autre congru à S2, qui soient numériquement plus petits queP. 

Ces deux entiers ne peuvent être simultanément divisibles par ρ; si 
donc τ est leur plus grand commun diviseur, τ n'est pas divisible par p. 

Je désignerai par p0
 et p

3t
 les deux entiers choisis divisés par τ, de 

sorte que 

(8) "?« = Ζι, = (mod ρ), 

et je définirai pn
 par l'équation 

(9) Pi a ■+■ put = o. 

La norme Ta(pJ -+- pj
2
) est divisible par/?, et est plus petite que jp2 ; 

son second facteur pj -h pj
2

, qui est la norme de l'entier complexe 

(po + lptu)t 

jouit donc des mêmes propriétés, et nous pouvons écrire, en désignant 
par l un entier plus petit queP¨, 

(10) Pc + P12 P^'i 
Journ. de Math. (4* série), tome II. — Faso. IV, 1886.] 5o 
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d'ailleurs, comme τ n'est pas divisible par ρ, nous avons les con-
gruences 

P0 E1 + p^21E2 = 0 
(11) (mod p). 

p12 E1 + p0 E2 = 0 

De l'entier complexe proprement dit (ρ0-Ι- ip)2) que nous venons 
de former, et auquel correspondent les relations (10) et (n), nous 
allons déduire un autre entier complexe proprement dit [p';,l>4- fpia]» 
auquel correspondent des relations semblables à (10) et (n), mais 
pour lequel le multiple de ρ, dans la relation (10), est plus petit que t. 
Déterminons, à cet effet, les deux entiers <p0 et φ,2, numériquement 

plus petits que ou au plus égaux à qui vérifient les congruences 

(12) ?o = po> ?.a=p,î (modi). 

Le nombre entier contient alors t en facteur, et si nous 
posons 

<V3) q2 + q22 = tt(1), 

le nombre entier t{{) est plus petit ou au plus égal à et ne peut, 

par suite, être divisible par />, puisque t est plus petit que ^ · Formons 

ensuite le produit (ç0 — *?i2)(po~t~ l#
p»2)' ses deux éléments réels 

?opo+ ?t2p«2ct Çopta — po?<2sont divisibles par t; sa norme est égale à 

pt2t(1);elle est donc divisible par/?, mais n'est pas divisible par ρ' ; donc, 
le plus grand commun diviseur de φ0Ρο+" 9«2p«2 et de φ

0
ρ

12
— p0 ?<2 est 

égal à τ(υ£, où τ(,) n'est pas divisible par p. Nous pouvons ainsi dé-
finir un entier complexe proprement dit [p^-h ip',"] par l'équation 

(•4) (?·- «pi») = 'pi al· 

On déduit maintenant facilement des congruences (ι 1), par multi-
plication et addition, les congruences 

(.5) 
t(1)t[p(1)E1 + p(1)E2] = 0 

\ P;»ç
t
|=o.l rh 
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qui entraînent, comme ni ?(1), ni t ne sont divisibles par ρ, les con-
gruences 

P(1)E1 + p(1)E2 = 0 
(16) (mod p). 

p(1)E1 + p(1)E2 = 0 

D'autre part, les équations (10), (i3) et (i4) donnent immédiate-
ment la relation 

('/) wr+ipsr-ipinF 

et, comme tw n'est pas plus grand que -> le nombre entier vérifie 

nécessairement l'inégalité =^> ct esL Par suite, plus petit que t. 

Les relations (16) et (17), formées à l'aide de p(
0
l) et p^ sont bien sem-

blables aux relations (11) et (10) formées à l'aide de p
0
 et p

m
 et le 

multiple entier de ρ dans la relation (17) est plus petit que t. 
Rien n'empêche de répéter le même raisonnement et de former ainsi 

successivement des entiers complexes [p'
0
2)-l· ΓΡ·3) e"p»3a]» etc,> 

vérifiant comme (p04- ipiS) et [ρ(
0
ι'--h ip^'] les relations (10) et (11), et 

ayant dans l'équation (10) comme multiple de ρ un nombre entier de 
plus en plus petit, jusqu'à ce qu'enfin cet entier soit égal à l'unité. Ο11 
arrive ainsi à former un entier complexe [po'-f- 'PÎil· dont ^es élé-
ments pj', ρ"!; vérifient les relations 

(18) (?:y+(iïy=p, 

("9) 
p(s)E1 + p(s)E2 =0 

(mod p), 
p(s)E1 + p(s)E2 = 0 

et qui jouit, par suite, des deux propriétés d'avoir une norme égale au 
nombre premier impair donné et d'appartenir à une classe donnée de 
solutions de la congruence 4- Çj=o (mod ρ). 

Les entiers complexes que l'on obtient en multipliant (p^-h i'p'i'i) 
par une des quatre unités 1, — rappartiennent manifeste-
ment à la même classe de solutions de la congruence (3*). Nous choi-
sirons arbitrairement l'un de ces quatre entiers complexes pour nous 
en servir dans les calculs suivants. 
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On peut aussi représenter le nombre premier impair ρ comme 
norme du nombre premier complexe (po'—fp,^) conjugué de 
(ρ"1-H ip/j); mais ce nombre premier complexe (pj' — ip'f

2
) n'appar-

tient pas à la môme classe de solutions de la congruence (3*) que 
(p„-4- Il appartient, en effet, à la classe de solutions de la con-
gruence (3*) dont le système (ξ,, — ξ

2
) fait partie, et les deux sys-

tèmes (ξ,, ξ
2
) et (ξ,, — ξ

2
) ne peuvent être équivalents, puisque, s'ils 

l'étaient, 2$
2 serait divisible par />, ce qui n'est pas. Les quatre 

nombres premiers complexes, que l'on obtient en multipliant ( p'*' — tp',^ ) 
par les quatre unités i, — i, f, — i, appartiennent manifestement à la 
même classe et nous choisirons aussi l'un de ces quatre entiers pour 
nous en servir dans les calculs suivants. 

Avant d'aller plus loin, il nous faut chercher la condition nécessaire 
et suffisante pour que la partie réelle et la partie imaginaire du produit 
de deux entiers complexes proprement dits (λ

0
-ι- ίλ

(2
) et (u0 4- / u,2 ) 

soient divisibles par une fpuissancc pY d'un nombre premier impair p. 
Des deux congruences 

(20) 
UoYo — U12Y12 = 0 

(mod py), 
UoY12 + U12Yo = 0 

on déduit les congruences 

(21) + (Λ,^λϊ + λ^) =0 (modjsïj. 
(22) (μ;4·|χ^)λ,= ο, (μ5-ι-μ·;

2
)λ

12
==ο (mod/)?). 

Comme μ.0 et p.,
2
 sont premiers entre eux, la norme λ?, -f- λ;

2
 est néces-

sairement divisible par pt, et comme λ
0
 et λ,

2
 sont premiers entre eux, 

la norme p.$H- pq
2
 est aussi divisible par pi. Donc, d'après ce qui pré-

cède, les entiers complexes proprement dits (λ
0
 -+- ιλ,

2
) et (p.0H- ip.,2) 

appartiennent, le premier à une classe déterminée de solutions (ξ,, ξ
2
), 

le second à une classe déterminée de solutions (η,, η
2
) de la con-

gruence (3). Si l'on convient de dire qu'un entier complexe est 
congru à zéro suivant un module entier réel lorsque sa partie réelle 
et sa partie imaginaire sont toutes deux divisibles par cet entier réel, 
on peut réunir en une seule les deux congruences (2) qui définissent 
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le système (ξ,, ξ
2
) et écrire 

(23) (>o+ ΐλ,
2
)(ξ, -Ηΐξ

3
)~ο (modργ). 

De même, au lieu des congruences (20), on peut écrire 

0*4) ({x„H- ιρ.,
2
)(λ

0
 ■+· A,j)so (modp7). 

La congruence (23) montre que la solution (ξ,, ξ
2
) est équivalente 

à (λ
0

, — λ,
2
); de même, la solution (η,, Y]2) est équivalente à 

(TA
0

, — CJL,
a
). Mais la congruence (24) montre que (p

0
, |A,

2
) est équi-

valent à (λ
0

, — λ,
2
). La condition nécessaire demandée est donc que 

chacune des normes λ^-1-λ^ et p.*-h (A*2
 soit divisible par ργ et que 

les solutions (p.
0

, p.
l2

) et (λ
0
, — λ,

2
) de la congruence (3) soient équi-

valentes. En répétant le même raisonnement dans Tordre inverse, on 
voit facilement que ces conditions nécessaires sont aussi suffisantes. 
Nous ferons plusieurs fois usage de ce lemme. 

On peut maintenant former un entier complexe proprement dit 
dont la norme soit égale à une puissance donnéep* d'un nombre pre-
mier impair et qui appartienne à une classe donnée (ζ,, ζ

2
) de solu-

tions de la congruence (3). A cet effet, on commencera, en suivant la 
méthode indiquée plus haut, par former un nombre premier complexe 
(p

0
 -+- / ρ, o) dont la norme soit égale à ρ et qui appartienne à une classe 

donnée (ξ,, ξ,) de solutions de la congruence ξ'
2
==ο (mod/?). 

Nous pouvons considérer la solution (ζ,, ζ
2
) de la congruence (3) 

comme solution de la congruence ξ* 4- ξ
2
 = ο (mod/?); (ζ,, ζ2) est 

alors équivalent à (ξ,, ξ
2
) ou à (ξ,, — ξ

2
) : en admettant que ce soit à 

(ξ,, ξ
2
) nous ne faisonsyvucune restriction; car, si c'était à (ξ,, — ξ

2
), 

l'entier complexe (p
0
 — ip

ia
) conjugué de (p

e
4- ip

n
) appartiendrait à 

la classe représentée par (ξ,, ξ
2
) et 'pourrait être substitué dans ce qui 

suit à(p
0

-l· i ρ, ο). Ainsi, en considérant les congruences suivant le mo-
dule /?, nous pouvons admettre que le système (ζ,, ζ

3
) est équivalent au 

système (ξ,, ξ
2
) et que le système (ζ,, — ζ

2
) est équivalent au système 

(E1, —ïa)· On formera ensuite les puissances successives de (ρip,
a
); 

d'après le lemme démontre, les parties réelles et imaginaires de ces 
puissances ne peuvent être toutes deux divisibles par ρ; or tout autre 



390 LIPSCHITZ. 

diviseur premier que p
)
 commun à ces deux parties, est impossible 

puisque pj; -+- p*
2
 = /?; donc elles sont premières entre elles. De plus, 

si l'on prend les congruences suivant le module l'entier complexe 
(p

0
 4- ί'ρ,

2
)γ ne peut appartenir qu'à la classe représentée par le sys-

tème (ζ,,ζ
2
)οη à la classe représentée par le système (ζ,, — ζ2); la 

seconde alternative est impossible, car il en résulterait, si nous prenons 
les congruences suivant le module ρ, que l'entier complexe (p0 4- ϊ'ρ,2)

Ύ 

appartient à la classe représentée par le système (ξ,, — ξ2) équivalent 
au système (ζ,, — ζ

2
); tandis que la congruence 

(ξ. -l1 ίξ
2
)2Ξ2ξ, (ξ, 4- ιξ

2
) (modρ) 

montre, au contraire, que, les congruences étant prises suivant le mo-
dule ρ, une puissance quelconque de (p0 4- tpl2) appartient à la classe 
représentée par le système (ξ,, ξ

2
); donc, les congruences étant prises 

suivant le module /Λ, l'entier complexe (p04- dont la norme 
est/?γ, appartient nécessairement à la classe représentée par le système 

(ζ1, ζ2). Soit enfin un entier impair quelconque /w, ne contenant que des fac-
teurs premiers de la forme (4 /* 4-1 ), 

m = ρΊ cf 

Pour trouver un entier complexe dont la norme soit égale à m et qui 
appartienne à des classes données de solutions de la congruence 
ζ2 -h ξ2 = ο, prise suivant les modulespt, qδ, , nous chercherons les 
nombres premiers complexes (p

0 -hipi2), (σ0 4- ι'σl2
),... appartenant 

aux classes correspondantes de solutions de la congruence ξ* 4- ξ2 ξ ο 
prise suivant les modules p, q,... et nous formerons le produit 

(p0 + iP«a)T (*ο+· =a-hib; 

nous aurons alors a2
 4- b2 = m et l'entier complexe proprement dit 

(a 4- ib), dont les deux éléments a et b sont incongrus suivant le mo-
dule 2, sera le nombre complexe entier cherché. 

Si l'entier donné τη est le double d'un entier impair ne contenant 
que des facteurs premiers de la forme l\r 4- 1, nous pouvons appliquer 
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ce qui précède à l'entier γ et former un entier complexe a' -4- iti dont 

la norme soit égale à —; mais alors, comme (i -+- i) est un nombre pre-

mier complexe, dont la norme est égale à 2, le produit 

(ι + ί)(α'+ ib') = a -h ib 

est l'entier complexe cherché dont la norme est égale a m. 
Pour tous les entiers m qui peuvent être normes d'entiers complexes 

proprement dits, nous avons donc trouvé, et représenté comme pro-
duits de nombres premiers complexes, des entiers complexes propre-
ment dits, dont la norme est m, appartenant à toutes les classes possi-
bles. Nous montrerons, pour terminer, qu'en multipliant successivement 
les entiers complexes proprement dits trouvés par chacune des quatre 
unités, nous obtenons tous les entiers complexes proprement dits qui 
vérifient l'équation (1) et chacun une fois seulement. 

Quand un nombre complexe entier proprement dit (λ04- ΐλ,«) est 
donné et que sa norme m ou la moitié de sa norme est égale au produit 
ργ.^δ..., où les facteurs premiers impairs p,q,... sont nécessaire-
ment de la forme 4^' ·+■ h on peut mettre ce nombre complexe entier 
sous la forme d'un produit de nombres premiers complexes de la ma-
nière suivante : on cherche d'abord les classes de solutions, prises sui-
vant les modulepi

)
 qδ,..., auxquelles appartient le nombre complexe 

donné (λ04- ίλ,
2
); on détermine ensuite les nombres premiers com-

plexes (p
0

-h ιλ,
2
), (σ

0
4-ίσ

12
), ..., dont les normes sont p, q,..., et 

qui appartiennent aux classes de solutions correspondant aux précé-
dentes, mais prises suivant les modules JD, q,... (d'après une remarque 
faite plus haut, ces nombres premiers complexes sont déterminés sans 
ambiguïté); enfin on forme le produit 

(?ο-+-ί?
12

)Υ(σ
0

-+- ισι0δ···> 

que l'on multiplie encore par le facteur ( ι -h i) quand le nombre 
entier m est le double d'un nombre impair; on obtient ainsi un entier 
complexe que nous désignerons par (a-h ib). 

Le lemme démontré et ce qui précède montrent que la partie réelle 
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et la partie imaginaire du produit 

(λ
0 ίλι2)(α — ib) 

sont toutes deux divisibles par m. Donc, comme la norme de coproduit 
est égale à ma, ce produit lui-même est égal à Ten tier m multiplié par 
l'une des quatre unités ι, — ι, ι, — i. Si m est un nombre premier 
impair, il en résulte que l'entier complexe (λ0-Η ζ'λ,2) est égal à l'une 
des quatre unités multipliée par le nombre premier complexe 
(p

0
-wp,a) appartenant à la même classe de solutions et défini sans 

ambiguïté. Dans le cas le plus général, l'entier complexe proprement 
dit donne (λ

0
 ~h i\t) est, de même, égal à l'une des quatre unités 

multipliée par le produit de nombres premiers complexes définis sans 
ambiguïté et entièrement déterminés, sauf toutefois l'ordre dans lequel 
ils sont rangés dans le produit. Ceci montre que nous obtenons bien, 
par le procédé indiqué plus haut, tous les entiers complexes propre-
ment dits vérifiant l'équation (i); chacun de ces entiers complexes est 
mis de toutes les manières possibles sous forme de produit de nombres 
premiers complexes si l'on range ces nombres premiers complexes de 
toutes les manières possibles. Le nombre d'entiers complexes pro-
prement dits que l'on obtient ainsi est égal, comme on le voit immé-
diatement, à 4.2", où η désigne le nombre de facteurs premiers im-
pairs différents contenus dans m. 

On conclut des relations (7) du § I que toutes les substitutions 
rationnelles dont le déterminant est égal à -H 1, qui transforment une 
somme de deux carrés en elle-même, conduisent à un entier complexe 
proprement dit ± (λ0 -+- ίλ,,); on obtient donc toutes ces substitutions 
en donnant dans les équations (14) du § I 

x11 = x22 = Y2 — Y22, x12 = — x21 = 2Y0Y12, 

à λ0 et à λ, a toutes les valeurs entières possibles pour lesquelles 
(λ

0
 -h

 2
 ) est un entier complexe proprement dit. On peut facilement 

reconnaître dans quel cas les deux numérateurs et le dénominateur 
λ* -h λ*

2
 de ces expressions ont un diviseur commun. Ce diviseur doit 

également diviser 2λ;; et 2 λ;,; donc, comme λ,,βίλ^οΙ,ρβΓ suite aussi, 
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XJ et XJ
2
 sont premiers entre eux, ce diviseur commun ne peut être que 

l'un des deux nombres ι ou 2. Lorsque XJ X
la

 est un entier impair, 
le numérateur Xj — XJ

a
 de a

H
 est impair; lorsque XJ ■+■ XJ

a
 est le double 

d'un entier impair, XJ — XJ
2
 est pair; le numérateur 2X

0
X,

a
 de a

ia
 est 

évidemment toujours pair. Pour les valeurs de X
0
 etX,

 2, pour lesquelles 
le dénominateur est un nombre impair, il n'y a donc pas d'autre divi-
seur commun aux deux numérateurs et au dénominateur que l'unité. 
Pour les valeurs de Xtt

 et X,
2
 pour lesquelles le dénominateur est pair, 

le diviseur commun est le nombre 2; on peut simplifier et le dénomi-
nateur réduit est alors un nombre impair comme dans le cas précédent. 
Ainsi les coefficients de toute substitution rationnelle qui transforme 
une somme de deux carrés en elle-même ont, comme dénominateur 
commun réduit, un nombre entier impair dont tous les facteurs pre-
miers sont de la forme !\v 1 · 

III. 

Transformation réelle d'une somme de trois carrés en elle-même 
et définition des quaternions. 

Si une substitution linéaire à coefficients réels αη, α
12

, α
13

; a2n oc22, 
α23; α

3ι
, α

32
, a

33
, qui représente les variables réelles a?n a?2, a?3 en 

fonction des variables réelles y
n
 y

2
, y

3
, transforme la somme des 

carrés des premières variables dans la somme des carrés des dernières, 
on a, à la fois, les équations 

(-) 

l %·\\Υ\ -t~ &12.X2""i- *13X3? 
x2 = x21y1 + x22y2 + x23y3, 

x3 = x2+ x2 = y2 + y2 + y2. 

(^) x\ + x« + x-,=y\+yi+y·,· 

Le déterminant de substitution ne peut alors être égal qu'à 4- 1 ou 
à — 1 ; supposons-le égal à 4-1. L'équation (2) est évidemment encore 
vérifiée, et la valeur du déterminant ne change pas si, au lieu de la 
substitution (1), nous en employons une autre déduite de (r) en mul-

Journ. de Math. (4e série), tome II. — l'asc. IV, ι SS6. 51 
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tipliant par l'unité négative deux quelconques des trois colonnes de 
coefficients. 

De chacun des quatre systèmes ainsi obtenus, on peut déduire un 
nouveau système en ajoutant l'unité à tous les éléments de celle des 
diagonales du déterminant de substitution correspondant qui joint le 
premier élément à gauche au dernier élément à droite. Les détermi-
nants de ces quatre nouveaux systèmes, 

«,,-hi α,2 aIS 

(3) a2l a22 4- ι a23 , 

«3 I «32 *83 + 1 

«Π + Ι -«12 -«13 
(3

e
) 0C

2
, 1 «23 1 

«3. -«32 -«33 + 1 
a, ι 4-1 se,2 se,3 

(3*) -«2. *32+' —«33 » 

«31 «32 «33+ ' 
— α,,Η-ι — a<2 a,3 

(3
e
) «2 · -a

22
+i a

3J 

«31 «32 «33 + ' ι 

sont respectivement égaux à 

(4) 2 + 2α,,+ 2a
22
 + 2»

3
„ 

(4«) 2-H 2Α,, - 2A.,2A
33

, 

(4î) 2 - 2a
M

 4- 2a
22

 — 2A
35

, 

(4c) 2 — 2A
N

 — 2A
22

4- 2A
>3

; 

on le voit facilement, en tenant compte de ce que chaque élément du 
déterminant est égal au mineur correspondant. La somme de ces 
quatre valeurs étant égale au nombre 8, l'un au moins des quatre 
déterminants a une valeur différente de zéro. Cette remarque permet 
de supposer que le système donné de coefficients α,,, a,

2
, .... «33

 est 
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tel que la valeur du déterminant (3) correspondant est différente de 
zéro. Nous ferons cette hypothèse dans tout ce qui suivra. 

Les équations (i) donnent immédiatement 

l ^.+ri = (ai. + i)>'i+ «uy>+ w.i 
(5) x2 + y2 = x21y1 + (x22 + 1)y2 + x23y3, 

' x*-*-y,= οε»ιy,+ α>ί>'ί + («Μ + ι)7», 

et, comme le déterminant (3) n'est pas nul, on peut tirer de ces équa-
tions, sans ambiguïté, y^y* et^

s
 en fonction de χ

χ 4-y,, #2H-y2
 et 

x
a
-hy

a
. On obtient, par suite, les différences x

t — yt, x3— yif x9—ya 

exprimées, sans ambiguïté, en fonction des sommes #2-t-/2, 
i;

3 +ya. Il vient 

x1 — y1 = (x12 — x21)(x2 + y2)+(x13 — x31)(x3+y3), 

(6) x2 — y2 = (x21 — x12)(x1 + y1)+(x23 — x32)(x3 + y3), 

x3 — y3 = (x31 — x13)(x1 + y1)+(x32 — x23)(x2+y2), 

On peut représenter les coefficients qui paraissent dans ces relations 
( ils forment un système gauche) par des fractions ayant un dénomina-
teur quelconque différent de zéro. Nous poserons 

1+x11+x22+x33 = Y12, Y12+Y21 = 0, 

(7) 1+x11+x22+x33 = Y13, Y13+Y31 = 0, 

1+x11+x22+x33 = Y23, Y23+Y32 = 0. 

Au lieu des équations (6), nous pouvons alors écrire simplement 

x1 0ù y1 = Y12(x2 + y2)+Y13(x3 + y3), 

(8) x2 — y2 = Y21(x1 + y1)+Y23(x3 + y3), 

x3 — y3 = Y31(x1 + y1)+Y32(x2 + y2) 
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ou encore, en multipliant par X„, 

<9) 

λ® x
%
 -+- \

ii
x

i
 -+· λ,, a?

5
 = λ

0
 /, 4-λ

12
/

2
4-λ

ι3
/

3
, 

Χ,2Λ?| ·+· λφ #2 ~4~ X
S
2#S = ^·2Ι,ΧΙ "+" ^·0 + Y23Y3, 

λ
<3

#<+-λ25#24-λ
β ar3 = >3,/l-hX32/3-t- Χ® y3. 

Dans ce système d'équations linéaires, le déterminant des coeffi-
cients des premiers membres est égal au déterminant des coefficients 
des seconds membres; la valeur commune de ces deux déterminants 
est 

(9*) λ0(λ2 + λ22 + λ23 + λ23). 

Si Ton ajoute les trois équations (9) multipliées respectivement par 
X23 1 λ

3η
 λ,

2
, on obtient, en divisant les deux membres par λ

0
 qui est 

différent de zéro, l'équation 

(10) λ,
 2

.2/
3
 — X23>y t

 -+- λ3 1^2 X» 2 y 3 · 

En joignant cette équation aux équations (9), on a un système 
de quatre équations dans lequel chacune des six colonnes contient 
les mêmes quatre éléments λ

0
, X

12
, Χ,

 8
, X

23
, seulement dans un ordre 

différent et avec des signes parfois différents. Ajoutons, d'une part, 
les quatre premiers membres de ces équations, multipliés le premier 
par l'unité, les trois suivants par des symboles Î,

2
, Î,

3
, Z

23
; d'autre part, 

les quatre seconds membres de ces équations multipliés dans le même 
ordre par l'unité et les mômes symboles; et demandons-nous s'il 11e 
serait pas possible de soumettre les symboles Î,

3
, i

n
, i

i3
 à des règles 

de calcul telles que les deux sommes obtenues pussent être mises sous 
forme de produits de deux facteurs. Pour que la première somme soit 
égale au produit 

<") (X
0
 -(- 9δλ|2 *13X13 -+- *23 X2 3 ) ('** I "+■ *12^2 '|3·Ρ3 1 

et que la seconde somme soit égale au produit 

(12) (yi ·+- î y2 * n.y3)(Xo ~ *«2X12 — '0X13 ε
28

Χ
2

3 )% 
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il faut et il suffit que les symboles i42, i4l, î2S vérifient les relations 

I l'ï
a
 = — *. «*.=-«; 

(|3) j 1
I3

2,.= l
a3f h 2123= 'u> f)s'aa= f îi 

\ IJ3142 = I2j, *23*i2== *?3> *23 *13 = — *12* 

Pour que les symboles vérifient en outre la loi d'associativité, c'est-
à-dire pour que l'on puisse grouper d'une manière arbitraire les divers 
facteurs d'un produit, sans toutefois changer l'ordre de ces facteurs, il 
faut et il suffit que l'on ait 

(ι3·) i23 = — I. 

Si nous supposons enfin que les symboles soient liés par les rela-
tions 

(>« *21— *12» *31 — *18? *32 — *28) 

nous pouvons, sans rien changer aux relations précédentes, permuter 
les indices ι, 2, 3 des symboles. En posant 

(i5) i — i,2j j — iâJÎ
 h — i,3) 

nous observons que les relations établies sont identiques aux règles de 
calcul que Hamilton a introduites pour les unités des quaternions; l'ex-
pression 

(.G) X() *12^)2+ *13^18 "l~ *23^23 

devient alors le quaternion 

("7) λ„ 4- *λ
42

 -+- y λ23 + kλ31. 

On peut condenser les règles de calcul données par les relations (13), 
(i3*) et (i4), en supposant que les unités Î

42
, Î

J3
, i

2t
 soient formées à 

l'aide de trois symbolesprimitif s k
n
 k

2
, k

3
 de la manière suivante, 

(ifi) *12 — ^1^2) *13 ^1^3) *23 —k2k3 
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que la loi d'associaiivlié ait lieu pour ces trois symboles primitifs, 
et enfin que Von ait 

( ■ 9) Pour a=6, k
a
kè = ~ 1 (a, £ = 1,2, 3), 

(20) Pour a %b, k„ki = — kika
 (a, 6 = 1,2, 3). 

Ceci posé, égalons les deux expressions (n) et (12) déduites des 
premiers et des seconds membres des équations (9) et (10). En intro-
duisant les symboles A, À,, X, Y, définis par les équations 

λ
0
 H-ί,2λ|21

1S
X,,4-123λ?, = A, X{ 4- ltix2-h i»3#8 — X, 

( 2 I ) 
λ

0 ^*23^2? = Λ-Ι » y\ "t"* hiXi îl^y» = Y5 

il vient 

{'22) ÀX = YA,. 

Les équations (9) et (10) sont condensées dans Tunique équation sym-
bolique (22). 

Il résulte immédiatement des règles de calcul posées pour les trois 
symboles î

I2
, i,

3
, f

23 que le produit de deux quaternions est un qua-
ternion; qu'en intervertissant l'ordre des facteurs, le produit n'estplus 
le même ; qu'en faisant le produit de plusieurs quaternions, la loi d'asso-
ciativité a lieu; enfin que, si l'on nomme quaternion conjugué au 
quaternion A le quaternion 

(23) A' — λ
0
 -+- ί

21
λ,2 -f- ί3|λ,

3
 ■+■ ι

32
λ23 

et norme du quaternion A le produit AA' du quaternion A par son 
conjugué A', on a 

(24) MA — λ~ -h 4- -h ; 

le quaternion conjugué de A' est manifestement A, et Ton a 

xA' = xA. 

L'expression que nous venons de trouver pour cette norme est le 
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second facteur du déterminant (9*). {Comparez HAMILTON, Lectures 
on Quaternions, p. 87.) 

En prenant comme point de départ une substitution (1), pour 
laquelle le déterminant (3) n'est pas nul, nous sommes parvenus à 
l'équation symbolique (22), dans laquelle λ0 est différent de zéro. Si 
nous prenons inversement comme point de départ un quaternion quel-
conque À dont la partie réelle λ0

 soit différente de zéro et si nous for-
mons, à l'aide de ce quaternion, une équation (22), nous en déduisons 
les équations (9) et (10) correspondantes, et l'équation (10) est une 
conséquence des équations (9). Mais ces équations (9) nous montrent 
immédiatement que l'équation (2) est vérifiée, et, comme le détermi-
nant (9*) est différent de zéro, nous obtenons, en résolvant les équa-
tions (9) par rapport à a?,, une substitution (1) entièrement 
déterminée; son déterminant est d'ailleurs égal à -f-1. Cette substi-
tution, qui a été donnée pour la première fois par Eulcr, est la 
suivante : 

x1 = λ2 — λ23 — λ23 + λ23 y1 

+ λ2+(λ0λ12 — λ13λ23) y2 + λ22(λ0λ13 + λ12λ23)23y3, 

x2 - λ2(— λ0λ12 — λ13λ23)y1 
(25) 

λ2 — λ22 + λ23 — λ23y2 + λ2 + λ22 + λ22 + λ23 y3, 

x3 = λ(— λ0λ13 + λ13 λ23)y1 

+ λ2(λ0λ23 — λ12λ13)y2 + λ2 + λ22 — λ23 — λ23 y3. 

On la trouve dans le Mémoire d'Euler, intitulé : Pvohlema alge-
braicum ob affeclioncsprorsus singularcs memorabile (iV. Comm., 
XV, p. 70, 1770; Echib., 1770, Mart. 5, Comm. ar., I, p. 427.)· 
Dans une Note publiée parmi ses Œuvres posthumes dans le Tome lit 
de ses Œuvres complètes, et intitulée : Bemerkungen zu eincr 
Abhandlung Euler's ftber die orthogonale Substitution, Jacobi a 
montré un intérêt part:cuber pour cc Mémoire d'Euler. 
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Le déterminant (3), correspondant à la substitution (*5), est égal à 

(26) 
8λ2 

λ2+λ22+λ23+λ23; 

sa valeur est donc différente de zéro. 
Ainsi tous les quaternions Λ, dont la partie réelle λ

β est différente 
de zéro, nous ramènent à des substitutions linéaires (1), à déterminant 
4-1, pour lesquelles le déterminant (3) est différent de zéro. 

Comme on peut déduire une substitution (1), de déterminant 4-1, 
à déterminant (3) différent de zéro et telle que l'équation (2) soit 
encore vérifiée, en changeant les signes des coefficients de deux des 
colonnes d'une substitution (1) donnée, on obtient toutes les substitu-
tions (1) considérées en composant les substitutions (1) obtenues jus-
qu'ici avec celles qui ont simplement pour effet de changer les signes 
de6 coefficients de deux colonnes. Les signes de la deuxième et de la 
troisième colonne sont changés par la substitution 

y {— y%— * ·2·> y-i— -v»? 

que l'on peut remplacer par l'équation 

(v) i'M (y. + ï<ays+'«y.) — (»■ ■+■ '12 "2 +■ 'u·2.)'»!· 

Les signes de la première et de la troisième colonne sont changés 
par une substitution que l'on peut remplacer par l'équation 

(^7o) h^yz-f- h^y*)— (*< h2-^2 hs^3)( 'aiX 

et les signes de la première et de la deuxième colonne sont changés 
par une substitution que l'on peut remplacer par l'équation 

(27*) hi(y< "+~ ^13/3) — (Si "+* *12*2 L'L3Zs)(— hi)' 

En posant 

(28) ζ | —(— l\ 2^2 "F
-

 ^1 3 ^3 — Z, 
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et successivement 

(29) 
| I — i

3n
 i

m 

( ï|=='23> 'si) ll2l 

on peut écrire ces équations (27), (27,,), (27^), 

(3o) IY = zi
n 

et comme, d'après la relation (22), ÀX= ΥΛ,, on a, en combinant 
les relations (22) et (3o) ct en faisant usage de la loi d'associativité, 

Π0 ΙΛΧ = ΖΙΛ,. 

Celte relation, qui se déduit de la relation (22) en y remplaçant Λ 
par I A, jointe à la relation (22), représente, d'après ce que nous avons 
observé tout à l'heure, toutes les substitutions (1) considérées qui vé-
rifient les équations (2), et dont le déterminant est égal à ·+· 1. Or un 
quaternion Λ dont la partie réelle est différente de zéro devient, lors-
qu'on le multiplie par I = i

33
, i

tn f,2, un nouveau quaternion dont la 
norme n'a pas changé et dont le coefficient de ian ii2 est succes-
sivement différent de zéro; les quaternions À et IA, qui paraissent 
dans les équations (22) ct (31), représentent donc tous les quaternions 
dont l'un au moins des coefficients est différent de zéro, c'est-à-dire 
Ions les quaternions dont la norme n'est pas nulle. On pourra donc 
remplacer l'ensemble des relations (22) et (3i), où la partie réelle λ

0 

du quaternion Λ est supposée différente de zéro, par l'unique rela-
tion (22), en convenant de ne plus soumettre le quaternion Λ qu'à la 
restriction d'avoir une norme différente de zéro. 

Ainsi la relation (22), dans laquelle Λ désigne un quaternion quel-
conque dont la norme n'est pas nulle, représente toutes les substitu-
tions linéaires considérées. Les équations (25) ont maintenant lieu 
pour des valeurs réelles quelconques données à λ0, λ

ι2
, λ

13
, λ23, le sys-

tème 
λ

0
 λ,

 2
 —· Χ, 3 Χ23 Ο 

étant seul exclu. 
Journ. de Math. (4" série), tome II. — Fasc. IV, 1886. 52 
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A l'aide d'un quaternion quelconque dont la norme n'est pas nulle, 

(32) U0 + i12u12 + i12u12 + i23u23 = M, 

formons la relation analogue à (22), 

(33) MY = ZM„ 

à laquelle correspond une substitution linéaire, semblable à (1), nous 
permettant de passer des variables réelles y

{
, /

2
, yr

%
 aux variables 

réelles ζ,, ζ
2

, z
a

. Si nous tenons compte de la loi d'associativitc, les 
relations (22) et (33), multipliées membre à membre, nous donnent 
une nouvelle relation 

(34) ΜΛΧ = ΖΜ,Λ,· 

Les deux substitutions linéaires, appliquées successivement, ont 
donc pour effet d'introduire le produit MA des quaternions correspon-
dant à ces deux substitutions linéaires. On voit sans difficulté que le 
conjugué de MÀ est A'M'; la norme du produit MA est donc égale 
à M A A'M' , c'est-à-dire à M Λ (A)M' on à x(M) x(A). 

De l'équation 

(35) x(MA) = x(M) x(A), 

on déduit immédiatement que la nonne d'un produit de quaternions 
est égale au produit des normes de ces quaternions. Comme x( M) 
et x(M) sont supposés différents de zéro, x(MA) est nécessairement 
différent de zéro. Je ne voudrais pas manquer de faire observer ici que 
l'équation (35) est, au fond, identique au théorème de l'art. 93 du 
Mémoire d'Euler : Dcmonslralio theorematis Fermaliani, elc., que 
j'ai cité en commençant, et que si l'on se propose de parvenir, par mul-
tiplications, du théorème d'Euler à l'équation (35), on obtient les 
règles du calcul des quaternions. (Comparez Hamilton, Ouvrage cité, 
Préface, p. 47·) 

D'après ce que nous avons vu jusqu'ici, chaque quaternion A ap-
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particnt à un ensemble de quaternions, ayant tous, aux signes prcs, 
mêmes coefficients de ι, /12, i,,, ia8, et, par suite, ayant tous même 
norme. Les quaternions qui appartiennent au même ensemble peuvent 
être répartis en groupes semblables à ceux que Gauss a introduits 
pour les quantités complexes (a -t- hi) dans son célèbre Mémoire sur 
les restes biquadratiques. Celles des huit quantités ± (a ± bi) ayant 
mêmes cléments réels a et b, que Ton obtient en multipliant successi-
vement Tune d'entre elles par les quatre unités ι, — i, /, — i, sont 
dites associées, tandis que celles qui ont même partie réelle et des 
coefficients de i égaux, mais de signes contraires, sont dites conju-
guées. Si l'on remarque qu'à chaque quaternion A correspond une 
substitution (i) bien déterminée par la relation (22) et qu'au quater-
nion — Λ correspond la même substitution (1), on Jest amené à répar-
tir en groupes les quaternions d'un même ensemble d'après les chan-
gements que ces divers quaternions, substitués successivement dans 
l'équation (22), apportent à la substitution (i). Nous avons déjà 
observé qu'en changeant Λ en lAon changeait les signes des coeffi-
cients des deux colonnes désignées parles indices du symbole i auquel 
est égal I ; il y a 8 quaternions qui sont ainsi liés entre eux. Les 
quaternions d'un même ensemble, ayant même partie réelle λ

0
, sont 

également au nombre de 8; on peut les mettre sous la forme 

A — λ© H- 1,2 λ, 2 -4- ϊ,3λ,3 -h ï23^2.n 
À = λ© ï, 2^12 i\ 3 ^13 L3^23, 
A, — X© h 2 2 h S 3 L3 ^2 3 = Ls La » 
Aj = "Kq -H î\2 λ, ο -4~ g X, 3 ï*23 ^23 = L 3 La 1 
A

2 ~ L2 2 "+" 3 λ, 3 Lj ^23 = L 3 Λ· L ) ) 
Aj = X© -h ï,2 λ,

 2
 1,3 X, 3 H- i*23 ^23 ~ L 3 Λ· L \ 1 

A3 = Χ© "H ί, 2 X, 2 ' Ls 3 L3 ^-2 3 = L 2 L ) ) 
Aj = λ© ï,2 ^12 "+"* Ls 3 ~h L3 ^23 = L 2 L I · 

En passant de A à A* (k = 1, 2, 3), la &ièaie ligne et la kièmt colonne 
des coefficients de la substitution (1) changent de signe. En passant 
de A à A' ou de A

a
 à A!

k
 (k = 1, 2, 3), les lignes et les colonnes de 
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même rang sont transposées. L'ensemble des quaternions que l'on ob-
tient en combinant ces deux genres d'opérations comprend 64 quater-
nions; il y a 32 substitutions linéaires correspondantes; on les obtient 
toutes, à l'aide de l'une d'entre elles, en faisant subir à ses lignes et 
colonnes les changements que nous venons d'indiquer, combinés de 
toutes les manières possibles. 

IV. 

Quaternions entiers et classes de solutions de la congruence 
S? ■+■ -h ξ; = ο (modpi). 

Je considère maintenant spécialement les quaternions dont les 
quatre éléments rcels λβ, λ,

2
,λ

13
, λ2:, sont des nombres entiers ; on 

nomme ces quaternions : quaternions entiers. La répartition en 
groupes, dont nous venons de parler, va ici nous être d'une grande 
utilité. 

Pour que la norme d'un quaternion entier 

(-) A — X, "H ^ ( ·» ^ | 2 ~l~ 11 :| ̂  | :j "t" îj j X'j3 

soit égale à l'unité, il faut que l'un de ses quatre éléments réels soit 
égal à zt ι et que les trois autres soient nuls. Il n'y a donc que 8 qua-
ternions entiers dont la norme est égale à l'unité; ce sont les quater-
nions 

ω ±1, ± l,a, ±/,
;n 

que l'on nomme unités. Si I désigne l'une quelconque de ces 8 unités, 
on a l'équation 

x(lA) = %(A), 

dont il a déjà été fait usage plus haut. 
On peut d'abord démontrer que les 8 quaternions entiers IÀ sont 

tous inégaux, pourvu que la norme ifo (A) soit différente de zéro. Si 
l'on avait, en effet, l'égalité 

Ι(β) A = IA, 



TRANSFORMATION D'UNE SOMME DE DEUX OU DE TROIS CARRÉS. ^Θ5 

dans laquelle I(a) et I désignent deux unités différentes, on aurait aussi 

(Ι(β)— I) A = ο 
et, par suite, 

3&(Ι(β)- I);&A = ο; 

donc, comme XÀ n'est pas nulle, il viendrait 

1« - I = o, 

et l'unité I(e) ne serait pas différente de l'unité I. 
Je nommerai quaternion entier proprement dit tout quaternion 

entier dont les quatre éléments λ
0

, λ,
2
, λ,

3
, λ

23
 n'ont pas de diviseur 

commun, et quaternion entier impropre tout quaternion entier dont 
les quatre éléments λ#, λ,2, λ,3, λ23 ont un diviseur commun. La 
norme d'un quaternion entier proprement dit ne peut être qu'un 
nombre entier impair ou le double ou le quadruple d'un nombre entier 
impair. Si, en effet, cette norme est paire, il faut que deux des entiers 
λ<Μ λ,,, λ

23
 soient impairs ou que ces quatre entiers soient tous 

impairs; or, dans le premier cas, la norme est un entier de la forme 
4/* H- 2 et, dans le second cas, la norme est un entier de la forme 
8r h- 4. 

Si un quaternion entier, dont la norme est un nombre premier, est 
le produit de deux quaternions entiers, l'un de ces derniers a néces-
sairement pour norme le nombre premier lui-même, tandis que l'autre 
a pour norme l'unité et est, par suite, égal à l'une des huit unités (2). 
On peut ainsi considérer chaque quaternion entier, dont la norme est un 
nombre premier, comme irréductible et dire qu'il est un quaternion 
premier. 

Supposons que l'on nous donne un quaternion entier proprement 
dit À; soit m la norme de ce quaternion; désignons par ρ l'un quel-
conque des facteurs premiers impairs de m et soit pi la puissance à 
laquelle paraît ρ dans m. Comme le quaternion donné est un quater-
nion proprement dit, les quatre nombres entiers λ

0
, λ

12
, λ

η
, λ

23
 ne 

sont pas tous les quatre divisibles par ρ ; on peut donc, quel que soit 
le quaternion entier proprement dit donné À, toujours trouver un 
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quaternion IA dont la norme soit aussi égale à m et dont la partit» 
réelle (le coefficient de l'unité réelle) ne soit pas divisible par ρ ; mais 
alors rien n'empêche de supposer que, déjà dans le quaternion entier 
proprement dit donné, le nombre entier λ

0
 ne soit pas divisible par p. 

Dans cette hypothèse on peut former le système de congruences 

(4) 

λ0 E1 + λ21E2 + λ31E3 = 0, 

λ12E1 + λ0E2 + λ32 E3 = 0, (mod py) 

λ13E1 + λ23E2 + λ0 E3 = 0, 

et montrer que ce système est vérifié par des nombres entiers ξ,, ξ
2

, H
;l 

non divisibles tous trois par p. A cet effet, formons le système des 
mineurs 

<5) 

Χφ -+- X
2a

 , X32 X< 3 λ, s X„ '·, X| J Χ23 X| 3 Xo ' 

X23 X31 ^2) Xoi X0 X31 i Χ<:» X21 X2.1 Xo » 
X21 X32 X31 Xo 1 Χ» ι X12 X32 Xo i Xo X< 2* 

Si les trois sommes de carrés qui paraissent dans l'une des diagonales 
de ce tableau (5) étaient divisibles par p, comme l'on a 

(6) Χ» X|2 K + X23 — '"·? 

les sommes de carrés 

Xla X3Xîa^Xîï» XXt^Xiii 

seraient aussi divisibles par p\ mais alors les nombres entiers 

2XJ, 2λ;
2

, 2λ;
π

, 2X1, 

seraient eux-mêmes divisibles par jo, et, par suite, ρ étant impair, les 
quatre entiers 

λ0, λ12, λ13, λ23 

contiendraient ρ simultanément, ce qui n'est pas. Chaque ligne du 
tableau (5) nous fournit trois entiers ξ,, ξ

2
, lu vérifiant les con-
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gruenccs (4); comme l'une au moins des trois sommes de carrés qui 
paraissent dans le tableau (5) n'est pas divisible par ρ, la ligne dans la-
quelle paraît cette somme de carrés nous fournira trois entiers ξ,, ξ

2
, ξ

3
, 

qui ne seront pas tous trois multiples de p. Si, par exemple, Ajj -+-λ22 
n'est pas divisible par p

f
 on peut prendre à volonté pour ξ

3
 un entier 

quelconque non divisible par ρ et les deux nombres entiers ξ,, ξ
2
 sont 

ensuite déterminés sans ambiguïté, suivant le module jPT, par les deux 
premières congruences (4). On obtient facilement, en désignant par 
ω,, ω

2 les solutions, pour E
3
 = ι, des deux premières congruences (4), 

les relations 

(7) 
I KM — λ

3
, - ~ ω, (XjJ -+- A;

2
) ) 

(mod py), 
' A;,, A, M À;| j A© — - CO j» ( A

e
 —|— λι3) / 

<») ξμ:·Ξ0),ξ,, ξ
2
ϊ=ω,ξ, (mod />*). 

Dans le numéro précédent nous avons déduit des équations (9) une 
équation ( 10); en observant que λ

0
 ne contient pas ρ en facteur, nous 

déduisons, ici de même, des congruences (4) une congruence 

<<)) X
23

 4- xai Sa -H λ,-,ξ,ΞΞΟ (mod ργ). 

Si, outre le système (ξ,, ξ
3

, ξ
3
) que nous venons d'obtenir, un second 

système (ξ1,11, ξί,'1, E
3
") dont les éléments ξ1/' ξ!,", ξ, ' ne sont pas tous 

trois divisibles par ρ, vérifie les congruences (4) et (9), on reconnaît 
facilement, d'après ce qui précède, qu'il existe un entier g, non divi-
sible par p, qui vérifie les congruences 

E(1) = .4,: ξι

3"^Α'ξ, (mod pi). 

l)eu\seniblablessystèinesdeiiombres(?,,?
:
,, 5a)et(5V", S'a"» 5s ))dont 

l'un peut se déduire de l'autre en le multipliant par un nombre non 
divisible par peuvent être appelés équivalents et réunis dans une 
même classe. 

KM ajoutant les congruences (4) respectivement multipliées par 
E1, E2, E3ot remarquant que λ

0
 n'est pas divisible par ρ, on en déduit 

cette nouvelle congruence 

(10) 'Î + 'J + 'J—0 (mod/»*). 
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Ainsi les congruences (4) ci (9) admettent une classe déterminée 
de solutions, laquelle constitue en même temps une clause de solu-
tions de la congruence (10). 

Avec les trois entiers ξ,, ξ2, ξ, formons l'expression 

(>o il -+~ 2 5a 'ηSa— —· 

Alors les premiers membres des équations (4) et (9), respectivement 
multipliés par 1, i,a, fn,f2« et ajoutés ensemble, donneront pour ré-
sultat le produit ΛΞ. Si donc nous convenons de considérer un quater-
nion entier comme congru à zéro suivant un module donné réel lorsque 
chacun de ses coefficients est divisible par ce module, les congruences 
(4) et (9) pourront être condensées dans la congruence unique 

(12) ΛΞΕΞΟ (mod ργ). 

11 est aisé de voir que, si l'on remplace Λ par ΙΑ, la congruence (12) 
est encore vérifiée, de sorte que les huit quaternions représentés par 
l'expression IA appartiennent à la même classe de solutions (ξ,, ξ

2
, ξ

3
) 

de la congruence (10). 
Les quaternions AÎ

12
,ÀÎ

I3
, AÎ

23
 appartiennent à des classes de solu-

tions de la congruence ( ! ) faciles à déterminer. De la congruence (12) 
on déduit, en effet, 

ÀI,
2
(I

2I
SI

I2
)E=O (mod />Y), 

(i2') Αϊ1>(ι3ΙΞί„)=ο (mod pt)> 

A· '23 ( '*32i-'®3s)=:= o (mod/>Y), 
et, comme 

i {'21 û ii 2 = i\ 2^2 'ι Λ ^31 

0^ ) i 2^2 'l 3E3, 
( 1*3 2 ^-*^23 == ζI ^<2^2 '*3^3» 

les classes cherchées sont déterminées par les systèmes 

(.3) 
(?n L· -Îs) pour Αι,ο, 

(ξη -ia, is) pour Ai,
3

, 

(in ia? -is) pour Al„. 
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Ces trois systèmes et le système (ξ,, ξ
2
, ξ

3
) appartiennent à quatre 

classes différentes lorsque aucun des trois nombres entiers ξ
η

 ξ, 
n'est divisible par ρ ; ils n'appartiennent qu'à deux classes différentes 
lorsqu'un de ces trois entiers est divisible par p. 

Pour pouvoir étudier les quaternions proprement dits dont la norme 
est le double d'un nombre impair, il est nécessaire de considérer encore 
les congruences (4) et (9) par rapport au module 2. Nous avons déjà 
fait observer que, lorsque la norme d'un quaternion entier est le double 
d'un nombre impair, deux des entiers λ

β
, λ,

2
, λ,

3
, λ

23
 sont nécessaire-

ment pairs et les deux autres impairs; il en résulte qu'en prenant 
pour I une unité convenable, on peut toujours s'arranger de manière 
que la partie réelle λ

0
 de A soit un nombre impair. Mais alors deux 

des trois sommes de carrés contenues dans le Tableau (5) sont néces-
sairement des nombres impairs et la troisième est un nombre pair; 
supposons, pour fixer les idées, que soit un nombre impair; 
on peut alors choisir pour ξ

3
 un entier quelconque impair et ξ,, sont 

ensuite déterminés sans ambiguïté suivant le module 2. On voit donc 
que les congruences (/4) ne peuvent être vérifiées, suivant le module 2, 
(jue par un seul système de nombres entiers qui ne soient pas pairs 
tous les trois; ce même système vérifie aussi la congruence (9), ainsi 
que la congruence (10), prises toutes deux suivant le module 2. Les 
classes de solutions de la congruence (10) auxquelles appartiennent 
les quaternions entiers Aι,

3
, A*,

3
, AL

3
 sont encore représentées par 

les systèmes («3); mais ces systèmes, pris suivant le module 2, sont 
manifestement équivalents. 

Ainsi, les résultats obtenus sont démontrés pour tout quaternion 
entier proprement dit lorsque le module est égal à une puissance d'1111 
nombre premier impair contenue dans la norme du quaternion entier, 
et, en outre, pour les quaternions entiers proprement dits dont la 
nonne est le double d'un nombre entier impair, lorsque le module est 
égal à 2. 
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V. 

Nombre de classes de solutions de la congruence 

ξ?+£3= 0 (mod ΡΊ)· ' 

Lorsqu'une congruence 

(0 ξ?H- ξ^ + ξ,ΞΟ (modpi) 

est vérifiée par un système d'entiers (ξ
η

 ξ
2

, ξ
3
 ) qui ne soient pas tous 

trois divisibles par le nombre premier impair />, nous dirons que ce 
système est une solution proprement dite de la congruence (1). 

Nous avons démontré que la congruence (1) avait «au moins une 
solution proprement dite lorsque le module pi de cette congruence est 
un facteur de la norme m d'un quaternion entier proprement dit. Nous 
allons maintenant étudier cette congruence ( 1 ) sans y associer aucune 
supposition particulière et déterminer le nombre de classes de ses 
solutions proprement dites. 

Soit d'abord γ = \. Nous commencerons par considérer les solutions 
pour lesquelles ξ

3
 n'est pas divisible par p. Pour ξ

3
 = ι, nous pouvons 

écrire au lieu de (1), en tenant compte de la définition de ω, et ω, 
donnée dans le numéro précédent, la congruence 

(2) ω*-h ω*-h ι ΞΞΞ ο (modρ). 

L'étude de cette congruence se ramène, comme je le montrerai tout 
à l'heure, à celle de la congruence 

ο) 1 -h a7= b1 (modρ). 

Cette dernière peut se mettre sous la forme 

(4) 1 ~(b — a)(b -+- a) (mod ρ). 

En posant 

(5) b — a = r, b-\-a = s, 
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on peul la remplacer par la congruence 

(G) ι = rs (mod p), 

à laquelle il faut joindre, puisque a et b sont des nombres entiers, la 
congruence 

(6') r==s (mod 2). 

La congruence (G) montre que le nombre entier r ne peut être divi-
sible par p\ prenons pour /· successivement les (ρ — i) restes incon-
grus suivant le module ρ, en excluant le reste ο ; pour chacune de ces 
(ρ — ι) valeurs de /· déterminons la valeur correspondante de d'après 
la congruence (G), à un multiple de ρ près, et fixons ce multiple de 
manière à vérifier la congruence (6'); nous obtiendrons ainsi (/>—') 
paires de nombres entiers (/·, s) qui représenteront toutes les solutions 
des congruences (G) ct(fi'); nous en tirerons (ρ — i) paires de nom-
bres entiers (a, b) à l'aide des relations 

(7) b = r+s, a = r — s, 

et ces (ρ — i) paires de nombres entiers (et, b) représenteront toutes 
les solutions de la congruence (3). Ainsi la congruence ( 3) est toujours 
possible et a toujours (p — i) solutions. 

Pour passer de la congruence (3) à la congruence (2), nous allons 
distinguer le cas ou l'on a p==i(mod4), du cas où l'on a ρ— 3 
(mod 4). 

Si l'on a />ΞΞ= i(mod4), (— 0 est résidu quadratique de p: il existe 
donc un nombre entier S vérifiant la congruence 

(«) o2~— ι (modjo); 

mais alors, pour chaque solution (ω,,ω
2
) de la congruence (2), la 

congruence 

(9) 14-ω* — δ2ω*=ο (mod/?) 
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a lieu; cette dernière congruence montre que les nombres entiers 

(10) α = ω,, ίι = δω
2
 (mod/)) 

vérifient la congruence (3). Inversement, à chaque solution (a, b) de 
la congruence (3) correspond une paire d'entiers (ω,, ω

2
), déterminés 

par les congruences (10), qui vérifient la congruence (2). Donc la 
congruence (2) a (ρ — 1) solutions. 

Si l'on a p = 3(mod4)> le nombre (— 1) est non-résidu quadra-
tique de p; il est donc impossible que parmi les solutions de la con-
gruence (3) il y ait des systèmes (a, b) pour lesquels le nombre entier b 
soit divisible par ρ ; il y a par contre deux solutions de la con-
gruence (3), (ΑΞΟ, ι), pour lesquelles a est divisible par _p; en 
mettant ces deux solutions à part, il reste (ρ — 3) solutions (a, b) de 
la congruence (3) pour lesquelles aucun des deux nombres entiers 

η et b n'est divisible par p. Ces (ρ — 3) solutions se partagent en f) ~3 

groupes contenant chacun quatre solutions correspondantes (=b α, ± b)\ 

chacun de ces groupes représente un des cas où l'un des^ 1 résidus 

quadratiques de p, augmenté d'une unité, est de nouveau égal à un 

résidu quadratique de ρ; et, par ccs^ ̂  groupes, il est tenu compte 

de tous les cas dont nous parlons. Il y a donc exactementp ~ résidus 

quadratiques de joqui, augmentés d'une unité, sont de nouveau résidus 
quadratiques de p. Si l'on augmente d'une unité l'un des autres 
résidus quadratiques de ρ, on obtient un nombre entier qui n'est ni 
divisible par p, ni résidu quadratique de ρ et est donc nécessairement 
non-résidu quadratique de p. Comme chaque résidu quadratique de ρ 
est congru, suivant le module />, au carré d'un entier c, et, dans le cas 
qui nous occupe, chaque non-résidu quadratique au carré d'un entière? 
pris avec le signe moins; comme, de plus, les entiers cet dpeuvent 
être remplacés par (— c) et (— c?), on voit que chacun des p ^ 1 résidus 

quadratiques dont nous avons parlé en dernier lieu donne quatre solu-
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tions de la congruence 

(") ι H- G,2=— d* (mod/?), 

qui est identique à la congruence (2). Donc la congruence (2) a (ρ H- 1 ) 

solutions. 
Les deux cas que nous avons distingués nous amènent ainsi à des 

résultats différents. Suivant que l'on a p== 1 ou /> = 3 (mod4)> 1» 
congruence ( 2) a (p — 1) ou (p -f 1) solutions. Cette différence appa-
raît également dans la marche suivie par M. Hermitc (comparez le 
Mémoire cité dans l'introduction). Mais nous allons montrer que cette 
différence s'évanouit lorsqu'on détermine le nombre de classes de solu-
tions proprement dites de la congruence proposée. 

Dans le cas où l'on a ρ = 1 (mod 4), la congruence 

( 12) Sï 5a -H =0 (mod p) 

peut être vérifiée en prenant pour ξ
3
 un entier divisible par p ; mais 

alors ni ξ, ni ξ
2
 ne peuvent être divisibles par ρ, sans quoi nous n'au-

rions plus de solution proprement dite. Pour ξ
3
Ξ=ο (modp) la con-

gruence (12) se réduit à 

(12') ξΪ-τξ^Ξο (mod ρ)·, 

comme ξ, et ξ
2
 ne sont pas divisibles par p

y
 cette congruence a deux 

classes de solutions proprement dites (comparez § II). Ces deux 
classes, jointes aux (p — 1) classes pour lesquelles ξ3 n'est pas divisible 
par/?, donnent (p -+- 1) classes de solutions proprement dites de la con-
gruence (12). 

Dans le cas où l'on a p~3 (mod 4), il est, au contraire, impossible 
que ξ

3
 soit divisible par/?; en effet, la congruence (12') ne peut être 

résolue, dans ce cas, que si l'on a à la fois ξ, ~ ο, ξ
2
 == ο (modρ) ; l'hy-

pothèse Ϊ,ΞΟ (mod p) ne nous donne donc aucune solution propre-
ment dite de la congruence (12). Aucune classe de solutions ne 
s'ajoute ainsi aux (/? -f- 1) classes pour lesquelles ξ, n'est pas divisible 
par p. 
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Enfin, si Ton forme une congruence semblable à la congruence (12), 
mais prise suivant le module 2, 

(I3) 5Ï-+-5Ï H-Ç;=o (mod 2), 

on voit immédiatement que cette congruence n'a que trois solutions 
proprement dites; ce sont les solutions 

(i4) 

ξ,ΞΞΞΟ, ζ,ΞΞΞ I, ξ,ΞΕΕ I 1 

ξ,==ι, ξ
2

ΞΞΞ0, r J (mod 2). 

ξ,ΞΞΞΙ, ξ
2

ΞΞ I, ξ
3
=0 | 

On a donc démontré dans toute sa généralité le théorème : 

Le nombre de solutions proprement dites de la congruence 
ξ'ί H- -4-1*3^ ο, prise suivant un module premier quelconque ρ, est 
toujours égal à ( ρ -f-1). 

L'absence d'exception à ce théorème est, si je ne m'abuse, un carac-
tère spécifique de la congruence (12). Comme chaque classe de solu-
tions proprement dites comprend (ρ — 1) solutions incongrues suivant 
le module ρ, le nombre de toutes les solutions incongrues proprement 
dites est égal à (pi— 1); en y ajoutant l'unique solution impropre 
(ξ, E= ο, ο, ξ,— ο) (mod ρ), on voit que le nombre total des so-
lutions de la congruence (12) est égal au carré pi du module pre-
mier ρ de celte congruence. 

Connaissant le nombre de classes de solutions proprement dites de 
la congruence (12), nous allons chercher à déterminer par induction 
le nombre de classes de solutions proprement dites de la congruence (1), 
où le module est (γ > i). 

Supposons, à cet effet, que nous connaissions un système de solu-
tions proprement dites (ξ,, ξ

2
, ξ

3
) de la congruence 

ξ; -H ξ
2
 + ξ" ξ ο ( mod ρΐ~* ) ; 

nous pouvons alors déterminer trois nombres entiers t
2
, t

9
 de ma-
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nière que la somme des carrés des trois expressions 

ξι-Μι/>γ~', $2-+- hp<-*, Is + hpi-' 

soit divisible par pL En effet, comme γ =2, on a 2(7 — ι)>γ; les 
termes contenant ρ2(γ~° sont donc nécessairement divisibles par ρΊ ; en 
tenant compte de celte observation, on voit que la somme des carrés 
des trois expressions précédentes est ou n'est pas divisible par ργ, sui-
vant que l'expression 

(I5) Μ±=$+2(ξ,ζ,+ξΛ + ξ,',) 

est ou n'est pas divisible par ρ. Mais nous avons déjà observé que, 
dans un système de solutions proprement dites, un seul des trois en-
tiers ξ,, ξ

2
, ξ

3
 pouvait être divisible par p\ supposons, pour fixer les 

idées, que ξ, et ξ2 ne le soient pas. On peut assigner à t.2 une valeur 
fixe arbitraire et donner successivement à 13 toute la série des valeurs 
incongrues suivant le module p. Les valeurs correspondantes de 
/, (modρ) seront déterminées sans ambiguïté par la condition que l'ex-
pression (i5) soit divisible par p. [On pourrait, au contraire, déter-
miner de telle sorte que (i5) ne fût pas divisible par ρ, auquel cas 
la somme de trois carrés ne serait pas divisible par ργ. Cette remarque 
nous servira plus tard.] 

Les ρ solutions proprement dites (pour le module ρΊ) déduites de la 
solution (ξ,, ξ

2
, ^

3
)pour une même valeur de t

3
 et des valeurs diffé-

rentes de /
3
 appartiennent évidemment à des classes différentes. On 

voit donc que le nombre de classes de solutions proprement dites de 
la congruence 

ξΪ + ξ, + ξ,ΞΞΟ (mod/Λ) 

est exactement ρ fois plus grand que le nombre de classes de solutions 
proprement dites de la congruence 

ξ;+ξ;+ξ;=ο (mod ργ_1). 

Il est donc égal à ργ-< (ρ -h 1). 
Il se présente une exception pour le passage du nombre premier 2 à 
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son carré 4· Pour que la congruence 

(16) ξ; + ξί + ξΪ=ο (mod 4) 

ait un système de solutions proprement dites (ξ,, ξ.,, ξ,), il faut que 
l'un des trois nombres entiers ξη ξ3, ξ3

 soit pair et que les deux autres 
soient impairs; mais alors la somme des carrés de ces trois nombres 
est de la forme 4'* + 2 et ne peut donc pas être divisible par 4· La 
congruence {16) n'a donc aucun système de solutions proprement 
dites. 

\1. 

PROBLÈME. — Trouver tous les quaternions entiers dont la norme 
soit égale à un nombre entier donné. 

Ce qui précède nous permel d'aborder le problème fondamental de 
la théorie des quaternions entiers. Un nombre entier w, impair ou 
double ou quadruple d'un nombre impair, étant donné, trouver tous 
les quaternions entiers proprement dits dont la norme soit égale au 
nombre m et représenter, de toutes les manières possibles, chacun de 
ces quaternions comme produit de quaternions premiers. 

Considérons d'abord le cas particulier où le nombre entier donné 
est un nombre premier impair p. Soit alors (ξ,, ξ

3
) un système 

représentant une classe déterminée de solutions de la congruence 

(0 E2 + E2 + Sâ=<> (mod ρ). 

Je vais démontrer qu'il existe un quaternion entier proprement dit dont 
la norme est égale à ρ et qui appartient à la classe déterminée par le 
système (ξ,, ξ

2
, ξ

3
). A cet cfict, déterminons les quatre entiers τρ

0
, 

τρ,
2

, τρ
η

, τρ
23

 numériquement plus petits que ~ qui vérifient les con-
gruences 

2) τρβ==ξ,, τρ
12

— ξ
2

, τρ
13
~ξ

3
, τρ

2
,~ο (inodjy); 

soit τ le plus grand commun diviseur de ces quatre entiers; τ ne peut 
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être divisible par p. Posons ensuite 

O) Po *+- 'iapu 'upia iitpat — P, 

(ί) ϊι ■+■ f"iaïa -+- 'ia5a =E,; 

comme τ et ρ sont premiers entre eux, le système des congruences (4) 
et (9) du § IV, qui est condensé dans la congruence (12) du même 
paragraphe, est vérifié pour les valeurs 

po— λ
β

, ρ, 2 — λ, 2, ρ,
 3

— λ| 3, ΡJa— ^>23· 

Nous avons donc ici la congruence 

(>) ΡΞ ~ ο (mod ρ). 

lia norme du quaternion Ρ est égale à la somme de quatre carrés, 

chacun plus petit que γ; elle est donc plus petite que ρ* ; comme elle 
est divisible par/?, nous pouvons d'ailleurs écrire 

<6> x(P )=pt, 

et t est alors nécessairement plus petit que p. Si t est égal à l'unité, le 
problème est résolu par le quaternion Ρ lui-même. Si t est different de 
l'unité, nous déterminerons quatre nombres entiers φ

0
, <p,

2
, φ,,, <p

23
, 

numériquement inférieurs ou au plus égaux à ^ et vérifiant les con-
gruences 

(7) γθ= pOJ 9l 2 P 13) Pu pu? ^23= p23 (mod t). 

11 est facile de s'assurer que les quatre nombres entiers φ
β
, <p,

2
, φ

13
, 

γ
23

, ainsi obtenus, ne peuvent être tous les quatre numériquement 
égaux lorsque t est différent de 2, cela résulte simplement de ce 
que les quatre entiers p

ft
, p

12
, p,„ p

28
, auxquels <p

0
, <p

12
, <p,„ <p

2s sont 
congrus, n'ont, par définition, aucun diviseur commun; lorsque t est 
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égal à 2, on aurait 

?.= '» p,.= <, pi» — 1) P«-:i (moil 2), 

et, par suite, 
i&(P)==4 (m°d 8)> 

contrairement à l'égalité (6) qui, pour t = 2, est X (P) = 2/>. La 
norme DC (Φ) du quaternion 

(8) Φ = φ,+ 'ufu+ »i.?u +i23Q23 

est donc plus petite que P, et, comme elle est divisible par /, 011 a, en 
posant 

(9) Λ(φ) = //<·>, 

l'inégalité l{t) <£ t. 
Si l'on multiplie le quaternion Φ', conjugue de Φ, par le quater-

nion Ρ, on obtient un nouveau quaternion dont les quatre éléments 
réels sont divisibles par comme il est facile de s'en assurer. Outre /, 
ces quatre cléments réels peuvent encore avoir un autre facteur com-
mun; soit z{i)t leur plus grand commun diviseur; posons alors 

(10) ΦΦ = τ"ΐ<(ρ·,"+ ï,,?',',' + i,,?',1; H- ι»?1».'). 
(11) P<" = ρ'," -t- I,,?'," + Ι,.ρ'ϋ + htf» ; 

P',) sera un quaternion entier proprement dit. Ο11 a, d après (6 ) 
nt (9)1 

χ(Φ'Ρ) = pl't{']·, 

comme t et tli) sont plus petits que JD, cette norme ne peut être divisible 
par/)*; or, d'après (10) et (11), on a aussi 

^(Φ'Ρ) = (ΤΜ))2Ρ^(Ρ:,)); 

donc τ(ι) ne peut ctre divisible par p. 
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On peut déduire facilement de la congruence (5), la congruence 

Γ12) Φ'ΡΞΞΞΞΟ (mod/?), 

on n'effectuant que des additions et des multiplications par des nom-
bres entiers réels, opérations qui sont identiques dans le calcul des qua-
ternions et dans le calcul ordinaire. Les relations (ίο) et (11) don-
nent 

Φ'Ρ = τ(,)/Ρ,); 

la congruence (12) peut donc s'écrire 

Τ(ι!/1)(,,ΞΞΟ (mod/)) 

"ou encore, comme les nombres entiers τ(<) et t ne sont pas divisibles 
par/?, 

(i3) Ρ^ΞΞΞΞΟ (mod ρ). 

De l'égalité 
Λ(Φ'Ρ) = Ρ l(i)p = P(T<'Oa^(P(,;) 

on déduit d'ailleurs, comme τ(,) et ρ sont premiers entre eux, que t'i] 

est divisible par (τ'11)1, et l'on a 

(14) Χ(Ρ(") = ΡρΙη;· 

Au lieu des relations (5) et (6), nous avons donc deux relations (13) 
et ( i4) dans lesquelles le quaternion entier proprement dit P;,) et le 
nombre entier remplacent le quaternion proprement dit Ρ et 

le nombre entier /; ona d'ailleurs manifestement l'inégalité </. 
Rien n'empêche de répéter le même raisonnement et de former suc-

cessivement des quaternions P(a), P 3),..., vérifiant les relations (5) 
ot (6), comme Ρ et P(,), et ayant dans l'équation (C) un coefficient 
entier de ρ de plus en plus petit, jusqu'à ce que ce coefficient entier 
poit égal à l'unité. Nous arrivons ainsi à former un quaternion entier 
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proprement dit, 
P(s) = P(s) + i12p(s) + i12q13 + i23q23 

vérifiant les relations 

(.5) Ρ'ΞΞΞΞΟ (mod JO), 

(.6) Λ(Ι>:«) = p. 

Le problème posé est donc résolu pour tout nombre premier im-
pair p. Le quaternion P(,) est un quaternion premier qui appartient à 
la classe donnée de solutions delà congruence ÏJ -l· Çj 4- ÇJ=o (mod ρ). 
Les huit quaternions premiers IP(,) appartiennent à la même classe de 
solutions; nous choisirons arbitrairement Tun de ces huit quaternions 
et nous nous en servirons dans les calculs suivants. Nous aurons alors, 
par le procédé indiqué, ρ 4-1 quaternions premiers dont la norme 
est /?, appartenant chacun à Tune des ρ -h ι classes de solutions de 
la congruence ξ* 4- ξ* -h Sj^=o (modρ). 

A chaque quaternion premier Ρ, dont la norme est un nombre pre-
mier impair, correspond un quaternion conjugué Iv qui a même norme 
que Ρ et est donc aussi un quaternion premier. Nous allons démon-
trer que les deux quaternions conjugues Ρ cl P' ne peuvent appartenir 
à la même classe de solu lions de la congruence ξ J 4- Ç 4- == ο ( inod ρ ). 
Pour cela, formons, en suivant la méthode indiquée dans le § IV et 
remplaçant la lettre λ par la lettre p, deux systèmes (ξ,, H

2
, ξ

:
,) et 

(ξ(,η, ξ"1, ξ,") auxquels correspondent respectivement les quaternions P 
et P'. Nous pouvons supposer que p

0
 et p;; 4- p'J

i2
, par exemple, ne soient 

pas divisibles par p et choisir alors pour ξ
3
, comme pour ξ',11, un entier 

quelconque non divisible par/?; nous prendrons 

E3 = E(1) = p2 + p22; 
nous aurons alors 

$1 — pu p32 pstpoî ia — pjipia pjapoi 
£1" = P12P23 Ρ13 P09 i' .= pl3p2l p23pO· 

Si les deux systèmes (ξ,, ξ
2

, ξ,) et (ξ1,", ξί,", ζ,') étaient équivalents, 
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il faudrait, comme ξ, et ξ*," sont égaux et ne sont pas divisibles par p

1 

que l'on eût 

ξ'"-ξ,Ξ=2ρ„ρ,==ο, ς'^-ξ,,Ξί,ο,,ρ,,Ξο (mod/)); 

il viendrait donc 
pji=°i ?M = o (mod ρ) 

ol, ]).ir suite, comme p; + pj, + ?ï. + ?'. = P> 

?'i+pL = ° (mod ρ), 

contrairement à l'hypothèse. Les deux quaternions premiers con-
jugués Ρ et P' appartiennent donc nécessairement à des classes diffé-
rentes. 

Si le nombre premier donné est le nombre 2, on a à vérifier l'é-
quation 

(•7) λ2+ A + H- ^23 — 2. 

Pour cela, il faut et il suffit que deux des quatre carrés qui parais-
sent dans cette équation soient égaux à l'unité, et que les deux autres 
soient nuls. Les vingt-quatre quaternions premiers, dont les éléments 
vérifient celte condition, se repartissent entre les trois classes (i_V)de 
solutions proprement dites de la congruence (i3) du § Y. I représen-
tant l'une quelconque des huit unités, les quaternions 

( I(i -H î2s) appartiennent à la classe ξ,=ο, ξ
2
= L £»=== 1 ) 

(18) <I(i4-i„) » £«== i, ?
2
=o, ξ,ΕΞΞ ι > (mod 2). 

I(I+i12) » E1 = I, E2 = 1, E3 =0 

Deux quaternions conjugués appartiennent ici à la même classe, 
comme on s'en assure facilement. 

Afin de pouvoir passer du cas où le nombre donné est premier au 
cas où il est composé, il nous faut établir les conditions nécessaires 
et suffisantes pour qu'un produit de deux quaternions proprement 
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dits M et Λ soit divisible par une puissance déterminée pt d'un nombre 
premier impair p. 

De la congruence 

<'!)) ΜΛ==ο (mod pi), 

on déduiL les congruences 

( 20) 
M'MA = x(M)A ~ο (mod pi), 
ΜΑΑ' = Mj&(A) = o (mod pi) 

ou, comme A et M sont des quaternions proprement dits, 

x(M)~o, x(À) = o (mod/>Y). 

Soient ρla plus haute puissance de ρ qui divise le nombre 
entier x(A), et pt+m la plus haute puissance de ρ qui divise le nombre 
entier x(M). Le quaternion À' appartient alors à une classe de solu-
tions de la congruence +· -h ΞΞΞΟ (modp^) ; soit (ξ/1, ξ'

2
", ξ, ') 

un système représentant cette classe. Le quaternion M appartient à 
une classe de solutions de la congruence -1- ξ| -t- == ο (mod />γ+'"}; 
soit (η,, η,, η

3
) un système représentant cette classe. Si nous posons 

(21) E(1) + i12E(1) + i13E(1) = E(1), 

(22) η. *12*12 "+* '«3*is — 11) 

nous aurons alors 

(23) Α'Ξ(,)==ο (mod/>Y+'), 

(^4) MH = 0 (mod pt+t" ). 

Comme, d'après (19), on a 

MA-ΞΟ (mod PT), 

il vient aussi, en prenant, au lieu du quaternion MA, son conju-
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gué À'M\ 

(2.5) Α'Μ'ΞΟ (mod/»1). 

On en déduit, en tenant compte de la congruence (2I), 

Α'Μ'ΜΗΞΟ (mod/>î1f4"m) ; 

niais, par hypothèse, pf+m est la plus haute puissance de ρ contenue 
dans la norme M'M; on a donc, en supprimant ce facteur, une nou-
velle congruence 

(2(i) A'H==o (mod/?Y), 

qui mon Ire que le quaternion A' appartient à la classe représentée 
par (η,, rj

a
, η

#
). 

Pour que le produit de deux quaternions proprement dits M et À 
soit divisible parpi, il faut donc que les normes de chacun de ces qua-
ternions soient divisibles par pi, et que les deux quaternions M et A' 
appartiennent à une même classe de solutions de la congruence 

ÇÏ-KÇ;H-Ç; = O (mod pt). 

( les conditions nécessaires sont aussi suffisantes, car de la congruence 
(26) on déduit la congruence 

(27) ΙΓΛ = ο (mod/)1). 

qui, combinée à la congruence (2^), donne une nouvelle congruence 

(28) M II Η'Λ = o ( mod p^¥m) ; 

mais il résulte immédiatement d'une observation faite dans le § V, à 
propos du choix des entiers t

%}
 pour lesquels la congruence (i5) 

n'est pas vérifiée, que l'on peut toujours choisir Η„ Η
2

, TJ, de manière 
que la norme ΗΙΓ ne soit pas divisible par une puissance de ρ supé-
rieure à pi+'n\ en divisant par J&(H), la congruence (28) devient 
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donc 
ΜΛ==ο (mod />γ), 

qui n'est autre que la congruence (19). 
Un raisonnement semblable nous amène à reconnaître qu'un produit 

de deux quaternions proprement dits, M et À, ne peut être divisible 
par le nombre 2 que si la norme de chacun des deux facteurs est paire. 
En nous bornant, ce qui suffit pour l'objet que nous avons en vue, au 
cas où les deux normes x(M) et 3t>(A) sont chacune le double d'un 
nombre impair, on verrait qu'il faut, en outre, que les deux quater-
nions M et À appartiennent à la même classe de solutions de la con-
gruence ξ'; -h H- ÏJ = o (mod 2). Ces conditions nécessaires sont 
aussi suffisantes. 

Ceci posé, passons au cas où le nombre entier donné est égal au 
carré ρ* d'un nombre impair p. Nous avons vu, dans le § V, que les 
quaternions proprement dits dont la norme est égale à ρa peuvent 
appartenir à p(p -h 1) classes de solutions de la congruence 

ξ;-+-ξ;-+-ξ;ΞΞ0 (mod^). 

Nous allons montrer que, pour tout nombre premier />, à chacune de 
ces p(p -ι- 1) classes appartiennent cifectiveinent des quaternions pro-
prement dits dont la norme est égale à ρ2. 

A une classe quelconque de solutions de la congruence 

ίΐ ■+■ *1 ■+■ îî = 0 ( mocl Ρ) 

appartient un quaternion P. Le quaternion Ρ' appartient à une autre 
classe qui diffère nécessairement de la première, comme nous l'avons 
remarqué. Considérons les ρ quaternions dont la norme est égale à ρ 
et qui appartiennent aux ρ classes de solutions qui restent après la 
suppression de celle à laquelle appartient P\ Soit θ l'un quelconque 
de ces ρ quaternions; le produit 

(29) ΘΡ 

est alors, d'après le lemme démontré, un quaternion proprement dit. 
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Si Ton remplace Ρ successivement par ρ 4-1 quaternions Ρ(β) apparte-
nant aux ρ -h ι classes possibles et si, pour chaque quaternion Ρ(β), on 
remplace successivement θ par les ρ quaternions qu'il représente, 
on obtient />(/?-+- i) quaternions proprement dits 0(ί,Ρ(Λ). Supposons 
que deux de ces quaternions, 0<6>pw et ΘΡ par exemple, appartiennent 
à la même classe de solutions (ζ,, ζ

2
, ζ

3
) de la congruence 

ξ î + l\ + % ΞΞ- ο ( mod jο3 ) ; 

on aurait alors, en posant 

(3o) Ζ — ζ| H- ii2^i + i13E3, 

deux congruences 

Πι) 0PZr—ο (mod/?2), 0(i)Po)Zr^=o (mod/?2). 

De la première, on déduit la relation 

Ζ'Ρ'Θ'—-o (mod jd2); 

mais la seconde, multipliée par cette relation, donne 

0;*) Ρ^ΖΖ'Ρ'Θ'Γ^ο (mod/?4), 

et, comme on peut choisir les ζ de telle sorte que la norme ZZ', qui est 
divisible par /?2, ne soit pas divisible par une puissance supérieure de />, 
il vient, en divisant par x(Z), 

(.32 ) 0i*)p(«>P'0'r-3O (mod /?2). 

En multipliant cette congruence par 0, on aurait donc, comme 
0' 0 = />, la congruence 

0(ft)P(a,P'z^o (mod/?). 

Mais alors, d'après le lemme, les deux quaternions 0(i)P(a)et Ρ appar-
tiennent nécessairement à la môme classe de solutions de la congruence 

^-+-^-+-£3=0 (mod/?). 
J our η. de Math. (4e série), tome II. — Faso. IV, 1886. 55 
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On déduit de même des équations (3i) que les deux quaternions ΘΡ 
et P(<0 appartiennent à la même classe de solutions de la congruence 
précédente. Mais, par hypothèse, les deux quaternions ΘΡ et 0(é)P(a) 
appartiennent à la même classe de solutions de la congruence 

E2 + E2 + E2 =ο (modρ'); 

à plus forte raison appartiennent-ils à la même classe de solutions de la 
congruence H- \\ -+- (mod ρ). Donc les deux quaternions Ρ 
et Ρ(α) appartiennent à la même classe de solutions de la dernière con-
gruence, ce qui revient à dire que Ρ et P(a) sont identiques. L'éga-
lité Ρ(Λ)Ρ' = PP'=ρ montre ensuite que la congruence (32) se réduit à 

θ(Α)θ'^ο (modja); 

il en résulte que les deux quaternions 0(A) et θ appartiennent à la 
même classe de solutions de la congruence ijj -+- ξ| H- == ο (mod /)), 
et sont, par suite, identiques, Nous arrivons ainsi à conclure que les 
deux quaternions 0(^pw et ΘΡ sont identiques. Il est donc impossible 
que deux des p(p -t-i) quaternions proprement dits 0(6φ(α) appar-
tiennent à la même classe de solutions prises suivant le module ρ2. 

Le même procédé qui vient de nous permettre de passer du cas où 
le nombre entier donné est égal à ρ au cas où il est égal à ρ2, nous 
permet de passer du cas où il est égal à ρ3 au cas où il est égal à p\ 
et ainsi de suite jusqu'à une puissance quelconque /)γ de p. Nous mul-
tiplierons chaque fois, de droite à gauche, les expressions analogues 
à (29) par un nouveau quaternion, à norme égale à ρ, appartenant 
successivement à ρ des ρ -h 1 classes de solutions de la congruence 

E2+ + (mod ̂ J); 

la classe à exclure est chaque fois celle à laquelle appartient le conjugué 
du facteur voisin de droite, comme c'était le cas dans les expressions 
(29). Nous obtiendrons ainsi, pour chacune des ■+■ 1) classes 
possibles de solutions de la congruence ζ] -h Sj -h ΞΞ Ο (mod/)γ), un 
quaternion appartenant à cette classe. 

En considérant le produit de deux quelconques des quaternions 
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premiers donl la norme est égale à 2, quaternions que nous avons 
formés plus haut (18), on reconnaîtra qu'il est égal à un quaternion 
proprement dit ou à un quaternion impropre suivant que les deux 
quaternions premiers appartiennent à des classes de solutions diffé-
rentes ou à la même classe. Ce fait est d'accord avec celui que nous 
avons déjà mentionné, que les quaternions conjugués appartiennent ici 
à la même classe de solutions de la congruence 

5Î + 5J+ 55"--ο (mod 2). 

Les quaternions proprement dits, dont la norme est égale à 4> sont, 
comme chaque unité peut être prise positive ou négative, au nombre 
de ι G, et se répartissent, d'après les notations précédemment employées, 
en deux groupes 

(34) I(l 4" **23+ -h î | 2 ), I(l 4" hi ■+" *1» +i21), 

1 désignant, comme précédemment, une unité quelconque. On peut 
obtenir les quantités entre parenthèses, paraissant dans ces quater-
nions (34), à l'aide des quaternions dont la norme est égale à 2, de 
plusieurs manières, comme le montrent les relations suivantes : 

(I + i23)(I + i31) = (I + i31)(I + i12) 

= (I + i12)(I + i23) = I + i23 + i31 + i12, 
(35) 

J (ΐ4-ΐ15)(ΐ 4- I32 ) — (l 4- ht )(l 4- / ,
s
) 

= (I + i32)(I + i21) = I + i32 + i13 + i21. 

Je passe enfin au cas où le nombre entier donné m est un nombre 
composé. Pour représenter tous les quaternions entiers proprement 
dits dont la norme est m, nous commencerons par décomposer m en 
ses facteurs premiers; soient m = ..., jo, ... étant les fac-
teurs premiers impairs contenus dans m; d'après le § IV, σ est alors 
nécessairement l'un des nombres 1, 2, 4· Nous formerons ensuite pour 
chacune desρΊ~*(ρ 4- ι) classes de solutions de la congruence 

E1 + E2 + E2 = (mod py), 
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un quaternion Λ(β) appartenant à cette classe; pour chacune des 
q*~\q H- ï) classes de solutions de la congruence 

E1 + E2 + E2 = (mod qe), 

un quaternion M(i) appartenant à cette classe, etc., et nous multiplie-
rons de droite à gauche ces quaternions Λ(α), M(6), ... ; le produit 

(36) M(a, b,...) = ....M(b)A(a) 

représentera alors ρΊ~*(ρ -l· ι)^δ_<(^ 1)... quaternions. Nous mul-
tiplierons enfin chaque quaternion Ω{β·*····), à gauche, successivemeiil 
par chacune des huit unites I, quand σ = ι ; par chacun des vingt-quatre 
quaternions proprement dits (18) dont la norme est égale à 2, quand 
7 = 2; par chacun des seize quaternions proprement dits (34) dont la 
norme est égale à 4? quand σ = 4· Nous obtiendrons ainsi, pour 
7 = 1,2,4, un nombre de quaternions dont la nonne est égale à m. 
respectivement égal à 

(37) 

8 pt-'(p + i)qt-'{q+ i)..., 

8.3pT'(p + i)fii~'(<I+ ')···» 
8.2/>*"'(/> + c)gr®-· (q + 1) — 

Je vais démontrer que ces quaternions représentent tous les quater-
nions proprement dits, dont la norme est égale à m, chacun pris une 
seule fois. 

En effet, ces quaternions sont d'abord des quaternions proprement 
dits; car les normes des quaternions proprement dits Λ(α), M(6), ... 
sont des puissances de nombres premiers impairs différents. Ces qua-
ternions proprement dits appartiennent, de plus, à des classes de solu-
tions de la congruence -+- ξ* -h ξ=ο qui ne sont pas les mêmes pour 
tous les modules py, ç8,...; car, si deux quaternions, ... Μ(4)Α(Λ) cl 
... MA par exemple, appartenaient à une même classe représentée par 
(ζ,, ζ

2
, ζ

3
), nous aurions, en formant comme plus haut l'expression (3o) 

Ζ = ζ, -+" ^3^3) 
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les deux congruences 

(38) ...ΜΑΖΞΞΞΟ (mod/?Y); ... M(A,À(FL)
Z=^o (modρ*); 

nous aurions donc 
Ζ'Α'Μ'.,.ΞΟ (modjΡΓ), 

puis 
... M^A^ZZ'A'M'.. .Ξ=Ο (mod/)2Y) 

et, comme on peut faire en sorte que le nombre réel ZZ', divisible 
par JDy, ne soit divisible par aucune puissance de ρ supérieure à />γ, il 
viendrait, en divisant par N(Z), 

... M(*!
 A

(Û)
 A' M'... - 7= ο ( mod ). 

En multipliant, à droite, par les quaternions conjugués aux quater-
nions ... M', et en divisant par les normes ... 3t.(M) qui sont des nom-
bres premiers à p, on obtient la congruence 

... Μ(ό) A.{a] Λ ' ΕΞ ο ( mod pi ) ; 

en multipliant ensuite, à gauche, par les quaternions conjugués aux 
quaternions ... MA), et en divisant par les normes... x(M(6)) qui 
sont premières à on obtient la congruence 

A(RT) Α'ΞΞΟ ( mod pi ), 

de laquelle on conclut que les deux quaternions Α(Α) et A appartiennent 
à la même classe de solutions de la congruence 

ξ; 4- Il-h ξί;~ο (modpi). 

On démontre ensuite, de même, que si les congruences (38), prises 
suivant le module sont vérifiées, les deux quaternions Μ:Λ) et M 
appartiennent à la même classe de solutions de la congruence 

E2+ (mod?8), 
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et Ton continue ainsi jusqu'à ce que l'on ait épuisé tous les facteurs 
premiers contenus dans m. Deux quelconques des quaternions obtenus, 
dont le nombre est indiqué par les équations (37), ne peuvent donc 
appartenir à la même classe de solutions de la congruence 

Ïî + S + Çso, 

prise suivant tous les modules />γ,.... 
Enfin, tout quaternion proprement dit A dont la norme est égale à 

opyqe... est contenu dans le système de quaternions que nous avons 
formé. En effet, comme par rapport à chacun des entiers />T, y8, ..., 
pris comme module, A appartient à une classe déterminée de solu-
tions de la congruence 

E2 + E2 + E2 = 0, 

on peut choisir, parmi les quaternions représentés par l'équation (36), 
un quaternion Ω appartenant, pour chacun des modules ργ, ^δ,... à la 
même classe que A. Si alors on multiplie A par le quaternion Ω', con-
jugué de Ω, on obtient un quaternion A Ω' qui, d'après le lemme, est 
divisible par chacun des facteurs p^

1
 y8,..., et, par suite, est divisible 

par le produit p* Gomme χ(Ω') est un nombre impair, le qua-
ternion A Ω'ne peut d'ailleurs jamais être divisible par 2, que asoil 
égal à 1, 2 ou 4· De l'équation 

χ(ΑΩ') = σρ*ΐρ*6... 
nous tirons 

M(pyqe...) = o. 

Pour σ = ι, la norme du quaternion entier proprement dit — 

est donc égale à l'unité ; ce quaternion entier est, par suite, égal à l'une 
des huit unités I. Pour σ = 2, le quaternion entier proprement dit 

pyqe... est égal à l'un des vingt-quatre quaternions (18); pour σ = 4, 

il est égal à l'un des seize quaternions (34). Nous désignerons par E, 
pour σ = 2, l'un quelconque des vingt-quatre quaternions (18); pour 



TRANSFORMATION D'UNE SOMME DE DEUX OU DE TROIS CARRÉS. 431 

σ = 4, l'un quelconque des seize quaternions (34)· Nous aurons alors 

(39) 
( Poura = i Aû'= \p*q* ... 
(Pourff = a,4 Aii'= EpYq*... 

En multipliant ces équations par Ω, il vient 

(4°) 
( Pour σ=ι A — Ili 
( Pour» —2,4 A —Eu 

Nous avons déjà montré que les huit quaternions ΙΩ, correspondant 
aux huit valeurs de I, sont différents; on montrerait, de même, que les 
vingt-quatre ou seize quaternions ΕΩ, correspondant aux vingt-quatre 
ou seize valeurs de E, sont différents. 

Ainsi, le quaternion donné Λ, à norme m, est égal à un et à un seul 
des quaternions proprement dits différents qui composent le système de 
quaternions, à norme m, que nous avons formé. 

Connaissant, par les relations ( 37 ), le nombre de quaternions pro-
prement dits dont la norme est égale à un nombre entier donné m, on 
peut trouver facilement le nombre total de quaternions, tant propre-
ment dits qu'impropres, dont la norme est égale à /w, en tenant compte 
de tous les diviseurs communs possibles. On obtient alors le résultat, 
dû à Jacobi et déjà mentionné plus haut, que ce nombre total est, 
pour une norme impaire, égal à huit fois la somme de tous les diviseurs 
de la norme, et, pour une norme paire, égal à huit fois la somme de 
tous les diviseurs de la norme qui sont impairs ou égaux au double 
d'un nombre impair. 

VII. 

PROBLÈME. — Représenter, de toutes les manières possibles, un 
quaternion proprement dit donné, par un produit de quaternions 
premiers. 

C'est dans la résolution de ce problème que la différence entre la 
théorie des entiers complexes de Gauss et celle des quaternions entiers 
va nettement s'accuser. 
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Une fois que l'on a représenté, d'une certaine manière, un nombre 
complexe entier proprement dit par un produit de nombres premiers 
complexes pris dans un ordre déterminé, on sait que, pour le repré-
senter de toutes les manières possibles, il suffit de permuter de toutes 
les manières possibles les nombres premiers complexes. Au contraire, 
une fois que l'on a trouvé tous les quaternions premiers dont les normes 
sont des diviseurs de la norme d'un quaternion entier proprement dit 
donné, on peut fixer arbitrairement un certain ordre pour les normes 
de ces quaternions premiers, et cet ordre détermine, comme nous 
allons le montrer, ceux de ces quaternions premiers dont le produit, 
pris dans cet ordre, est égal au quaternion proprement dit donné. 

En effet, soit A un quaternion entier proprement dit donné dont la 
norme <?T>(A) est un nombre impair ou le double d'un nombre impair 
et soit p un nombre premier, pair ou impair, arbitrairement choisi 
parmi les facteurs de x(A); A appartient à une classe déterminée 
( ξ,, ξ

2
, ξ

3
) de solutions de la congruence Ε; -h £*-+- (mod/?). 

Soit Ρ un quaternion premier dont la norme soit égale à ρ et qui ap-
partienne à la même classe de solutions (ξ,, E2, Si)· Le produit ΛΡ' est 
alors divisible par/>; en désignant par G un quaternion entier, on peut 
donc écrire 

<'■> 
AP' = />G. 

Comme ,χ>(Ρ') = ρ, on déduit de cette égalité la suivante : 

(a) A = G P. 

Le quaternion proprement dit donné A est ainsi mis sous la forme 
d'un produit dont le facteur de gauche est un quaternion entier pro-
prement dit G, et le facteur de droite un quaternion premier P, à 
norme ρ, appartenant à la classe de solutions (E,,Ea, ξ3) de la con-
gruence JJh-ÇJh- ξ o(modp) à laquelle appartient le quaternion A 
lui-même. On reconnaît aussi, en raisonnant comme nous l'avons déjà 
fait plusieurs fois, que si l'on demande de mettre un quaternion entier 
proprement dit donné A sous la forme d'un produit de deux facteurs 
dont le premier, celui de gauche, soit un quaternion entier et le second, 
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celui de droite, un quaternion premier à norme />, ce dernier appar-
tient nécessairement à la même classe de solutions de la congruence 
Çf-t-ij-f- (modjp) que le quaternion donné A. Dans l'équa-
tion (2), le quaternion premier Ρ est donc entièrement déterminé; on 
peut toutefois remplacer Ρ par un des huit quaternions IP. 

Répétons maintenant sur le quaternion entier proprement dit G le 
raisonnement que nous venons de faire sur le quaternion entier propre-
ment dit donné A. Nous commençons par choisir arbitrairement parmi 

les facteurs de un nombre premier q qui peut d'ailleurs être diffé-

rent de ρ ou égal à p. La classe de solutions de la congruence 
*1 £3 — 0 (m°d q) à laquelle appartient G détermine entière-
ment, à des facteurs près I, le quaternion premier dont la norme est 
égale à q et qui est facteur de droite de G. Si, au lieu de P, on avait 
choisi précédemment, dans l'équation (2), le quaternion IP, il fau-
drait, pour former la classe de solutions de la congruence 

ξΐ + ξ" + ξ5 = ο (mod ç), 

prendre, au lieu de G, le quaternion GI ; il en résulterait un change-
ment de classe donné par les équations (12') du § IV. 

On peut continuer ainsi jusqu'à ce qu'on ait déterminé le dernier 
quaternion premier, avec l'unité qui doit le multiplier à gauche, et re-
constitué ainsi le quaternion A. 

Dans le cas où la norme x(A) du quaternion entier proprement dit 
donné est divisible par 4, on peut appliquer la même méthode tant 
que l'on choisit des facteurs premiers impairs de éK>(A) pour les 
normes des facteurs premiers cherchés de A, comptés de la droite vers 
la gauche. Mais, lorsqu'on fixe, pour la première fois, le nombre 
entier 2 comme norme du facteur premier à former, on peut choisir 
pour ce facteur premier Vun quelconque des 24 quaternions pre-
miers Ε qui appartiennent cependant aux trois classes différentes de 
solutions de la congruence ξ* -h -h ?*== ο (mod 2). En effet, soit Β le 
quaternion entier proprement dit dont la norme est divisible par le 
nombre entier 4 et que l'on veut mettre sous la forme d'un produit de 
deux facteurs dont le second (celui de droite) soit un quaternion pre-
mier ayant une norme égale au nombre entier 2. Soit Ε l'un quel-
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conque des quaternions premiers de norme 2. Le produit BE est un 
quaternion dont la norme est divisible par 8, mais n'est divisible par 
aucune puissance plus élevée de 2. Ce produit ne peut donc être que 
le double d'un quaternion entier proprement dit C. De l'équation 

BE = 2C 

nous déduisons, en multipliant, à droite, par le quaternion premier K' 
conjugué de Ε et en tenant compte de ce que C est un quaternion 
proprement dit, l'équation 

Β = CE'; 

E' est, comme E, l'un quelconque des 24 quaternions premiers dont la 
norme est égale à 2, et C est un quaternion entier proprement dit 
dont la norme est impaire ou égale au double d'un nombre impair. La 
détermination des facteurs de C rentre donc dans le cas précédent. 

Nous avons ainsi obtenu le résultat suivant : 

On peut toujours représenter un quaternion entier proprement 
dit donné, dont la norme est un nombre impair ou le double d'un 
nombre impair, par un produit de quaternions premiers, en impo-
sant à ces quaternions de se suivre, de droite à gauche, dans un 
ordre tel que leurs normes suivent un ordre fixé arbitrairement 
pour les facteurs premiers de la norme du quaternion donné, (lia-
cuti des quaternions premiers qui figurent dans le produit appar-
tient alors à une classe de solutions déterminée, de proche en 
proche, sans ambiguïté. Tout se passe de même pour les quater-
nions entiers proprement dits dont la norme est divisible par \ jus-
qu'à ce que l'ordre fixé pour les facteurs de cette norme amène 
pour la première fois le nombre 2. On peut alors choisir arbitrai-
rement, comme facteur premier, l'un quelconque des quater-
nions premiers dont la norme est égale à 2. Ce choix une fois fait, 
les classes de solutions auxquelles appartiennent les quaternions 
premiers dont les normes sont les nombres premiers suivants, pris 
dans l'ordre indiqué, sont déterminées, de proche en proche, sans 
ambiguïté, jusqu'à la fin. 
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Prenons comme exemple le quaternion 

— I -f- 3/,2 4~ 7,
3
 4- î/

23 

dont la norme est égale à i5. Il appartient à la classe de solutions de 
la congruence 

ξ'ΐ -f- ξΐ! -H ( mod 3) 

qui est représentée par le système 

ξ,:- -ι, ξ
3
 : :2 (mod 3; 

et à la classe de solutions de la congruence 

£?-+-1: ·+■ ο (mod .5; 

qui est représentée parle système 

ξ,. :o, ξ2">, ?3=-2 (mod o). 

Pes quaternions 

I 4~ 7,2 4~ 7,3, 7,s, I 'l
2
 4~ 7, j, ' 'l2 'l3> 

dont la norme est 3, appartiennent aux quatre classes de solutions pos-
sibles de la première des deux congruences précédentes. 

Pes quaternions 

I -r 2/,j, 1 — 21,2, I 4-21,3, I— 21,„ Γ-f- 2ί
23

, I — 27
2j

, 

dont la norme esta, appartiennent aux six classes de solutions possibles 
de la seconde des deux congruences précédentes. 

Pour mettre le quaternion donné, dont la norme est égale à 3..), 
sous la forme d'un produit de deux facteurs, nous pouxons demander 
que la norme du facteur de droite soit égale à 3 ; nous obtenons alors 
la solution 

— I -h 3 /,
2
 -j- 7,3 2 7

23
 = ( I "+" 2t,a) (l 4- 7,

a
 4~ 7,

3
) ; 
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mais nous pouvons aussi demander que la norme du facteur de droite 
soit égale à 5 : nous obtenons alors la solution 

— ι +- 3il2-h f,,H- ai'as = —(I — 1.2+ *,»)(I ~ 21*2,). 

Dans les deux manières précédentes de représenter le même quater-
nion, les facteurs premiers qui correspondent à chacune des deux 
normes appartiennent à des classes de solutions différentes. 

VIII. 

Substitutions, à coefficients rationnels, qui transforment une somme 
de trois carrés en elle-même. Composition de ces substitutions. 

La théorie que nous venons de développer, de la décomposition des 
quaternions entiers en quaternions premiers, nous permet d'écrire 
toutes les substitutions, à coefficients rationnels, qui transforment une 
somme de trois carrés en elle-même. Eulcr a, le premier, appelé l'at-
tention sur ces substitutions dans son Mémoire déjà cité : Problema 
algebraicum ob affectiones prorsus singulares memorabile. On 
peut, comme nous l'avons montré dans le § III, passer de toute sub-
stitution à coefficients rationnels transformant une somme de trois 
carrés en elle-même et ayant un déterminant égal à H- ι à une aulre 
substitution semblable pour laquelle le déterminant (3) est différent 
de zéro. Les équations (7) du § III nous montrent que la substitution 
rationnelle choisie conduit à quatre nombres entiers réels λ

0
, λ,,, λ

ι:ι
, 

λ
23

, n'ayant aucun diviseur commun, entièrement déterminés, au même 
facteur dt 1 près. A cette substitution rationnelle correspond donc un 
quaternion entier proprement dit, déterminé au facteur =fc 1 près, 

(<) — 0ό+ *".2^.2 + ί,
3
λ

|3
 -+- ί

23
λ

23
). 

Quatre des huit quaternions 

(^) Ι(λ
0

-Η i
{
 a A,

 a
 H— ί

 ι3
λ,

3
 H- i2J λ

23
), 

qui appartiennent à la même classe de solutions, nous donnent ensuite 
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les substitutions provenant de la substitution choisie en changeant les 
signes des coefficients de deux quelconques des trois colonnes. Pour 
obtenir toutes les substitutions rationnelles, il faut donc considérer 
tous les quaternions entiers proprement dits. 

Les équations (25) du § III nous donnent les coefficients a,,, 
a,

2
, ..., a

33
 de la substitution correspondant à un quaternion entier 

proprement dit donné A, sous forme de fractions dont le dénomina-
teur commun est X(A). Nous pouvons nous demander si le dénomi-
nateur et tous les numérateurs de ces fractions ont des diviseurs 
communs. Le plus grand commun diviseur Τ des quatre nombres 
entiers 

(3) 
\K-K

t
-K + *1,. Κ - Κ+Κ - Κ ; 

Ι -h λ*
2
 — λ,, — λ

23
, Η- Χ J

 t
 -+- XJ

3
 ■+■ λ*

;|

, 

divise nécessairement les quatre nombres entiers 

4λ2, 4^
s

, 4^Ï3 > 4^«; 

donc, comme A est un quaternion proprement dit, Τ ne peut être qu'un 
diviseur de 4 ν c'est-à-dire l'un des nombres i, 2, 4· Si le nombre entier 
χ( A) est impair, il vient T = 1 et l'on ne peut amener les expressions 
précédentes des coefficients a,,, a

l2
, ..., a

3î
 à avoir un dénominateur 

commun plus petit que &(A). Si Oî,(A)est le double d'un nombre im-
pair, deux des quatre nombres λ

0
, λ

)2
, λ,

3
, λ

23
 sont pairs et deux sont 

impairs ; les numérateurs des expressions trouvées pour α,,, , oc.,., sont 
donc tous pairs; il vient Τ = 2 et l'on peut simplifier chacune des 
fractions par 2. Si d&(A) est le quadruple d'un nombre impair, les 
quatre nombres λ

0
, λ

)2
, λ

13
, λ

23
 sont impairs; leurs carrés sont, par 

suite, congrus à 1 suivant le module 8 ; les numérateurs des expressions 
trouvées pour α

Η
, a

33
 sont donc tous divisibles par 4; il vient 

Τ = 4 et l'on !peut simplifier chacune des fractions par 4· Ο11 voit 
donc que, si l'on ramène au plus petit dénominateur commun pos-
sible les coefficients des substitutions rationnelles qui transforment 
une somme de trois carrés en elle-même, ce dénominateur est néces-
sairement un nombre impair. 

Il en est de même, comme nous l'avons vu, pour les substitutions 
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rationnelles qui transforment une somme de deux carrés en elle-même. 
Mais dans ces dernières le dénominateur [réduit ne peut contenir en 
facteur que des nombres premiers de la forme 4 r -h r, tandis que dans 
les substitutions rationnelles qui transforment une somme de trois 
carrés en elle-même, le dénominateur réduit peut être un nombre im-
pair quelconque. 

A la multiplication des quaternions correspond la composition des 
substitutions. Comme tout quaternion entier proprement dit peut, par 
le procédé indiqué, être obtenu en multipliant dans un ordre fixé arbi-
trairement des quaternions premiers entièrement déterminés par cet 
ordre, la substitution rationnelle correspondant à un quaternion entier 
proprement dit pourra être obtenue en composant dans le même ordre 
les substitutions rationnelles qui correspondent à ces quaternions pre-
miers. Les trois quaternions premiers 

(4) 1 + hit 1 "+"*»«» 1 -+- '*13» 

dont la norme est égale à 2, appartiennent aux trois classes possibles 
de solutions de la congruence 5? H- 5] 4- ÎJ =0 (mod 2) [comparez (18), 
S vi]. Ces trois quaternions déterminent les trois substitutions 

(5.) x{—y x2— y.ti x3— >2 5 

<5») x{— ya) x2 — y 21 ^3 — y\t 
(5.) xf — y ο, x-2— y \t Ί'Ϊ—y$' 

Les coefficients de ces substitutions sont des nombres entiers, ce 
qui est d'accord avec ce que nous disions tout à l'heure du dénomina-
teur commun réduit, des substitutions rationnelles qui transforment 
une somme de trois carrés en elle-même. Si, au contraire, la norme» 
est un nombre premier impair />, chaque quaternion premier apparte-
nant à l'une des (ρ -l· 1) classes possibles de solutions de la con-
gruence ξ; -h £3=0 (modρ) détermine une substitution ration-
nelle dont le dénominateur commun réduit autant que possible est le 
nombre ρ lui-même. 

Nous avons déterminé, dans le § VI, le nombre des quaternions 
proprement dits dont la norme est un nombre entier donné, impair, ou 
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double, ou quadruple d'un nombre impair. Il est facile d'en déduire 
le nombre des substitutions rationnelles dont les coefficients ont pour 
dénominateur commun réduit autant que possible un nombre impair 
donné. Comme la norme de tout quaternion correspondant aux substi-
tutions rationnelles dont on cherche le nombre est égale au nombre 
impair donné ou au double ou au quadruple de ce nombre impair, el 
comme deux quaternions Λ et — Λ. déterminent la même substitution, 
le nombre cherché est égal à la moitié de la somme des nombres expri-
mant le nombre de quaternions entiers proprement dits dont la norme 
est l'entier impair donné, le nombre de quaternions entiers propre-
ment dits dont la norme est le double de cet entier donné, et le nombre 
de quaternions entiers proprement dits dont la norme est le quadruple 
de cet entier donné. 

Nous avons donné, dans le § VII, un procédé qui permet de repré-
senter un quaternion entier proprement dit quelconque donné par un 
produit de quaternions premiers; nous avons vu que l'ordre de succes-
sion des normes de ces quaternions premiers étant une fois fixé, les 
quaternions premiers sont déterminés. On en déduit immédiatemenl 
le procédé qui permet de représenter une quelconque des substitu-
tions rationnelles qui nous occupent, en composant des substitutions 
rationnelles dont les dénominateurs soient les facteurs premiers im-
pairs contenus dans le dénominateur de la substitution rationnelle 
donnée que l'on cherche à représenter; l'ordre de succession de ces 
facteurs premiers impairs, auxquels il faut ajouter parfois une ou deux 
fois le facteur 2, étant une fois fixé, les substitutions composantes sont 
déterminées; celles qui correspondent au facteur 2 sont les substitu-
tions entières (5

a
) ou (5Ô) ou (5

C
). 

Les problèmes résolus pour les quaternions entiers trouvent donc 
une application immédiate et complète dans la théorie arithmétique 
des substitutions à coefficients rationnels qui transforment une somme 
de trois carrés en elle-même. 


