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Recherches sur la transformation, par des substitutions réelles,

d’une somme de denx o de trois carrés en elle-meme;

Par M. LIPSCHITZ.

Traduction publiée avec l'autorisation de Vauteur, par J. MOLK, 4 Besancon,

La théorie, due & Gauss, des nombres complexes entiers repose sur
la décomposition de ces nombres en nombres complexes entiers irré-
ductibles, autrement dit nombres complexes premiers. On peut, &
I'aide du méme procéd¢ de décomposition, représcnter toutes les sub-
stitutions, & cocfficients rationncls, qui transforment une somme de
dcux carrés en elle-méme. La transformation d’une somme de trois car-
rés cn clle-méme conduit au calcul des quaternions; en considérant les
substitutions correspondant & cctte transformation et dont les coeffi-
cicnts sont des nombres rationnels, on est amen¢ & étudier les quater-
nions cntiers et, dans cette étude, ce qui importe tout d’abord cst la
décomposition des quaternions entiers en quaternions entiers irréduc-
tibles, autrement dit guaternions premiers. J'ai cherché & approfondir
cette question et je donne, dans ce Mémoire, les résultats auxquels je
suis parvenu. De méme que la décomposition, en ses facteurs premiers,
d’'un nombre complexe entier dépend de sa norme, qui est une somme
de deux carrés entiers, de méme la décomposition, en ses facteurs pre-
miers, d'un quaternion entier dépend de sa norme, qui est une somme
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de quatre carrés entiers. Clest pourquoi mon Mémoire s’appuie sur les
recherches dé¢ja faites qui ont pour objet de mettre les nombres entiers
sous la forme d’une somme de quatre carrés.

Aprés Fermat qui, le premier, a énoncé, comme remarque au
probléme 31 du Livre IV de Diophante, le célébre théoréme sur la
possibilit¢ de représenter un entier quelconque par la somme d’'un
nombre déterminé de nombres polygonaux d’une certaine espéce, Euler
s'est occupé du théoréme d’aprés lequel on peut représenter un entier
quelconque par la somme de quatre carrés, dans le Mémoire intitulé :
Demonstratio theorematis Fermatiani, omnem numerum primum
formee 4n + 1 esse summam duorum gquadratorum (N. Comm.
Petrop., t. V, p. 3, 1754; Comm. ar.,t. 1, p. 210).

Ce Mémoire contient (art. 93)le théoréme d’Algébre alaide duquel
on peut représenter, par une somme de quatre carrés, le produit de
deux sommes de quatre carrés; on peut déduire immédiatement de ce
théoréme les régles du calcul des quaternions. Dans les ccuvres post-
humes de Gauss (Euvres complétes, t. 11, p. 384) se trouve unc
autrc manitre de présenter le méme théoréme; on y fait usage de
paires de quantités complexes conjugudes.

La premi¢re démonstration compléte du théoréme, que chaque
enticr cst la somme de quatre carrds, se trouve dans le Mémoire de
Lagraxge, Démonstration d’un théoréme d’Arithmétique (N. Mé-
moires de U Académie des Sciences de Berlin, 1770, CBuvres, t. 111,
p. 189); clle a ¢té commentée avec détails par Euler dans le Mémoire :
Novawe demonstrationes circa resolutionem numerorum (Acta
erudit., p. 193, 1773, Lips.; Aecta Petrop., t. I, II, p. 48, 1775;
Exhib., 1772, septembr. 215 Comm. ar.,t. 1, p. 538). En déterminant,
al'aide de la théorie des fonctions clliptiques, de combien de maniéres
différentes on peut mettre un entier donné sous la forme d’unc somme
de quatre carrés, Jacobi jeta un nouveau jour sur ce sujet. On trouve
cette détermination 4 la fin des Fundamenta nova ; elle est bien mise
cn évidence dans la Note sur la décomposition d'un nombre donné cn
(quatre carrés; enfin, dans le Mémoire : De compositione numerorum
¢ quatuor quadratis (Journal de Crelle, t. 12, p. 167), clle est
donnée d’une fagon purement arithmétique. Le Mémoire de Lejeune-
Dirichlet : Sur I’équation t* + u* + ¢* + w* = 4m (Journal de Liou-
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ville, 2° série, t. I, p. 210), contient une reproduction plus concise de
cette démonstration; cest dans ce Mémoire que Lejeune-Dirichlet
nous apprend qu’il posséde depuis longtemps une démonstration du
méme théoréme basée sur des principes différents, et que cette démon-
stration trouvera sa place naturelle dans un travail qui 'occupe depuis
quelque temps. On sait que la mort I'a empéché de publier les recher-
ches qu'il avait faites sur ce sujet.

Je dois aussi rappeler la démonstration compléte du théoréme de
Fermat concernant les nombres polygonaux, qui a ¢été donnée par
Cauchy, et que I'on trouve dans le premier volume des Exercices,
p. 263 ; ainsi que les recherches de M. Hermite sur la représentation
desnombres entiers par une somme de quatre carrés, qui font I'objet de
son second Mémoire sur la théoric des formes quadratiques (Journal
de Crelle, t. 47, p. 343).

Je voudrais encore faire une remarque générale sur la marche suivic
dans mes recherches. La décomposition des nombres complexes entiers
en leurs facteurs premiers tient essenticllement, ce me semble, a ce
que le résultat de la multiplication de ces nombres est indépendant de
I'ordre dans lequel on effectue cette opération. Pour les nombres algé-
briques quelconques, la multiplication dont on fait usage jouit de la
méme propriété et, unc fois les notions convenables introduites, les
lois de la décomposition continuent & avoir lieu, comme I'a montré
M. Dedckind (Vorlesungen Dirichlet’s tber Zahlentheorie, 2° ct
3¢ édition ) ct [ Sur la théorie des nombres entiers algébrigues (Bul-
letin de Darboux,1877)]. La démonstration de I’existence des facteurs
premiers idéaux dans la théoric, due & M. Kummer, des nombres
complexes entiers provenant de la division du cercle, repose, d'autre
part, sur certaines congruences qui apparaissent sous unc forme
simple dans la décomposition des nombres complexes enticrs de la
forme @ + by — 1. M. Dedekind a communiqué les congruences cor-
respondantes, se rapportant & la théorie des nombres algébriques, en
annoncant, dans les Gdttingischen gelehrien Anzeigen du 20 sep-
tembre 1871, la seconde ¢dition des Vorlesungen Dirichlet's que je
citais tout & 'heure. On fera remarquer dans le Mémoire actucl que
la possibilité de mettre un quaternion entier sous forme de produit de
quaternions entiers irréductibles repose également sur 'existence de
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certaines congruences; mais ici I'ordre dans lequel se succedent les
facteurs irréductibles du produit cst d’une importance capitale. Ainsi,
au domaine des nombres enticrs complexes de Gauss viennent s'ad-
joindre, d’une part, le domaine de tous les nombres algébriques,
d’autre part, le domaine des quaternions entiers ; mais, si 'on remarque
plus d’une analogic, on remarque aussi plus d'un contraste entre ccs
différents domaines. C'est pour pouvoir bien éclairer ces analogices ct
ces contrastes que je m’occuperai tout d’abord de la décomposition
des nombres complexes de Gauss. Je commencerai par exposer les
principes de la transformation réelle d’'une somme de deux carrés en
elle-méme j'¢tablirai, cn prenant cette transformation pour base, les
régles du calcul des quantités complexcs, aprés quoi je passerai i
Pétude des nombres complexes entiers. Je considérerai ensuite la
transformation récelle d'unc somme de trois carrés en clle-méme ; j'éta-
blirai, en prenant cctte transformation pour base, les reégles du
caleul des quaternions, aprés quoi je passerai & I'étude des quater-
nions cnticrs.

1.

Transformation réelle d’une somme de deux carrés en elle-méme
et définition des quantités complexes.

Si une substitution linéaire & cocfficients récls «,,, &,93 @,,, @2, qui
représente les variables réelles x, ct 2, en fonction des variables
réelles y, et y,, transforme la somme des carrés des premiéres varia-
bles dans la somme des carrés des derniéres, on a, i la fois, les équa-
tions

(1) Ly=0y ), + %ya)
Ty== 0y ¥+ %23} 2
(2) T+ T, =Y+
Le déterminant de substitution ne peut alors étre égal qu'a + 1 ou &

— 1; supposons-le égal & + 1. L'équation (2) est évidemment encore
vérifiée et la valeur du déterminant ne change pas si, au lieu de la
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substitution (1), nous en employons une autre déduite de (1) en mul-
tipliant les quatre cocfficients par I'unité négative. De chacun de ces
deux systémes on peut déduire un nouveau systéme en ajoutant I'unité
a chacun des éléments de celle des diagonales du déterminant de sub-
stitution qui joint le premier ¢lément & gauche au dernier élément i
droite. Les déterminants de ces deux nouveaux systémes

. oy +1 %y
(3) ,
&g, gy + I
. —d.,-i—l —d.,
(3a)
— Gy gy 1

sont respeclivement égaux &

(4) 240y %y,

(—/la) 2 — Oy — %2y

la somme de ces valeurs étant égale au nombre 4, I'un au moins des
deux déterminants a unc valeur différente de zéro. Si donc, pour unc
substitution donnée, le dé¢terminant (3) était nul, le déterminant (3,)
ne serait sirement pas nul. Cette remarque permet de supposer que le
systeme donné de cocfficients a,,, &,,, @,,, @, est tel que la valeur
du déterminant (3) correspondant est différente de zéro. Nous ferons
cette hypotheése dans tout ce qui suivra.

Le déterminant (3) parait dés que 'on cherche a former, a l'aide
de la substitution (1), les équations qui donnent y, et .y, en fonction des
SOIMMCS &, + ¥, et T, + ¥,. Les équations (1) donnent, en effet, imm¢-
diatement

Z,+Y,= (“u'*‘ I)}G +%y3) 2
Tyt+Ya= 0y Y, +‘(°‘22+ 1)Yas

(5)

et, comme le déterminant (3) n’est pas nul, on peut tirer de ces équa-

tions, sans ambiguité, y, et y, en fonction de x, + y, et z, +y,. On

obtient, par suite, les différences x, — y, et x; — y, exprimeées, sans
Journ. de Math. (4¢ série), tome {I. — Fasc, 1V, 1886, [;9
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ambiguité, en fonction des sommes x, + y, et x, + y,. Il vient

® — 4 — (21— an) (21 +71) + 251:(-2’:-*')’1)’
((.) Y= 2 + 2y, + 2p
)
P Y = 2331(“‘1"*‘.71)'*‘(“"—"u)(xa“'.)’c).
e Y= 24 0y y - %gq

Comme on a supposé que o, &, — &,,%,, ¢tait égal & + 1, on a
a||—a22=0’ a.2+ 12‘—:().

Si donc, A, désignant unc quantité quelconque différente de zéro, on
détermine deux quantités A,, et A,, par les relations

a A
(7) l_"_*‘%l—t=7?’ )\12‘*‘)\“:07

I'équation (6) peut s’écrire

A
Ty —Yi= i“(wz"‘“}’z)a
(8) '
Ly — Y, = %(xa+}/!)
ou encore

( [ Moy Ry @y = Aoy, +A2Ya,
9) ()‘izwl—i— )\°x2= )\2.)/‘4- 7\0‘}’._,.

Si I'on ajoute & la premiére des équations (g), multipliée par I'u-
nité, la scconde des équations (9) multipliée par un facteur symbo-
lique i,5, on peut mettre les deux termes de 1'équation que 'on obtient
sous forme d'un produit en posant

)\ox. -+ )\3|x3+ ilz()\cﬁwl + )\oiwﬂ)
=(10+ im)\m)(x| + i|2w2)7
7\0}’. + )\gz}’a"*‘ i.a(h«)’« + )\o}"z)

\ ==()’. -+ in}’z)()\o - icﬂ‘iﬂ)'

(ro0)
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Pour que ces équations (10)soient vérifiées, il suffit de supposer que
le symbole £,, vérific I'équation

(1) 2=—1.

Les propriétés de ce symbole sont alors identiques a celles du

symbole y/ — 1, ¢t I'on voit que le résultat de la multiplication de deux
expressions complexes

()‘o'*" iﬂ)‘lﬁ), (.’L‘, + inxz)

ne change pas si 'on change 'ordre des deux facteurs. En égalant les
deux produits (10), on obtient I'¢quation symbolique

(12) (7\0 + iw)‘m)(x- + i,,:L‘,)= (}’c —+ icz}’z)(lo - im)\nz)’

qui comprend les deux équations (r). En multipliant les deux mem-
bres de cette équation (12) par I'expression (A, — i,3A,2) conjuguée
de (Ao + #;,A,,), on obticnt une équation

(13) ()\f. + 7\32)(.%‘, + il2x2)= (yi + iuz}’?)(lo — ik, )%
dont le premier membre contient en facteur la rorme de (A, + £,2A,2),
(13%) T(Ng+ Ligha) =Ny + A},

En prenant, comme point de départ, une substitution (1) pour
laquelle le déterminant (3) n'est pas nul, nous sommes parvenus i
I'équation symbolique (12), dans laquelle A, est différent de zéro. Si
nous prenons, inversement, comme point de départ, une quantité
complexe quelconque A, + i;,A,, dontla partie réelle A, soit différente
de zéro (ou, si I'on veut, un systéme de deux quantités réelles A,, A,,,
la premiére quelconque mais différente de zéro, la secconde entiérement
arbitraire ), et si nous formons, 4 l'aide de cette quantité complexe,
une équation (12), I'équation (13) qui se déduit de cette équation (12)
donne, pour les variables x, et x,, des fonctions linéaires (1) des va-
riables y, et y, vérifiant 'équation (2). Les coefficients de ces fonc-
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tions linéaires sont

— — )‘:“‘Mz — —_ 23X Mg )
(14) B = 0=y %= %= g

le déterminant &, a,9— ®,,%,, est égal & + 1, et le déterminant (4)
correspondant a pour valeur

(15) u

A4

S

)
12

~

S

comme A, est choisi différent dec zéro, ce déterminant n'est pas nul.
Ainsi toutes les quantités complexes A, + ¢,,A,,, dont la partic réelle A,
est différente de zéro, nous raménent i des substitutions linéaires (1),
au déterminant + 1, pour lesquelles le déterminant (4) est différent
de zéro. Nous conviendrons d’écrirc simplement 7, au licu de 5, dans
ce qui va suivre.

Considérons maintenant une substitution linéaire liant les variables
¥11 Y2 & de nouvelles variables 3, 5, de telle sorte qu’on ait

(16) Yityi=3i+35

Prenons d’abord la substitution particuliére

(17) Yi==3%n V2= 5

clle peut étre remplacée par I'unique équation

(18) (Y +1y)=(3,+i5,)(—1).

En composant les substitutions (1) et (17), on obticnt la substitution

Ly=— &yyS) — @23y,

(19)

Ly = — Ulgy Sy — 033333

en combinant les équations (12) et (18) correspondantes, on obtient
'équation

(20) iAo+ th) (@) + iy) = (3, 4+ i5,)(— (A — T],,).
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Ainsi, en remplagant dans I'équation (12) la quantité complexe
(X + tA,,) par la quantité complexe i(A, + £),,), on obtient, comme
substitution correspondante, au lieu de la substitution (1), la substi-
tution (19) qui différe de (1) en ce que tous ses coefficients sont mul-
tipliés par 'unité¢ négative. Or toutes les substitutions linéaires & con-
sidérer sc déduiscnt, comme nous 'avons vu, des substitutions (1) pour
lesquelles le déterminant (4) n’est pas nul, en y ajoutant celles qui en
dérivent en changeant le signe des coefficients. Toutes les substitutions
linéaires en question sont donc représentécs par 'ensemble des équa-
tions (12) et (20). Mais les quantités complexes

Mo+ ihis et i(Ag+ ihy),

ol A, n’est pas nul, représentent sans exception toutes les quantités
complexes dont la norme est différente de zéro. Il enrésulte que toutes
les substitutions linéaires considérées sont représentées par les équa-
tions (12) ou, si 'on veut, par les équations (14), pourvu que les deux
quantités réelles A, ct A, ne soient pas nulles simultanément, ou, en
d’autres termes, pourvu quelanorme de (A, + £2,,) ne soit pas nulle.

A Taide d’une quantité complexe quelconque dont la norme n'est
pas nulle (g, + #p,,), formons la relation analogue & (12)

(21) (ot T ) (i + 1ya) = (5,4 132) (o — Phi2)y

a laquelle correspond unc substitution linéaire, semblable & (1), nous
permettant de passer des variables réelles y, et y, aux variables
réelles 3, ct z,. En appliquant successivement la substitution (1) et
cette derniére substitution, nous obtenons une nouvelle substitution a
laquelle correspond I'équation

(22) (y.o+ip..,)()\o+i7\.2)(w.+i.z:,)
=(z| + iz?)(l"o - if‘ﬂ)()\o"‘ ﬁ\m)§

dans cette équation parait le produit des deux quantités complexes
(Po+ ipia) et (Ng+ TA,5); la norme de ce produit est différente de
zéro parce que la norme de chacun des deux facteurs est différente de
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zéro; on voit aussi qu'il est permis, sans rien changer au résultat, de
permuter d’une maniére quelconque 'ordre dans lequel on effectue les
substitutions que I’on veut composer.

II.

Prosrine. — Trouver tous les nombres complexes entiers dont
la norme est égale & un nombre entier donné.

Trouver toutes les substitutions rationnelles qui transforment
une somme de deux carrés en elle-méme.

Nous commencerons par chercher les conditions auxquelles doit
satisfaire un entier positif m donné, pour pouvoir étre égal a la norme
d’un nombre complexe entier quelconque. Dans le cas ol ces condi-
tions sont vérifiées, nous nous proposerons de trouver fous les nombres
complexes entiers dont la norme est égale 4 m. Enfin nous chercherons
a mettre, de toutes les maniéres possibles, chacun de ces nombres
complexes entiers sous la forme d'un produit de nombres complexes
entiers irréductibles. Pour abréger, nous dirons souvent entier com-
plexe au lieu de nombre complexe entier et nombre premier com-
plexe au lieu de nombre complexe entier irréductible.

On peut diviser les entiers complexes (A, + ¢A,, ) en deux groupes :
ceux pour lesquels les deux entiersréels A, et A, n’ont pas de diviseur
commun et ceux pour lesquels ils ont un diviseur commun; les entiers
complexes du premier groupe sont les entiers complexes proprement
dits, ceux du second groupe sont les entiers complexcs impropres.
Nous restreindrons le probléme posé aux entiers complexes propre-
ment dits.

Si (A,+ [A,;) est un entier complexe proprement dit, les entiers
A, et A,, ne peuvent étre tous deux pairs ; sa norme (A, + A}, ) ne peul.
donc étre qu’un nombre impair ou le double d’un nombre impair.
Posons

() N+ M, =m,

ct désignons par p un quelconque des nombres premiers impairs qui
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divisent m; soit y lc nombre de fois que m contient p en facteur. Jo
dis qu'on peut alors toujours trouver deux nombres entiers &, et §,,

qui ne soient pas divisibles par p tous les deux, et qui vérifient les con-
gruences

(2) )‘o E|+)\2l

t,
)‘NEC -+ )\o EnE

Z} (mod pY).

Aucun des entiers A, et A, ne peut étre divisible par p; car, si I'un
d’eux était divisible par p, l'autre le serait aussi & cause de la rela-
tion (1), et A, + A, , serait, par suite, un entier complexe impropre. Il
en résulte que I'on peut vérifier chacune des deux congruences (2), sans
tenir compte de l'autre, par des entiers £, et £,. A 'aide de la rela-
tion (1), on montre facilement que, si 'une des deux congruences est
vérifiée pour des entiers déterminés &, et £,, 'autre est également vé-
rifiée pour ces mémes entiers. D’ailleurs, en ajoutant & la premiére de
ces congruences multipliée par &, la seconde multipliée par §,, et cn

observant que A, n'est pas divisible par p, on obtient une nouvelle
congrucnce

3) & +&=0  (modpv) .

vérifiée par les mémes entiers §,, &,.

Si, dans la premiére congruence (2), on prend §, égal a I'unité, la
valeur entiére correspondante de §,,§,= v, est déterminée sans ambi-
guité par la congruence

(4) ANw 4+ A =0 (mod pY);

si nous donnons ensuite & &, une valeur entiére quelconque non divi-
sible par p, la valeur entiére correspondante de &, est déterminée sans
ambiguité par la congruence

(5) E=o0f  (modpY);
o vérifie d’ailleurs la congruence connue

(6) w*+1=0  (mod pv).
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Considérons donc tous les couples de nombres (&,, &,) qui satisfont
aux congruences (2), sans étre divisibles par p. On les obtient en
multipliant les deux nombres de 'un quelconque d’entre eux par un
méme entier quelconque. ~

Si nous regardons comme équivalents et si nous groupons dans une
méme classe ces couples de nombres, chaque entier complexe (A, +i},,)
appartiendra, d’aprés ce qui précéde, @ une classe bien déterminde de
solutions des congruences ( 2), de la congruence (3) ou, ce qui est iden-
tique, 4 une racine bien déterminée de la congruence (6). 1l faut donc
que cette congruence (6) soit possible pour que I'équation (1) ait
lieu.

Or, d’'aprés un théoréme connu, cette congruence cst possible ou
ne 'est pas, selon que le reste de la division par 4 du nombre premier
impair p est égal a 1 ou 4 3; et, dans le premicr cas, la congruence a
toujours deux racines. Donc les entiers m qui ont des diviseurs pre-
miers de la forme 47 + 3 ne peuvent étre représentés comme normes
d’entiers complexes proprement dits, et il suffit de considérer les
nombres m dont tous les diviscurs premicrs impairs sont de la
forme 4r -+ 1. Cest pourquoi les nombres premicrs de la forme 47+ 3
qui, comme on le sait, jouent aussi le réle de nombres premicrs dans
la théorie des nombres complexes enticrs, ne paraissent pas dans la
suite de nos recherches.

Je vais maintenant montrer que tout nombre premier impair p
de la forme 47 + 1 peut étre mis sous la forme A} + A},, de maniére
que T'entier complexe correspondant (A,~ iA,,) appartienne & une
classe choisie a volonté parmi les deux classes de solutions de la con-
gruence

(3" Eg+E=o0 (mod p),

ou, si l'on veut, appartiennc & une racine choisie & volonté¢ parmi les’
dcux racines de la congruence

(6%) w?*+1==0  (modp).

Observons d’abord que I'entier complexe cherché (A, + /2,,) ne
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peut pas étre le produit de deux entiers complexes dont les normes
soient, toutes deux, différentes de I'unité; I'entier complexe cherché
est donc nécessairement un nombre premier complexe, de sorte qu'une
fois cc nombre entier complexe trouvé, nous n’aurons pas hesoin
de chercher encore & le mettre sous forme d'un produit de nombres
premiers complexes. Ceci posé, fixons arbitrairement l'une des ra-
cines w de la congruence

w'+1=0  (mod p),

ct formons, & I'aide de cette racine w et d’un entier quelconque &, non
divisible par p, le systéme d’enticrs

(7) =l & (mOdP);

nous pouvons alors choisir, dans cc systéme, deux entiers, I'un congru
. . . . v e . /]
a &,, l'autre congru & §,, qui soient numériquement plus petits que é'

Ces deux enticrs ne peuvent étre simultanément divisibles par p; si
donc = cst leur plus grand commun diviseur, < n’est pas divisible par p.

Je désignerai par g, ct p,, les dcux entiers choisis divisés par =, de
sorte que

(8) =k, tu=kL  (modp),
ct je définirai p,, par Iéquation
(9) Pia+pai=o0.

Lanorme t2(p} -+ p},) est divisible par p, et est plus petite que § p?*;
son second facteur pj + p3},, qui est la norme de I'entier complexe

(PO + Pi2 )9
jouit donc des mémes propriétés, et nous pouvons écrire, en désignant

par ¢ un entier plus petit que ‘;’ )

2 2 __ 4.
(10) Po + P12 = P15 |
Journ. de Math. (4* série), tome 1I. — Fasc. IV, 1886, 50
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d’aillcurs, comme 7 n'est pas divisible par p, nous avons les con-
gruences

(11) Po &+ paibe= o}

mod p).
FcaEc'*"ro == 0’ ( p)

De I'entier complexe proprement dit (p,+ £p,,) que nous venons
de former, et auquel correspondent les relations (10) et (11), nous
allons déduire un autre enticr complexe proprement dit [¢,"” + z,.“‘,_,’],
auquel correspondent des relations scmblables & (10) et (11), mais
pour lequel le multiple de p, dans la relation (10), est plus petit que ¢.

L

Déterminons, & cet cffet, les deux entiers 9, et 9,,, numériquement

. t [} L) t . r_"
plus petits que ~ ou au plus égaux & -, qui vérifient les congruences

(12) “0== P P1a==py3 (mod ?).

Le nombre entier ¢ + 77, contient alors ¢ en facteur, ct si nous
posons
(l 3) ?i U“),

.‘
]

-Q

le nombre entier #*) est plus petit ou au plus égal & a-, ct ne peut,

par suite, étre divisible par p, puisque ¢ est plus petit que ;- Formons

ensuite le produit (9, — 191,)(go+ ipi2); ses deux cléments réels
P0Po+ Pi2P1a Cl PoPia — PoPug SONL divisiblespar ¢; sa norme cst ¢gale a
pt*t®; elle est donc divisible par p, mais n’est pas divisible par p*; donc,
le plus grand commun diviseur de 9,0, + 912212 €t dC o2 — 74 742 CSL
égal & z!"¢, ot © n'est pas divisible par p. Nous pouvons ainsi dé-
finir un cntier complexe proprement dit [;"” + ¢!} ] par I'équation

(14) (90— i902) (oo Tpia) = 30" + i3]
On déduit maintenant facilement des congruences (11), par multi-
plication et addition, les congruences

‘ "“"[9”’5.-*—9“)52]——0)

(15) t ¢(c)l[9(l{;§|+ r':)' .n|==0 ‘

(mod p),
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qui entrainent, comme ni <", ni ¢ ne sont divisibles par p, les con-
gruences

(m" + 5 e =o0
Y Y2172
(16) D E, (mod p).
1 Po 2=

.!"

D’autre part, les équations (10), (13) et (14) donnent immediatec-
ment la relation
FI0)

(17) [P\H 2_*_[,.(1) | - p[_’:(T]i,

{ . o, .
ct, comme " n’est pas plus grand que - le nombre entier i vérifie

nécessairement l'inégalité —p= E (,, ], , ct est, par suite, plus petit que .

Les relations (16) et (17), formees a l'aide de p}’ et p") sont bien sem-
blables aux relations (11) et (10) formées & l'aide de p, et p,, et le
multiple enticr de p dans la relation (17) est plus petit que 2.

Rien n’empéche de répéter le méme raisonnement et de former ainsi
successivement des entiers complexes [pi” + i577], [o8 + ip], etc.,
vérifiant comme (p,+ ip,,) et [g4 + ig!} ] les relations (10) et (11), ct
ayant dans I'équation (10) comme multiple de p un nombre entier de
plus en plus petit, jusqu’a ce qu’enfin cet entier soit égal  'unité. On

arrive ainsi 4 former un entier complexe [p;’ + ip},], dont les él¢-

ments p,’, ¢} vérifient les relations
(18) oo )+ (P’ =
(:)E + o t.=o0
Fo P21 52
("9) ‘( P(“E + P(zs:; — (mOd.p)’
o -y ——

et qui jouit, par suite, des deux propriétés d’avoir une norme égale au
nombre premier impair donné et d’appartenir & unc classe donnée de
solutions de la congruence &2 + £2=o0 (mod p).

Les enticrs complexes que l'on obtient en multlphant (g +ip),
par une des quatre unités 1, — 1, {, — i, appartiennent mamfeste—
ment a la méme classe de solutions de la congruence (3*). Nous choi-
sirons arbitrairement I'un de ces quatre entiers complexes pour nous
en servir dans les calculs suivants.
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On peut aussi représenter le nombre premier impair p comme

norme du nombre premicr complexe (g — ig),) conjugué¢ de
e+ ip),); mais cc nombre premier complexe ()’ — ip},) n’appar-

tient pas a la méme classe de solutions de la congruence (3*) que
(p3 + ipy2). Il apparticnt, en effet, 4 la classc de solutions de la con-
gruence (3*) dont le systéme (§,, — &,) fait partie, et les deux sys-
temes (%, &,) et (&,, —§&,) ne peuvent étre équivalents, puisque, s'ils
Iétaient, 28, serait divisible par p, ce qui n'est pas. Les quatre
nombres premiers complexes, que I'on obtient en multipliant () — ¢V, )
par les quatre unités 1, — 1, #, — #, apparliennent manifestement & la
méme classe ct nous choisirons aussi I'un de ces quatre enticrs pour
nous cn servir dans les calculs suivants.

Avant d’aller plus loin, il nous faut chercher la condition nécessaire
et suffisanle pour que la partic réelle ct la partie imaginaire du produit
de deux entiers complexes proprement dits (A, =+ Z A, ) et (uy 4 1 uy,)
soicnt divisibles par unc puissance p¥ d’un nombre premier impair p.
Des deux congruences

. ‘ !1-07\0 - P-a:z)\mz‘o ‘) ot
(20) ( tohig+ ishy =20 ! (mod pY),

on déduit les congruences

(21) p+N)=0, wa(N+A,) =0 (modp).
(22) (+p)h=0, (wi+p)ha==0  (modpY).

Comme ., ct ,, sont premiers entre cux, la norme A} + A3, est néces-
sairement divisible par pY, ct comme A, et A, sont premiers entre cux,
la norme py + &, cst aussi divisible par p¥. Donc, d’apres ce qui pré-
cede, les entiers complexes proprement dits (Ag+ t4,,) et (o= itx,s)
appartiennent, le premier & unc classe déterminée de solutions (%, £,),
le second & une classe détcrminée de solutions (v, 9,) de la con-
gruence (3). Si l'on convient de dirc qu'un enlier complexe est
congru & zéro suivant un module entier réel lorsque sa partic réelle
et sa partic imaginaire sont toutes deux divisibles par cet cnticr récl,
on peut réunir cn une seule les deux congruences (2) qui définissent
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le systéme (5, &) ct écrire

(23) Mo+ A (5 +25,)=0  (modpY).
De méme, au licu des congruences (20), on peut éerire
(24) (o =+ (pya) (A + Eh3)==0  (mod p).

La congruence (23) montre que la solution (%,, &,) est équivalente
a (A, —2A,,); de méme, la solution (y,,7,) est équivalente &
(tqy — t42). Mais la congruence (24) montre que (i, 1%,5) est équi-
valent & (Ay, — A,,). La condition nécessaire demandée est donc que
chacunc des normes A+ A}, et wi—+ w7, soit divisible par pY ct que
les solutions (W, ;) et (A, — A,3) de la congruence (3) soient équi-
valentes. En répétant le méme raisonnement dans I'ordre inverse, on
voit facilement que ces conditions nécessaires sont aussi suffisantes.
Nous ferons plusicurs fois usage de cc lemme.

On peut maintenant former un cnticr complexe proprement dit
cont la norme soit ¢gale & une puissance donnée p¥ d’un nombre pre-
micr impair ct qui appartienne & une classe donnée ({;, &,) de solu-
tions dc la congruence (3). A cct cffet, on commencera, en suivant la
méthode indiquée plus haut, par former un nombre premier complexe
(0 + i9,2) dont la norme soit égale & p ct quiapparticnnc i unc classe
donnée (&,, §;) de solutions de la congruence &+ §=o (mod p).
Nous pouvons considérer la solution (g,, £,) de la congruence (3)
comme solution de la congruence &} + =0 (mod p); (C,, C;) est
alors équivalent a (%,, §,) ou & (§,, —§,): en admettant que ce soit &
(%,, &) nous ne faisons aucune restriction; car, si ¢’¢tait a (¥,, — 5%,),
entier complexe (p, — 23,,) conjugué de (p, + Ip,,) appartiendrait a
Ia classe représentée par (&, &) et ‘pourrait étre substitué dans ce qui
suit & (p, + ipy2). Ainsi, cn considérant les congruences suivant le mo-
dule p, nous pouvons admettre que le systéme (¢, ¢, ) est équivalent au
systéme (&, £,) et quele systéme (§,, — ¢,) cst équivalent au systéme
(%), —&3)- On formera ensuite les puissances successives de (p, + 3,4 )3
d’aprés le lemme démontré, les parties réelles et imaginaires de ces
puissances ne peuvent étre toutes deux divisibles par p; or tout autre
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diviscur premier que p, commun 4 ces deux parties, est impossible
puisque pf + ¢}, = p; donc elles sont premiéres entre clles. De plus,
siI'on prend les congruences suivant le module pY, I'entier complexe
(fo + £py2)Y me peut appartenir qu'a la classe représentée par le sys-
teme ({,, ;) ou ala classe représentée par le systéme (§,, —C,); la
seconde alternative est impossible, car il en résulterait, sinous prenons
les congruences suivant le module p, quel'enticr complexe (p, + 7p,,)Y
appartient & la classe représentée par le systéme (£,, — E,) équivalent
au systeme ({,, — ;)3 tandis que la congruence

(5 + 15,2 =2k, (§, + i%,) (mod p)

montre, au contraire, que, les congruences étant prises suivant le mo-
dulc p, une puissance quelconque de (¢, + p,5) appartient & la classe
représentée par le systéme (§,, §,); done, les congruences étant prises
suivant le module pY, l'entier complexe (p,+ 73,;)Y, dont la norme
est pY, appartient nécessairement a la classe représentée par le systéme
(G ).

Soit enfin un entier impair quelconque m, ne contenant que des fac-
teurs premicrs de la forme (47 +1),

m=piq....

Pour trouver un entier complexe dont la norme soit égalea m et qui
appartienne a des classes données de solutions de la congruence
£ 4+ §i=o, prisc suivant les modules p, ¢%...., nous chercherons les
nombres premiers complexes (po +ip,2), (7, + i5y,),... appartenant
aux classes correspondantes de solutions dc la congruence & + £ =o
prise suivant les modules p, ¢,... et nous formerons l¢ produit

(po+Lpia) (Go+i6,5) ... =a +ib;

nous aurons alors a®+b*=m et l'entier complexe proprement dit
(@ + ib), dont les deux éléments @ et b sont incongrus suivant le mo-
dule 2, sera le nombre complexe entier cherché.

Si 'entier donné m est le double d’un entier impair ne contenant
que des facteurs premiers de la forme 47 + 1, nous pouvons appliquer
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: b1 \ . ne [ +
cc qui préeede & Pentier — et former un entier complexe @'+ b’ dont

: L] 1\ m . .
la norme soit égale & —; mais alors, comme (1 + 7) est un nombre pre-

mier complexe, dont la norme cst égale a 2, le produit
(+i)(ad+il)y=a+1ib

est 'enticr complexe cherché dont la norme est égale a m.

Pour tous les enticrs m qui peuvent &tre normes d’entiers complexes
proprement dits, nous avons donc trouvé, et représenté comme pro-
duits de nombres premiers complexes, des enticrs complexes propre-
ment dits, dont la norme cst 7, appartenant & toutes les classes possi-
blcs. Nous montrerons, pour terminer, qu’en multipliant successivement
les enticrs complexes proprement dits trouvés par chacune des quatre
unités, nous obtenons fous les enticrs complexes proprement dits qui
vérifient équation (1) et chacun une fois seulement.

Quand un nombre complexc entier proprement dit (A, + IA,,) est
donné ¢t que sanorme 7 ou la moitié de sa norme est égale au produit
pY.¢%..., ou les facteurs premicrs impairs p, g, ... sont nécessaire-
ment de la forme 47 +- 1, on peut mettre ce nombre complexe entier
sous la forme d’un produit de nombres premiers complexes de la ma-
ni¢re suivante : on cherche d’abord les classes de solutions, prises sui-
vant les module pY, ¢°, ..., auxquelles appartient le nombre complexc
donné (A+ tA,,); on déterminc ensuite les nombres premiers com-
plexes (po+ tAy,), (33 + i6y3), ..., dont les normes sont p, g, ..., et
qui appartiennent aux classes de solutions correspondant aux précé-
dentes, mais prises suivant les modules p, ¢, ... (d'aprés unc remarque
faite plus haut, ces nombres premiers complexes sont déterminés sans
ambiguit¢); enfin on forme le produit

(fo+L812)(o0+ icm)a- “ey

que 'on multiplie encore par le facteur (1+ ¢) quand le nombre
entier 7z est le double d’un nombre impair; on obtient ainsi un entier
complexe que nous désignerons par (@ + tb).

Le lemme démontré et ce qui préctde montrent que la partie réelle
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ctla partic imaginaire du produit
Ao+ iA3)(a — ib)

sont toutes deux divisibles par m. Donc, comme la norme de ce produit
est égale & m?, ce produit lvi-mémc est ¢gal & Uentier . multipli¢ par
Punc des quatre unités 1, — 1, , — ¢. Si m est un nombre premier
impair, il en résulte que I'entier complexe (A + £,,) cst ¢gal & 'une
des quatre unités multipliéc par le nombre premier complexe
(80 + 1p,a) appartenant 4 la méme classe de solutions ct défini sans
ambiguité. Dans le cas le plus général, 'entier complexe proprement
dit donné (Aq-+ ZA,,) cst, de méme, ¢gal & l'une des quatre unités
multipli¢e par le produit de nombres premiers complexes définis sans
ambiguité ct enticrement déterminds, sauf toutefois 'ordre dans lequel
ils sont rangés dans le produit. Ceci montre que nous obtenons bien,
par le procédé indiqué plus haut, fous les entiers complexes propre-
ment dits vérifiant Péquation (1); chacun de ces entiers complexes est
mis de toutes les maniéres possibles sous forme de produit de nombres
premicers complexes si I'on range ces nombres premiers complexes de
toutes les manicres possibles. Le nombre d'enticrs complexes pro-
prement dits que I'on obticent ainsi est égal, comme on le voit imm¢-
diatement, & 4.2%, ou n désigne le nombre de facteurs premiers im-
pairs différents contenus dans m.

On conclut des relations (7) du § I que tloutes les substitutions
rationnelles dont le déterminant est égal & + 1, qui transforment unc
somme de deux carrés en elle-méme, conduisent & un cntier complexe
proprement dit == (A, + i'A,,); on obticnt donc toutes ces substitutions
en donnant dans les équations (14) du § I

2 2
“n'—"%z:%g—:’)ﬁ‘:’ “m:—‘%x:)“%)\f_%’
a4 A, ct & A, toutes les valeurs entiéres possibles pour lesquclles
(Ao A, ) est un entier complexe proprement dit. On peut facilement
reconnaitre dans quel cas les deux numérateurs et le dénominateur
A, + A}, de ces expressions ont un diviseur commun. Ce diviseur doit
également diviser 2; et 2A3,; done, comme A, et  ct, par suite aussi,
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A; et A}, sont premiers entre eux, ce diviseur commun ne peut étre que
I'un des deux nombres 1 ou 2. Lorsque A} + A,, est un entier impair,
le numérateur A2 — A2, de a,, est impair; lorsque A + A}, est le double
d'un entier impair, A — A}, est pair; le numérateur 2A,A,, de a,, cst
¢videmment toujours pair. Pour les valeurs de A, et},,, pour lesquelles
le dénominateur est un nombre impair, il n'y a donc pas d’autre divi-
scur commun aux deux numérateurs et au dénominateur que I'unité.
Pour les valeurs de A, et A,, pour lesquelles le dénominateur est pair,
le diviseur commun est le nombre 2; on peut simplifier ct le dénomi-
nateur réduit est alors un nombre impair comme dansle cas précédent.
Ainsi les cocfficients de toute substitution rationnelle qui transforme
unc somme de deux carrés en clle-méme ont, comme dénominateur
commun réduit, un nombre enticr impair dont tous les facteurs pre-
micrs sont de la forme 47 +1.

111,

Transformation réelle d’une somme de trois carrés en elle-méme
el définition des quaternions.

Siune substitution linéaire & cocfficients réels «,,, @,,, 33 %3,y %a2,
%35 Asyy Ggay %gg, qui Teprésente les variables réelles z,, x,, z, cn
fonction des variables réclles y,, y,, y,, transforme la somme des
carrés des premicres variables dans la somme des carrés des derniéres,
on a, & la fois, les équations

Ty=2%, 1 Y+ & Yo+ %3 Y3,

(') Ly== %9\ ¥+ L2g Y2+ %3V,
Ly == 05, Yy + %33 )2+ %333y
(2) T+ T+ T =y Yy

Le déterminant de substitution nc peut alors étre égal qu'a +1 ou

& — 15 supposons-le égal & + 1. L'équation (2) est ¢videmment encore

vérifiée, et la valeur du déterminant ne change pas si, au lieu de la

substitution (r), nous en employons une autre déduite de (1) en mul-
Journ. de Math. (4* série), tome 1I. — Fase. IV, 1346, 51
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tipliant par I'unité négative deux quelconques des trois colonnes de
cocfficients.

De chacun des quatre systémes ainsi obtenus, on peut déduire un
nouveau systéme en ajoutant l'unité & tous les éléments de celle des
diagonales du déterminant de substitution correspondant qui joint le
premier élément & gauche au dernier élément & droite. Les détermi-
nants de ces quatre nouveaux systémes,

o+ 1 %yq %
(3) 27 Ugy 41 %23 ’
%Xy %3q Agy+ 1
Ay +1 — Ay, — %3
(3a) %y Oyt 1 %y y
Qs — %y, — O3+ 1
— %, +1 %ya — %y
(3s) — %y Zyy+ 1 — %y )
— %y %32 Uy + 1
%I — 0y, %3
(3c) — 4y, — Uyp+1 %33
— Uy — %X3q %yg + 1

sont respectivement égaux a

(4) 2+ 2%, + 2%, + 2%,4,
(4a) 2+ 20, — 208, — 20y,
(4s) 2 — 20, + 2%,, — 2%,
(4c) 2 — 20, — 2%, 4 24,3

on le voit facilement, en tenant compte de ce que chaque élément du
déterminant est égal au mineur correspondant. La somme de ces
quatre valeurs étant égale au nombre 8, 'un au moins des quatre
déterminants a une valeur différente de zéro. Cette remarque permet
de supposer que le systéme donné de coefficients a,,, &gy . ... %5 Cst
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tel que la valeur du déterminant (3) correspondant est différente de
zéro. Nous ferons cette hypothése dans tout ce qui suivra.
Les équations (1) donnent immédiatement

s xc‘*‘}’c:(“n""'l)}’l'*‘ %yYa+ %y3Y s
('3) ‘ Ty+ Y, = “zc)’a+(“2z+l)_)'2+ %33Y 39
Ty+Y3s= %y Y+ “u)’s"‘(“ls"*‘l)}’aa

ct, comme le déterminant (3) n'est pas nul, on peut tirer de ces équa-
tions, sans ambiguité, y,, ¥, et y, en fonction de z,+ y,, x,+y, et
&y + ¥,. On obtient, par suite, les différences z, — y,, 2, — y,, T3 — ¥,
exprimées, sans ambiguité, en fonction des sommes z, + y,, x, + y»,
23+ y,. Il vient

’

(@ =—2y) (23+ ¥3) + (23— 231) (Z3-+ 1)
‘ w._y'— P2+ Uy + 233 ’

(6) Ly —Y2= (o — “l:)(\”::.;’:l):a(:i::n)(ts+.1"3)’
\ Ly— Yy= (23— 2;3) (2 4+ ¥y) + (%30 — %a)(;t,-}-_y’).

I+ &gy + Qg+ a3

On peut représenter les coefficients qui paraissent dans ces relations
(ils forment un systéme gauche) par des fractions ayant un dénomina-
teur quelconque différent de zéro. Nous poserons

/ Qg — %qy . Mg

= — A -l-)\ =0
\ I %y~ 2y 233 )-o, ‘2 21 !
%3 3y Ais A
! = — + A, =0
(7) I+ %y, + 253+ %33 " 13 31 '
Xy3-— 4 2
23 3 — "ﬁ, )\23 + )\32 = 0.

T4+ 2+ %53 Ny

Au licu des équations (6), nous pouvons alors écrire simplement

— Ma(Zy+ 1) + )\n(“'a‘*‘.}’a)’

Zy—Y Yo
Ty— ya= Ay (g + 1) ;: 113(134—)’3),

A )
Ty— Yy = 31(‘1'14‘,}’1)')‘: 31 (Zs+ ¥2)

o
(
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ou encore, en multipliant par A,

s Ao @+ Mgy @y + Ay Ty =4 yc+7\42}’2+7\|s}’aa
(9)

Moy 4+ Ny Ty + Aygy = 7Hn,)’- + A, Ya+ 7\23)’:”
( Ny + Mgy + Ay Ty = 7‘31}'a+7\3a}’3+ Ao VAT

Dans ce systtme d’equations linéaires, le déterminant des cocffi-
cients des premiers membres cst égal au déterminant des cocflicients
des secconds membres; la valeur commune de ces deux déterminants
est

(9') }‘0(1:—*')‘:‘1—}')\?34—13:)

Si 'on ajoute les trois équations (g) multiplices respectivement par
Aags Mgy A2, On obticnt, en divisant les deux membres par &, qui est
différent de zéro, I'équation

(10) )‘23'774"*‘xanwz“"')\m""s:7\23)’1‘*")\3:)’2‘*‘7\'2)’a~

En joignant cette ¢quation aux équations (), on a un syslime
de quatre ¢quations dans lequel chacune des six colonnes conticnt
les mémes quatre éléments A, A,s, Ny, Aqy, sculement dans un ordre
différent et avec des signes parfois différents. Ajoutons, d'unc part,
les quatre premiers membres de ces équations, multipliés le premier
par 'unité, les trois suivants par des symboles i,4, I3, i555 d'autre part,
les quatre scconds membres de ces équations multipliés dans Ie méme
ordre par l'unité et les mémes symboles; et demandons-nous s'il ne
scrait pas possible de soumettre les symboles 7,4, )y, 15 & des régles
de calcul telles que les deux sommes obtenues pussent étre mises sous
forme de produits de deux facteurs. Pour que la premiére somme soit
¢gale au produit

(1 ') (7\» + Lahpa+ [y Ay + 1:237&”)(_.17. H 0 &y+ £y Ty)
ct que la scconde somme soit ¢gale au produit

(12) (Vv + iy + im)’a)()‘o — Tyahya— TigAyg+ Laghyy),
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il faut et il suffit que les symboles i,,, i,,, iy, vérifient les relations

Y]

i,=—1, 2 =—1;
('3) Liglis= s, liglag=— Y3y LUslas= U3
Lslyg=— lgg, laslia= Yy lLaghiy="— Y.

Pour que les symboles vérifient en outre la loi d’associativité, c'est-
a-dire pourque l'on puisse grouper d’une maniére arbitraire les divers
facteurs d'un produit, sans toutefois changer I'ordre de ces facteurs, il
faut et il suffit que I'on ait

(13%) ,=—1I.

Si nous supposons enfin que les symboles soient liés par les rela-
tions

, C . C . .
('»l) lgy=— I, lyy=— L3 l3g=— Uy,

nous pouvons, sans ricn changer aux relations précédentes, permuter
les indices 1, 2, 3 des symboles. En posant

(13) L=y J = lag k=—1i,

nous observons que les relations établies sont identiques aux régles de
caleul que Hamilton a introduites pour les unités des quaternions; I'ex-
pression

(16) Ny + Lia Mo+ G h g+ g hyg
devient alors le quaternion
(17) Ko+ [Ny + Jhog+ kg,
On peut condenser les régles de calcul données par les relations (13),
(13*) et (14), en supposant que les unités i,,, Z,3, iyy soient formées i

I'aide de trois symboles primitifs k, k., k, de la maniére suivante,

('8) in: klk27 ils::,"c}":n i:z::":kzksa
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que la loi d’assoctativité ait liew pour ces trois symboles primitifs,
et enfin que 'on ait

(19) Poure=b, kk;j=—1 (a,b=1,2,3),
(20) Pouwra 2 b, kky=—kk, (a,b=1,2,3).
Ceci posé, ¢égalons les deux expressions (n) et (12) déduites des

premiers et des seconds membres des équations (g) et (10). En intro-
duisant les symboles A, A, X, Y, définis par les équations

(21) A+ z:.,')\,,-+-z:.,7\ i3 Laghey = A, x, + t:.,x,+ z".,x,:X,
Ao —Taha—Lghiy+ Dahay =N, ¥+ iy, +iam=Y,

il vient

(22) AX=YA,.

Les équations (g) et (10) sont condensées dans 'unique équation sym-
bolique (22).

Il résulte immeédiatement des régles de calcul posces pour les trois
symboles i, i,3, I3, que le produit de deux quaternions cst un qua-
ternion; qu'en intervertissant I'ordre des facteurs, le produit n’est plus
le méme; qu'en faisant le produit de plusieurs quaternions, la loi d'asso-
ciativit¢ a lieu; enfin que, si I'on nomme gquaternion conjugué au
quaternion A le quaternion

(23) N =2+ N+ G X+ T5a kg,

et norme du quaternion A le produit AA’ du quaternion A par son
conjugué A’, on a

(24) TA =0+ A, + N+ Ay
le quaternion conjugué de A’ est manifestement A, ct I'on a
= nA.

L'expression que nous venons de trouver pour cctte norme est le
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second facteur du déterminant (9*). (Comparez HamiLtox, Lectures
on Quaternions, p. 87.)

En prenant comme point de départ une substitution (1), pour
laquelle le déterminant (3) n'est pas nul, nous sommes parvenus {
I'équation symbolique (22), dans laquelle A, est différent de zéro. Si
nous prenons inversement comme point de départ un quaternion quel-
conque A dont la partic réelle A, soit différente de zéro et si nous for-
mons, & l'aide de ce quaternion, une équation (22), nous en déduisons
les équations (9) et (10) correspondantes, ct I'équation (10) est une
conséquence des équations (g). Mais ces équations () nous montrent
immédiatement que I'équation (2) est vérifice, et, comme le détermi-
nant (9*) est différent de zéro, nous obtenons, en résolvant les équa-
tions (9) par rapport & x,, «x,, x,, une substitution (1) cnticrement
dclermmec, son déterminant est d’ailleurs égal & + 1. Cette substi-
tution, qui a ¢t¢ donnée pour la premic¢re fois par Luler, est la
suivanle :

! Ai— Ma— A+ 34,

o )!"*‘)‘n‘*’"n‘*‘)\
2()\0113——113%;) , 2(hodis+ hjakes)
L N I AP Y S Ay Y IR N
£, = 9;(—‘);07\12“’,7\13 \33) 3
(23) : )-,,—i—hl,—i-)\;.&—i-l\;.“
M= Ay =0, 2(—hadas = hiahua)
) 1A A ')‘és')J "o‘*')f»“*"fs‘*"?zs &
T, = 2(—D 7|3+)~|s)3«)
e e R XN
A 2 )‘i'.‘t "‘)'23

2(hghas— hyadyy) Vit 7.3+ H y
7 ST 4
\ PEITEDE ey A+ A4+ 21, + A3

On la trouve dans le Mémoire d’Euler, intitulé : Problema alge-
braicum ob affectiones prorsus singulares memorabile (N. Comm.,
XV, p. 75, 17705 Exhib., 1770, Mart. 5, Comm. ar., 1, p. 427).
Dans une Note publi¢e parmi ses OEuvres posthumes dans lc Tome 111
de ses OEuvres complétes, ct intitulée : Bemerkungen su einer
Abhandlung Euler’s tber die orthogonale Substitution, Jacobi a
montré un intérét partculicr pour ce Mémoire d’Kuler.
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Le déterminant (3 ), correspondant 4 la substitution (25), est égal &

(26) i :
Ag+ AL+ AL+,

sa valeur est donc différente de zéro. .

Ainsi tous les quaternions A, dont la partie réelle A, est différente
de zéro, nous raménent a des substitutions linéaires (1), & déterminant
+ 1, pour lesquelles le déterminant (3) est différent de zéro.

Comme on peut déduire une substitution (1), de déterminant + 1,
4 déterminant (3) différent de zéro et telle que 'équation (2) soit
encore vérifiée, en changeant les signes des cocfficients de deux des
colonnes d'une substitution (1) donnée, on obticnt toutes les substitu-
tions (1) considérées en composant les substitutions (1) obtenues jus-
qu'ici avec celles qui ont simplement pour cffet de changer les signes
des cocfficients de deux colonnes. Les signes de la deuxiéme et de la
troisicme colonne sont changés par la substitution

Y= % V2= " % Ya="3%y
que 'on peut remplacer par I'équation
(27) iaz(}’a -+ icz}’z"“ inya) = (51 + 5+ L1333 ) lage

Les signes de la premicre et de la troisitme colonne sont changcs
par unc substitation que I'on peut remplacer par I'équation

(27a) i:n(}’a + i«a}’ﬁ'*‘ ins}’s) =(5,+ Ly By + 43 33) (— 13,),

ct les signes de la premiére et de la deuxi¢me colonne sont changés
par une substitution que I'on peut remplacer par I'équation

(276) La(y + icz}’z'*‘ ies}’a) =(3,+ 1,23, + ica-zs)("‘ lig).
En posant

(28) 5+ leSy+ a5 =1,
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et successivement

I =1y, 319 Ligy

(20)

( Li=1iy, - i.'m —
on peut éerire ces équations (27), (27,), (27,),
(30) 1Y =71,

ct comme, d’aprés la relation (22), AX = YA,, on a, en combinant
les relations (22) et (30) ct en faisant usage de la loi d’associativité,

(31) IAX =ZI,A,.

Cette relation, qui se déduit de la relation (22) en y remplagant A
par I'A, jointe dla relation (22), représente, d’aprés ce que nous avons
observé tout i heure, toutes les substitutions (1) considérées qui vé-
rifient les équations (2), et dont le déterminant est égal & + 1. Or un
«uaternion A dont la partic réelle est différente de zéro devient, lors-
qu'on le multiplie par I =1i,,, i,,, ,,, un nouveau quaternion dont la
norme n'a pas changé et dont le cocfficient de iy,, 7,,, #,, cst succes-
sivement différent de zéro; les quaternions A et IA, qui paraissent
dans les équations (22) et (3r), représentent donc tous les quaternions
dont I'un au moins des coefficients est différent de zéro, c¢'est-a-dire
tous les quaternions dont la norme n’est pas nulle. On pourra donc
remplacer I'ensemble des relations (22) et (31), ou la partie réelle A,
du quaternion A est supposée différente de zéro, par I'unique rela-
tion (22), en convenant de ne plus soumettre le quaternion A qu'a la
restriction d’avoir unc norme différente de zéro.

Ainsi la relation (22), dans laquelle A désigne un quaternion quel-
conque dont la norme n’est pas nulle, représente toutes les substitu-
tions lincaires considérées. Les équations (25) ont maintenant lieu

pour des valeurs réelles quelconques données & Ay, &5, X3, Ayy, le sys-
téme

étant seul exclu.

Journ. de Math, (4* série), tome II. — Fasc. [V, 1886, 92
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A Taide d'un quaternion queleonque dont la norme n'est pas nulle,
(32) U Eyalhya—+ Fyglhyy+ oy thay = M,
formons la rclation analogue a (22),
(33) MY =ZM,,

a laquelle correspond une substitution lin¢aire, semblable & (1), nous
permettant de passer des variables réelles y,, y,, ¥, aux variables
réelles 3, 5,, 25. Si nous tenons compte de la loi d’associativite, les
relations (22) et (33), multipliées membre & membre, nous donnent
une nouvelle relation

(31 MAX =ZMA,.

Les deux substitutions lincaires, appliquées successivement, onl
done pour effet d'introduire le produit M A des quaternions correspon-
dant a ces deux substitutions linéaires. On voit sans difficult¢ que le
conjugué de MA est A’M’; la norme du produit MA est done égale
a MAA'M, cest-a-dire a4 M ot (A)M’ ond ot (M) 5w (A).

De I'équation

(35) 6(MA) = (M) 2 (A),

on déduit immédiatement que la norme d’un produit de quaternions
st égale au produit des normes de ces quaternions. Comme yo(M)
et 9t (M) sont supposés différents de zéro, 96 (MA) est nécessairement
différent de zéro. Je ne voudrais pas manquer de faire observer ici que
I’équation (35) cst, au fond, identique au théoréme de Iart. 93 du
Mémoire d'Euler : Demonstiratio theorematis Fermatiant, clc., que
j'ai cité en commencant, et (que si I'on se propose de parvenir, par mul-
tiplications, du théoréme d'Fuler a I'équation (33), on obtient les
régles du calcul des quaternions. (Compares Hamilton, Ouvrage cité,
Préface, p. 47.)

D’aprés ce que nous avons va jusqu'ici, chaque quaternion A ap-
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partient & un ensemble de quaternions, ayant tous, aux signes prés,
mémes cocfficients de 1, i,,, i,5, i,,, ct, par suite, ayant tous méme
norme. Les quaternions qui apparticnnent au méme cnsemble peuvent
étre répartis cn groupes semblables & ccux que Gauss a introduits
pour les quantités complexes (a + bi) dans son célébre Mémoire sur
les restes biquadratiques. Celles des huit quantités == (@ == bi) ayant
mémes ¢léments réels a et b, que I'on obtient en multipliant successi-
vement 'une d’entre clles par les quatre unités 1, —1, i, — i, sont
dites associées, tandis que celles qui ont méme partie réelle et des
cocfficients de i égaux, mais de signes contraires, sont dites conju-
gudes. Sil'on remarque qu'da chaque quaternion A correspond une
substitution (1) bien déterminée par la relation (22) et qu’au quater-
nion — A correspond la méme substitution (1), on 'est amené a répar-
lir en groupes les quaternions d'un méme ensemble d’aprés les chan-
gements que ces divers quaternions, substitués successivement dans
Péquation (22), apportent a la substitution (1). Nous avons déji
observé qu'en changeant A en TA on changeait les signes des coeffi-
cients des deux colonnes désignées parles indices du symbole ¢ auquel
est ¢gal I; il y a 8 quaternions qui sont ainsi liés entre eux. Les
quaternions d’'un méme cnsemble, ayant méme partie réelle A,, sont
¢galement au nombre de 8; on peut les mettre sous la forme

A =%+ o N+ G Mg+ g Aas,

A = )\o - im)\m" ’:43)‘13" izs}‘zsa

Ac =4 — im}\n" iw)\is"" in)‘n = izsA lygs

Ny =0+ i N+ My — Gy Ny =6, A'iy,,

Ay =0 =t N+ i My — Gay Mgy = £, A 1y,

A; =No+ s Mg — dya Mg+ By Aoy =1, ATy,

3 =%+ im )‘02" iw)\«a“ iaa)\aa = imA L2

s =R — g Mo AT Mg+ Iy Ayy = £, A1,

En passant de A & A (k =1, 2, 3), la k¥ ligne et la k**»¢ colonne

des coefficients de la substitution (1) changent de signe. En passant
de A A A’ oude Ay a A} (k=1, 2, 3), les lignes et les colonnes de
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méme rang sont transposées. L’ensemble des quaternions que 1'on ob-
tient en combinant ces deux genres d’opérations comprend 64 quater-
nions; il y a 32 substitutions linéaires correspondantes; on les obtient
toutes, a 'aide de 1'une d’entre elles, en faisant subir & ses lignes et
colonnes les changements que nous venons d’indiquer, combinés de
toutes les maniéres possibles.

IV.

Quaternions entiers ct classes de solutions de la congruence
BB+ =o0 (modp).

Je considére maintenant spécialement les quaternions dont les
quatre éléments réels Ay, N, A4, Ay, sont des nombres entiers; on
nomme ces quaternions : guaternions entiers. La répartition cn
groupes, dont nous venons de parler, va ici nous étre d'une grande
ntilité,

Pour que la norme d’un quaternion cntier

(') A=)‘o+i|~37\|2+i|:;)\|3+iz:;7\2::

soit égale & I'unité, il faut que I'un de ses quatre ¢léments réels soit
égal i = 1 ct que les trois autres soient nuls. Il n’y a donc que 8 qua-
ternions cnticrs dont la norme est égale & T'unité; ce sont les quater-
nions

(2) +1, *1i, Ei,, E£i,,

que 'on nomme unités. Si I désigne 'une quelconque de ces 8 unités,
on a I'équation

% (IA) = % (A),

dont il a déja été fait usage plus haut.

On peut d’abord démontrer que les 8 quaternions entiers IA sont
tous inégaux, pourvu que la norme i (A) soit différente de zéro. Si
Pon avait, en effet, I'é¢galité

1@ A = IA,
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dans laquelle I') et I désignent deux unités différentes, on aurait aussi

(I*-DHA=o
cl, par suite,
(1@ — 1) tA = o;

donc, comme 9t A n’est pas nulle, il viendrait
[@_1=o,

et 'unité 1@ ne serait pas différente de Punité I.

Je nommerai quaternion enticr proprement dit tout quaternion
entier dont les quatre éléments Xy, A, A5, A,y n'ont pas de diviseur
commun, ct quaternion cntier impropre tout quaternion entier dont
les quatre éléments A,, A,,, X3, A,y Ont un diviseur commun. La
norme d’un quaternion entier proprement dit ne peut étre qu'un
nombre entier impair ou le double ou le quadruple d’un nombre entier
impair. Si, en effet, cette norme est paire, il faut que deux des entiers
Aoy Ayay Ay, Ay soient impairs ou que ces quatre entiers soient tous
impairs; or, dans lec premier cas, la norme est un entier de la forme
4r + 2 ct, dans le second cas, la norme est un entier de la forme
8r+ 4.

Si un quaternion cntier, dont la norme est un nombre premier, est
le produit de deux quaternions entiers, 'un de ces derniers a néces-
sairement pour norme le nombre premier lui-méme, tandis que I'autre
a pour norme 'unité et cst, par suite, égal i 'une des huit unités (2).
On peut ainsi considérer chaque quaternion entier, dont la norme est un
nombre premier, comme irréductible et dire qu'’il est un guaternion
premier.

Supposons que I'on nous donne un quaternion entier proprement
dit A ; soit m la norme de ce quaternion; désignons par p l'un quel-
conque des facteurs premicrs impairs de m et soit pY la puissance
laquelle parait p dans m. Comme le quaternion donné est un quater-
nion proprement dit, les quatre nombres entiers Ay, A5, Ay, Ayy ne
sont pas tous les quatre divisibles par p; on peut donc, quel que soit
le quaternion entier proprement dit donné A, toujours trouver un
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quaternion I A dont la norme soit aussi égale & m ct dont la partie
réelle (le coefficient de I'unité réelle) ne soit pas divisible par p; mais
alors rien n’empéche de supposer que, déja dans le quaternion cntier
proprement dit donné, le nombre enticr A, ne soit pas divisible par p.
Dans cette hypothése on peut former le systéme de congruences

* Ao Ec."“ )\msz'*" )\ME:!:_EO’
(4) CAE A E+ A E=o, g (mod pY)
‘ )\1351'*‘)\2322‘*‘ Ao E::‘:_—:“a ;

et montrer que ce systéme cst vérifié par des nombres entiers £, £,, &,

non divisibles tous trois par p. A cet cffet, formons le syst¢me des
mineurs

A+ Ny Aa iy =M hos A huy— hia A
(5) Aas gy — Agy Ay Ay + )‘5'3 A Ay — hyy Ag
U Aaa— AgiAgs Ag A — Mo Ay As + Af,.

Si les trois sommes de carrés qui paraissent dans 'une des diagonales
de ce tableau (5) étaient divisibles par p, comme l'on a

(6) A+ N+ N+ AL, =m,
les sommes de carrés

7\?2 + )‘§|’ )\fz + )‘is’ )‘::::t + )\.;1
seraient aussi divisibles par p; mais alors les nombres cntiers

2 2 2 )2
2y, 2A,, 2N, 2k,

seraient eux-mémes divisibles par p, et, par suite, p étant impair, les
quatre entiers

k07 )\IQ’ )\lﬂ )\23

contiendraient p simultanément, ce qui n’cst pas. Chaque ligne du
tableau (5) nous fournit trois entiers &,, &,, E,, vérifiant les con-
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gruences (4); comme 'une au moins des trois sommes de carrés qui
paraissent dans le tableau (5) n’est pas divisible par p, laligne dans la-
(uelle parait cette somme de carrés nous fournira trois entiers &,, §,, %,
(ui ne scront pas tous trois multiples de p. Si, par exemple, Ag + Al,
n'est pas divisible par p, on peut prendre & volonté pour ¢, un entier
quelconque non divisible par p et les deux nombres entiers £, &, sont
ensuite déterminés sans ambiguité, suivant le module p?, par les deux
premiéres congruences (4). On obtient facilement, en désignant par
w,, w, les solutions, pour &, = 1, des deux premiéres congruences (4 ),
les relations

Gy e |
( )‘:n 7\1-_» - 7\:13 )\o == w2(7\§+ 7\?_,) ,
(8) E.F* ‘E‘”|E:n E;-E ‘»”253 (mOd pY).

Dans le numéro précédent nous avons déduit des équations (9) une
équation (10); en observant que A, nc contient pas p cn facteur, nous
déduisons, ici de méme, des congruences (4) une congruence

(9) A+ My B+ ApEis=o (mod pY).

Si, outre le systéme (%, E,, §;) que nous venons d’obtenir, un second

systéme (57, 5 B dont les éléments £ 5L, £ ne sont pas tous

]
Irois divisibles par p, vérifie les congruences (4) et (9), on reconnait
facilement, d"apres ce ui préctde, qu'il existe un entier g, non divi-
sible par p, qui vérifie les congruences

ARy 4

)
= T~ -

i3 5 :—;:‘{,"233 E=gt, (mod pY).

Deuxsemblablessystémesdenombres(£,, %, &, ) et (5, 5, 5.") dont
I'un peut s¢ déduire de T'autre en le multipliant par un nombre non
divisible par p, peuvent étre appelés équivalents et réunis dans une
méme classe.

En ajoutant les congruences (4) respectivement multipliées par
%1y Zay &5 ct remarquant que A, n'est pas divisible par p, on en déduit
cette nouvelle congruence

(10) T 1 (mod pY).
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Ainsi les congruences (4) et (9) admettent une classe déterminée
de solutions, laquelle constitue en méme temps une classe de solu-
tions de la congruence (10).

Avec les trois entiers &,, &,, E; formons I'expression

(11) Evt 0,6+, 5 ==,

Alors les premiers membres des équations (4) et (9), respectivement
multipliés par 1, i,,, ,,, 15, €t ajoutés ensemble, donneront pour ré-
sultat le produit AE. Sidonc nous convenons de considérer un quater-
nion cntier comme congru & zéro suivant un module donné réellorsque
chacun de ses coefficients est divisible par cc module, les congruences
(4) et (9) pourront étre condensées dans la congruence unique

(12) AE=o  (modp").

1 est aisé de voir que, si 'on remplace A par IA, la congrucnce (12)
est encore vérifiée, de sorte que les huit quaternions représentés par
Pexpression IA appartiennent a la méme classe de solutions (%,,%,. %)
de la congruence (10).

Les quaternions Af,,, Ai,,, Ai,, apparticnnent  des classes de solu-
tions dela congruence (1) faciles 4 déterminer. De la congruence (12)
on déduit, en effet,

Ai (i Bi,)=0  (modpY),
(12) Ai (i Bi)=0  (modpY),
Aiyy(iyBis)=0  (modpY),

et, comme
/ . QI _5 . E 3 E
Loy Qg =38+ 113G — ;3G

(12”) i3|3i13=51—i1222+i|3§m
i:agin = Ec _— imgz— iaazsa

les classes cherchées sont déterminées par les systémes

(an 52; "‘Ea) pour A-i':»,
([3) (En - Ea, E:) pour A’:cs,
(En - 229 - 2;) pour Al'”.
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Ces trois systémes ct le systéme (§,, §,, &;) appartiennent & quatre
classes différentes lorsque aucun des trois nombres entiers &,, §,, &,
n'est divisible par pj; ils n’apparticnnent qu'a deux classes différentes
lorsqu’un de ces trois entiers est divisible par p.

Pour pouvoir étudier les quaternions proprement dits dont la norme
est le double d’un nombre impair, il est nécessaire de considérer encore
les congruences (4) et (9) par rapport au module 2. Nous avons déja
fait observer que, lorsque la norme d’un quaternion entier est le double
d’un nombre impair, deux des entiers Agy Ay, A3, Ayy sONt nécessaire-
ment pairs ct les deux autres impairs; il en résulte qu’en prenant
pour I unc unité convenable, on peut toujours s’arranger de maniére
que la partic réelle A, de A soit un nombre impair. Mais alors deux
des trois sommes de carrés contenues dans le Tableau (3) sont néces-
sairement des nombres impairs ct la troisitme est un nombre pair;
supposons, pour fixer les idées, que Aj~+ A}, soit un nombre impair;
on peut alors choisir pour &, un entier quelconque impair et ,, &, sont
ensuite déterminés sans ambiguité suivant le module 2. On voit done
que les congruences (4) ne peuvent étre vérifiées, suivant le module 2,
(ue par un scul systéme de nombres entiers qui ne soient pas pairs
tous les trois; ce méme systéme vérifie aussi la congruence (9), ainsi
(que la congruence (10), prises toutes deux suivant le module 2. Les
classes dc solutions de la congrucnce (10) auxquelles appartiennent
les quaternions enticrs Ad,,, Ai,,, Ai,, sont cncore représentées par
les systémes (13); mais ces systémes, pris suivant le module 2, sont
manifestement équivalents.

Ainsi, les résultats obtenus sont démontrés pour tout quaternion
entier proprement dit lorsque le module est égal & une puissance d'un
nombre premicr impair contenue dans la norme du quaternion entier,
ct, en outre, pour les quaternions entiers proprement dits dont la

norme est le double d'un nombre entier impair, lorsque le module est
égal & 2.

Journ, de Math. (4 série), tome 1. — Fase. 1V, 1886, 33
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V.

Nombre de classes de solutions de la congruence
B+8+8=0 (modpY).

Lorsqu'une congruence
(1) B+8+8=0 (modp)

est vérifiée par un systéme d’entiers (£,, &,, &) qui nc soicnt pas tous
trois divisibles par le nombre premier impair p, nous dirons que ce
systéme est une solution proprement dite de la congruence (1).

Nous avons démontré que la congruence (1) avait au moins une
solution proprement dite lorsque le module pY de cette congruence est
un facteur de la norme m d’un quaternion entier proprement dit. Nous
allons maintenant ¢tudier cette congruence (1) sans y associer aucune
supposition particuli¢re ct déterminer le nombre de classes de ses
solutions proprement dites.

Soit d’abord % = 1. Nous commencerons par considérer les solutions
pour lesquelles £, n’est pas divisible par p. Pour %, = 1, nous pouvons
¢erire au lieu de (1), en tenant compte de la définition de o, ct w,
donnée dans le numéro préeédent, la congruence

(2) wi+oi+1=o0  (modp).

L’¢tude de celte congruence se raméne, comme je le montrerai toul
a’heure, & celle de la congruence

(3) 1+ a*=0* (modp).
Cette derniére peut sc mettre sous la forme

(4) 1=(b—a)(b+a) (modp).
En posant

(5) b~a=r, b+a=s,
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on peut la remplacer par la congruence
(6) 1=rs (mod p),

a laquelle il faut joindre, puisque @ ct b sont des nombres enticrs, Ia
congruence

(6) r=s (mod2).

La congruence (6) montre que le nombre entier 1 ne peut étre divi-
sible par p; prenons pour 7 successivement les (p — 1) restes incon-
grus suivant le module p, en excluant le reste o3 pour chacune de ces
(p — 1) valeurs de i déterminons la valcur correspondante de s, d’aprés
la congruence (G), & un multiple de p prts, ct fixons ce multiple de
maniére & vérifier la congruence (6°); nous obtiendrons ainsi (p — 1)
paires de nombres enticrs (7, s ) qui représenteront toutes les solutions
des congruences (6) et (6'); nous en tircrons (p — 1) paires de nom-
bres entiers (@, b) a P'aide des relations

et ces (p — 1) paires de nombres cntiers (&, b) représenteront toutos
les solutions de la congruence (3). Ainsi la congruence (3) est toujours
possible ct a toujours (p — 1) solutions.

Pour passer de la congruence (3) & la congruence (2), nous allons
distinguer le cas ol 'on a p=1(mod 4), du cas ol I'on a p=3
(mod 4).

Sil'on a p=r1(mod4), (— 1) est résidu quadratique de p: il existe
donc un nombre enticr ¢ vérifiant la congruence

(8) Sl=—1 (mod p);

mais alors, pour chaque solution (®,,®,) de la congruence (2), la
congruence

(9) 1+0l—d%wi=o0 (mod p)
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alicuj cette derniére congruence montre que les nombres entiers
(10) a=w0, b=8w, (modp)

vérifient la congruence (3). Inversement, & chaque solution (a, b) de
la congruence (3) correspond unc paire d’entiers (®,, ®, ), déterminés
par les congruences (ro), qui vérifient la congruence (2). Donc la
congruence (2) a (p — 1) solutions.

Si I'on a p=3(mod4), le nombre (— 1) est non-résidu quadra-
tique de p; il est donc impossible que parmi les solutions de Ia con-
gruence (3)ily ait des systémes (a, b) pour lesqucls le nombre entier &
soit divisible par p; il y a par contre deux solutions de la con-
gruence (3), (a==0, b==1), pour lesquelles a est divisible par p; en
mettant ces deux solutions & part, il reste (p — 3) solutions (a, b) de
la congrucnce (3) pour lesquelles aucun des deux nombres entiers

a ct b n’est divisible par p. Ces (p — 3) solulions sc partagent en l’—:‘——j

groupes contenant chacun quatre solutions correspondantes (*= a, == b);
' ) ) — 1 [
chacun de ces groupes représente un des cas ot 'un dcs’—z— résidus

(uadratiques de p, augment¢ d’unc unité, est de nouveau égal & un
' e . -3 .
résidu quadratique de pj et, par ccsl—)—['—— groupes, il est tenu compte

de tous les cas dont nous parlons. I1 y a donc exactement 2= 3

&
uadratiques de p qui, augmentés d’unc unité, sont de nouveau résidus

P
4
résidus quadratiques de p, on obtient un nombre entier qui n’est ni
divisible par p, ni résidu quadratique de p et est donc nécessairement
non-résidu quadratique de p. Comme chaque résidu quadratique de p
est congru, suivant le module p, au carré d’un enticr ¢, ct, dans l¢ cas
(Jui nous occupe, chaque non-résidu quadratique au carré d'un entier d
pris avec le signe moins; comme, de plus, les entiers ¢ et d pcuvent
pP+1
i
(uadratiques dont nous avons parlé en dernier licu donne quatre solu-

résidus

(uadratiques de p. Si I'on augmente d’unc unité 'un des autres

étre remplacés par (— ¢) et (— d), on voit que chacun des résidus
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tions de la congruence
(r1) 1+c*=—d* (modp),

(ui est identique & la congruence (2). Donc la congruence (2)a(p+1)
solutions.

Les deux cas que nous avons distingués nous aménent ainsi & des
résultats différents. Suivant que I'on a p==1 ou p=3 (mod §), la
congruence (2) a (p —1) ou(p + r)solutions. Cette différencc appa-
rait ¢galement dans la marche suivie par M. Hermite (compares le
Mémoire cité dans I'introduction). Mais nous allons montrer que cette
différence s'évanouit lorsqu’on détermine le nombre de classes de solu-
tions proprement dites de la congruence proposcée.

Dans le cas ot 'on a p=1(mod 4), la congruence

24+84+8=0 (modp)

peut étre vérifiée en prenant pour &, un entier divisible par p; mais
alors ni &, ni %, ne peuvent étre divisibles par p, sans quoi nous n’au-
rions plus de solution proprement dite. Pour §,=0 (mod p) la con-
gruence (12) se réduit &

(12') &+ 8= (mod p);

comme &, ct £, nc sont pas divisibles par p, cette congruence a deux
classes de solutions proprement dites (compares § II). Ces deux
classes, jointes aux (p — 1) classes pour lesquelles &, n’cst pas divisible
par p, donnent (p + 1) classes de solutions proprement dites de la con-
gruence (12).

Dans le cas ot 'on a p=3 (mod 4), il est, au contraire, impossible
(ue & soit divisible par p; en cffet, la congruence (12') ne peut étre
résolue, dans ce cas, que sil'on a & la fois §,==0, §,==0(mod p); I'hy-
pothése &= o (mod p) ne nous donne donc aucune solution propre-
ment dite dec la congruence (12). Aucunc classe de solutions ne
s'ajoute ainsi aux (p + 1) classes pour lesquelles &, n’est pas divisible

par p.
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Enfin, si I'on forme une congruence semblable 4 la congruence (12),
mais prise suivant le module 2, ‘

(13) G+E+E=0 (mod2),

on voit immédiatement que cette congruence n'a que trois solutions
proprement dites; ce sont les solutions
sE,Eo, £,=1, Ei==1

£,=1, £,=o, g,=1} (mod 2).

§=1, §,=1, §=o

(14)

On a donc démontré dans toute sa généralité le théoréme :

Le nombre de solutions proprement dites de la congruence
&2+ & + Ei==o0, prisc suivant un module premicr quelconque p, est
toujours égal a (p +1).

L’absence d’exception & ce théoréme cst, si je ne m’abuse, un carac-
tére spécifique de la congruence (12). Comme chaque classe de solu-
tions proprement dites comprend ( p — 1) solutions incongrues suivant
le module p, le nombre de toutes les solutions incongrues proprement
dites cst égal & (p*—1); en y ajoutant 'unique solution impropre
(=0, ;= o0, E;==0) (mod p), on voit que le nombre total des so-
lutions de la congruence (12) est égal au carré p* du module pre-
mier p de cetle congrucnce.

Connaissant lc nombre de classes de solutions proprement dites de
la congruence (12), nous allons chercher &4 déterminer par induction
le nombre de classes de solutions proprement dites de la congruence (1),
ot le module est p¥; (v > 1).

Supposons, i cet effet, que nous connaissions un systéme de solu-
tions proprement dites (&, §,, &,) de la congruence

Eg+E+8=0 (modp™');

nous pouvons alors déterminer trois nombres entiers ¢,, ¢,, ¢, de ma-



TRANSFORMATION D'UNE SOMME DE DEUX OU DE TROIS CARRES. 415

niére que la somme des carrés des trois expressions
S+apy G+ np™y L+ tp

soit divisible par p¥. En cffet, comme Y22, on a a(y—1)2y; les
termes contenant p? =" sont donc nécessairement divisibles par pY; en
tenant compte de cette obscrvation, on voit que la somme des carrés

des trois expressions précédentes est ou n'est pas divisible par p?, sui-
vant que P'expression

(15) Bl 81482

i1 +2(Eat|+5212+£313)

est ou m'est pas divisible par p. Mais nous avons déja observé que,
dans un systeme de solutions proprement dites, un scul des trois en-
tiers §,, &,, &, pouvait étre divisible par p; supposons, pour fixer les
idées, que &, et &, nc le soient pas. On peut assigner & ¢, une valeur
fixe arbitraire ct donner successivement & ¢, toute la série des valeurs
incongrues suivant le module p. Les valcurs correspondantes de
{, (mod p) seront déterminées sans ambiguité par la condition quel'ex-
pression (15) soit divisible par p. [On pourrait, au contraire, déter-
miner ¢, de telle sorte que (15) ne fat pas divisible par p, auquel cas
la somme de trois carrés ne serait pas divisible par pY. Cette remarque
nous servira plus tard. |

Les p solutions proprement dites (pour le module pY) déduites de la
solution (&,, &,, £,) pour une méme valeur de #, ct des valeurs diffé-
rentes de 7, appartiennent évidemment & des classes différentes. On
voit donc que le nombre de classes de solutions proprement dites de
la congruence

E+8+8=0  (modp")

est exactement p fois plus grand que le nombre de classes de solutions
proprement dites dc la congruence

B+B4b=0  (modp'').

Il est donc égal a p¥='(p +1).
Il se présente une exception pour le passage du nombre premier 2 &
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son carré 4. Pour que la congruence
(16) G+8+8&=0 (modd)

ait un systéme de solutions proprement dites (&,, &, &,), il faut que
I'un des trois nombres entiers §,, &, &, soit pair ct que les deux autres
soient impairs; mais alors la somme des carrés de ces trois nombres
est de la forme 47 + 2 ct nc peut donc pas étre divisible par 4. La
congruence (16) n’a donc aucun systéme de solutions proprement
dites.

VI.

Proouine. — Troucer tous les quaternions entiers dont la norme
sott égale a un nombre entier donnd.

Ce qui précéde nous permet d'aborder le problme fondamental de
la théoric des quaternions entiers. Un nombre catier m, impair ou
double ou quadruple d’'un nombre impair, étant donné, trouver tous
les quaternions entiers proprement dits dont la norme soit ¢gale au
nombre m ct représenter, de toutes les manicres possibles, chacun de
ces quaternions comme produit de quaternions premiers.

Considérons d’abord le cas particulicr o le nombre entier donnd
est un nombre premier impair p. Soit alors (&, &, &,) un systétme
représentant une classe déterminée de solutions de la congruence

(1) B+E+8=0  (modp).

Je vais démontrer qu'’il existe un quaternion enticr proprement dit dont
la norme est ¢gale & p ct qui appartient & la classe détermince par le
systeme (&, &4y &5). A cet cffet, déterminons les quatre entiers =g,

P12y TP13y T2 NUMEriquement plus petits que ’;’ qui vérifient les con-

gruences

2) TPOEEM “P= 13 =&, “P23==0 (m‘)d]))§

soit 7 le plus grand commun diviseur de ces quatre entiers; 7 ne peut
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étre divisible par p. Posons ensuite

(3) Po+ LyaPia-tLiaPes+ LasPas =D,
) B+ 1,8 + 1,5 =E;
comme 7 et p sont premiers entre cux, le systéme des congruences (4)

ct (9) du § IV, qui est condensé dans la congruence (12) du méme
paragraphe, est vérifi¢ pour les valeurs

Po':)\u 4Pc2=)\|27 Fu:)‘laa Pn:ln-

Nous avons donc ici la congruence

(3) PZi=o0 (mod p).
l.a norme du quaternion P est égale & la somme de quatre carrés,
’ .
chacun plus petit que % ; elle est donc plus petite que p*; comme elle

est divisible par p, nous pouvons dailleurs écrire
(6) %(P) = pt,

ct ¢ est alors nécessairement plus petit que p. Si ¢ est égal a I'unité, le
probléme est résolu par le quaternion P lui-méme. Si ¢ est différent de
'unité, nous déterminerons quatre nombres entiers @q, 9,2y @13y Paay

r e . ' . ’ ‘ [
numériquement inférieurs ou au plus égaux & - et vérifiant les con-

grucnces

(7) P0=foy @12== D2y Prs=Ffis P23 == Py (mod ?),
Il est facile de s'assurer que les quatre nombres entiers g4, ¢,,, ¢,4,
%43, ainsi obtenus, ne peuvent étre tous les quatre numériquement

égaux & % ; lorsque ¢ est différent de 2, cela résulte simplement de ce

que les quatre enliers Py, Pyas Prsy P23s auxquels Pos Pizs Pisy Pas SONL
congrus, n’ont, par définition, aucun diviseur commun; lorsque ¢ est

Journ, de Math. (4* séric), tome 1I. — Fasc. 1V, 1886. 5’;
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¢gal & 2, on aurait

pe=1, Pra=1, Pia==I, fay =01 (mod 2),

ct, par suite,
% (P)=4 (mod 8),

contrairement a I'égalité (6) qui, pour t =2, est % (") = 2p. la
norme 3 () du quaternion

(8) (I’-_—"?o"*' LaPia+ iu?n‘*"in?a:

est donc plus petite que ¢2, et, comme elle est divisible par ¢, on a, en
posant

(9) (D) = u,

I'imégalité ¢V < .

Si I'on multiplic le quaternion ¢’, conjugué de @, par le quater-
nion P, on obtient un nouvecau quaternion dont les quatre éléments
réels sont divisibles par ¢, comme il est facile de s’en assurer. Qutre ¢,
ces quatre ¢léments réels peuvent encore avoir un autre facteur coni-
mun; soit ¢ leur plus grand commun diviscur; posons alors

o)
23/

(10) QP =1e(p + i19p\s + Tysply + Laap
(11) P = 0"+ Ziap)y + Liapls + faaas
P" sera un quaternion entier proprement dit. On a, d'aprés (6)
q prop p )
et (9),
W (P'P)=ptreV;

comme ¢ et " sont plus petits que p, cette norme ne peut étre divisible
par p*; or, d’aprés (10) et (11), ona aussi

%((I)'P) — (,rr,n)a t’:m(P“));

donc 1) ne peut étre divisible par p.
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On peut déduire facilement de la congruence (5), la congruence
(12) PPE=o0  (modp),

en n'effectuant que des additions ct des multiplications par des nom-
bres entiers réels, opérations qui sont identiques dansle calcul des qua-
ternions et dans le calcul ordinaire. Les relations (10) et (11) don-
nent

PP =Py
la congruence (12) peut donc s'écrire
N PPWE=0  (modp)
“ou cncore, comme les nombres entiers 'V et ¢ ne sont pas divisibles
par p,
(13) PVZ=0  (mod p).

De I'égalité
H(PP)=19p =2 (z")ou(PY)

on déduit d’ailleurs, comme 1*) et p sont premiers entre cux, que "
est divisible par (v9)?, et I'on a

1t

(14) %(PM)=p g

Aulicu des relations (5) et (6), nous avons donc deux relations (13)

et (14) dans lesquelles le quaternion entier proprement dit P et le
‘I‘ q prop
)

nombre entier oy remplacent le quaternion proprement dit P et

) . . e yer, L
le nombre entier ¢; on a dailleurs manifestement inégalité - < 4.
9 g (1)
()

Rien n'empéche de répéter le méme raisonnement ct de former suc-
cessivement des quaternions P®, P¥, ..., vérifiant les relations (5)
ot (6), comme P et P!, et ayant dans I'équation (6) un coefficient
entier de p de plus en plus petit, jusqu'a ce que ce coefficient entier
soit ¢gal & I'unité. Nous arrivons ainsi &4 former un quaternion enticr
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proprement dit,

PO= gd + diaply + Liafly + Laafls
vérifiant les relations

(15) PfZ=0  (modp),
(16) x(P) = p.

Le probléme posé est donc résolu pour tout nombre premicer im-
pair p. Le quaternion P est un quaternion premier qui appartient i
la classe donnée de solutions dela congruence £} + &2 + E2=o0 (mod p).
Les huit quaternions premiers IP® apparticnnent & la méme classe de
solutions; nous choisirons arbitrairement I'un de ces huit quaternions
et nous nous en servirons dans les calculs suivants. Nous aurons alors,
par le procédé indiqué, p + 1 quaternions premiers dont la norme
est p, appartenant chacun & I'une des p +1 classes de solutions de
la congruence &} + &} + §2=o0 (mod p).

A chaque quaternion premicr P, dont la norme est un nombre pre-
micr impair, correspond un quatcrnion conjugué I qui a méme norme
que P et est donc aussi un quaternion premier. Nous allons démon-
trer que les deux quaternions conjuguds I et P’ ne peuvent apparteniv
i la méme classe de solutions dela congruence &} + £ +£2==0 (mod p).
Pour cela, formons, cn suivant la méthode indiquée dans le § 1V et
remplagant la lettre A par la lettre p, deux systémes (%, %, &) ct
(8", B, EY) auxquels correspondent respectivement les quaternions I
ct P’. Nous pouvons supposer que p, et g5 + ¢}, par exemple, ne soient
pas divisibles par p et choisir alors pour &;, comme pour £, un entier
quelconque non divisible par p; nous prendrons

L .2 2
ES“'E\s "‘Fu+912’
nous aurons alors

E|=ch.°32_(°:c?oa E:;::?;aPu:—PuPoa

E‘.'):‘ Pi2f23 — Pisfoy E(“.‘: L1321 — Pasfo-

Si les deux systémes (§,, &, &, ) et (£}", &, &\'") étaient équivalents,
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il faudrait, comme &, et E!" sont égaux et ne sont pas divisibles par p,
que P'on et

BV E,=1ap,,8,=0, g~ E,=2pup=0 (modp);

il viendrait donc
£y==0, £32=0 (mod p)

et, par suite, comme pj + 37, + 915+ 3. = Py J
Gt pi=0  (modp),

contrairement & I'hypothése. Les deux quaternions premiers con-
Jugués P et I appartiennent donc nécessairement i des classes diffé-
rentes.

Si le nombre premier donné est le nombre 2, on a a veérifier I'é-
(quation

('7) 7‘3+7\f=+7\fa+7\§a=2’

Pour cela, il faut et il suffit que deux des quatre carrés qui parais-
sent dans cette ¢quation soient égaux a l'unité, et que les deux autres
soient nuls. Les vingt-quatre quaternions premiers, dont les éléments
vérifient cette condition, se répartissent entre les trois classes (14) de
solutions proprement dites de la congruence (13) du § V. I représen-
tant I'unc quelconque des huit unités, les quaternions

I1(1 + iy) apparticnnent & la classe §,=0, &,=1, %=1 )
(18) (I(1+1iy) » Ei=1, Li=o, &=1) (mod 2).
I(l-i—i‘,) » E|—=—17 EzEI, E,E‘—.O 5

Deux quaternions conjugués apparticnnent ici & la méme classc,
comme on s'en assure facilement.

Afin de pouvoir passer du cas ol le nombre donné est premier au
cas ou il est composé, il nous faut établir les conditions nécessaires
et suffisantes pour qu'un produit de deux quaternions proprement
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dits M et A soit divisible par une puissance déterminée p* d'un nombee
premier impair p.
De la congruence

(19) MA=o0 (modpY),
on deduil les congruences

M'MA= %(M)A =0 (mOd]ﬂ)a

(20) MAA' =Mx(A)=o0  (modp)

ou, comme A et M sont des quaternions proprement dits,
%(M)=o0, w(A)=o0  (modp").

Soient p'+! la plus haute puissance de p qui divise le nombre
entier 9(A), et p**™ la plus haute puissance de p qqui divise le nombre
entier 5t (M). Le quaternion A’ appartient alors & unc classe de solu-

tions de la congruence §} + &} + &} ==0 (mod p™+) ; soit (5", £\, 5"

un systéme représentant cette classe. Le quaternion M appartient &
une classe de solutions de la congruence £} + £} + £2 =z0 (mod pr+");
soit (1, %3, 7),) uN systéme représentant cette classe. Si nous posons

(.2[) E(‘|)+ iusg) + i.,E‘,”= E(o),

(23) 711+i|27h '*‘iu’]s =1,
nous aurons alors

(23) ANEW=o0  (mod pr*),
(24%) MH=o0  (mod pr™).

Comme, d’aprés (1g), on a
MA=o (mod p"),

il vient aussi, en prenant, au licu du quaternion MA, son conju-
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gué A'M,
(25) AM=o0  (modp").
On en déduit, cn tenant compte de la congruence (24),
AMMH=on (mod p*r+m);

mais, par hypoth¢se, p™™ est la plus haute puissance de p contenue
dans la norme M'M; on a done, en supprimant ce facteur, une nou-
velle congruence

(26) AH=o0 (modpY),

(qui montire que le quaternion A’ appartient & la classe représentée
Par (14, Nay a)-

Pour que le produit de deux quaternions proprement dits M et A
soiL divisible par p?, il faut donc que les normes de chacun de ces qua-
ternions soient divisibles par p?, et que les deux quaternions M et A’
appartiennent & unc méme classe de solutions de la congruence

E4+B48=0 (modpY).

Ces conditions nécessaires sont aussi suffisantes, car de la congruence
(26) on déduit la congruence

(27) HA=o0 (modp),
«qui, combinée & la congruence (24), donne une nouvelle congruence
(28) MHH'A=o0 (mod p*1+™);

mais il résulte immdédiatement d’une observation faite dans le § V, a
propos du choix des entiers ¢, Z,, ¢, pour lesquels la congruence (15)
n'est pas vérifiée, que I'on peut toujours choisir n,, v, %, de maniére
que la norme HH' ne soit pas divisible par une puissance de p supé-
ricure & p™™; en divisant par Jo(H), la congruence (28) devient
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donc
MA=o0 (mod pY),

qui n’est autre que la congruence (19).

Un raisonnement semblable nous améne & reconnaitre qu’un produit
de deux quaternions proprement dits, M et A, ne peut étre divisible
par le nombre 2 quesi la norme de chacun des deux facteurs est paire.
En nous bornant, ce qui suffit pour I'objet que nous avons cn vue, au
cas ou les deux normes ot(M) et 3t(A) sont chacune le double d’un
nombre impair, on verrait qu’il faut, en outre, que les deux quater-
nions M et A appartiennent & la méme classe de solutions de la con-
gruence £+ §!+%'=o0 (mod 2). Ces conditions nécessaires sont
aussi suffisantes.

Ceci posé, passons au cas ol le nombre enticr donné est égal au
carré p* d’'un nombre impair p. Nous avons vu, dans le § V, que les
quaternions proprement dits dont la norme est égale & p? peuvent
appartenir & p(p + 1) classes de solutions de la congruence

B+ tl=o0 (mod p*).

Nous allons montrer que, pour tout nombre premier p, & chacune de
ces p(p + 1) classes apparticnnent cffectivement des (quaternions pro-
prement dits dont la norme est égale a p®.

A une classe quelconque de solutions dc la congruence

G+E+t=0 (modp)

appartient un quaternion P. Le quaternion I’ appartient & une autre
classe qui différc nécessairement de la premicre, comme nous I'avons
remarqué. Considérons les p quaternions dont la norme cst égale & p
et qui appartiennent aux p classes de solutions qui restent apiés la
suppression de celle & laquelle appartient . Soit 6 'un uelconque
de ces p quaternions; le produit

(29) ep

est alors, d'aprés le lemme démontré, un quaternion proprement dit.
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Si I'on remplace P successivement par p + 1 quaternions P® apparte-
nant aux p + 1 classes possibles et si, pour chaque quaternion P, on
remplace successivement 6 par les p quaternions 8 qu'il représente,
on obtient p(p +1) quaternions proprement dits 6% P. Supposons
que deux de ces quaternions, O®P@ et OP par exemple, appartiennent
a la méme classe de solutions ({,, {,, {y) de la congruence

B4 Bi+E=0 (modp?);
on aurait alors, c¢n posant
(30) Z="0,+ i,30+ 1,38,
dcux congruences
(31)  OPZ:=o0 (modp?), B4P2Z-=0 (mod p?*).
De la premicre, on déduit la relation
ZP'®:=0 (modp);

mais la seconde, multipliée par cette relation, donne

QUP@ZLP'®:=0  (modp'),
et, comme on peut choisir les { de telle sorte que la norme ZZ', qui est
divisible par p?, ne soit pas divisible par une puissance supéricure de p,
il vient, en divisant par 9%(Z),
(32) 0OP@P'O'==0  (mod p?).

En multipliant cette congrucnce par ©, on aurait donc, comme
0’6 = p, la congruence

OO P@P =o (mod p).

Mais alors, d’aprés le lemme, les deux quaternions 8% P@ et P appar-
tiennent nécessairement 4 la méme classe de solutions de la congruence

E+Ei+Ei=0  (modp).

Journ. de Math. (¢ série), tome I1. — Fasc, IV, 1886, 55
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On déduit de méme des équations (31) que les deux quaternions OP
et P“ appartienncnt & la méme classe de solutions de la congruence
précédente. Mais, par hypothése, les deux quaternions OP ct ¢ P@
appartiennent & la méme classe de solutions de la congruence

B8l tl-0 (mod p*);

a plus forte raison appmrtienncnt—ils a la méme classe de solutions de la
congruence §} -+ & ,,_-o (mod p). Donc les deux quaternions P
et P@ appartiennent ala memc classe de solutions de la derni¢re con-
gruence, ce qui revient 4 dire que P et P® sont identiques. I'¢ga-
lit¢ PP’ = PP’= p montre ensuite quela congruence (32) se réduit &

09O =<0 (mod p);

il en résulte que les deux quaternions 8% ct © appartiennent & la
méme classe de solutions de la congruence £ + 5! +-E}==0 (mod p),
ct sont, par suitc, identiques. Nous arrivons ainsi & conclure que les
deux quaternions 6@ P@ ct O sont identiques. II est donc impossible
que deux des p(p + x) quaternions proprement dits O®P@ appar-
tiennent & la méme classe de solutions prises suivant le module p*.
Le méme procédé qui vient de nous permettre de passer du cas ol
le nombre entier donné est égal d p au cas ou il est égal a p?, nous
permet de passer du cas ou il est égal & p* au cas ou ll est ¢gal a p?,
et ainsi de suite jusqu'a unc puissance quelconque pY de p. Nous mul-
tiplierons chaque fois, de droite & gauche, les expressions analogues
4 (29) par un nouveau quaternion, & norme ¢gale a p, appartenant
successivement & p des p + 1 classes de solutions de la congruence

Ef—+— +'J:"to (mod p);

la classe & exclure est chaque fois cclle 4 laquelle appartient le conjugué
du facteur voisin de droite, comme c’était le cas dans les expressions
(29). Nous obticndrons ainsi, pour chacune des p’f“( p + 1) classes
possnbles de solutions de la congruence £!+ & =0 (mod pY), un
quaternion appartenant  cette classe.

En considérant le produit de deux quelconques des quaternions



TRANSFORMATION D'UNE SOMME DE DEUX OU DE TROIS CARRES. 427

premicrs dont la norme est égale a 2, quaternions que nous avons
formés plus haut (18), on reconnaitra qu'il est égal & un quaternion
proprement dit ou & un quaternion impropre suivant que les deux
(uaternions premicrs appartiennent & des classes de solutions diffe-
rentes ou & la méme classe. Ce fait est d’accord avee celui que nous
avons déja mentionné, que les quaternions conjugués appartiennent ici
i la méme classc dc solutions de la congruence

S S S (mod 2).

Les quaternions proprement dits, dont la norme est égale & 4, sont,
comme chaque unité peut étre prise positive ou négative, au nombre

de 16, ct sc répartissent, d’aprés les notations précédemment employées,
en deux groupes

(34) I(""‘in‘*‘isl‘*'i:z)a I("*‘iu"*‘im'*‘iu)’

I désignant, comme précédemment, une unité quelconque. On peut
obtenir les quantités entre parenthéses, paraissant dans ces quater-
nions (34), a 'aide des quaternions dont la norme est égale a 2, de
plusieurs maniéres, comme le montrent les relations suivantes :

(1 +1y) (1 + i) =+ 1) (14 £,,)

= (14 (14 lgy) = 1~ lyy + {4, + Lay
(T4+i) (1 + 1) = (146 (1 +i4y)

= (14 T30) (U fgy) = U gy + Uy + Uy

(35)

Je passe enfin au cas ou le nombre entier donné m est un nombre
compos¢. Pour représenter tous les quaternions entiers proprement
dits dont la norme est m, nous commencerons par décomposer 7 en
ses facteurs premiers; soient m =op¥q®, ..., p, ¢, ... étant les fac-
teurs premiers impairs contenus dans m; d'aprés le § IV, o est alors
nécessairement I'un des nombres 1, 2, 4. Nous formerons ensuite pour
chacune des p"-'(p + 1) classes de solutions de la congruence

B+E+8=o0 (modp"),
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un quaternion A appartcnant a cette classe; pour chacune des
¢*'(¢q + 1) classes de solutions de la congruence

B+ii+f=o (modg’),

un quaternion M® appartenant & cette classe, etc., ct nous multiplic-
rons de droite & gauche ces quaternions A, M®, .. .; le produit

(36) Qabd = \[OA®

représentera alors pY~*'(p + 1)¢* *(¢ +1)... quaternions. Nous mul-
tiplierons enfin chaque quaternion Q@4+, & gauche, successivement
par chacune des huit unités I, quand o = 1; par chacun des vingl-quatre
quaternions proprement dits (18) dont la norme est égale i 2, (quand
g = 2; par chacun des scize quaternions proprement dits (34) dont Ia
norme cst égale a4 4, quand ¢ =4. Nous obtiendrons ainsi, pour
7=1,2,4, un nombre de quaternions dont la norme cst égale & .
respectivement égal a

[ 8p ' (p+)g'(g+1)...,
(37) 8.3p"(p+0) g (g +1)...,
B.2ap™'(p+0)g* ' (g+1)....

Je vais démontrer que ces quaternions représentent lous les qualei-
nions proprementdits, dont la norme est égale a m, chacun pris une
seule fois.

En effet, ces quaternions sont d’abord des quaternions proprement
dits; car les normes des quaternions proprement dits A®, M@, ..
sont des puissances de nombres premiers impairs différents. Ces qua-
ternions proprement dits appartiennent, de plus, & des classes de solu-
tions de la congruence &* + E2 + E2==0 qui nc sont pas les mémes pour
tous les modules p', g% ...; car, si deux quaternions, ... M@A® ¢t
... MA par exemple, appartenaient & une méme classe représentée par
(., %, {3 ), nous aurions, en formant comme plus haut I'expression (30)

7= Z. -+ iggcz + icst.:n
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les deux congruences
(38) ...MAZ=0 (modp¥); ..MOA®Z==0 (modp'):

nous aurions donc
ZANM...=o0 (modpY),
puis

MONDZLANM ...=0  (modp*Y)

et, comme on peut faire en sorte que le nombre réel ZZ', divisible
par pY, ne soit divisible par aucune puissance de p supérieure & pY, il
viendrail, en divisant par N(Z),

o o MEA@ADN . == (mod pY).

En multipliant, & droite, par les quaternions conjugués aux uater-
nions ... M’, ct en divisant par les normes ... 5t(M) qui sont des nom-
bres premiers & p, on obtient la congruence

\[ @ YA == s .
e M )A(a’A,:;:: (Y (mode),
en multipliant ensuite, & gauche, par les quaternions conjugués aux
quaternions ... M®, et en divisant par les normes ... 5t (M®) qui
sont premicres & p, on obticnt la congruence

AN =0 ( ll]OdPY)a

de laquelle on conclut que les deux quaternions A® et A apparticnnent
4 la méme classe de solutions de la congruence

B+ii+5=0  (modpY).
On démontre cnsuite, dc méme, que si les congruences (38), prises
suivant le module g% sont vérifiées, les deux quaternions M# et M

apparticnnent i la méme classe de solutions de la congruence

E‘f-f— E§+§§EO (modqa),
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et I'on continue ainsi jusqu'a ce que I'on ait épuisé tous les facteurs
premiers contenus dans m. Deux quelconques des quaternions obtenus,
dont le nombre est indiqué par les équations (37), ne peuvent donc
appartenir a la méme classe de solutions de la congruence

E+E+E=o,

prise suivant tous les modules pt, g% .. ..

Enfin, tout quaternion proprement dit A dont la norme est égale &
sp?q® ... est contenu dans le systéme de quaternions que nous avons
formé. En effet, comme par rapport & chacun des entiers p¥, ¢ ...,
pris comme module, A appartient 3 une classe déterminéc de solu-
. tions de la congruence

B8 El=zo,

on peut choisir, parmi les quaternions représentés par I'équation (36),
un quaternion Q appartenant, pour chacun des modules pY, % ... 4 la
méme classe que A. Si alors on multiplic A par le quaternion &', con-
jugué de Q, on obtient un quaternion A Q' qui, d’aprés le lemme, est
divisible par chacun des facteurs p%, ¢% ..., et, par suite, est divisible
par le produit p¥¢®.... Comme 2% (Q') est un nombre impair, le qua-
ternion A (' ne peut d’ailleurs jamais étre divisible par 2, que ¢ soit
¢gal & 1, 2 ou 4. De I'équation

%(AQ) =aprg...

Ao/ .
"*(an‘“)* e
v AQ

Pour ¢ =1, la norme du quaternion entier proprement dit PR

nous tirons

est donc égale & 'unité; ce quaternion entier est, par suite, égal a I'une
des huit unités I. Pour ¢ = 2, le quaternion entier proprement dit

g est égal & 'un des vingt-quatre quaternions (18); pour ¢ = 4,

il est égal & I'un des seize quaternions (34). Nous désignerons par E,
pour ¢ = 2, I'un quelconque des vingt-quatre quaternions (18); pour
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¢ = 4, l'un quelconque des seize quaternions (34). Nous aurons alors

Pourc=r1.......... .. Ae'=Iprgl. ..
(39) Poure=12,4....... .. AQ'=Eprgd. ..

En multipliant ces équations par Q, il vient

(, ) Pouro=—r1.....cceoiveue.... .. A=I¢
10 Pouro=2,4.................. A=E¢

Nous avons déja montré que les huit quaternions 1Q, correspondant
aux huit valeurs de I, sont différents; on montrerait, de méme, que les
vingt-quatre ou seize quaternions EQQ, correspondant aux vingt-quatre
ou seize valeurs de E, sont différents.

Ainsi, le quaternion donné A, & norme m, est ¢gal d un et a un seul
des quatcrnions proprement dits différents qui composent le systéme de
quaternions, a norme m, quc nous avons formé.

Connaissant, par les relations (37), le nombre de quaternions pro-
prement dits dont la norme est égale & un nombre entier donné m, on
peut trouver facilement le nombre total de quaternions, tant propre-
ment dits qu'impropres, dont la norme est égale a 2, en tenant compte
de tous les diviseurs communs possibles. On obtient alors le résultat,
du a Jacobi ct déja mentionné plus haut, que ce nombre total est,
pour une norme impaire, ¢gal 4 huit fois la somme de tous les diviseurs
de la norme, et, pour unc norme paire, égal & huit fois la somme de
tous les diviseurs de la norme qui sont impairs ou égaux au double
¢’un nombre impair.

VII.

ProsrLinMe. — Représenter, de toutes les maniéres possibles, un

qualernion proprement dit donné, par un produit de quaiernions
premiers.

C’cst dans la résolution de ce probléme que la différence entre la
théoric des entiers complexes de Gauss et celle des quaternions entiers
va nettement s’accuser.
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Une fois que 'on a représent¢, d'une certaine maniére, un nombre
complexe entier proprement dit par un produit de nombres premiers
complexes pris dans un ordre déterminé, on sait que, pour le repré-
senter de toutes les maniéres possibles, il suffit de permuter de toutes
les manicres possibles les nombres premiers complexes. Au contraire,
une fois que I'on a trouvé tous les quaternions premiers dont les normes
sont des diviscurs de la norme d'un quaternion enticr proprement dit
donné, on peut fixer arbitrairement un certain ordre pour les normes
de ces quaternions premicrs, et cet ordre détermine, comme nous
allons le montrer, ccux de ces quaternions premiers dont le produit,
pris dans cet ordre, est égal au quaternion proprement dit donn.

En effet, soit A un quaternion enticr proprement dit donn¢ dont la
norme 9%(A) cst un nombre impair ou le double d'un nombre impair
et soit p un nombre premier, pair ou impair, arbitrairement choisi
parmi les facteurs de 96(A); A appartient & unc classe déterminée
(%,,8,55) dc solutions de la congruence ¥! + 52+ E2==0 (mod p).
Soit P un quaternion premier dont la norme soit égale & p et qui ap-
particnne & la méme classe de solutions (£,, 5,, &,). Le produit AP est
alors divisible par p; en désignant par G un quaternion entier, on peul
donc écrire

(1) AP =pG.
Comme % (P’) = p, on dé¢duit de cette égalité la suivante :
(2) A=GD.

Le quaternion proprement dit donné¢ A est ainsi mis sous la forme
d’un produit dont le facteur de gauche est un uaternion entier pro-
prement dit G, ct le facteur de droite un quaternion premier I, i
norme p, appartenant & la classe de solutions (§,,&,,§,) de la con-
gruence &} + &} + £}== o(mod p) & laquelle apparticent le quaternion A
lui-méme. On reconnait aussi, en raisonnant comme nous I'avons déja
fait plusicurs fois, que si I'on demande de mettre un quaternion cntier
proprement dit donné A sous la forme d'un produit de deux facteurs
dont le premicr, celui de gauche, soit un quaternion entier etle second,
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cclui de droite, un quaternion premier & norme p, cc dernier appar-
Lient nécessairement & la méme classe de solutions de la congruence
E2 4-E2+ E'=0 (mod p) que le quaternion donné A. Dans I'équa-
tion (2), le quaternion premicr P est donc entiérement déterminé; on
peut toutefois remplacer I par un des huit quaternions IP.

Répétons maintenant sur le quaternion entier proprement dit G le
raisonnement que nous venons de faire sur le quaternion entier propre-

ment dit donné A. Nous commencons par choisir arbitrairement parmi

les facteurs de 3—‘%& un nombre premier ¢ qui peut d’ailleurs étre diffé-

rent de p ou égal & p. La classe de solutions de la congruence
£ 4+ 8+ =0 (mod ¢) & laquelle appartient G détermine entiére-
ment, & des facteurs prés I, le quaternion premier dont la norme est
¢gale & g et qui cst facteur de droite de G. Si, au licu de P, on avait
choisi précédemment, dans I'équation (2), le quaternion IP, il fau-
drait, pour former la classc de solutions de la congruence

B+ii+ti=o0o (modg),

prendre, au licu de G, le quaternion GI 5 il en résulterait un change-
ment de classe donn¢ par les équations (12') du § IV,

On peut continuer ainsi jusqu’a ce qu’on ait déterminé le dernier
(juaternion premier, avec I'unité qui doit le multiplier & gauche, et re-
conslitu¢ ainsi le quaternion A.

Dans le cas ou la norme 3t(A ) du quaternion entier proprement dit
donn¢ cst divisible par 4, on peut appliquer la méme méthode tant
(ue I'on choisit des facteurs premiers impairs de 3 (A) pour les
normes des facteurs premiers cherchés de A, comptés de la droite vers
la gauche. Mais, lorsqu’'on fixe, pour la premiérc fois, le nombre
entier 2 comme norme du facteur premier 4 former, on peut choisir
pour cc facteur premier l’un quelconque des 24 quaternions pre-
miers E qui appartiennent cependant aux trois classes différentes de
solutions de la congruence &} + &} + E==o0 (mod 2). En effet, soit Ble
quaternion cntier proprement dit dont la norme est divisible par le
nombre entier 4 ct que 'on veut mettre sous la forme d’un produit de
deux facteurs dont le second (celui de droite) soit un quaternion pre-
micr ayant une norme égale au nombre entier 2. Soit E I'un quel-

Journ. de Math. (4* série), tome II. — Fase. IV, 1886, 56
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conque des quaternions premiers de norme 2. Le produit BE est un
quaternion dont la norme est divisible par 8, mais n’est divisible par
aucunc puissance plus élevée de 2. Ce produit ne peut donc étre que
I double d’un quaternion entier proprement dit C. De P'équation

BE = 2(.

nous déduisons, en multipliant, & droite, par le quaternion premier F’
conjugu¢ de E et en tenant compte de ce que C est un quaternion
proprement dit, I’équation

B::CE';

E’ cst, comme E, 'un quelconque des 24 quaternions premiers dont la

norme est égale 4 2, et C est un quaternion entier proprement dit

dont la norme est impaire ou égale au double d'un nombre impair. La

détermination des factcurs de C rentre donc dans le cas précédent.
Nous avons ainsi obtenu le résultat suivant :

On peut toujours représenter un quaternion enlier proprement
dit donné, dont la norme est un nombre impair ou le double d’un
nombre impair, par un produit de quaiernions premiers, en impo-
sant @ ces qualernions de sc suivre, de droite & gauche, dans un
ordre tel que leurs normes suivent un ordre fixé arbitrairement
pour les facteurs premiers de la norme du quaternion donné. (' ha-
cun des qualernions premiers qui figurent dans le produil appar-
tient alors a une classe de solutions détermindée, de proche en
proche, sans ambiguité. Tout se passe de méme pour les quater-
nions entiers proprement dits dont la norme est divisible par 4 jus-
qu'a ce que Uordre fixé pour les facteurs de cetie norme améne
pour la premiére fois le nombre 2. On peut alors choisir arbitrai-
rement, comme facteur premier, Uun quelconque des 24 quater-
nions premiers dont la norme est égale a 2. Ce choix une fois fail,
les classes de solutions auxquelles appartiennent les quaternions
premiers dont les normes sont les nombres premiers suivants, pris
dans l'ordre indigué, sont déterminées, de proche en proche, sans
ambigulté, jusqu’a la fin.
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Prenons comme exemple le quaternion
—1 + 3i‘2+ ”.3 + 2"23

dont la norme est égale & 15. Il appartient & la classe de solutions de
la congruence

B+5+8==0 (mod3)
qui esl représentée par le systéme
£, o=, Eszm2 (mod 3)
¢t & la classe de solutions de la congruence
BB t—=o (mod 5)
qui est représcntée par le systéme

¢ o, Exx=1,  By==2  (mod 5).
I.es quaternions

I e T o P P R T h AT TR Bl [P
dont la norme est 3, appartiennent aux quatre classes de solutions pos-
sibles de la premiére des deux congruences précédentes.

Les quaternions

V- 2050 1 — 20, 1420, 1—20[,, I4 20y, 1 — 270,

dont la norme cst 5, appartiennent aux six classes de solutions possibles
de la seconde des deux congruences précédentes.

Pour metire le quaternion donné, dont la norme est égale a 3.5,
sous la forme d’un produit de deux facteurs, nous pouvons demander

(ue la norme du facteur de droite soit égale 4 3; nous obtenons alors
la solution

— 143+ g+ 20 =(1+ 20, (1 + [, + 1)}



436 LIPSCHITZ,

mais nous pouvons aussi demander que la norme du facteur de droite
soit égale & 5 : nous obtenons alors la solution

— 1+ 3+ 0+ 2l =— (1 — L+ 15) (1 = 214,).

Dans les deux maniéres précédentes de représenter le méme quater-
nion, les facteurs premicrs qui correspondent i chacune des deux
normes apparticnnent & des classes de solutions différentes.

VIII.

Substitutions, a coefficients rationnels, qui transforment une somme
de trois carrés en elle-méme. Composition de ces substitutions.

La théoric que nous venons de développer, de la décomposition des
quaternions entiers en quaternions premiers, nous permet d’éerive
toutes les substitutions, & cocfficients rationnels, qui transforment une
somme de trois carrés en clle-méme. Euler a, le premier, appelé I'al-
tention sur ces substitutions dans son Mémoire déja cité : Problema
algebraicum ob affectiones prorsus singulares memorabile. On
peut, comme nous I'avons montré dans le §I1I, passer de toute sub-
stitution & coefficients rationnels transformant unc somme de trois
carrés cn elle-méme ct ayant un déterminant égal & + 1 & unc autre
substitution semblable pour laquelle le déterminant (3) cst différent
de zéro. Les équations (7) du § III nous montrent que la substitution
rationnelle choisic conduit a quatre nombres entiers réels Ay, Ay, /.y,
A5, n’ayant aucun diviscur commun, enticrement déterminés, au méme
facteur == 1 prés. A cette substitution rationnelle correspond donc un
uaternion entier proprement dit, déterminé au facteur == 1 pres,

(1) H(Ro+ Lip Mg+ g Ny + Loy M),
Quatre des huit quaternions
(2) I()‘o‘!‘ i|ﬂ7\12+i|s)\la+izs7\za)a

qui appartiennent & la méme classe de solutions, nous donnent ensuilc
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les substitutions provenant de la substitution choisic en changeant les
signes des coefficients de deux quelconques des trois colonnes. Pour
obtenir toutes les substitutions rationnelles, il faut donc considérer
tous les quaternions cntiers proprement dits.

Les équations (25) du § III nous donnent les coefficients «,,
@3y ...y 33 de la substitution correspondant & un quaternion entier
proprement dit donné A, sous forme de fractions dont le dénomina-
teur commun cst 9%t (A). Nous pouvons nous demander si le dénomi-
nateur ct tous les numérateurs de ces fractions ont des diviscurs
communs. Le plus grand commun diviseur T des quatre nombres
entiers

(3) ‘ M —AL,— AL+ AL, N — AL+ A — AL

23 23
2 2 2 2 2 H 2 2
t)‘o"')‘u-lm— 23) )‘o+)‘1:+)‘m+7\23’

divise nécessairement les quatre nombres entiers

AN

0!

AN 4N, AN
donc, comme A est un quaternion proprement dit, T ne peut étre u'un
diviseur de 4, c’est-d-dire I'un des nombres 1, 2, 4. Si le nombre entier
o6 (A) est impair, il vient T =1 ct 'on ne pcut amener les expressions
précédentes des coefficients «,, 9, ..., 3, & avoir un dénominateur
commun plus petit que 9 (A ). Siov(A)est le double d’un nombre im-
pair, deux des quatre nombres Ay, A,,, A5, Ay, sont pairs et deux sont
impairs; les numérateurs des expressions trouvées poura, , ..., &, sont
donc tous pairs; il vient T =2 et I'on peut simplifier chacune des
fractions par 2. Si 9o(A) cst le quadruple d’un nombre impair, les
quatre nombres Aq, A,y Ay, Ay, sont impairs; leurs carrés sont, par
suite, congrus & 1 suivant le module 8; les numérateurs des expressions
trouvées pour d,, ..., %, sont donc tous divisibles par 4; il vient
T =4 et 'on peut simplifier chacune des fractions par 4. On voit
donc que, si I'on raménc au plus petit dénominateur commun pos-
sible les cocfficients des substitutions rationnelles qui transforment
une somme de trois carrés en elle-méme, ce dénominateur est néces-
sairement un nombre impair.

Il en est de méme, comme nous l’avons vu, pour les substitutions
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rationnelles qui transforment une somme de deux carrés cn elle-méme.
Mais dans ces derniéres lc dénominateur réduit ne peut contenir cn
facteur que des nombres premiers de la forme 4 7 + 1, tandis que dans
les substitutions rationnelles qui transforment une somme de trois
carrés en elle-méme, le dénominateur réduit peut étre un nombre im-
pair quelconque.

A la multiplication des quaternions correspond la composition des
substitutions. Comme tout quaternion entier proprement dit peut, par
le procédé indiqueé, étre obtenu en multipliant dans un ordre fix¢ arbi-
trairement des quaternions premiers entiérement déterminés par cet
ordre, la substitution rationnelle correspondant & un quaternion entier
proprement dit pourra étre obtenue cn composant dans le méme ordre
les substitutions rationnelles qui correspondent & ces quaternions pre-
micrs. Les trois quaternions premiers

(4) I+, 1+ ":n, 1+ lygy

dont la norme est égale 4 2, appartiennent aux trois classes possibles

de solutions de la congruence &2 + §* + E2 =0 (mod 2) [compares (18),
g ] 2 P

§ VI]. Ces trois quaternions déterminent les trois substitutions

(5a) Ty =Y Ly = Y3y Ly=—Das
(55) Ty=—Ys Ly =Yy Ly=Y3
(5::) Ty = Y2y Ty==—Vn Ly = )3

Les coefficients de ces substitutions sont des nombres ecnticrs, ¢¢
qui est d’accord avec ce que nous disions tout 4 I'heure du dénomina-
teur commun réduit, des substitutions rationnelles qui transforment
une somme de trois carrés en elle-méme. Si, au contraire, la norme
cst un nombre premier impair p, chaque quaternion premier apparte-
nant & I'une des (p +1) classes possibles de solutions de la con-
gruence & + &+ E2=o0(mod p) détermine une substitution ration-
nelle dont le dénominateur commun réduit autant que possible est le
nombre p lui-méme.

Nous avons déterminé, dans le § VI, le nombre des quaternions
proprement dits dont la norme est un nombre entier donné, impair, ou
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double, ou quadruple d'un nombre impair. Il est facile d’en déduire
le nombre des substitutions rationnelles dont les coefficients ont pour
dénominateur commun réduit autant que possible un nombre impair
donné. Comme la norme de tout quaternion correspondant aux substi-
Lutions rationnelles dont on cherche le nombre est égale au nombre
impair donné ou au double ou au quadruple de ce nombre impair, ¢t
comme deux quaternions A et — A déterminent la méme substitution,
le nombre cherché est égal 4 la moitié de la somme des nombres expri-
mant le nombre de quaternions entiers proprement dits dont la norme
est 'entier impair donné, le nombre de quaternions entiers propre-
ment dits dont la norme est le double de cet entier donné, et le nombre
de quaternions enticrs proprement dits dont la norme est le quadruple
de cet entier donné.

Nous avons donn¢, dans le § VII, un procédé qui permet de repré-
senter un quaternion enticr proprement dit quelconque donné par un
produit de quaternions premiers; nous avons vu que I'ordre de succes-
sion des normes de ces quaternions premiers étant une fois fixé, les
(uaternions premiers sont déterminés. On en déduit immédiatement
le procédé qui permet de représenter une quelconque des substitu-
tions rationnelles qui nous occupent, en composant des substitutions
rationnelles dont les dénominateurs soient les facteurs premiers im-
pairs contenus dans le dénominateur de la substitution rationnelle
donnée que I'on cherche & représenter; I'ordre de succession de ces
facteurs premiers impairs, auxquels il faut ajouter parfois une ou deux
fois le facteur 2, ¢tant une fois fixé, les substitutions composantes sont
déterminées; celles qui correspondent au facteur 2 sont les substitu-
tions entiéres (5,) ou (5;) ou (5,).

Les problémes résolus pour les quaternions entiers trouvent donc
une application immédiate ¢t compléte dans la théorie arithmétique
des substitutions a coefficients rationnels qui transforment une somme
de trois carrés en elle-méme.



