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APPLICATION DE LA THÉORIE DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 2^9 

Application de la théorie des fonctions fticksictuics 

à l'étude des courbes algébriques; 

PAR M. G. HUMBERT. 

1. M. Poincaré a démontré qu'on peut toujours exprimer les coor-
données des points d'une courbe algébrique en fonction fuchsienne d'un 
paramètre : c'est ce résultat capital qui a servi de point de départ au 
présent Mémoire, et nous a permis d'appliquer aux courbes de genre 
quelconque les principes et la méthode dont nous avons fait usage, 
dans un autre travail, pour étudier les courbes de genre un. 

On connaît la relation intime qui existe entre la Géométrie sur une 
courbe algébrique et la théorie des intégrales abéliennes qui appartien-
nent à cette courbe : c'est Clebsch qui a mis le premier cette relation 
en évidence dans son beau Mémoire Sur Vapplication des fonctions 
abéliennes à la Géométrie, publié au Journal de Crelle, t. 63 ; il est 
revenu sur la question, avec plus de détails, dans ses Leçons sur la 
Géométrie, recueillies et complétées par M. Lindemann. 

Il résulte de ces travaux que le théorème d'Abel et les éléments de 
la théorie de l'inversion des intégrales abéliennes de première espèce 
permettent de traiter, d'une manière complète, la question de l'inter-
section d'une courbe algébrique et d'une courbe adjointe quelconque, 
et de résoudre, en particulier, dans le cas des courbes adjointes, le pro-
blème dit des courbes de contact. 

Pour les courbes non adjointes, il faut introduire en outre des inté-
grales de troisième espèce ; la question se rattache alors au problème 
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de l'inversion étendu, et Clebscli ne l'a pas traitée d'une manière géné-
rale, au point de vue géométrique. 

L'emploi des fonctions fuchsicnnes nous a permis de combler cette 
lacune, sans recourir à la théorie des intégrales de troisième espèce : 
nous avons d'ailleurs envisagé la question de l'intersection d'une 
courbe algébrique et d'une courbe quelconque, adjointe ou non ad-
jointe, à un autre point de vue que Clebsch. 

Clebsch se préoccupait spécialement des relations qui lient les coor-
données des points d'intersection; nous avons, au contraire, examiné 
celles qui lient les paramètres dont dépend l'équation de la courbe 
sécante, soumise à certaines conditions; et nous avons pu ainsi, dans 
le problème des courbes de contact, donner non seulement les pro-
priétés des systèmes de points de contact, comme l'a fait Clebsch dans 
le cas particulier des courbes adjointes, mais indiquer la forme de 
l'équation générale des courbes de contact, et en déduire des pro-
priétés géométriques de ces courbes elles-mêmes. 

Les cinq premiers paragraphes de notre travail sont consacrés à l'ex-
position de quelques propriétés importantes des fonctions fuchsicnnes 
et thêtafuchsicnncs : en particulier, on démontre au § III une proposi-
tion purement algébrique, relative aux zéros et aux infinis d'une fonc-
tion fuchsicnnc, proposition identique, au fond, au théorème d'Abel, et 
qui joue dans notre théorie le role que joue, dans la théorie des courbes 
de genre un, le théorème de Liouvillc sur les zéros et les infinis d'une 
fonction doublement périodique. 

Dans les §§ YI-X, on expose les principes de la représentation des 
coordonnées des points d'une courbe à l'aide des fonctions thêtafuch-
sicnncs, et l'on étudie l'intersection d'une courbe de genre ρ et d'une 
courbe adjointe. On est ainsi conduit à distinguer deux espèces de 
courbes de genre p. 

Dans les §§ XI-XII, on aborde la question de l'intersection d'une 
courbe de genre ρ et d'une courbe quelconque, et l'on traite le pro-
blème général des courbes de contact. 

On termine enfin par l'étude sommaire de quelques courbes spé-
ciales, des courbes hyperelliptiques en particulier. 

2. Parmi les modes de représentation en fonctions fuchsicnnes, 
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indiqués par M. Poincaré pour les coordonnées des points d'une courbe 
de genre/?, celui que nous avons adopté est le suivant. 

Soit R
0 un polygone fuchsien de la première famille de !\p cotés, cl 

tel que les cotés opposés soient conjugués : tous les sommets de ce po-
lygone appartiennent alors à un même cycle, et l'on pourra supposer 
que la somme de tous les angles de R0 est égale à 2π. Un tel polygone 
définit un groupe fuclisicn G, et il sera toujours possible de déterminer 
les paramètres de ce groupe, de telle sorte qu'étant donnée une relation 
algébrique quelconque /(#, y) = o, on puisse poser .r = F(5), 
y = 9(3), F et 9 étant deux fonctions fuchsienncs du groupe G. 

Remarque. — Soient ab et a
t
b

t
 deux côtés opposés de R0, tels que 

les points a et b correspondent respectivement aux points a, et bx ; il 
résulte des travaux de M. Poincaré que, si l'on décrit le périmètre du 
polygone en partant de a dans le sens ab, le côté conjugué sera par-
couru dans le sens blal. 

I. — FONCTIONS TIIÈTAFUCHSIENNES HOLOMORPIIES 

DU PREMIER DEGRÉ. 

5. Soit θ (s) une fonction thètafuchsiennc de groupe G, holo-
morphe à l'intérieur du cercle fondamental, et de degré m, c'est-à-dire 

telle que l'on ait, ^5, ,77^" j étant une des substitutions de G, 

(0 θ'(^)=θ(») (« + «)-, 

en supposant λσ — (jlv = 1. 
Dans le cas que nous considérons, la somme des angles du poly-

gone R
0
 étant égale à 21:, les sommets de ce polygone ne sont pas, en 

général, des zéros de la fonction θ(-) : le nombre des zéros de cette 
fonction dans l'intérieur de R0

 sera, d'après une formule donnée par 
M. Poincaré, égal à im(p — 1). 

Bien que M. Poincaré, en étudiant les fonctions qui satisfont à l'é-
quation (1), ait supposé que m désignait un entier supérieur à l'unité, 
la formule précédente, dont la démonstration ne s'appuie que sur la 
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relation (ι), est également applicable au cas m — ι : la fonction theta-
fuchsicnnc correspondante est alors du premier degré. 

11 est facile de démontrer l'existence de fonctions tliètafuchsicnnes 
holomorplics de degré un, et de donner une expression analytique de 
ces fonctions. 

Soient, en effet, xn x21
 xz trois fonctions tliètafuchsicnnes holo-

morplics de degré m; posons x— — > y = — : les deux fonctions fuch-
OC | OC | 

siennes χ et y seront liées par une relation algébrique f(x, y) — o, 
que nous écrirons aussi/(#,, x

2
, x

3
) — o. 

Il est aisé de déterminer le degré de cette relation. Soit k le nombre 
des zéros communs aux trois fonctions xn x2, x3 : les fonctions χ et y 
auront, dans R

0
, im{p — ι) — k infinis, ces infinis étant d'ailleurs les 

mêmes pour les deux fonctions, et, par suite, une droite 

ax -+- by -h c = o 

coupera la courbe f = o en 2m(p — 1) — k points : le degré de celle 
courbe sera donc im{p — 1) — /». 

Il n'existera, comme on le voit aisément, qu'un cas d'exception, 
celui où les équations 

x(s) = x(«), )'(:) = /(«), 

α désignant l'affixc d'un point quelconque intérieur à R
0

, auraient, 
dans l'intérieur de ce polygone, d'autres solutions communes que la 
solution s = a. 

Si nous écartons ce cas particulier, nous pouvons dire que la 
courbe /— o est de degré 2m(p — 1) — A*, et qu'à un point de cette 
courbe ne correspond, dans l'intérieur de R

0
, qu'une seule valeur de 

l'argument z. 

4. Cela posé, considérons l'expression 

(2) Λ/ \ py) dx _ P(a·,, x
iy
 x

3
) ( djj </,r,\ 

fi dz ~ Xî, x
3

) V ' dz " dz J ' 

où P(#, y) est le premier membre de l'équation d'une courbe de 
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degré η — 3 [étant posé nm(p — i) — A* = /i], adjointe à la courbe 

f~ ο* 

Il est clair qu on a 

(3) »(^τ£)=θ('-)(ν-- + °)1· 

Je dis d'ailleurs que ô(s) est holomorphc à l'intérieur de R
e
 : on 

voit en effet, par la deuxième expression de cette fonction, qu'elle ne 
peut devenir infinie que pour les valeurs de ζ qui annulent f'

Tt
. 

Or on a 
x1 f'x1+ xjr, + xjr, — nf= o, 

isf*<+ tJ* +
 TJ*> - °· 

v3 et lle devenant pas infinis dans l'intérieur de R
0

, les valeurs de ζ 

qui annulent/^, vérifient les équations 

b = x1 f'x1 + y·; /i dx* // dx· £\ 

el, par suite, annulent le déterminant x
x
 ̂  — x

2
 à moins qu'on 

n'ait à la foiso. 
Dans la première hypothèse, le numérateur de 0 est nul, en même 

temps que le dénominateur, et la fonction reste finie; dans la deuxième, 
deux cas pourront se présenter : 

Ou le zéro commun des fonctions sera un des k zéros 
communs à x

i}
 a?3, et O(-) reste fini pour ces valeurs de ζ, comme 

le montre la première expression de la fonction ; ou le zéro commun 
sera l'argument d'un point double de/, argument qui, par hypothèse, 
annule P(#,, a?3), et 0 reste encore fini. 

11 résulte de cette discussion que G(z) est une fonction thêtafuch-
sienne du premier degré, holomorphc dans l'intérieur du polygone R0. 

Cherchons maintenant quels sont, dans ce polygone, les zéros de la 
fonction. 

En partant de l'expression 

n/~\ _ ρ(*>.7) dx 
f'y dz 

Journ. de Math. (4e série), tome II. — Faso. Ill, 1886. 32 
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et en remarquant que les infinis de f'y, c'est-à-dire les infinis de χ et 
y, ou les zéros de a?,, n'annulent pas 0(s), on voit que les zéros de cette 
fonction seront : 

i° Les zéros de P(#, y) n'annulant pas fy, c'est-à-dire ne corres-
pondant pas à un point singulier de/ : leur nombre est égal à celui des 
points communs aux courbes Ρ = ο ct/= ο, distincts des points sin-
guliers de cette dernière, c'est-à-dire à 'i(p' — ι),/>' étant le genre de 
la courbe /= o. 

2° Les zéros de ̂  qui n'annulent pas/^. Or la relation 

dxf' + dyf' = 0 

montre qu'un tel zéro, a„ doit annuler ̂ ; donc, dans le voisinage du 

point ζ — α0, χ et y se développent en série de la forme 

χ = x
0
 + 7^(a; — 0^)+..., 

y = y»
+

T!;0'-/.)
,
(^)+-5 

d'où 

f(x,y) =/< ».,/.) + A(x - x»f + B(/-y„f -κ.., 

f'y = 2B(y — y0) + ..., 

et fy
 s'annulera également pour ζ = α

0
. Il en résulte que θ(3) n'a, 

dans le polygone R
ft

, que 2 (/>' — 1) zéros. 
Or une fonction thctafuchsicnnc holomorphe du premier degré, de 

groupe G, a, dans R
0

, 2(ρ — 1)zéros; on a donc p' = ρ, et la courbe 
/ = ο est de genre p. Ainsi : 

Trois fonctions thétafuchsicunes x
n

 a?2, x
3i

 de degré m, ayant k 
zéros communs dans le polygone générateur, et telles que les équa-

tions χ =
 Χχ

\ \
Z

\ n'aient pas dans ce polygone d'autre 

solution que ζ = α, sont liées par une relation algébrique homo-
gène f= ο d'ordre im{p — 1) — k et de genre p. 

Les arguments des points autres que les points singuliers, où la 
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courbe f =0 est coupée par une courbe adjointe quelconque d*ordre 
2m(p — 1) — Λ — 3, sont les zéros d*une fonction thêtafuchsicnne, 
holomorphe dans le cercle fondamental et de degré un. 

5. La courbe /=0, étant de genre />, admet ρ courbes adjointes 
d'ordre Λ —3, dont les équations sont linéairement distinctes : nous 
pourrons ainsi, en partant de l'expression (2), former ρ fonctions thêta-
fuchsiennes holomorphes et de degré un, Q

n
 0

2
, G^qui sont évi-

demment linéairement indépendantes. 
Je dis que toute fonction thétafuchsiennc holomorphe de degré un, 

θ(-), est fonction linéaire et homogène des précédentes. 

lin effet, le rapport 0(Z) étant une fonction fuchsicnne, s'exprime 

(dx) 

rationnellement en fonction de χ et y (' ). 
On peut donc écrire 

O (Z) = dx P (x,y), 

V{.v,y) étant une fonction rationnelle. On démontrerait aisément, 
comme dans la théorie des intégrales abéliennes, que G (s) ne peut 
rester fini dans le polygone R

0
 que si Ρ est un polynôme entier et la 

courbe Ρ = ο une adjointe à la courbe f — o, de degré η — 3. 

II. — PÉRIODES. 

6. Soient θ,, 0
2

, ..., 0Pp fonctions thêtafuchsiennes holomorphes 
du premier degré, linéairement distinctes. 

(') On a en effet, en désignant par u une fonction fuchsienne, 

f(u, tf) = o, ψ(ι/,/) = ο, 

φ et ψ étant deux fonctions algébriques : u est donc une fonction rationnelle de a· 
et de/, à moins qu'à des valeurs χ (α),/(a) de χ et/, correspondant à un même 
point de la courbe/=0, ne corresponde plus d'une valeur de u\ ce cas ne peut 
se présenter que si les équations a: (ζ) = x (a), /(s) =/(a) ont, dans R0, d'autres 
solutions communes que s = a, hypothèse que nous avons écartée. 
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Considérons l'intégrale 
Y=+x 

I = vs+b Ok(Z)dz, 

(J, ):+*) étant une des substitutions du groupe G : cette intégrale a 

une valeur indépendante de ζ, car 

dI = Ok(yz+u) I — Ok (Z) = 0 

en vertu de (3). 
Soient S,(3), S

2
(3)dcux substitutions du groupe G : on a identi-

quement 

S2S2(z) S1(z) S1(S1(z)) 

S Ok(z)dz = S OK(z)dz+S ok(z)dz, 

Or la dernière intégrale est, d'après ce qui précède, égale à 

Ss2(z2)Ok(z)dz. 

11 en résulte que, en désignant par S(r)unc substitution quelconque 
du groupe G, on aura 

(4) jf d
k
(z) dz —ηιω

Α
-\-ιη'ω

Α
-\~....+m(2p-1)wk(2p-1), 

m, m', ... étant des entiers, et ω*, ω^,... désignant les valeurs de 
l'intégrale correspondant aux ip substitutions fondamentales de G, 
c'est-à-dire aux substitutions qui transforment respectivement l'un dans 
l'autre les côtés conjugués du polygone R„. 

Si au lieu de 0k on considère une autre fonction analogue 0/, 011 aura 
de mcrne 

Ss(2)O1(z)dz = mw + m'w'i + ..., 
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fa, m', ... étant les mêmes que dans la relation (4), puisque ces 
entiers ne dépendent que de la manière dont S est formée à l'aide des 
substitutions fondamentales. 

Les quantités ωΑ sont évidemment les périodes de l'intégrale abé-
liennc de première espèce 

fZilpild*. 

III. — ZÉROS ET INFINIS DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 

7. Soit F(s) une fonction fuchsienne quelconque tordre p., c'est-
à-dire ayant p. zéros et p. infinis dans l'intérieur de R

e
. 

L'intégrale 

J = S Ok(z)dz 

où u désigne une constante arbitraire et 0A une fonction thêtafuch-
sienne holomorphc du premier degré, est nulle le long du périmètre 
de R

0
. Soient en effet ab et a

{
 b

i
 deux côtés conjugués de ce polygone, 

tels que, par la substitution (ζ, a
&

 sc transforme en a
t
 b

t
. 

D'après une remarque faite au n° 2, si l'on décrit le périmètre de R
0

, 
à partir de 0, dans le sens «ô, on décrira le côté conjugué de ab dans le 
sens b

x
a

K
. La partie de l'intégrale relative à ces deux côtés sera donc 

i = SbOk(z)dz — Sb1 ok(z1)dz1. 

Soit z
t
 le point de l'arc a, ô, qui correspond au point ζ de l'arc ab. 

On a 

F(s,) = F(s), 0A(s,) — 0A(s)(vs 4- dz, — dz(vz ci)-a 

et, par suite, 

Ok(z)dz = Ok(z1)dz1. 
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cc qui entraîne i = o. On a donc aussi, le long du périmètre de 110, 

J = o. 

En désignant par oq, α„orales ρ zéros de F(s) — u compris dans 
l'intérieur de R

0
, il vient par suite 

0 = Ok(x1) + Ok(x2) + .... 

Or, si dans l'équation F(a) — u = o, on considère α comme une 
fonction de u, on a 

F'(a)rfa = du, 
«Ί, par suite, 

o = 0*(a,)da,H-QA(aj)i/a,-+- — 

Faisons varier u depuis la valeur u considérée jusqu'à une valeur u', 
les zéros a, ... varieront d'une manière continue et prendront finale-
ment les valeurs α,, a'

2
,... ; on aura donc 

(5) 0 = f '0*(a,)da, + / ' O
t
(a.j)dx., + — 

Il peut arriver que, dans leurs variations, une ou plusieurs des quan-
tités α sortent du polygone R0 : si a',, par exemple, est en dehors de ce 
polygone, désignons par β, le point correspondant dans R

0
. 

On a 

( O
k
(z)dz=f (i

k
(z)dz -+- f 0

k
(z)dz. 

x1 x1 B1 

Or la dernière intégrale est (§ II) de la forme m(Dk-h — 
Si donc on désigne par β

 n
 β

2
,... les zéros de F( ζ ) — u' compris dans R

0
, 

il vient 

B1 B1 
/ 0

k
(z) dz -h / Ô

A
(«) dz -+-... — Λω

χ
 H- h'o)

k
 -f-..., 

x1 x2 
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Λ, h'y... étant des entiers. En donnant successivement à k les valeurs 
ι, 2,.. ^ ρ

}
 on obtiendra ρ équations de cette forme, les entiers h, h' y... 

étant évidemment les mêmes pour toutes ces équations On a ainsi 

(6) 

2 f ^»(-)= ΛΩ, -H- Λ'Α»', -H- ... -Hh(2p—1)w(2p—1), 

? ('= I » 2,...U.) 

2J 0
/(
 (z) dz = Ιιω

ρ
-H h' o>'

p
 -+■... H-h{2p-' > Ω£

 1
 '. 

Ces relations, si l'on se reporte à l'équation (2), reviennent mani-
festement au théorème d'Abel, relatif aux intégrales de première 
espèce. 

En particulier, on peut, dans les équations (6), supposer que a,, 
a

2
, ... sont les zéros, β,, β„ ... les infinis d'une fonction fuchsienne. 
Le quotient de deux fonctions thêtafuchsienncs holomorphcs de 

degré m est une fonction fuchsienne : les équations (6) restent donc-
vraies si l'on désigne par α,, a2,... les zéros d'une de ces fonctions, 
par β,, ... ceux de l'autre. 

8. On peut déduire des équations (6) un théorème dont nous ferons 
souvent usage : 

Toute fonction fuchsienne d'ordre p — k peut être mise de k H- I 

façons différentes sous la forme du quotient de deux fonctions thê-
tafuchsienncs holomorphcs du premier degré. 

Plus généralement : 

Soient h fonctions fuchsiennes, d'ordre η, ayant mêmes infinis, 
et linéairement distinctes : si l'inégalité ρ 4- h — η > ο est vérifiée, 
chacune de ces fonctions pourra se mettre y de ρ ■+· h — η façons dif-
férentes, sous la forme du quotient de deux fonctions thêtafuch-
siennes holomorphes du premier degré. 

En effet, F,,..., étant h fonctions fuchsiennes d'ordre w, ayant 
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les mêmes infinis, β,, ..., β
Λ

, la fonction 

/(s) = F
4 4- K2Fa4-... -h #AFA -h uh+1, 

où u,,... sont des constantes, a les mêmes infinis, et l'on peut disposer 
de w,,... de manière à l'annuler pour h valeurs quelconques de z, 
λ,,...,λΑ. Soient μ,,..., μ

η
_Α les η — h autres zéros de cette fonction. 

On a 

Y1 u1 Un-1 
0*(■*) dz 4- ... 4- / 0

A
(.s) dz 4- ... 4- / 0

A
(s) dz = const, 

B1 Bn+1 Bn 

(k = i,2,...p) ; 

d'où, en dérivant successivement par rapport aux quantités variables 
X,,..., λΑ, 

<7> ®*0·ι) + + ·· · I*»-*) "jj"
4 =0

' 

(7 b's) ®*(λ,)Η-0
4
((*,)^ +... = °, (7.' = ι,2,.../)), 

............................................................................... 

Soit, pour fixer les idées, ρ — η 4- h = ι : les quantités μ sont au 
nombre de ρ — ι ; les équations (7) étant en nombre />, on en conclut 
que les déterminants formés avec ρ — ι lignes quelconques du Tableau 

O1 (Y1) °<0<) ®ι(μ.) ··· Mtv») 

#ι(λ
(
) OsO.) 

........ ........ ............ .... ................. 

Op(Y1) Op( t*·») ^/>((*/>-2) 

sont nuls; en vertu des relations (7 bis), etc., on obtient de même des 
résultats nuls, en remplaçant dans la première colonne de ce Tableau λ, 
par λ2

, λ3,..., λ
η

. Il en résulte que les deux fonctions tbêtafuchsiennes 
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holomorphcs, de degré un et linéairement distinctes, 

û|(5) ®ι((*ι) ·*· O1 (up-2) 

0(*) = °'^s^ °,(^ , 
...... ....... ... .......... 

0/>-l(S) ^-Ι(ΚΊ) 

0
2
(-) ... 0

2
((Ap_

2
) 

οχ
.
)=

 o.(») ο.(μ.) , 
...... ....... ... .......... 

Qp(z) ^>((*1) 

s'annulent pour ζ = λ
π
 ..., λΛ, μ.,,..., (Α^_

2
. 

Les rapports sont ainsi holomorphes dans l'intérieur du 

polygone R0, et ce sont évidemment des fonctions thêtafuchsienncs du 
premier degré, 0„ et 0

o
. On a donc 

f(z)=r = ff· 

Une telle égalité subsiste, quelles que soicntlcs constantes «
2
,... 

et, en particulier, si elles sont toutes nulles, sauf une, c'est-à-dire 
si/(—) se réduit à F, (s), F

2
(s),..., F^(s). c. Q. F. D. 

9. Les équations (6) montrent qu'on ne peut pas se donner arbi-
trairement les zéros et les infinis d'une fonction fuchsienne; ρ de ces 
quantités sont déterminées par les autres. 

De même on ne pourra choisir arbitrairement plus de im(p— i)—p 
des im(p — i) zéros d'une fonction thètafuchsienne de degré m. 

Il existe pourtant un cas d'exception : pour le découvrir, supposons 
qu'on puisse former une fonction thètafuchsienne holomorphe de de-
gré m s'annulantpour irn{p — ι) — ρ+ i zéros arbitrairement choisis, 
λ,, λ2, .... 

Soient p
2
,..., les ρ — ι autres zéros; on aura, en différen-

tiant successivement par rapport aux variables λ les équations du 
Jourh, de Math. (4* série), tome II. — Fasc. Ill, 1886. 33 
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théorème (ΓAbel 

(8)
 o = 0,(Xl) + 0*(|i1)S

+
-

+4
'(fr")^f <*='.*'··./»)· 

Les equations (8) étant au nombre de ρ et les quantités —■ au nom-

bre de ρ — ι, le déterminant de ces équations est nul, et, par un rai-
sonnement identique à celui qu'on a fait plus haut, on voit que tous 
les zéros de la fonction thêtafuchsicnne de degré m considérée annu-
lent une fonction thêtafuchsicnne holomorphc de degré un. On η 
donc m = ι. 

Cette condition nécessaire est aussi suffisante, car une fonction thê-
ta fuchsienne holomorphe du premier degré étant de la forme 

a
K
 0, -h a

u
0

2
 + ...-h ap0p 

pourra avoir ρ — ι zéros quelconques, et les autres zéros, déterminés 
par les précédents, sont en nombre i(p — ι) — (ρ — ι) = ρ — ι. 

IV. — FONCTIONS TIIÉTAFUCHSIENNES HOLOMORPHES. 

10. On peut déduire de ce qui précède le nombre M des fonctions 
tiiétafuchsiennesholomorphes de degré//*, linéairement indépendantes, 
c'est-à-dire le nombre de ces fonctions au moyen desquelles toutes les 
autres s'expriment linéairement. 

On aura évidemment, puisqu'une telle fonction a 'im(p — i) zéros 
dans l'intérieur du polygone R

0
, et que ρ de ces zéros sont déterminés 

en fonction des autres par les relations (6) 

i!>) 

M ̂ 2tn(p — ι) — ρ -h i; 

ou 

M<(2/n — i)(p — i). 

D'un autre côté, trois fonctions thètafuchsicnnes holomorphes, de 
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degré a?,, n'ayant aucun zéro commun, sont liées par une 
relation algébrique /(a?i,a?2,#3) = o, de degré im{p — i)ou n, cl 
de genre ρ (§ I). Une courbe Ρ == ο, de degré n — 3, adjointe à la 
courbe/= o, coupe cette dernière aux points singuliers et en 2(p — i) 
autres points; par ces points et les points doubles de/ = o, dont le 

nombre est égal à — ~ — p
) faisons passer des courbes de 

degré n — 2 : leur équation générale renfermera, sous forme linéaire 
et homogène, un nombre de paramètres arbitraires au moins cgal à 

// — ρ -M =(2m — \){p — 1). 

Soit C/ = o l'équation de l'une d'entre elles : la fonction de ζ 

Oi(z) = Ci[xi(z), x2(z), x2(z)] 

est évidemment une fonction tliètafuchsienne de degré m ; elle est 
d'ailleurs holomorphe dans le polygone R0, puisque, par hypothèse, 
les zéros du dénominateur annulent le numérateur. On pourra former 
ainsi (2m — ι)(ρ — 1) fonctions thètafuchsicnnes holomorphes do 
degré m : je dis qu'elles sont linéairement indépendantes. 

S'il existait en effet une relation de la forme1 · 

EaiOi = 0, 

on en tirerait 
2a/C,[®,(î),...] = û 

cl, par suite, la fonction Σα,0
;
-(χ,, x

2
, as,) s'annulant en tous les points 

de la courbe / = o, on aurait identiquement, quels que soient x,, 
>x o, χ 3, 

2EJC
(
(4;„ *„»,)= A/, 

A désignant un polynôme entier en α?,, #
2

, x
3
 ; mais les polynômes C, 

étant de degré n — 2, et / de degré ζι, A est nul, et l'on arrive ainsi à 
une relation linéaire et homogène entre les polynômes C,·, ce qui est 
contraire à l'hypothèse. 
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On a donc 
M>(2m — i)(p — i) 

et, par suite, d'après (9), 

(m) M ={im — 1 )(p — 1). 

Cette formule n'est pas vraie pour m = 1, parce que l'inégalité (9) 
n'est plus exacte : ρ — ι seulement des zéros sont alors déterminés par 
les autres comme on l'a vu au n° 9. On a dans ce cas M = p. 

11. 11 résulte de la valeur de M pour m > 1 qu'on peut toujours 
former une fonction thètafuchsiennc holomorphe de degré m ayant 
pour zéros 2m(p — 1) — ρ quantités choisies arbitrairement; les ρ 
autres zéros sont liés aux précédents par les ρ équations (G). 

Peut-on en déduire qu'inversement o.m{p — 1) quantités satisfai-
sant à ces équations sont les zéros d'une fonction tliètafuclisicnne holo-
morphe de degré m? Pour que cette conclusion soit légitime, il faut 
évidemment démontrer que, les valeurs λ de 2m(p — 1) — ρ de ces 
quantités étant données, les équations (G) fournissent, pour les ρ 
autres (x, un seul système de valeurs, ou, s'ils en fournissent plusieurs, 
qu'il existe toujours une fonction thètafuchsicnne holomorphe de 
degré m s'annulant pour les valeurs λ données et pour les valeurs u 
d'un des systèmes correspondants. 

Nous sommes ainsi conduit à la discussion des équations 

(6) 
f -+- f 0f,(z^clz. 
x1 x2 

u1 up 
-t- / -f-... H- 1 0]ς(ζ^(1ζ = · (A* — 1, 2,..., n). 

B1 Bp 

a,, ..., β,,··., β/> désignent les zéros d'une fonction thètafuchsiennc 
holomorphe et de degrc m, donnée, et quelconque d'ailleurs. 

On obtient, en différentiant, les équations aux différentielles totales 

ο = 0*(λ,) + </λ20Α(λ2)-κ. .-H G?[X, Οα({Λ,)-Κ . .-f- άρρΟχί^ρ) 

(& = I, 2, ...,/)). 
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On démontrerait sans difficulté, en suivant la marche adoptée par 
M. Briot pour la discussion des équations différentielles abélicnnes, 
qui sont, au fond, identiques aux précédentes, que les relations (6) 
fournissent généralement, si λ,, ... sont donnés, un seul système 
de valeurs de [A,,..., : toutefois, pour certains systèmes spéciaux 
de valeurs des λ,s des quantités ρ, [A,, ..., p., peuvent être choisies 
arbitrairement; les autres sont déterminées sans ambiguïté en fonction 
des précédentes et des quantités λ. p

n
 ..., p., sont alors des zéros 

de s fonctions thêtafuchsiennes holomorphes de degré un, linéaire-
ment distinctes. 

Or nous verrons plus loin (§ VIII) que, dans ce cas, on peut former 
s -f-1 fonctions thêtafuchsiennes holomorphes de degré m s'annulant 
pour ζ = λ,, λ

2
,.... On pourra donc former une telle fonction sannu-

lant en outre pour ζ = p., , p2, ..., p.„ et les autres zéros de cette fonc-
tion seront nécessairement, d'après (6), les quantités (A

Î4
.,, ..., [A^. 

Il est donc permis d'énoncer la proposition suivante : 

Si im{p — i) quantités a,, a
a
,... satisfont aux relations 

où β,, β
2
, ... sont les zéros d'une fonction thêtafuchsienne holo-

morphe de degré m, il existe toujours une semblable fonction ad-
mettant pour zéros les quantités a,, a2, .... 

Remarque. — Dans le cas dem>i, on pourra toujours, en vertu 
de la formule (io), former s fonctions thêtafuchsiennes holomorphes 
de degré m, linéairement distinctes, ayant pour zéros 

quantités données, et en général on ne pourra en former que .v. 
Mais il peut se présenter des cas d'exception que nous étudierons plus 
loin au point de vue géométrique; nous nous bornerons à énoncer pour 

B1 B2 
/ )dz -f- I Qfi^z^dz -+-... = .. 
x1 x2 

(k = 1,2, ...., p), 

2 m(p — ι)— p — s + i 
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l'instant la proposition suivante, qui se déduit immédiatement du théo-
rème du n° 8. 

Si s 4- ρ fondions thètafuchsicnnes holomorphes de degré m, 
linéairement distinctes, ont 2m(p — ι)—ρ — s -h ι zéros communs, 
elles sont, de ρ manières différentes, proportionnelles à des fonc-
tions thètafuchsicnnes de degré un. 

Λ7. — EXPRESSION DES FONCTIONS FUCHSIENNES A L'AIDE DES FONCTIONS 

THÊTAFUCHSIENNES HOLOMORPHES. 

12. Soit F( s) une fonction fuchsienne d'ordre η, admettant les zéros 
α,, a

2
,..a„ et les infinis β,, β„ ..β.. 

Proposons-nous de mettre F(s) sous la forme du quotient (le deux 
fonctions thêtafuchsiennes holomorphes. 

Il est d'abord évident que ces deux fonctions devront, en général, 
avoir des zéros communs; car, s'il en était autrement, on aurait, en 
désignant leur degré par p, n = 2[i.(p — i), et η serait divisible par 
■l(p - l). 

Supposons η compris entre les nombres 

20-OO-O ct sKi-O; 

deux cas seront à distinguer suivant le signe de la différence 

2|i(>-i)- η-p. 

Premier cas : 2ρ(/?—-ι) — η — p=o. — On pourra former une 
fonction thêtafuchsienne holomorphc, de degré p., Θ, ayant pour zéros 
les [/i quantités β,, β9,..., β„, ct 2ρ(/? — ι) — η — ρ autres quantités 
qu'on peut choisir arbitrairement, λ,,λ2, ...; nous désignerons par 
?i, ?a, .··, p^lcsρ derniers zéros de θ(^). 

Je dis maintenant qu'on peut former une autre fonction holomorphe 
de degré p, 0

ç
(z), ayant pour zéros : 

i° Les η zéros de F(z), α,, a
2
, ..., an; 

20 Les 2m(p — t ) — η—ρ quantités λ,, λ
2
, ... ; 

3° Les ρ quantités ρ,, p2, ..., pp. 
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Il suffit en effet de démontrer, puisque β,, ..., β„, λ,, X
a
, ..., 

p
n
 ..., ρsont les zéros d'une fonction thétafuchsiennc holomorphe de 

degré μ, qu'on a les relations 

B1 Bn Y1 
S Ok(z)dz+...+S Ok(z)dz+ S Ok(z)dz+... 
x1 xn Y1 

P1 Pp 
-{— I }dz-+-...-f~ j O^z^ds = h(si]g-H... 

P1 Pp 

(* = 1,2,.....,p) 
OU 

B1 Bn 
/ 0fi(z)dz -f-...-t- I 0t(z)dz — hb>if -t-.... 
x1 xn 

Or ces dernières relations sont vérifiées, puisque par hypothèse 
α,, a„ sont les zéros, β,,..., β

Λ
 les infinis d'une fonction fuchsicnne 

F(s). La fonction fuchsiennc ^(3) aura par suite mêmes zérosetmèmes 

infinis que F(5), dont elle ne différera que par un facteur constant. 

Second cas : 2 μ(ρ — 1) — η — ρ < ο. — En ce cas, il sera géné-
ralement impossible de mettre F(s) sous la forme du quotient de deux 
fonctions thêtafuchsiennes holomorplies de degré μ; mais on pourra 
employer deux fonctions de degré μ H- 1 : en vertu du raisonnement 
précédent, il suffit, pour le démontrer, de vérifier la condition 

ou 
2(μ -f- ι )(p — 1 ) — n— p^o 

2 \i>(p — 1)— n-h ρ — 2 >o. 

Or cette inégalité est vraie, puisque par hypothèse η est inférieur 
à 2\L(p — 1) et que ρ est au moins égal à 2. 

En ce cas, on aura 
Ffz~)= e,(a), 

θβ et θ étant deux fonctions thêtafuchsiennes holomorphes de degré 
μ-M, ayant 2(μ +- t)(p — ι)— η zéros communs, parmi lesquels 
2(μ -t- i)Qo — ι) — η — ρ peuvent être choisis arbitrairement. 
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Considérons maintenant deux fonctions fuchsiennes, F et F', ayant 
inémes infinis : il résulte de ce qui précède qu'on pourra les mettre 
sous la forme 

F = Oo, F' = O'o, 

θ
β

, θ^, θ étant des fonctions thêtafuchsienncs holomorphes. 

Remarque. — Les raisonnements précédents montrent que, si η 
quantités α sont liées à η quantités β par les relations 

B1 Bn 
/ (h(s)cfo -f-... -+- / Q^s^dz = Λ(ο^-+- h'bifc+..., 
x1 xn 

on pourra former une fonction fuchsicnne d'ordre η admettant les 
quantités β comme zéros et les quantités α comme infinis. Il est clair 
d'ailleurs qu'on ne peut, à un facteur constant près, en former qu'une 
seule. 

VI. — EXPRESSION DES COORDONNÉES DES POINTS 

D'UNE COURBE ALGÉBRIQUE. 

15. Les coordonnées des points d'une courbe algébrique de genre ρ 
peuvent, comme l'a montré M. Poincaré, s'exprimer en fonction fu-
chsicnne d'un paramètre, le polygone R

0
 générateur ayant l\p cotés 

et étant déterminé comme nous l'avons rappelé. On pourra toujours, 
par un choix convenable des axes de coordonnées, faire en sorte que 
les fonctions fuchsiennes de ζ qui représentent les coordonnées x 
et y aient mêmes infinis ; soit η leur ordre commun. 

Nous supposerons que les équations = ι n'ont, dans 

le polygone R0, d'autre solution commune que la solution ζ = α : la 
courbe S, décrite par le point (Λ?,/), est alors de degré η (§ I). 

Soient 
a(r- — ■)(/> — ·) cl w(p->) 

les deux multiples consécutifs de — i) qui comprennent n. On 
pourra, d'après les résultats du paragraphe précédent, mettre χ et γ 
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sous la forme 
x = Oo, y = O'o; 

les fonctions thètafuchsienncs holomorphes θ, θ
0

, θ^, étant de degré α 
ou ρ -h ι suivant le signe de la quantité 2p(jD — ι) — η — p. 

Si l'on a 
•I)x(p - ι)- η -p>o, 

les coordonnées des points d'une courbe de degré η et de genre ρ 
pourront, en coordonnées homogènes, être représentées par trois fonc-
tions thetafuchsiennes holomorphes de degré p.; on ne pourra em-
ployer, en aucun cas, pour cette représentation, des fonctions de degré 
u. — ι, parce que le degré d'une courbe ainsi définie serait au plus égal 
à 2(p. — ι)(ρ — i), quantité inférieure à η par hypothèse. 

Si l'on a 
'2HP - ')- " —f><°» 

les fonctions thetafuchsiennes holomorphes de la représentation seront, 
en général, de degré ρ -H i; toutefois, pour certaines courbes spéciales 
de degré //, on pourra employer des fonctions de degré p, puisque, par 
hypothèse, 2 ρ (ρ — ι) est égal ou supérieur à n. 

Il en résulte que les coordonnées x
n

 χ.>, χ.
Λ
 des points d'une courbe 

algébrique de genre ρ pourront se mettre sous la forme 

(11) Xi — a
t
 Θ, -h a

a
 θ

2
 -H ... H- (/=1,2, 3 ), 

fc),, θ2, ... désignant (2p —1) fonctions thetafuchsiennes 
holomorphes de degré ρ linéairement distinctes; et a'/', ... des con-
stantes. 

Inversement, toute courbe représentée par des équations de la forme 
(H) sera du degré 2p(jo — 1) — k, k désignant le nombre des zéros 
communs aux trois fonctions #

n
 χ3, #

3
, à condition toutefois que les 

équations 

x2 (z) = x2 (x), x3 (z) = x3 (x) 

n'aient dans R
9 d'autre solution commune que ζ = α. 

Jour11. de Math. (4e série), tome II. — Fasc. Ill, 1886. 34 
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La courbe, en ce cas, sera de genre ρ, comme il résulte des considé-
rations développées au § I. 

VII. — INTERSECTION D'UNE COURBE DE GENRE Ρ 

ET D'UNE COURBE ADJOINTE. 

14. Soient x
%
, x

21
 x3

 trois fonctions thêtafuchsienncs holomorphcs de 
degré p. ayant kzéros communs. Proposons-nous d'étudier la courbe S 
décrite par le point χ

Λ
). 

Nous avons fait l'hypothèse que les équations 

x2 (z) = x2 (x), x3 (z) = x3 (x) 

n'ont, dans l'intérieur du polygone générateur de \p cotés, R
0

, pas 
d'autre solution commune que ζ = α : cette hypothèse ne restreint pas 
la généralité, car on démontre sans grande difficulté que, si elle n'es! 
pas vérifiée, la courbe S est de genre inférieur à p\ les coordonnées de 
ses points peuvent clone s'exprimer à l'aide de fonctions thêtafuch-
siennes de genre inférieur à ρ (' ). 

(') On peut s'en rendre compte de la manière suivante. Supposons que la con-
dition dont il s'agit ne soit pas remplie, et qu'à un point de la courbe S corres-
pondent, dans H0, deux valeurs, par exemple, de l'argument z. Si 

P (x1, x2, x3) = 0 

est l'équation d'une courbe de degré η — 3 adjointe à S, 011 voit, comme au $ I. 
que la fonction 

O (z) = P(x1, x2, x3) (x1 dx2 — x2dx1) 

est une fonction thètafuclisienne holomorphe de degré un, ayant par suite 
2(ρ— 1) zéros dans R

0
. Or parmi ces zéros figurent les valeurs qui annulent Ρ 

sans annuler/!·,, c'est-à-dire les arguments qui correspondent aux points non sin-
guliers où Ρ coupe S. Si p' est le genre de S, ces points sont en nombre égal à 
2(p'—i) et les arguments correspondants sont au nombre de On a 
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Nous supposerons de plus que les fonctions a?2, x9 ne sont ni de 
degré un, ni, ce qui revient au même, proportionnelles à des fonctions 
thêtafuchsicnnes holomorphes de degré un : nous aurons à étudier en-
suite le cas ou il en serait autrement. 

Dans cette hypothèse, je dis qu'il n'existe que (2 μ. — ι )(p — 1) — A 
fonctions thêtafuchsiennes holomorphes de degré p., linéairement dis-
tinctes, et s'annulant pour les valeurs α,, oc

3
,... ,aA des k zéros com-

muns à xnx2, x3 : en effet, s'il existait davantage, x
n

x^x
t
 seraient 

proportionnels à trois fonctions thêtafuchsiennes holomorphes de 
degré un (§ IV, Remarque). 

De même, il n'existe que [2(μ/ι -h p) — i]Qo — 1) — hk fonctions 
thêtafuchsiennes holomorphes de degré [i/t H- ρ linéairement distinctes, 
et admettant au degré de multiplicité h chacun des k zéros a,,..., aA

; 
car, s'il en existait un plus grand nombre, on voit qu'en désignant 
par θρ une fonction thêtafuchsienne quelconque holomorphe de degré p, 
les fonctions χ\ θρ;^

_,α7
2
θρ;^_,^

3
θρ, qui admettent A fois chacun 

de ces zéros, seraient proportionnelles à trois fonctions de degré un ; il 
en serait par suite de même de x

n
 u?2, x3. 

15. L'étude des systèmes de points communs à une courbe algé-
brique et à ses courbes adjointes constitue une des théories les plus 
importantes de la Géométrie sur une courbe; elle repose, comme l'a 
fait voir Clebsch, sur le théorème d'Abel relatif aux intégrales de 
première espèce. 

L'emploi des fonctions thêtafuchsiennes va nous permettre de re-
trouver simplement la plupart des résultats connus de cette théorie, et 
d'en démontrer de nouveaux. 

Dans tout ce qui suit, nous désignerons par S la courbe de genre ρ 
et de degré n= 2 μ,(ρ — 1) — k décrite par le point #,(s),a?

2
(z), 

■r»(z)» Par · · · >a* les ^ zéros communs à x
K
, x

3)
 x

t
. 

Les propositions suivantes mettent en évidence la relation simple 

donc 

et par suite 

dés que ρ dépasse 1. 

4(p' — 1)<2 (p — 1), 

P'<P 
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qui lie la théorie des zéros des fonctions thètafuchsicnncs et celle de 
l'intersection d'une courbe algébrique avec ses courbes adjointes. 

ί. Soit C une courbe adjointe à S d'ordre η q — 3; les argu-
ments des points, autres que les points singuliers, communs à cette 
courbe et à S, annulent une fonction thôtafuchsienne holomorphe 
β(^), de degré \Lq ■+■ 1; les autres zéros de cette fonction sont les 
quantités α

η
... ,aA, chacune au degré q de multiplicité. 

Inversement : 

Soit β(^) une fonction thêlafuchsiennc holomorphe de degré 
u.q -h ι, admettant comme zéro multiple d'ordre q chacune des quan-
tités a,,..., aA; les autics zéros de cette fonction sont les arguments 
des points, autres que les points singuliers, où la courbe S est coupée 
par une courbe, adjointe de degré η q — 3. 

En effet, C(x
t
,x

2
,x

%
) — ο étant l'équation d'une courbe adjointe 

de degré η -h q — 3, les arguments des n(n -h q — 3) points où celte 
courbe coupeS annulent la fonction C[#,(-), a?

2
(w), a*

3
(v)J, qui admet 

de plus les zéros α
η
..., aA, chacun au degré η H- q — 3 de multiplicité. 

Cette fonction n'a pas d'autres zéros dans le polygone car ceux 
dont nous venons de parler sont en nombre égal à 

n(n q — 3) -h k{ η -h q — 3), 
c'est-à-dire à 

2u(n + q ~'X)(p-iy. 

or la fonction C[aq (s),...] est de degré p(n q — 3) et a par suite 
2 u.(n -+- q — 3)(JD — 1) zéros dans le polygone R„. 

Cela posé, soit Ρ = ο l'équation d'une courbe quelconque 
d'ordre η — 3, adjointe à S, et coupant cette courbe en 2(ρ — i) 
points, distincts des points singuliers, dont les arguments vérifient la 
relation 0(s) = o; 0(c) étant une fonction thètafuchsiennc holomorphe 
du premier degré (§ 1). 

Posons 

O(z) = C[x1 (z)....] O (z.) 
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La fonction θ (s) est évidemment une fonction thêtafuchsienne de 
degré \ι(η q — 3) -ι-1 — |A(/î — 3) = |A^ -f- I, dont les zéros, d'après 
l'expression précédente, sont les zéros de C[a?,(r), ...] qui n'annulent 
pas Ρ [a:, (s), ...], c'est-à-dire les arguments des points non singuliers 
où C coupe S, et les quantités oc,,..., aA, chacune au degré q de mul-
tiplicité. Elle est d'ailleurs holomorphe, puisque les zéros du dénomi-
nateur annulent le numérateur : les arguments des points non singu-
liers où C coupe S et les quantités a,..., a*, prises au degré q de 
multiplicité, sont donc les zéros d'une fonction thêtafuchsienne holo-
morphe de degré \i.q -H i. c. Q. F. D. 

Pour démontrer la réciproque, considérons ainsi toutes les courbes 
adjoin tes à S de degré η 4- q — 3 et les fonctions C [x

t
 (s),... ] corres-

pondantes, nous obtenons une infinité de fonctions θ (s). Cherchons 
combien de ces fonctions sont linéairement distinctes. 

Les courbes d'ordre η -f- q — 3 adjointes à S et dont les équations 
sont linéairement distinctes sont en nombre au moins égal à 

\(n + q- 2)(n + ? - ι)- IK" - ')(" - '·) - Ρ1 
= nq +p- ι + ΐΟ-ΟΟ-2); 

soient C, = o, C
a
 = o,... leurs équations. 

Parmi les courbes figurent évidemment celles dont l'équation est 

o — S??.3, 

Qq-3désignant un polynôme quelconque d'ordre q — 3, homogène 

en #,,.*0,#.,. Ce polynôme renfermant ^ ~I^~" coefficients arbi-

traires, l'équation précédente fournit un nombre égal de courbes ad-
jointes d'ordre n-\- q — 3, linéairement distinctes, que nous choisirons 
pour les courbes 

Cnq+p = 0, Cnq+p+1 = o, ..., Cnq+p-1+2(Q-1)(q-2) = 0. 

Or si, dans l'expression de θ (s), on remplace C par Sç
n
_

3
, on trouve 

un résultat nul, puisque S [a?, (5), ...] = o : il ne nous reste ainsi que 
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nq -h ρ — ι Jonctions θ(ζ), formées avec les premiers membres des 
équations des courbes C, = o,..., d

nq+p
^

%
 = o. 

Je disque ces fonctions θ(ζ) sont linéairement distinctes. 
En effet, par suite de ce qui précède, il n'existe pas, entre x

K
, x2, x

a
, 

de relation identique de la forme 

a1 C, -f- <z2C2 -f-... H- ctfiq+p—i C
nq+

p_
{
 — Sç, 

a
t
,... étant des constantes et φ un polynôme de degré q — 3 en a·,, 

x2, x9. Or, si l'on avait une équation de la forme 

a1 O1 (z) -H α
2
θ

2
(ζ) H-... = o, 

c'est-à-dire 

a
t
C, !#,(*),...] -h a

2
C

2
[x

2
(z), = o, 

on en déduirait que la fonction a
t
 C, (x

n
 x

21
 x

3
) H- ..., qui s'annule en 

tous les points de la courbe S, est divisible parS(a:,, x21 a3
); on aurait 

ainsi 
fit, (-ι, -f- û5

2
Ci

2
 -j-... — Sç, 

relation que nous savons être impossible. 
On obtient donc, par le procédé indiqué plus haut, nq -hp — ι fonc-

tions thêtafuchsiennes holomorphes de degré y.q -f-1, linéairement in-
dépendantes, et admettant au degré q de multiplicité chacun des zéros 
oc,, ·.·, oc^. 

Or les fonctions thêtafuchsiennes holomorphes de degré ixq -μ ι qui 
admettent q fois ces k zéros sont en nombre au moins égal à 

Κμϊ + Ο- ΊΟ»-«)-*? 
~(2f*y + ι)(ρ - i) - φμΟ - ι)- - η] = nq + ρ — ι. 

Elles ne sont pas en nombre supérieur, ainsi qu'on l'a dit plus haut, 
puisque x,(z),x

2
(z)

y
x

t
(z) ne sont pas proportionnels à trois fonc-

tions thêtafuchsiennes holomorphes de degré un. 
Il en résulte : 
i° Que, par les points singuliers de S, on ne peut faire passer que 
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nq -hp — i-l· {{q — ι)(q — 2) courbes adjointes d'ordre n-h q — 3 
dont les équations soient linéairement distinctes ; 

20 Que les zéros d'une fonction thêtafuchsienne holomorphe de 
degré \xq -+- 1, qui admet q fois chacun des zéros α,,..., a*, sont les 
arguments des points non singuliers où S est coupée par une courbe 
adjointe d'ordre η -hq — 3. c. Q. F. D. 

16. On démontrerait, en suivant une marche identique, les propo-
sitions suivantes, qu'on pourrait d'ailleurs déduire directement des 
précédentes. 

II. Soit C une courbe adjointe à S d'ordre η 4- q — 3, passant 
par les 2(p — 1) points non singuliers communs à S et à une courbe 
adjointe quelconque d'ordre η — 3 ; les arguments des autres points 
(1non singuliers) où cette courbe coupe S annulent une fonction thêta-
fuchsienne holomorphe de degré |xq, dont les derniers zéros sont 
les quantités α,,..., a*, chacune au degré q de multiplicité. 

Inversement : 

Soit θ(ζ) une fonction thêtafuchsienne holomorphe de degré py, 
admettant comme zéro multiple d'ordre q chacune des quantités 
a

n
 ..., aA; les autres zéros de celle fonction sont les arguments de 

points de S, situés, avec les 2(p — 1)points où S est coupée par une 
courbe adjointe quelconque de degré η — 3, sur une courbe adjointe 
d'ordre η ■+■ q — 3. 

VIII. — DES GROUPES DE POINTS SUR UNE COURBE ALGÉBRIQUE. 

17. Considérons toutes les courbes adjointes d'un degré donné, qui 
passent, en dehors des points singuliers, par un certain nombre de 
points fixes de S; elles déterminent sur cette courbe, par leurs inter-
sections mobiles, des groupes de points dont l'étude constitue l'objet 
principal de la Géométrie sur une courbe algébrique. 

Soient β,, β„..., βΑ; λ,, λ
2
,..., λΛ

 les arguments des points de deuv 
de ces groupes : on a évidemment, en se reportant au théorème I du 
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§ ΥΠ et aux résultats du § III, les relations 
Y1 x1 Yh 

0i(s)dz-h Ι Qi(z)dz -t- ... 4- / 0i(z)dz = toi + l'ω)-h... 
B1 B2 Bh 

(l= i,2, ...., p). 

Inversement, les relations précédentes peuvent servir à définir les 
groupes de points indépendamment des courbes adjointes qui les tra-
versent : si h quantités β,, ..βΑ sont liées à h quantités λ,, ..., λΛ 

par des équations de cette forme, nous dirons que le groupe λ,, ..λ
Λ 

est équivalent au groupe β,, ..., βΛ. 
D'après cette définition, deux groupes équivalents à un troisième 

sont équivalents entre eux. 
Nous dirons qu'un groupe β'„ ..., βΛ' est résiduel du groupe 

β,, ..βΑ, par rapporta une courbe adjointe C^, si les points d'argu-
ments β,, ..., βΛ, β',, ..., βΑ' constituent le système complet des inter-
sections de la courbe S avec une courbe adjointe de degré les points 
singuliers exceptés (1 ). 

Le théorème fondamental de la théorie des groupes est connu sous 
le nom de théorème du reste; il peut s'énoncer ainsi : 

Si deux groupes sont résiduels par rapport à une courbe C,/; un 
groupe quelconque équivalent au premier est également résiduel 
d'un groupe quelconque équivalent au second. 

Soient, en effet, 

(β) et (β') deux groupes résiduels par rapport à une courbe C„ q — 3; 
(λ) un groupe équivalent à (β); 
(λ') un groupe équivalent à (β'). 

On a 
1 = 1' 

2 f Of(s)cfe = /(*),·-h(/ = 1,2,...,/;), 
j=1 
1 - r 
2 o

i
(s)dz = m<û

i
+m'0}'

i
 + ... (i = 1,2,...,/>). 

y=i 

(') CLEBSCH, Leçons sur la Géométrie; trad. BENOIST, t. II, p. 137. 
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D'un autre côté, les groupes (β) et (β') étant résiduels, on a, en dé-
signant par γ,, γ

2
, ..γΑ, γ',, ..les arguments des points com-

muns à S et à une courbe adjointe C
n
^_, (§ III et VII) : 

j=h Bj i=h' Bj 
2J Qi(3)dz+2iJ, o,(s)rfs=/iw

/
4-«^;-h... (/=1,2, ...., p). 

j=1 yj j=2 j 

d'où 

;=A /= A*
 Λ

' 

2/ + 2 / ^
ι
(ζ)ώ = αω

/
-+-α,ω;-Η... (ι = i, 2, ...,/>). 

/=1 * / =1 '/ 

Or on sait (§ VII) qu'il existe une fonction thêtafuchsienne holo-
morphe de degré py 4- 1, admettant comme zéros les quantités γ;· et 
γ), et ayant comme zéro multiple d'ordre q chacune des quantités 
α0 ..., αΑ : il résulte de l'équation précédente qu'on peut former une 
fonction thêtafuchsienne holomorphe de degré pigr 4-1, ayant les mêmes 
zéros multiples d'ordre q que la précédente, et admettant comme der-
niers zéros les quantités λ7· et λ) (n° 11), En d'autres termes (§ VII, 
th. I), les groupes (λ) et (λ') constituent l'ensemble complet des in-
tersections de S et d'une courbe adjointe de degré // 4- q — 3, les 
points singuliers exceptés : ils sont donc résiduels par rapport à une 
courbe C

rt+y
_$, c, Q. F. D. 

18. Dans un système de groupes équivalents nous distinguerons, 
avec Clebsch (1 ), deux éléments importants : 

i° Le nombre h des points d'un groupe du système; 
i° La multiplicité r du système, c'est-à-dire le nombre des points 

d un groupe qu'on peut se donner arbitrairement. 
Nous désignerons un tel groupe par g\. 
Les arguments des points d'un groupe étant liés par ρ relations, on 

11e peut, en général, se donner arbitrairement que h — ρ de ces points, 
et par suite, en général, on a r = h — p. 

(') CLEBSCH, Leçons sur la Géométrie; trad. BENOIST, t. II, P. i36, 
Journ. de Math. (/Jf· série), tome II.— Fasc. Ill, 1886. 35 
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Mais il pourra se faire qu'on ait r = h — ρ 4- ρ, et nous dirons dans 
ce cas que nous sommes en présence d'un système spécial d'indice p. 

19. D 'une manière générale, d'après la remarque du § V, l'étude 
des groupes équivalents à un groupe donné β,, βΛ est identique à 
l'étude des zéros des fonctions fuchsiennes qui admettent les infinis 
β,, .βΑ; car on peut former une et une seule fonction fuchsienne 
ayant pour infinis les arguments des points d'un groupe, et pour zéros 
les arguments des points d'un groupe équivalent. 

D'un autre coté, les fonctions fuchsiennes ayant mêmes infinis sont 
évidemment des fonctions linéaires et homogènes d'un certain nombre 
d'entre elles, et ce nombre est précisément égal au degré de multiplicité 
du système auquel appartient le groupe considéré, augmenté de ι. 

On peut donc dire, en désignant les fonctions fuchsiennes dont il 
s'agit par.Λ(*)> · · ·> fr+ i(s), que les arguments des points d'un 
groupe équivalent au groupe (β) sont les zéros d'une fonction de la 
forme 

f (z) — rt, f
t
(s ) 4- «a/a(3) 4-. .. 4- a

r
, , /

r+
,(- ) 

et réciproquement. D'ailleurs, on doit retrouver parmi les groupes 
ainsi déterminés le groupe (β) lui-même, et, par suite, l'une des fonc-
tions /(z) devra avoir pour zéros β,, ..., βΛ : comme elle admet déjà 
ces quantités pour infinis, elle sera égale à une constante; nous pour-
rons donc supposer, par exemple, f

r
+

x
 — i, et il reste 

f(z) = «♦/,(-) -Ι-·· ·+ arfr(z) + Cf
r
+i· 

Cette remarque très simple va nous permettre de donner quelques 
propriétés des systèmes spéciaux. 

S'il s'agit d'un système spécial, on a en effet 

r = h — ρ 4- s. 

11 existe alors r fonctions fuchsiennes linéairement distinctes, 
d'ordre Λ, ayant mêmes infinis/,(-), .. .,f

r
(z) : par suite (§ III), une 

quelconque d'entre elles pourra se mettre de /?+·/' — Λ, c'est-à-dire 
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do p manières différentes) sous la forme du quotient de deux fonctions 
thêtafuchsiennes holomorphcs de degré un. On a ainsi 

fi(z) = o' = o2 =...=o2, 
r+1 r+1 r+1 

et, par conséquent, les zéros de /, annulent 0', et les infinis de cette 
fonction annulent ÔJ

+l
(s = i, 2, p). Les fonctions /, et /3 ayant 

mêmes infinis, la fonction thetafuchsienne /2Θ'+, est holomorphe, 
et, comme elle est du premier degré, elle est égale à une fonction 
thetafuchsienne holomorphe de degré un, 0^ : on a ainsi 

f2 (z) = O1 = O2 =...=Op, 
r+1 r+1 r+1 

et, de même, 

f3 (z) = O1 = .............................= O2, 
r+1 r+1 

.............................................................. 

On peut comprendre toutes ces relations en une seule, en désignant 
par α,, ..a

n
 a

r+n
 u

n
 ..., wp des constantes arbitraires 

a1f1+...+arfr+ar+1 = u1EaiOi+u2EaiO2+...+upEaiO2 

(i = 1, 2, r+i). 

On en conclut que les h zéros de «,/, 4-.. .4- c'est-à-dire les 
arguments des h points d'un des groupes considérés, annulent la 
fonction thêtafuchsienne holomorphe de degré un u

t
 Σα, 0J ; 

ces h points sont donc situés (§ I et VU) sur des courbes adjointes 
d'ordre // — 3, dont l'équation générale est de la forme 

Μ,Ρ,4-Μ2Ρ
2
-|-...4- ttpPp-— O» 

et qui déterminent par suite, par leurs i(p — 1) — h autres points 
d'intersection avec S, un système de multiplicité p — ι. 

Ce système est également un système spécial, car on a 

ρ H- p — ι — i(p — 1 ) 4- h = h — ρ -h ρ 4- ι = r -w, 
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et son indice est r 4- ι. Géométriquement, nous pouvons donc énon-
cer la proposition suivante, connue sous le nom de théorème de Rie-
mann et Roch (') : 

Par les points d'un groupe appartenant à un système spécial de 
multiplicité r et d'indice p, on peut faire passer un nombre ρ — ι fois 
infini de courbes adjointes de degré η — 3. Ces courbes détermi-
nent, par leurs points mobiles d'intersection avec la courbe primi-
tive, un nouveau système de multiplicité ρ — i, qui est un système 
spécial d'indice r + i. 

Ainsi les systèmes spéciaux sur une courbe d'ordre η peuvent tou-
jours être découpés par une famille linéaire de courbes adjointes de 
degré η — 3; et ils se groupent deux à deux, suivant la loi remar-
quable indiquée par le théorème précédent. On voit également qu'au 
point de vue algébrique l'étude des groupes spéciaux se ramène à 
celle des fonctions thêtafuchsiennes holomorphcs du premier degré : 
nous reviendrons sur cette question dans le dernier paragraphe du 
présent Mémoire. 

20. Remarque 1. — Un système de groupes renfermant moins de 
p-hi points est un système spécial; ear, r étant au moins égala i, 
on a 

b — ρ -+- ρ = ι ou ρ > ρ — h -+-1, 

et, par suite, si h est inférieur à ρ 4- ι, ρ est positif et le système csl 
un système spécial d'indice égal ou supérieur à ρ — h -h ι. 

21. Remarque II. — Si les h points d'un groupe sont sur une 
courbe adjointe de degré η — 3, il en est de même des points de toul 
groupe équivalent. 

La propriété est évidente si h est égal ou inférieur i\p — \, puisque 

par ρ — ι points de S on peut toujours faire passer une courbe ad-
jointe d'ordre η — 3. 

Si h =p — ι -4- s, la courbe adjointe d'ordre η — 3 qui, par hypo-

(1 ) CLEBSCH, Leçons sur la Géométrie; trad. BBXOIST, t. ILL, P. 5I. 
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ihèsc, contient les h points d'un groupe g, coupe S en 

i(p — 1) — h=p — 1 — s 

autres points. Or, d'après le théorème, du reste, on obtient tous les 
groupes équivalents à g en menant par ces ρ — ι — s points toutes les 
courbes adjointes possibles d'ordre η — 3, et en prenant les intersec-
tions mobiles de ces courbes. c. Q. F. n. 

22. Remarque III. — Il est clair qu'au lieu de définir un système 

de groupes par des relations de la forme 

i=h /Λ 
0k(z)dz = h(ak-hh'b>A-l·... (k = r, 2, ..., p), 

#=« P/ 

B1, ...., PA étant des quantités fixes, et λ,, ..., λ
Α
 les arguments des 

points d'un groupe, on peut partir d'équations telles que 

i=h Λ 
bk(z)dz = Vk + h<»k+-..., 

i=1 Bj 

les v
k étant des constantes. Les systèmes de valeurs des λ qui satisfont 

à ces équations sont les arguments de points appartenant à des groupes 
équivalents entre eux, mais non équivalents au groupe p,, ...,, Bn. 

23. Remarque IV. — A la théorie des systèmes spéciaux se rat-
tache la solution du problème suivant : 

Comment doit-on choisir h points sur la courbe S pour que les 
courbes adjointes de degré n-{- q — 3 menées par ces points for-
ment une famille linéaire l fois infinie, le nombre l étant plus grand 
qu'on ne devrait s'y attendre d'après les données de la question? 

Les points d'intersection de S avec toutes les courbes adjointes 

Qi+ç-a forment un système dont la multiplicité est égale au nombre, 
diminué de 1, des fonctions thêtafuchsiennes linéairement indépen-
dantes, de degré y.q -+- 1, qui admettent comme zéro multiple 
d'ordre k chacune des quantités α

0
 ..., αΛ, c'est-à-dire à nq -hp — 2 
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(S VII, η0814 et 15). Si Ton assujettit les courbes adjointes à 
passer par h points fixes de S, elles déterminent par leurs intersec-
tions mobiles avec S un système de groupes dont la multiplicité est, 
en général, nq ■+■ ρ — 2 — h. 

Le problème revient à choisir les h points de telle sorte que la mul 
tiplicité du système devienne nq -hp — 2 -f- Λ -t- p. 

Je dis qu'en ce cas le système considéré est un système spécial. Pour 
le démontrer, il suffit, en appelant h' le nombre des points d'un 
groupe du système, de calculer la quantité 

nq -h ρ — // — 2 -h ρ — h' 4- p. 
( )r on a 

n{ n -h q — 3) = h h' -h (η — ι)(η — 2) — 2p. 

La quantité précédente se réduit par suite à p. 
Le système est donc un système spécial d'indice p. 
La réciproque de cette proposition est vraie et se démontrerait de 

la même manière, en partant du théorème du reste. Donc : 

Par h points donnés sur la courbe S, on peut faire généralement 
passer une Jamillc linéaire de courbes adjointes d'ordre n-hq— 'i 
t fois infinie; si les h points sont tels que leur système résiduel par 
rapport à des courbes C

rt+i
_

a
 soil un système spécial d'indice p, la 

famille linéaire des courbes adjointes d'ordre η -h q — 3 qui passent 
par ces points sera t -h ρ fois infinie, et réciproquement. 

Au point de vue algébrique, on peut déduire de tout ce qui précède 
une proposition dont nous avons fait usage au n° 11, et qui peut s'é-
noncer ainsi : 

Soient s fonctions thêtafuchsienncs holomorphes du premier 
degré

y
 linéairement indépendantes, ayant q zéros communs, et une 

fonction thêtafuchsicnnc holomorphe de degré m admettant ces 
q zéros et s'annulant en outre, dans R

0
, pour les im{p — 1) — q 

valeurs λ,, λ
2
, On pourra former q — ρ + s 4- r fonctions thé-

tafuchsiennes holomorphes de degré m s'annulant pour ζ = λ,, 
λ„ .... 
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IX. — PROPRIÉTÉS D'UN SYSTÈME PARTICULIER. 

24. Une courbe adjointe d'ordre η — 3 coupe S en 2(ρ — 1)points 
formant un groupe qui appartient à un système spécial. 

En effet, on peut choisir arbitrairement ρ — ι de ces points, puisque 
les courbes adjointes d'ordre η — 3 forment une famille ρ — ι fois 
infinie ; on a donc 

h = 2(p-i), r=z ρ — ι, 

et, par suite, l'indice ρ du système est donné par la relation 

ρ =p -h r — h = ρ -hp — 1 — i(p - 1) = 1. 

Nous désignerons, dans ce qui suit, par γ tout groupe de 2 ( ρ — ι ) 
points communs à S et à une courbe adjointe d'ordre η — 3. 

Nous allons donner quelques propriétés du système des groupes rési-
duels des groupes γ par rapport aux courbes adjointes de degré η — a. 

Soit C
n

_
2
 une courbe adjointe de degré 11—2 passant par les points 

d'un groupe γ : elle coupe S en η nouveaux points, constituant un 
groupe que nous désignerons par Γ ('). 

Il résulte de la théorie du paragraphe précédent que : 

Un groupe γ el un groupe Γ quelconques soiil sur une courbe, 
adjointe d'ordre η — 2. 

Toute courbe adjointe d'ordre η — 2 passant par les points d'un 
groupe γ {ou Γ) coupe S en de nouveaux points, formant un groupe 
Γ(ο«γ). 

Par η points pris sur S on peut faire passer en général une fa-
mille de courbes adjointes C„_

2
 ρ — a fois infinie; si les η points 

forment un groupe Γ, la famille des courbes C„_
2 qui passent par 

ces points sera ρ — ι fois infinie, et réciproquement. 

Les arguments des points d'un groupe Γ sont les zéros d'une fone-

(') La courbe C
rt
_j peut se décomposer en une courbe adjointe C„_, et en une 

droite : les groupes Γ sont donc équivalents au groupe formé par η points quel-
conques di S, situés en ligne droite. 
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tion thêtafuchsienne holomorphe de degré p., dont les autres zéros sont 
les k quantités fixes a,, ..., a

A
 (§ VII, II). 

Par les points d'un groupe γ et d'un groupe Γ quelconques, faisons 
passer une courbe adjointe d'ordre η — ι, qui coupe S en η nouveaux 
points : je dis que ces points forment un groupe Γ. 

En effet, les arguments des points autres que les points doubles, où 
cette courbe adjointe d'ordre η — ι coupe S, sont les zéros d'une fonc-
tion thêtafuchsienne holomorphe de degré 2p.-hi, dont les derniers 
zéros sont les quantités a,, ..., a*, chacune au second degré de multi-
plicité. 

Appelons 

O2(2) cette fonction; 
Ou (z)la fonction thêtafuchsienne de degré p. qui s'annule pour les 

arguments des η points du groupe Γ considéré ; 
0(z) la fonction thêtafuchsienne du premier degré qui s'annule pour 

les arguments des 2(p — 1) points du groupe γ. 

Les arguments des η points où la courbe adjointe d'ordre // — 1, qui 
traverse les groupes Γ et γ, coupe de nouveau la courbe S, annulent 

évidemment la fonction -^r> qui est une fonction thêtafuchsienne hn-

lomorphe de degré p., admettant comme zéros simples les quantités 
α,, ..., aA. c:. Q. κ. n. 

La réciproque de ce théorème est vraie et se démontre de la même 
manière. Donc : 

Une courbe adjointe d'ordre u — 1 menée par les points d'un 
groupe γ et d'un groupe Y quelconques coupe S en η nouveaux points 
formant un groupe Γ. 

Deux groupes Γ et un groupe γ quelconques sont sur une courbe 
adjointe à S d'ordre η — 1. 

Plus généralement, on voit de même que : 

Une courbe adjointe d'ordre /i+y-2 menée par les points d'un 
groupe γ et de q groupes Γ quelconques coupe S en η nouveaux 
points formant un groupe Γ. 
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(q -h i) groupes Γ et un groupe γ quelconques sont sur une courbe 
adjointe à S d'ordre η + q — 2. 

X. — DE DEUX ESPÈCES DE COURBES DE GENRE p. 

2D. Soient η le degré d'une courbe de genrep\ 2(μ — I)QD — i)el 
2(Α(ρ — 1) les deux multiples consécutifs de 2Q0 — 1) qui compren-
nent n) de telle sorte qu'on ait 

2(i* - «)0> - 0 <»S2K/> - ')· 

Nous avons vu (§ V et VI) que si l'on a 

2[*(/>- i) -p-nio, 

les coordonnées des points de la courbe considérée S peuvent, en coor-
données homogènes, être représentées par trois fonctions ihêtafuch-
siennes holomorphes de degré μ; si, au contraire, on a 

2f*(/>-l)-/>-ft<°, 

ces fonctions tbêtafuchsiennes seront, en général, de degré μ -h 1, sauf 
pour certaines courbes spéciales, dont les coordonnées des points 
seront des fonctions thêtafuchsicnnes de degré μ. 

Dans le cas où 2μ(/> — ι) — ρ — η < ο, il y a donc deux espèces de 
courbes de degré η et de genre ρ : nous allons indiquer quelques pro-
priétés géométriques qui dérivent de la définition précédente, et nous 
montrerons ensuite qu'il existe également deux espèces de courbes, 
dans le cas où l'on a 2μ (ρ — ι) — ρ — ιι>ο. 

Soit donc, en premier lieu, 

2 \k(p — 1) — ρ — η =— A; 

on a nécessairement, d'après les hypothèses faites, 

h < ρ et h J r. 

Pour les courbes générales de degré η et de genre/?, que nous ap-
Journ. de Math. (4" série), tome II. — Fasc. III, 1886. 3G 
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pellerons courbes de seconde espèce, les coordonnées des points seront 
des fonctions thêtafuchsiennes de degré (JL -h ι, ayant z(p — ι) 4-ρ — h 
zéros communs a,, a

s
, ... ; pour les courbes spéciales, que nous appel-

lerons courbes de première espèce, les coordonnées des points seront 
des fonctions thêtafuchsiennes de degré p., ayant ρ — h zéros com-
muns β

2
, ..., β;_Α. 

Considérons d'abord ces dernières courbes. 
Soient θ,, 0

3
, ..., 0μ+ι, (ρι + ι) fonctions thêtafuchsiennes quel-

conques du premier degré; leur produit 

B(r) = 0,0,··· V· 

est évidemment une fonction thètafuchsienne du degré p.-4-ι. On 
peut choisir la fonction 0μ+, de façon qu'elle s'annule pour les ρ — h 
zéros β,, β,, ..., car on peut toujours former une fonction thêtafueli-
sienne du premier degré s'annulant pour moins de ρ valeurs données. 
Si maintenant on se reporte au § VII, on voit que les zéros de ), à 
l'exception de β,, β

2
, ..., β^/, sont les arguments de points situés sur 

une courbe adjointe à S de degré ti — 2. On peut donc énoncer celte 
proposition. 

Par les points simples communs à S et à p. courbes adjointes d'ordre 
11 — 3, on peut faire passer une courbe adjointe d'ordre η — 2, dont 
les autres points d'intersection avec S sont sur une courbe adjointe 
d'ordre η — 3 passant par ρ — h points fixes. 

Si nous considérons maintenant une courbe de seconde espèce, nous 
pourrons poser 

θ(5) = θ
ι
0
ί
...0μθ', 

0' étant une fonction thêtafuebsienne du second degré; on pourra, en 
général, choisir celte fonction de façon qu'elle s'annule pour les 

•i(p — 1 ) -f- ρ — h 

valeurs α,, a*, En effet, les fonctions thêtafuchsiennes holomor-
phes du second degré sont fonctions linéaires et homogènes de 3(p — 1 ) 
d'entre elles (§ IV), et la condition précédente pourra être remplie si 
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l'on a 
3(p — ι) — ι>2(ρ — ι) ρ — h 

ou 
h> 2. 

Ainsi, si h est supérieur ou égal à 2, on pourra, par les points com-
muns à S et à p. courbes adjointes d'ordre n — 3, faire passer une 
courbe adjointe d'ordre n — 2 : les autres points d'intersection de cette 
courbe avec S ne sont pas sur une courbe adjointe d'ordre n — 3. 

Si h est égal à l'unité, on ne pourra faire passer une courbe adjointe 
d'ordre.» — 2 que par les points communs à S et à p. — 1 courbes ad-
jointes d'ordre n — 3. 

Arrivons, en second lieu, au cas où l'on a 

2[a(/î — 1 ) — ρ — n = h, 
avec les conditions 

Λ^ο, h<p— 3, 

Les coordonnées des points d'une courbe S de degré n et de genre ρ 
s'expriment par trois fonctions thétafuchsiennes de degré p., ayant 
ρ -h h zéros communs α

η α2> 
ρ -h h est compris entre ρ et 2ρ — 3 : nous dirons que la courbe S 

est de première espèce si α,, α
2

, ... sont des zéros d'une même fonc-
tion thêtafuchsienne holomorphe du premier degré ; elle sera de seconde 
espèce dans le cas contraire ( '). 

On voit alors, comme plus haut, que par les points simples communs 
à une courbe de première espèce et à p. courbes adjointes d'ordre n — 3 
on peut faire passer une courbe adjointe de degré n — 2, dont les 
autres points d'intersection avec la courbe primitive sont fixes; si la 
courbe est de seconde espèce, on ne pourra faire passer une courbe 

(') Parmi les ρ + A zéros, a
2

, sont arbitraires (§ V), et l'on peut 
remplacer le système α2, ... par un autre système α',, a!,, .... Mais il est clair 
que les quantités aq, as, ...; a',, ac,, ... constituent des groupes équivalents, et. 
par suite, si oq, *2, ... sont les zéros d'une fonction thêtafuchsienne du premier 
ordre, il en sera de même de , a!,, ... (Hem. II, § VIII), 
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adjointe d'ordre η — a que par les points communs à la courbe consi-
dérée et à p. — ι courbes adjointes d'ordre η — 3. 

26. En résumé : 
Soit 

2<>- 'X/'-OO^G0-1)· 

Premier cas : a p. (ρ — ι)— ρ — n>o. — Les courbes de degré η 
el de genre ρ se divisent en deux classes, distinguées par les pro-
priétés suivantes : 

Appelons groupe γ tout groupe de 2(ρ—1) points simples, com-
muns à la courbe de degré η et de genre ρ, et à une courbe adjointe 
^«-3* 

Sur une courbe de première espèce, ρ groupes γ quelconques sont 
traversés par une courbe adjointe d'ordre η — 2, qui coupe en outre 
la courbe considérée en η — 2(p. — ι)(ρ — 1) points fixes. 

Sur une courbe de deuxième espèce, p. — 1 groupes γ quelconques 
sont traversés par une courbe adjointe d'ordre η — 2; μ groupes γ 
ne peuvent jamais être sur une telle courbe. 

Second cas : 2u.(p — 1) — ρ — < ο. — Les courbes de degré η 
et de genre ρ se divisent encore en deux classes. 

Sur une courbe de première espèce, ρ groupes γ quelconques 
sont traversés par une courbe adjointe d'ordre η — 2, dont les 
autres points d'intersection avec la courbe considérée, en nombre 
égal à η — 2(p. — i)(p - 1), sont sur une courbe adjointe d'ordre 
η — 3, passant par 2 p.Qo — 1) — /1 points fixes de la courbe de 
genre p. 

En particulier, si n = 2j*(/> —1), p. h-1 groupes γ quelconques 
sur la courbe de première espèce sont traversés par une courbe ad-
jointe G„„

a
. 

Sur une courbe de seconde espèce, p. groupes γ quelconques sont 
traversés par une courbe adjointe d'ordre η — 2 ; mais les autres 
points communs à cette courbe et à la courbe considérée ne peuvent 
être sur une même courbe adjointe d'ordre η — 3. 



APPLICATION DE LA THEORIE DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 27il 
Il y a exception pour le cas où η = (2p — ι)(p — ι) : on ne peut 

alors faire passer une courbe adjointe C„_
2
 que par p. — ι groupes γ 

de la courbe de seconde espèce. 

27. Dans le cas des courbes de genre 2, les résultats précédents 
prennent une forme plus simple. Les groupes γ comprennent alors 
deux points que nous appellerons points conjugués. 

Il y a deux espèces de courbes de degré η et de genre 2. 
Soit d'abord 

n = 2 ul. 

La courbe de première espèce est celle dont les coordonnées des 
points sont des fonctions thêtafuclisiennes holomorphes de degré p. 
Sur une telle courbe, p. -+- 1 couples de points conjugués sont tou-
jours traversés par une courbe adjointe C

rt
_

2
, qui ne coupe la courbe 

primitive qu'en ces points et aux points singuliers. 
La courbe de deuxième espèce est celle dont les coordonnées des 

points sont des fonctions thêtafuclisiennes de degré p. -+-1 ayant 
deux zéros communs. Sur une telle courbe, p. couples de points con-
jugués sont toujours traversés par une courbe adjointe C

w
_2

 passant 
par deux points fixes, situés sur la courbe considérée. 

Soit 
/i = 2 ρ — ι. 

La courbe de première espèce est celle dont les coordonnées des 
points sont des fondions thètafuchsicnnes holomorphes de degré p. 
ayant un zéro commun. Sur une telle courbe, ρ couples de points 
conjugués sont toujours traversés par une courbe adjointe C4_a, 
coupant en outre la courbe primitive en un point qui est fixe. 

La courbe de deuxième espèce est celle dont les coordonnées des 
points sont des fonctions thêtafuclisiennes holomorphes de degré 
ρ -h 1, ayant trois zéros communs. Sur une telle courbe, ρ — ι cou-
ples de points conjugués sont toujours traversés par une courbe ad-
jointe C„_

2
 et ρ couples ne le sont jamais. 
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XI. — INTERSECTION D'UNE COURBE DE GENRE Ρ 

ET D'UNE COURBE ALGÉBRIQUE. 

28. Les arguments de mn points d'intersection de la courbe S, de 
degré η et de genre/>, et d'une courbe quelconque,/(#,, x3) = o, 
de degré q, sont donnes par l'équation 

ο —f (v) —(-),x2 (z), x3 (z)]. 

La fonction f(z) est une fonction thétafuchsicnnc de degré piy, qui 
admet comme zéro multiple d'ordre q chacune des quantités a,, 
a

2
,..aA ('); les autres zéros de cette fonction, en nombre égal à 

'±u-q(p — i)— kq, c'cst-à-dire à nq, sont les arguments des nq points 
communs aux deux courbes. 

Inversement, soit j\z) une fonction thétafuchsiennc bolomorpbe 
de degré \j.q, admettant comme zéros multiples d'ordre q les quantités 
α,,..., αΑ : les nq autres zéros de cette fonction ne sont pas nécessaire-
ment les arguments de points de la courbe S, situés sur une courbe de 
degré 5; certaines conditions doivent être satisfaites pour qu'il en soit 
ainsi. 

29. Le nombre de ces conditions se détermine comme il suit. 
Remarquons d'abord que les fonctions f(z) que nous considérons 

sont des fonctions linéaires et homogènes de (2\iq — ι)(ρ — ι) — kq 
d'entre elles (n° 14)/,,/3,...; et distinguons ensuite deux cas 

q<^n cl q^n. 

Si q est inférieur à il, les fonctions de la formexq1(z)xq2(z)xq3(z), 
où q

iy
 q

2
, q

3
 sont des entiers non négatifs de somme y, ne sont liées 

par aucune relation linéaire et homogène (sinon la courbe S serait 
décomposable) ; ces fonctions sont d'ailleurs thêtafuchsiennes holo-

(' ) On suppose toujours que les coordonnées d'un point de S sont trois fonc-
tions thêtafuclisiennes de μ, avant k zéros communs, «

t
, ..., αχ. ; on a alors 

η — i(p — i)— k. 
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morphes de degré y.q, et admettent comme zéros multiples d'ordre q 
les quantités a,,..aA : leur nombre étant de £(q -H i)(^ -h 2), on 
pourra exprimer î(yH-I)(^-H2) des fonctions /,,/n · · ·» en fonction 
linéaire des (2]xq — i)(p — 1)— kq — {{q 4- i)(q -h 2) autres fonc-
tions fh et des fonctions χη^ χ*!*χ\*', si nous écrivons maintenant que 
dans l'expression de f(z), les fonctions disparaissent, nous exprime-
rons que les nq zéros de f(z) autres que a,,..aA, sont les arguments 
de points (le S situés sur une courbe de degré q. Nous avons ainsi un 
nombre de conditions égal à 

(2(*? - oo> - 0-- Kï + ')(? + 2) 
ou, puisque 

k = 2 \i.(p — 1) — η, 

égal à 
n9 — + 2)~ ρ +1-

Si q est égal ou supérieur à n, les fonctions 

x'[lx'!;xf (qt + q2 + q* = q) 

sont liées par des relations de la forme générale 

<Ρ» = δΨΐ-», 

ψ7_„ étant un polynôme quelconque de degré q — n. 
11 ν a donc entre les fonctions xfx^xf* un nombre de relation li-

néaircsct homogènes égal au nombre des coefficients de ψ, c'est-à-dire 
à T,(q -« + 1 )(q — n -h 2), et le nombre de ces fonctions linéaire-
ment. distinctes sera par suite 

ï(q 0(0 + 2)— i(q — n + l){q — + 2)—nq — ±n(n — 3). 

On en conclut, par le raisonnement fait plus haut, que la fonction 
f(z) devra vérifier — 3) — jo 4- ι conditions, pour que ses nq 
zéros, autres que α,,..., aA, soient les arguments de points de S situés 
sur une courbe de degré q. 

Dans le cas de q = n — ι et q = n — 2, le nombre de ces relations 
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est le même que pour q<Ln, c'est-à-dire égal au nombre des points 
doubles de la courbe S. 

30. On peut mettre les relations dont il s'agit sous une forme très 
importante au point de vue des applications, comme l'a fait Clebscl» 
dans le cas des courbes de genre ο et de genre ι. 

Si la fonction/(z) est une somme de termes de la forme. 

a;?· af x\' (q, + q2+q,= q), 

il est clair qu'on aura, en désignant par (<?, e' ) les arguments qui cor-
respondent à un point double E, de S ( ' ) 

l'i-T) f(e) = f(e'). 

Les relations (14) sont précisément en nombre égal à 

£n(n — 3) — ρ -+-1; 

elles sont nécessairement vérifiées quand les nq zéros de/(s), autres 
que α,,..., a*, sont les arguments de points de S situés sur une courbe 
algébrique d'ordre y; je dis maintenant qu'elles sont suffisantes. 

La démonstration de ce théorème repose sur une interpréta lion 
géométrique simple qu'on peut donner de chacune de ces équa-
tions (a). 

51. D'après la proposition II du § VII, les nq zéros de /(s) dont il 
s'agit sont situés, avec les ï(p — 1) points simples où S est coupée par 
une courbe adjointe quelconque d'ordre η — 3, sur une courbe adjointe 
d'ordre n + q — 3. Nous désignerons cette dernière courbe par F, et 
la courbe d'ordre η — 3 considérée par P. 

(') Dans ce qui suit, nous supposerons, pour plus de simplicité, que lu 
courbe S n'a comme points singuliers que des points doubles ou de rebrousse-
raient. 

(-) Nous avons donné cette interprétation dans le cas des courbes de genre un 
{Sur les courbes de genre un, p. 55 et suiv.). 
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Si η -h q — 3 est égal 011 supérieur à /î, c'est-à-dire si ^ = 3, il y aura, 
pour une même fonction /*(-), une infinité de courbes F, ayant pour 
équation générale 

dO F = K,+ SIL,_„ 

F
0
 = oélant l'équation d'une quelconque d'entre elles, et R7_8

 dési 
gnant un polynôme arbitraire de degré q — 3. Il résulte de cette équ» 
lion que les courbes F, qui correspondent à une même fonction /(-), 
ont même tangente en un quelconque des points doubles de S. 

Or on a évidemment 

05) F(*)=«P(s)/(s), 

« étant une constante. 
Supposons vérifiée une des équations (i4) 

04) f(e):x«(e) = f(e'):x*(e'). 

Prenons pour axes x
2
 = ο et x

3
 = ο les deux tangentes à S au point 

double (c, e')', χ» = ο étant tangente à la branche e, xs = o à la 
branche e'. On aura, en ordonnant F et Ρ par rapport aux puissances 
décroissantes de xtt 

F(.r,,£C8) = 4- ax
3
)x'l*q 4 H-(λ'a?] -4-...)x"+q~*-h... 

V(x
n

x2,x3
)= (J-Oa-t- bx

3
)xq~* +.... 

Or, d'après (i5), /(e) est la limite vers laquelle tend la fonction 

ι F(e-f-e) 
α P(e-t-e)' 

pour ε = ο. 
C'est donc la limite de l'expression 

I Y x1 (e + e) + ax3 (e+e)xq(e). 

Mais x
2
(e -h ε) est infiniment petit par rapport à#8(e -+- ε), puisque 

lourn. de Math. (4* série), tome II.— Fasc. Ill, 1886. 37 
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.r2 = ο est la tangente de la branche e ; il reste ainsi 

/(·)=;;ίί*ΐ(β). 
de même 

f(e') = I Y xq(e'), 

el la relation (i4) donne par suite a = b. Kn d'autres termes : 

Si l'équation (irelative à un point double, est vérifiée, les 
courbes F cl Ρ se touchent en ce point. 

52. Cela posé, si les équations (i4) sont vérifiées pour tous les 
points doubles de S, les courbes F et Ρ sont tangentes en 

^ n(n — 3) — ρ -h ι 

points coïncidant avec les points doubles, et se coupent encore aux 
-i(p — i) points simples communs à S et à P. On peut donc dire que 
la courbe F passe par les points d'intersection des courbes S et P, et 
l'on peut écrire identiquement ( * ) 

F=AP+BS, 

A et Β étant deux polynômes entiers, de degrés q et q — 3. 

55. On en conclut que les points d'intersection de F et de S, non 
situés sur la courbe P, c'est-à-dire les nq points dont les arguments 
vérifient l'équation f(z) = o, sont sur la courbe de degré q, A = o. 

Les équations (i4) sont donc les conditions nécessaires et •«'/a-
santés pour que les nq zéros de f(z), autres que les k zéros d'ordre q 
α,, ..., αΛ, soient les arguments de nq points de S, situés sur une 
courbe de degré q. 

Remarque I. — Si la fonction f(z) s'annule pour ζ = e cl ζ = e', 

(!) CLEBSCH, Leçons sur la Géométrie, traduct. BEXOIST, t. II, p. |5. 
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Γ equation correspondante est identiquement vérifiée, et le nombre des 
conditions diminue d'une unité. 

Si q est inférieur ou égal à η — 3, le nombre des relations auxquelles 
doit satisfaire la fonction considérée,/(2), est égal, comme on Ta vu, à 

"î-î(î + 0(i, + 2)-/, + Ii 

en ce cas, il est clair que les équations (i4) ne seront pas distinctes, 
et qu'elles se réduiront 

nq - {(q+i)(q + 2)-/) + i 
d'entre elles. 

Remarque II. — Si le point double (c, e') est un point de rebrous-
se ment, il faut, dans l'équation correspondante 

/■(c):.rj(e)=/(e'):xf(e'), 

faire c' = e -t- ε et faire tendre ε vers zéro; on trouve ainsi 

·*.(«)/'(«)=^.(βλ/ΧΟ· 

XIL — APPLICATIONS GÉOMÉTRIQUES. COURBES DE CONTACT. 

Soient, sur une courbe algébrique S de degré η et de genre p, 
h groupes, gng21.gh, comprenant respectivement f,, /

a
,..., /A 

points. Nous supposerons qu'il existe une courbe algébrique 

9 ^3) — 0, 

(le degré q, ayant avec S aux lj points du groupe gj un contact d'ordre 
i j — 1, (j = 1, 2,..., h) et coupant en outre S en k

{
 points doubles 

et en k2 points simples. On a ainsi 

nq = ii/i, 4-A2
 i\l

t
 4-.. .4- rhih. 
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On demande de trouver la forme de l'équation générale des 
courbes de degré q

)
 qui coupent S aux k, points doubles et aux k

2 

points simples précédents, et qui ont avec S, en lj points formant un 
groupe équivalent à gj, un contact d'ordre r, — r ; (j = 1,2,A). 

lin d'autres termes, il s'agit de trouver sous quelle forme entrent 
les constantes arbitraires dans l'équation / = o, de ces courbes ou, ce 
qui revient au mémo, dans la fonction f(z)=f [Λ·, (s), ...]. 

La fonction F(5)= est évidemment une fonction fuchsienne 

d'ordre nq — 2 k
t
 — k

2
. 

Soient ay, j3y·, . ..,Ay·, les arguments des points du groupe gj \ a/, 
Py,..., λ), les arguments des points d'un groupe quelconque, équivalent 
au précédent, et par lequel passe la courbe f = o. 

11 existe une et une seule fonction fuchsienne, Fy(-), ayant pour 
infinis ay,..., Xy et pour zéros ay, β}, (n° 12, Remarque); 
inversement, toute fonction fuchsienne d'ordre /y, ayant pour infinis 
αλ7·, aura pour zéros les arguments des points d'un groupe 
équivalent à Or les fonctions fuchsienncs ayant mêmes infinis, en 
nombre /y, sont des fonctions linéaires et homogènes d'un certain 
nombre d'entre elles : ce nombre est égal à /y— ρ -+- r, si gj 11'est pas 
un groupe spécial, et à /y — ρ -ι- ι -l· py

 si gj est un groupe spécial 
d'indice py· (n° 19). 

On a donc 

i'V(5)=η. »î. ^ r/,(s)+. · · + «u, *7" (*). 

en posant pour abréger nij — lj — ρ + 1 +■ p
y

. 
Dans cette formule η,, η2,... sont des constantes qui sont arbi-

traires, si l'on n'impose pas à α'·, ..., λ) d'autre condition que d'être 
les arguments des points d'un groupe équivalent à gj. 

57. De là résulte la forme de la fonction F(s); on a en effet évi-
demment 

F(«)=FR(*)FJ.(*)...P?(*) 
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et, par suite 

ω 
/(s)=ç(*)F(s) 

= Φ (*)[«, F,'
1
 + «

A
FF +...+ FF·']'. 

Χ [β, F,"+·...+ ?„„F-'1'....[S,F
A
'1 + ...+ S,„

N
FR>\'K 

Nous écrirons symboliquement 

Lfbis) /(;) = (a,... Œ
m
,)r'(p,. ·. · .(δ,.. -Ο'*· 

D'après la formule (/), les zéros de /(s)sont : i° les arguments 
correspondant aux k

{
 points doubles et aux k

2
 points simples consi-

dérés sur S; 20 les arguments de h groupes, équivalents a g·,,..., gh, 
aux degrés respectifs rA de multiplicité ; 3° les k zéros communs 
aux trois fonctions thêtafuchsiennes χ

{
(ζ), χ

2
(ζ),χ

%
(ζ), au degré q 

de multiplicité. Il reste maintenant à exprimer que les nq zéros des 
deux premières catégories sont les arguments de nq points de S situés 
sur une courbe de degré y, passant par k

K
 points doubles de la courbe S ; 

on écrira pour cela les relations (i4) 

(«4) f O) :<0)= /Xe') :<(e')· 

Ces équations seront en nombre égal à 

£n(n — 3) — ρ -h 1 — K\, 
si q > η — 2, et à 

nq-{(q-hi)(q + 2)-p+i - k„ 

si qSn — 3(§ XI). 
Elles établiront des relations entre les constantes α, β,..., δ qui 

figurent dans les formules (/) et ( fbis). 
De là résultera sans difficulté la forme de l'équation générale cher-

chée. 

38. Parmi les applications qu'on peut faire de cette théorie, la plus 
importante est relative à l'étude des courbes de contact. Le problème 
à traiter peut s'énoncer comme il suit : 
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PROBLÈME DES COURBES DE CONTACT. — Soit 

nq = 2/i, -h k
2
 ~hrl, q>n — '±. 

Trouver Véquation générale des courbes de degré q qui passent 
par k·, points doubles et k

2 points simples donnés sur une courbe S, 
de degré η et de genre p, et qui ont avec cette courbe en l points un 
contact d'ordre r — \. 

Dans cc qui suit, nous désignerons par d, pour abréger, le nombre 
des points doubles de la courbe S 

d — Jn(n — 3) — ρ 4- ι. 

Soit φ, (JT,, a?
3
, .r

3
) = ο une des courbes répondant à la question, cl 

a^ant avec S un contact d'ordre r — ι aux / points d'arguments β,, 
β

2
,..., β^. Soient α,,..., <x( les arguments dos points mobiles où l'une 

quelconque des courbes cherchées, f(x< ,x2
,χ.

Λ
) = o, touche S. Ou 

a, par l'application du théorème d'Abel, 

r I Oj(z)dz f z^dz — h to,· -f- h'toj -f-... ■+■ Jé2p X)(n~p 

B1 B1 
(ί= 1,2, ..., p) 

d'où 

( ι ΰ) f Q/(z^dz -f-... -H f 0((^zydz ~ -h/t'(Oj-h... ). 
B1 B1 

Dans le second membre, on peut donner aux ·ιρ entiers //, //, ... 
les valeurs o, j, — ι : il en résulte que les courbes cherchées se 
divisent en rip systèmes, et que les groupes formés par les / points de 
contact correspondant aux courbes d'un même système sont équiva-
lents. 

Supposons que les courbes φ = o et / = o appartiennent au même 
système; on aura, d'après cc qui précède, 

f(z) = 9(^)[λ,1Ηί,)-ι- X
2

l· 2 ·+-.. .-f- Kl^Y, 



APPLICATION DE LA TIIEOIUE DES FONCTIONS FUCIISIKNNES. L»8ç) 

λ,, ..λ
ίη
 étant des constantes, et étant posé 

m = l — ρ 4- ι ■+■ p, 

en désignant par ρ l'indice du système des groupes équivalents au 
groupe des points de contact de S et de φ. (Dans le cas général, ce 
système ne sera pas spécial, et l'on aura ρ = ο.) 

Les fonctionsF(,), F("° sont des fonctions fuchsienncs d'ordre /, 
ayant pour infinis les quantités β,, β

2
, ..., β/. 

On a de plus entre les constantes λ,,..λ,„ les équations (ι4), M"' 
prennent ici une forme remarquable. 

< )n a, en clïet (n° 50), 

q(e') xq(e) =I 
el, par suite, 

|λ, l*"(e ) + .. . + X„F("')0)]r = [λ, F("0') + .. .4-YmF(m)(e')]r. 

On a d — k
x
 équations de cette forme. On peut les écrire, en 

extrayant les racines ;-iè,nes des deux membres, 

(17) λ, F(,,(<?)-K..-l·\
m

F('">(e) — c* '' [λ, F(r>(e')h-...-f-λ
/η

FiM)(e')|, 

.v étant 1111 entier qui peut prendre les valeurs ο, 1,..., /· — 1 ( '). 
Ln combinant ces valeurs, on aura, puisqu'il y a d— A, équations 

de la forme précédente, r*"*» groupes d'équations linéaires cl homo-
gènes en λ,,...,λ

Μ
, et les solutions du problème s'obtiendront en 

égalant à zéro les d — k
t
 premiers membres des d — k, équations de 

l'un quelconque de ces groupes. 
Considérons les équations d'un des groupes : on en tirera la valeur 

(') Ces équations peuvent aussi s'écrire 

f{e)=àû
e
><'ff

{e
', 

*1(0 

Cette forme nous sera utile plus loin. 
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de d — A, des constantes λ,, ..λ
/η

 en fonction linéaire et homogène 
des m — d + A, autres, et l'on aura ainsi 

/•(s ) = 9 (s) [λ, φ, (j) +... + K-s+ttfm-t+k, (=)]'·. 

λ
η \

ri
_d+ki étant maintenant des constantes arbitraires. 

Kn conséquence, l'équation générale des courbes appartenant au 
groupe considéré sera de la forme 

° ==,/'("^( Ί *^2) «^3 ) = λ, À,.
 0 0

 -f- 7*X
f
 A

r
.

u
 , _

 0
 -h . · . -H λ,„ A

0)
...p1r. 

Les A sont des polynômes de degré q en a?,, x.„ x
3J qui, égalés à 

zéro, représentent des courbes de degré q passant par les A, points 
doubles et les Aa

 points simples donnés sur la courbe S; on a 

A,
A

...«(3) = ?(S)TF(S)> 

Ar-1, 1,...o (z) = Q(z)Qr-1(z)Q2(z), 
........................................................... 

59. On peut donc énoncer les résultats suivants : 
Soit 

nq = 2A", -H A
2
 + rl, q>n — i. 

Les courbes de degré q, qui passent par A', points doubles et k., 
points simples donnés sur une courbe S, de degré η et de genre p, 
et qui ont avec cette courbe en l points un contact d'ordre r — i, se 
divisent en fip systèmes : pour les courbes d'un même système, les l 
points de contact avec S forment des groupes équivalents. 

Chaque système se divise en rd~k> groupes, et l'équation générale 
des courbes d'un même groupe est de la forme 

(l8) ^Α
/1>()ι

 7·λ[" ' λ
2

Α,._
1>1( ...0-K . .-h mKn-d+k

t
A0t„ — ο, 

oit. λ,, λ2,... désignent des constantes arbitraires, et où L'on a posé 

m — l — ρ -+- ι -+- p, 

ρ étant l'indice du système des groupes équivalents formés par les l 
points de contact des courbes considérées. 
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40. Remarque I. — Il résulte de l'équation (i8) que, pour que le 
problème soit possible, il faut qu'on ait 

m — d + k>I, 
c'est-à-dire 

/ -h ρ 4- k{ hp -h cl. 

En général, si les points donnés sur S sont choisis arbitrairement, 
les groupes équivalents formés par les points de contact des courbes 
d'un même système ne sont pas spéciaux et l'on a 

p = o. 

La condition ci-dessus devient alors 

l-b k
{
>p + d. 

On peut déduire de ce qui précède la proposition suivante : 

Soit g un groupe quelconque de l points, situés sur une courbe S 
de genre ρ, à dpoints doubles : une courbe quelconque de degré q 
ayant avec S en ces l points un contact d*ordre r — ι coupe, en outre, 
la courbe en k

{
 points doubles et k

2
points simples. Inversement, par 

ces /i, -+- ka points, on peut faire passer groupes de courbes 
de degré q, ayant respectivement avec S des contacts d'ordre r — ι 
en l points formant un groupe équivalent à g. L'équation générale 
des courbes d'un groupe est de la forme (18) et renferme 

l — ρ — d -f- k ) 
paramètres arbitraires. 

Si le groupe g est un groupe spécial d'indice p, le nombre de ces 
paramètres est augmenté de p. 

Cette proposition est une généralisation de celle du n° 23 sur les 
propriétés des groupes spéciaux. 

41. Remarque II. — Si q est égal ou supérieur à Λ, on ajoutera au 
second membre de l'équation (18) le produit SR?_„, où Rç_

n
 désigne 

un polynôme quelconque de degré q — η en a?
n
 #a, x

2
. 

Journ. de Math. (4* scrie\ tome II. — Fasc. III, 1886. 38 
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42. Remarque III. — Si q est inférieur à η — 2, les équations (17) 
seront au nombre de nq — \{q 4- \){q 4- 2) — k

t
 — ρ 4- 1 (n° 55); il 

n'y aura ainsi, dans chaque système, que 

rni/ - | ( q -+. 1 f q +. j ) — A, - ρ ■+. ι 

groupes de courbes de contact. 
En particulier, pour q = η — 3, ce nombre devient /■rf"Ar· (1 ). 

45. Remarque IV. — Si la courbe S a des points de rcbrousscnienl, 
il convient de modifier légèrement les énoncés précédents. 

Supposons que, parmi les d — kt
 points doubles par lesquels ne 

passent pas les courbes de contact considérées, il y ait H poinls de 
rebroussement, d'arguments e,, c?», ..., e„. 

L'équation (14) relative à l'un de ces points devient (55 ) 

f'(e
l
)x,(e,) = qf(e,)x,(e,), 

(1 ) On doit remarquer que, si q est inférieur à /1 — 3, le problème des courbes 
de contact est généralement impossible. En effet, pour qu'il soit possible, il faut, 
comme on le voit aisément en appliquant la méthode du nu VO, qu'on ait 

(O l — ρ ρ — nq -h \ (q + i) {q a) + /·, +/> > ι. 

Or on a 
nq — 2 k\ />'j 4~ rl j 

la plus grande valeur de l, toutes choses égales d'ailleurs, correspond à la plus 
petite valeur de /·, soit r~ 2; si l'on fait celte hypothèse dans la relation précé-
dente, l'inégalité (i) entraîne la suivante 

?~2+ â(7 + l)(7 + 2)~ 7= ' 

et, a fortiori, en supprimant k2, 

2? + ?(<7 — « 4- 3)^o. 

En général, ρ = o, et l'on doit avoir par suite q>n~ 3. 
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c'est-à-dire, puisque l'on a 

/(.-) =
 ?

(S) (λ, F" +... + X„,F»")
r
= ?(') V(:), 

<> = ψ,-'('?ι)[?'(β
ι
)ψ(β

ι
) + /·φ(β

1
)ψ'(β

1
)-ΐ|^ΐ(«,)ψ(<·,)|; 

ψ(^,) ne peut être nul que si la courbe / = ο passe par le point de 
rebroussement (e,), ce qu'on ne suppose pas; en égalant à zéro la 
quantité entre crochets, on trouve une relation linéaire et homogène 
en T.,, X2, ..., λ

/Λ
. 

On conclut de là que le nombre des groupes que comprend un des 
r2p systèmes de courbes de contact est égal à 

f'1 R"A' si (ft il — 2 
et ÎI 

ni/ — j I η +1 ) lq+ î) — /·, — fi - R-t-1 , 
r si q<n — 2. 

PROPRIÉTÉS DES SYSTÈMES DE POINTS DE CONTACT. 

44. On peut donner, relativement à la distribution des points où les 
courbes de contact touchent la courbe considérée, quelques proposi-
tions simples, qui sont l'extension de quelques résultats énoncés par 
Olebsch dans le cas où les courbes de contact sont des courbes ad-
jointes. 

Ces recherches mettront en évidence l'existence d'une classe de fonc-
tions uniformes intéressantes, et dont l'étude est liée à celle des fonc-
tions fuchsicnnes. 

Soient deux courbes de contact appartenant à un même système, 
f— ο et /, = o. On a 

/ (5) =
 9

(s) [λ, F") + X
s
 F" +... r=9(

Λ
)ψτ (

S
), 

/.<*) = ?(*) + frV°'+ ■ Y= ?W<K(0i 
φ = ο est l'équation d'une quelconque des courbes du système consi-
déré, ψ et ψ, sont des fonctions fuchsiennes ayant mêmes infinis. 

1/r 
La fonction > c'est-à-dire est donc une fonction fuclisienne, 



29't G. HUMBERT. 

dont les zéros et les infinis sont respectivement les arguments des / points 
de contact de S avec les courbes /et/,. 

1/r 
Cherchons ce que devient la fonction dans le cas où /, = ο 

est une courbe de contact appartenant à un autre système que la 
courbe /= o. Soit posé, pour abréger, 

'·<-->=[M· 

La fonction est uniforme dans l'intérieur du cercle fonda-
mental; je dis qu'il en est de même de la fonction (ζ). 

En cflct, les zéros de f(z) [ou/, (^)] sont : i° les k zéros communs 
à χ·, (s), îc2(^), x

3
(s), chacun au degré q de multiplicité; 2° les 

2A*, -h A*2 arguments qui correspondent aux points fixes de S par les-
quels passent les courbes de contact de la famille considérée; '\n les 
arguments des / points de contact de/ = o [ou /, = ο j et de S, chacun 
au degré r de multiplicité. 

Il résulte de là que les zéros et les infinis de la fonction
 m 

tous d'un degré de multiplicité égal à /·, et par conséquent la fonc-
tion rf,(z) reste monodrome dans le domaine de l un quelconque des 
points correspondants ; elle est donc uniforme dans l'intérieur du cercle 
fondamental. 

D'un autre côté, on a, en désignant par (z, 11110 quelconque 

des 2ρ substitutions fondamentales du groupe G, générateur des fonc-
tions fuchsicnnes considérées 

f1 (yjz + uj) = f1 (z) 

<•1, par suite, 

F1 (Yjz + uj) = *><:) *"'
Τ (j: = i,2,...,a/>), 

hj étant un entier, qui est évidemment unique et déterminé quand la 

substitution (ζ, ^J" + est donnée. 
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Si Ton remplace la courbe /, = ο par une autre courbe de contact, 
f\ = ο appartenant au même système, on a une nouvelle fonction 

'·'■>- mi· 

et je dis qu'elle satisfait aux relations 

ir 

■f< = ' 0' = «.».·■·. V). 

où hj est le même que pour la fonction ,f, («) ; le quotient J > c'esl-

à-dire j^) j > est cil effet une fonction fuchsiennc de groupe (1, 

d'après ce qui a été dit plus haut, puisque les courbes /,' = ο et /, = <» 
appartiennent au même système. 

Considérons maintenant une courbe de contact f
a
 = ο appartenant 

à un nouveau système; et soit ^(5) = fonction correspon-
dante. On a 

F2(yjz+uj) = *»(*>e"' " <j=1 - a> · · ■· · »/·>· 

Je dis que la suite ( gn g
2
,..., g

2p
) diffère de la suite h

ip
 ); 

s'il on était autrement, la fonction uniforme 

F2 (z) = [f2(z)1] 

serait en effet une fonction fuchsiennc de groupe (>, et l'on aurait, en 
désignant par β,,..., β, les arguments dos points de contact de S el 
de /,, par γ,, ..., γ, ceux des points de contact de S et de /

2
, 

Y1 Y1 
0

{
(z) dz -+-... H- ι 0/) dz =. h o)

t
· -+- h' (Dy -f-... 

B1 B1 

0=1, a, ...,/>)· 
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Les groupes (β,,..., β/) cl (γ,,..., γ,) seraient alors équivalents, 
ce qui est impossible, puisque les courbes /2 = ο et /, = ο font partie 
de deux systèmes de contact différents (58). 

Il résulte de là que, si l'on considère successivement les r2p systèmes 
de courbes de contact, on forme r2p systèmes de fonctions satis-
faisant «aux relations 

•f = *0)c"' ' (y=>, 2,..., *i>), 

et pour chacun de ces ιΛρ systèmes, les suites ..., h2p) sonl 
différentes. Or le nombre de suites différentes qu'on peut former en 
donnant «ι Λ,,..., h2p les valeurs ο, ι — ι est précisément égal 
à ιΛρ: on voit ainsi qu'il existe un système de fonctions £(-) satisfai-
sant à des relations de la forme précédente, où , h2p sont des 
entiers choisis arbitrairement. 

45. Nous pouvons par suite énoncer le théorème algébrique sui-
vant : 

Soit G un groupefuchsicn, dérivant de up substitutions ('). On 
peut former des fonctions uniformes dans l'intérieur du cercle 
fondamental, ■£(-) satisfaisant aux relations 

$ (Ϊττΐ^) = ' (*> ' (J =1 - ». · · ·. v)> 

où j est une quelconque des substitutions fondamentales 

du groupe G, et où hj est un entier choisi arbitrairement. 

Les considérations géométriques qui précèdent mettent en évidence 
l'existence et la forme de pareilles fonctions : toutes les fonctions de 
même nature s'obtiennent d'ailleurs en multipliant l'une des précé-
dentes par une fonction fuchsienne quelconque, de groupe G. 

(J) Il s'agit toujours, bien entendu, des groupes G qui donnent naissance à 
un polygone R0 de la nature indiquée au n° 2. 
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46. Au point de vue géométrique, on peut déduire de ce qui précède 
quelques conséquences intéressantes. 

Soient /, = o, f2 = o,.. ,,f
r
 = o, r courbes de contact quelconques, 

appartenant aux systèmes 

(Λ
η

/i
2
, . . ./ijy,), (g,, . . . g-2p)j ···? (^U ^2) · ' · l3p), 

c'est-à-dire telles qu'on ait 

[f1(yjz+uj)]i = [f1(z)]1 e2hjir 

(/ = ',2,•••»2 P), 

[f1(yjz+uj)]i = [f1(z)]1 e2hjir, 

et considérons la fonction 
1 1 1 

*<-)=/?<»)/?<*)···.//(*>· 
On peut écrire 

1 1 1 

O (z) = f(z)-f1)r(f2)r...(fr)r, 

et, sous cette forme, on voit que Φ(-) est une fonction uniforme, sans 
infinis dans l'intérieur du cercle fondamental, et satisfaisant, puisque 
/(-) est une fonction thêtafuchsienne de degré \i.q, aux relations 

φ = Φ(:)(ν; + "·+'"?. 

Au point de vue analytique, on est ainsi en présence d'une fonction 
holomorphe, analogue aux fonctions thêtafuchsiennes sans infinis, et 
il est clair, d'après ce qui précède, qu'on peut choisir la fonction /

r
(s) 

de façon que, quelles que soient f
x
(z),.. la quantité 

hj ■+■ gj + · · · h 

ait, suivant le moduler, une valeur entière quelconque (y = 1,2,..., ip). 

On peut, en particulier, étant donnés les systèmes auxquels appar-
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tiennent les courbes /, = o,.. = o, choisir le système auquel 
appartient la courbe f

r
 — o de façon que Φ(^) soit une fonction thêta-

fuchsienne holomorphc. 
Nous dirons en ce cas que les r systèmes 

(A,,/i
a

, ..., Λ2/>), (^o 821 · · · » ···> ···? 4/») 

sont complémentaires. Les conditions à vérifier sont pour cela 

h ι -+■ -H... -H l\ = + =... 

= h
3
p-\- g

ip ο (mod/*). 

On peut alors (§ VII) énoncer la proposition suivante : 

Soient r courbes de contact appartenant à r systèmes complémen-
taires : par leurs points de contact avec S, les points fixes donnés 
sur cette courbe, cli{p — i)points simples de S situés sur une courbe 
adjointe quelconque P, d'ordre η — 3, on peut mener une courbe 
adjointe Φ d'ordre η -h q — 3. 

Les tangentes menées aux courbes Φ et P, en fun quelconque des 
points doubles de S, présentent une propriété intéressante. 

Supposons en effet que les courbes /, = o,/
2 = o, ..f

r
 = o appar-

tiennent respectivement, dans les systèmes complémentaires dont elles 
font partie, aux groupes (s

n
 s

2} (/,, /2, ..., ..., 
(e,, e

2
,..., ̂ _Αι), c^st-à-dirc que l'on ait (note du n° 58) 

1 q 1r 1 
fr(ei) = x1(ei)e r fr(e'), 

xr(e'i) 

/ (' = t, 2,..., d A", )} 
1 q 1r 1 

fr(ei = xr(ei)e2virfr(ei), 
xr(e'i) 

on en tire 

Q(ei) = xq(ei)e2(si+li+...+vi)irQ(e'i). 

Cette relation peut recevoir une interprétation géométrique ana-
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logue à celle qui a été donnée au § XI ; en prenant pour axes x2 = ο 
et x9

 = ο les tangentes à S au point double (eh c,), et en supposant 
que les équations des tangentes en ce point aux courbes Φ et Ρ soient 
respectivement 

x2 -h a,#3 = 0, x3 -+- biX3 = ο ; 

on voit comme au n° 51 que la relation qui précède donne 

-i = e2 (,i+ 'i··—· +t,i]ir. 

En d^autres termes : 

Les points de contact avec S de r courbes appartenant à des sys-
tèmes complémentaires et faisant partie de groupes déterminés, 
sont situés, avec les points fixes donnés, et lesi{p — i) points simples 
où S est traversée par une courbe adjointe quelconque Ρ d'ordre 
η — 3

 f
 sur une courbe adjointe Φ d'ordre η-h q — 3 : le rapport anhar-

monique du faisceau formé par les tangentes à la courbe S en un 
de ses points doubles , et les tangentes en ce même point aux courbes Φ 
c/P, est égal à une des racines riimes de l'unité, et il reste fixe quand 
les courbes de contact considérées varient sans cesser d'appartenir 
aux systèmes et aux groupes primitivement fixés. 

On peut toujours, étant donnés les groupes auxquels appartiennent 
dans leurs systèmes, supposés toujours complémentaires, les courbes 
fi = ο,.. .,fr-t = o, choisir le groupe de la courbe f

r
 = o, de façon 

qu'on ait 

S1 + ti + ... .4- Ρ,ΞΞΟ (mod/*); (i = i, 2,..., d— &,), 

et l'on a en ce cas 
Q(ei) = xq(ei) Q(e'i). 

Les points de contact des r courbes considérées sont alors situés, 
avec les points fixes, sur une courbe de degré q (n° 35). 

Nous dirons en ce cas que les groupes (5,, s2..., sd_At), (Λ » · · · > *</-*·,)> · · · > 
(pn p

2
,..., vd_ki) sont complémentaires. 
Jonrn. de Math. (4* série), tome II. — Fasc. Ill, 1886. $9 
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On peut donc énoncer le théorème suivant : 

Les points de contact de r courbes appartenant à des systèmes et à 
des groupes complémentaires sont situés, avec les points fixes, sur une 
courbe de degré q. 

En particulier : 

Les points de contact de r courbes appartenant à un même sys-
tème et à un même groupe sont situés, avec les points fixes, sur une 
courbe de degré q. 

Il résulte également de là que : 

Si par les points de contact de r — ι courbes quelconques de la 
famille considérée et par les points fixes, on mène une courbe de 
degré q, cette courbe coupe S enl nouveaux points, qui sont les points 
de contact d'une riime courbe de la même famille. Le système et le 
groupe auxquels appartient cette courbe restent fixes quand les 
systèmes et les groupes auxquels appartiennent respectivement les 
r — ι premières courbes restent fixes eux-mêmes. Si les r— ι pre-
mières courbes appartiennent à un même système, la rième courbe 
appartiendra à ce système. 

47. L'équation de la courbe qui passe par les points fixes et les 
points de contact de r courbes du même système et du même groupe 
est facile à former. 

Soient /, = o,... ,f
r
 = ο ces courbes. 

On a 

«/l(*)== ? (*) (^· 91 — — rf+O > 

/»(*) = ?<*) ([*.?!+ )'> 

/■(*) = + Χ" 

La fonction Φ (s) a ici pour expression 

φ (ζ) = φ(3)(λ, φ, -h λ2φ2 -h. φ, -κ ..). 
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En développant le second membre et remplaçant, comme au n° 38, 

<pO)<p; (z) par Α
Γ)<>)

...
0

, 

9(3)#"'(*)?»(*) Par A
r
_ ι, t,... o? 

.......................................................... 

on obtiendra le premier membre de l'équation cherchée 

Ο —Λ, [A, ...GJ, A
r>0

...
0
-h(X

2
JA, [A

a
...GT, + λ, |A, ·. .©a) A

r
_,

t
,

0
 "H · · · 

+ Ym—d+k
t
 Ρ*λ» — d+k

t
 ' ' ' ^m — d + k, ^0,0,...r· 

48. Dans le cas où les courbes de contact de degré q ne passent par 
aucun point fixe donné sur S, on a 

rl = nq. 
Supposons qu'on ait aussi 

r'I = nq', 

/·' et q' étant des entiers inférieurs à r et à q. 
Soient /, = o, ...,f

r
= o, r' courbes de contact quelconques; posons 

1 1 1 
φ'(3) = f, {*)/[(*)· · ·.£(»)· 

La fonction /,(2)/
2
 (S) · · · fr' (z) a Pour zéros : i° chacun des zéros 

communs à x
{
(z), x

a
(z), xz(z) au degré qr' ou q'r de multiplicité; 

20 chacun des arguments des points de contact de S et des courbes 
de /, = o, ...f

r
> = o, au degré r de multiplicité : il en résulte que Φ'(ζ) 

est une fonction uniforme, et l'on démontre comme plus haut les pro-
positions suivantes : 

Si par les points de contact de r'— 1 courbes quelconques de la 
famille considérée on mène une courbe de degré q', cette courbe 
coupe S en l nouveaux points qui sont les points de contact d'une 
r'iime courbe de la même famille. 

Le système et le groupe auxquels appartient cette courbe restent 
fixes quand les systèmes et les groupes auxquels appartiennent res-
pectivement les r' — 1 premières courbes restent fixes eux-mêmes. 
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CAS PARTICULIERS. 

49. Supposons que les courbes de contact de degré q ne passent 
par aucun point fixe donné sur S, de sorte qu'on ait 

rl == nq. 
Admettons de plus que 

q = q's, 

r =z r's, 

s étant un entier, et r' et q' étant premiers entre eux. 
Il est clair qu'on aura une courbe de contact de degré q, ayant avec S 

en l points un contact d'ordre /· — i, en prenant une courbe de 
degré q\ ayant en / points un contact d'ordre /·'— i, et en comptant 
cette courbe s fois. 

Soit y = ο l'équation d'une telle courbe de degré qdésignons par 
β,,..., β/ les arguments de ses points de contact avec S, et par αα, 
ceux des points de contact avec S d'une courbe de degré q. 

On aura (§ III) 

B1 B1 
j Oj(z)dz-+-...-f- Ι Oj(z)dz——(/i(x)

i
-i-/i'(i)j-h...). 

x1 x1 

Si nous considérons le système de courbes pour lequel 

h = h' = .. . = o, 

on aura,/= ο étant l'équation d'une d'entre elles, 

/(s)=?'(*mo 
ou 

/(=)=-/(=) ψ'"ω> 

'!(^) étant une fonction fuchsiennc d'ordre l, avant pour infinis 
β ,β,(η°38). 
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On a, de plus, 

?'0/) Y'(ei) = ψ'''«) (ί = 1,2, ..., d); 

OU 

('9) ?(.et)Y(ei) = f?^?(e;)<]/(e;.)e"' '. 

Considérons celles de ces équations qui correspondent à 

tt — ts = .. td = o. 

La fonction φ(βι)ψ'(£ί) est évidemment une fonction thêtafuch-
sienne holomorphc de degré p. q', admettant comme zéro de multipli-
cité q' chacun des k zéros communs à #,(z), #

a
(s), x9(z) : les rela-

tions précédentes expriment donc que les autres zéros de cette fonction 
sont les arguments de points de S situés sur une courbe de degré q'. 
En d'autres termes, la courbe /= ο est une courbe de degré q' 
comptée s fois. 

Les relations précédentes, où i, =.. .= tA — ο peuvent s'écrire, en 
extrayant les racines r'iéiues, 

1 q' 1 ir 
(20) <ρΓ'(<?,·) Ψ(β,) = ί±1!ΐ2<ρ'·'(β;)ψ(β;> ",r' (i = I, 2,..., d). 

χ i (e;> 

Il en résulte que, parmi les r4 groupes de courbes que comprend le 
système considéré, il en est rrd qui ne renferment que des courbes de 
degrc q' comptées s fois ; le nombre des groupes de degré q indécom-
posables, comprises dans le système considéré, se réduit ainsi à 
pd p'd 

Mais il peut se présenter un cas important où ces résultats se modi-
fient : c'est celui où q' est inférieur à η — 2. 

En ce cas, il suffit que nq' — ï(q'-+- ')(?' ·+■ 2) — ρ -h 1 des équa-
tions (19), où l'on a fait tK = t2 =... = o, soient vérifiées pour que les 
zéros de q(z) autres que les zéros communs de x1(z), x2(z), 
x. (ζ), soient les arguments de points de S situés sur une courbe de 
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degré q' (n° 33); et, par suite, à tout groupe de d équations de la 
forme (19), pour lequel nq'— \(q' + i)(q'-l· 2) — ρ 4-1 au moins 
des entiers t seront nuls, correspondront des courbes de degré q' 
comptées s fois. 

Le nombre de ces groupes est, comme on le voit aisément, égal à 

1 + d(s — I) + d(d — I)(s — I)2+...+d(d — I)...(Y + 1)(s — 1)d-Y, 

en posant, pour abréger, 

Λ = nq' — 5(2'+ 1) {q' + 2) — ρ ■+■ Ι 
et 

d = (η — 3) — ρ H- î . 

Chaque groupe d'équations (19) donnant naissance à r'd groupes 
d'équations (20), on voit ainsi que le système considéré renferme un 
nombre de groupes de courbes de contact indécomposables de degré q 
égal à 

Ν = r» — r"> Γι +- d(s - i) + — ι)
2
 + ·.. 

+ d(d — i)...(Y + I)(S — I)d-Y]. 

Les autres groupes de ce système ne comprennent que des courbes 
de degré q' comptées s fois. Si λ est nul ou négatif, il est clair qu'on 
aura Ν = o. 

COURBES DE DEGRÉ R — 3 TANGENTES Κ S EN TOUS LEURS POINTS 

DE RENCONTRE AVEC CETTE COURBE. 

51. Cherchons le nombre des courbes du degré η — 3 qui passent 
par k

{
 points doubles de S et qui touchent cette courbe en tous leurs 

autres points de rencontre avec elle. 
Il résulte du théorème général du n° 38 et de la remarque du 

n° 42 qu'iYjy a i2p systèmes de telles courbes; les points de contact 
des courbes d'un même système forment des groupes équivalents. 
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Chaque système comprend 2d~k~k courbes, de sorte qu'il existe 
en tout courbes répondant à la question. 

On a, sur les systèmes de points de contact, des théorèmes ana-
logues à ceux du n° 46. 

On voit, comme au n° 49, que ces résultats se modifient si /c, est nul 
et si η — 3 est pair, c'est-à-dire si η est impair. 

Soit η — 3 = 2v, k{ — o. 

Parmi les systèmes des courbes de degré η — 3 tangentes à S en 
tous leurs points de rencontre avec cette courbe, il en est un pour 
lequel les groupes des points de contact sont équivalents au groupe 

de p0(
n

is situés sur une courbe de degré v. 

Ce système ne comprend que N, courbes indécomposables de 
degré η — 3, étant posé 

N1 = 2d-1 — [I + (d — 1)+ (d — i)()d — 2]+...+(d — I)...(Y'+1)] 

et 
λ'= />4-1. 

Il comprend, de plus, toutes les courbes de degré —— comptées deux 
fois. 

Pour λ' nul ou négatif, on aura 

Ν, = o. 

52. Remarque. — Ces résultats cessent d'être exacts si la courbe 
de degré η — 3 doit passer par tous les points doubles de S(d = &, ), 
car les équations (17) du n° 58 n'existent plus, et les équations (16) se 
réduisent à ρ — ι d'entre elles (n° 9). En ce cas, les quantités Λ, 
Λ',... qui figurent dans ces équations ne sont pas indépendantes, et le 
nombre des systèmes de courbes de contact est inférieur à r7p. 

APPLICATION AUX COURBES DU QUATRIÈME DEGRÉ. 

55. Il est aisé de voir que les formules qui précèdent s'appliquent 
au cas qui semble échapper à la méthode de ρ = o. 
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Nous pouvons donc énoncer, pour toutes les courbes du quatrième 
degré, les propositions relatives aux systèmes de coniques quadritan-
gentes. 

I. Courbes du quatrième degré sans point singulier. — Il y a 
04 systèmes de coniques tangentes à la courbe en 4 points : l'un de 
ces systèmes ne comprend que des droites comptées deux fois. 

L'équation générale des coniques comprises dans l'un des 63 autres 
systèmes est de la forme 

(21) XJ A -ι- 2λ,Χ2Β + XijC = o, 

X, et Xa étant des constantes arbitraires. 

Les points de contact de deux coniques du même système sont sur 
une conique. 

II. Courbe S du quatrième degré à un point double (e). — Il y a 
iG systèmes de coniques de contact : chaque système comprend deux 
groupes de coniques, et l'équation générale des courbes d'un groupe 
est de la forme (21). Toutefois, l'un des systèmes ne comprend que des 
droites, comptées deux fois. 

Il n'y a donc, en réalité, que 3o groupes de coniques de contact (1 ). 
Les points de contact de deux coniques de même système et du 

même groupe sont sur une conique. 
Par les points de contact de deux coniques du même système et 

de groupes différents, on peut mener un faisceau de cubiques qui 
ontj comme neuvième point commun, le point double e. 

Une quelconque de ces cubiques, G, coupe en outre la courbe S 
en deux nouveaux points, déterminant une droite D qui passe 
par le point e. En ce point, la tangente à G est la conjuguée har-
monique de D par rapport aux deux tangentes de la courbe S. 

III. Courbe S du quatrième degré à deux points doubles. — Il y a 

(') Et non 3i, comme il est dit dans les Leçons sur ta Géométrie de Clebsch, 
trad. Benoisl, t. III, p. 278. 
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quatre systèmes de coniques de contact; trois d'entre eux renferment 
quatre groupes, et l'cquation générale des courbes d'un des groupes 
est de la forme (ai). Le dernier système ne comprend qu'un groupe de 
coniques proprement dites et renferme en outre les droites du plan, 
comptées deux fois. Il n'y a donc, en réalité, que i3 groupes de co-
niques de contact. 

Les quatre points de contact d'une conique du dernier groupe 
sont sur une conique qui passe par les deux points doubles e

{
 et e

2
, 

et touche en chacun d'eux la conjuguée harmonique de la droite c
{
e

3 

par rapport aux deux tangentes menées à S en ce point. 
Les points de contact de deux coniques du même système et du 

même groupe sont sur une conique. 

Dans un même système, on peut distinguer les quatre groupes, sui-
vant la notation du numéro, par les symboles (0,0), (0,1), (1,0), 

(1,1) (n° 46). 

Les points de contact de deux coniques appartenant à un même 
système et aux deux groupes (α, β) et (a', β') sont situés, avec les 
points doubles c

K
 et <?

2
, sur une cubique C. 

Cette cubique touche au point eK la droite e, e3
, si a 4- a' est pair, 

et la conjuguée harmonique de e
t
 e

3
 par rapport aux deux tan-

gentes de S en e
n
 si a -+- a' est impair. 

De même elle louche au point e% la droite e
%
 e

3i
 si β + β' est pair, 

et la conjuguée harmonique de e{e2 par rapport aux tangentes 
de S en e3, si ( β ·+■ β') est impair. 

IV. Courbe S du quatrième degré à trois points doubles. — Il n'y a 
qu'un seul système de coniques de contact; il renferme huit groupes 
de coniques, et l'équation générale des courbes d'un groupe est de la 
forme (21). Toutefois, quatre de ces groupes ne comprennent que des 
droites comptées deux fois : il n'y a donc en réalité que quatre groupes 
de coniques de contact ('). 

(') Et non 7, comme il est dit dans les Leçons sur la Géométrie (ibid., 
p. 3o6). Les trois groupes, désignés dans ce passage par les symboles (ο, ο, 1), 
(ο, 1, ο), (1, ο, o), ne comprennent que des droites comptées deux fois. 

Journ.de Math, (ή® série), tome II. — Fasc. Ill, 1886. 4® 



3o8 G. HUMBERT. 

Les points de contact de deux coniques appartenant à un même 
groupe sont sur une conique. 

54. On peut donner des résultats analogues pour les cubiques oscu-
latrices en quatre points à une courbe du quatrième degré. Nous ne 
les énoncerons que pour les courbes sans points doubles et les courbes 
à lin point double. 

Courbe S du quatrième degré sans point singulier. — Il y a 
729 systèmes de cubiques osculatrices à la courbe en quatre points : 
l'un de ces systèmes ne comprend que des droites comptées trois fois. 
L'équation générale des cubiques comprises dans l'un des 728 autres 
systèmes est de la forme 

(22) λ?Α + η;λ4Β+3λ, λ* C-+-D = ο, 

λ, et λ2 étant des constantes arbitraires. 

Toute cubique menée par les points de contact de deux cubiques 
coupe S en quatre nouveaux points qui sont les points d'osculalion 
d'une autre cubique : le système auquel appartient cette dernière 
reste fixe si les systèmes auxquels appartiennent respectivement les 
deux premières cubiques restent fixes. 

Les douze points de contact de trois cubiques d'un même système 
sont sur une cubique. 

Toute conique menée par les points de contact d'une cubique 
coupe S en quatre nouveaux points, qui sont les points d'osculalion 
d'une autre cubique : le système auquel appartient celle dernière 
courbe reste fixe quand le système auquel appartient la première 
reste fixe (n° 48). 

Courbe S du quatrième degré à un point double, e. — Il y a 
81 systèmes de cubiques osculatrices en quatre points : chaque sys-
tème comprend 3 groupes, et l'équation générale des courbes d'un 
des groupes est de la forme (22). Toutefois, l'un des systèmes, que 
nous désignerons par la notation (ο, ο, ο, o) ne comprend que des 
droites comptées trois fois. 

Il n'y a donc en réalité que 240 groupes de cubiques de contact. 
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Désignons les systèmes par les symboles (a, b, c
y
 d) et les groupes 

par les symboles (a) : a, bt c, d, a pouvant prendre les valeurs ο, i, 2 
(n° 46). 

Soient trois cubiques appartenant respectivement aux systèmes 

(#1, b
iy

 C|, d
t
^

y
 fan b.

ly
 c

2y
 d^y 

(3 — ax — a2, 3 — bt — 3 — c, — c3, 3 — rf, — r/2), 

et aux groupes 
(«Οι («*)» Οι}· 

Si α, -f- a., 4- «
3

Ξ=Ξ ο (mod 3), les douze points d'osculation des trois 
cubiques sont sur une même cubique. 

Dans le cas contraire, on pourra par ces points et le point double e 
mener un faisceau de courbes du quatrième ordre : l'une quelconque 
de ces courbes, G, coupe S en deux nouveaux points qui déterminent 
une droite D, passant par c. Le rapport anharmonique du faisceau 
formé par la tangente en e à la courbe C, les tangentes au môme point 

2ir 
à S, et la droite D, est égal à c 8 . j\

 cst
 ^

οηο équianharmo-
nique. 

Les douze points d'osculation de trois cubiques du même système 
et du même groupe sont sur une cubique. 

Toute cubique menée par les points d'osculation de deux cubiques 
quelconques coupe S en quatre nouveaux points qui sont les points 
d'osculation d'une nouvelle cubique : le système et le groupe aux-
quels appartient cette dernière restent fixes si le système et le 
groupe auxquels appartiennent les deux premières restent fixes 
eux- mêmes. 

Les points de contact de deux cubiques appartenant respectivement 
aux systèmes 

(a» £>,, cncÎ,) et (3 — an 3 — b
n 3 — c

n 3 — d,), 

et aux groupes 
(a,) et (3— x1), 

sont sur une conique. 
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Toute conique menée par les points d'osculation d'une cubique 
coupe S en quatre nouveaux points qui sont les points d'osculation 
d'une autre cubique; le système et le groupe auxquels appartient 
cette dernière restent fixes si le système et le groupe auxquels ap-
partient la première restent fixes eux-mêmes. 

CONIQUES TANGENTES EN CINQ POINTS A UNE COURBE DU CINQUIÈME DEGRÉ. 

55. Nous ferons une application des résultats du n°5i aux courbes 
du cinquième degré. 

Courbe du cinquième degré à un point double (1 ). — Il y a 
1023 coniques touchant la courbe en cinq points. 

Courbe du cinquième degré à deux points doubles. — Les co-
niques tangentes en cinq points se répartissent en 2j6 systèmes; 
chaque système comprend deux coniques, sauf un qui ne comprend 
que des droites comptées deux fois. Il y a donc 5io coniques de con-
tact. 

Courbe du cinquième degré à trois points doubles. — Les co-
niques de contact se répartissent en 64 systèmes; chaque système 
comprend 4 coniques, sauf un qui ne comprend que des droites 
comptées deux fois. Il y a donc coniques de contact. 

Courbe du cinquième degré à quatre points doubles. — Les co-
niques de contact se répartissent en ib systèmes ; les quinze premiers 
comprennent chacun 8 coniques, le dernier ne comprend qu'une 
conique proprement dite. Par les cinq points de contact de celte 

conique et les quatre points doubles on peut faire passer un faisceau 
de cubiques : l'une quelconque de ces courbes G coupe en outre la 
courbe du cinquième degré en deux points, situés, avec les points 
doubles, sur une conique H. Les tangentes menées en un quelconque 
des points doubles aux courbes C et H sont conjuguées harmoniques 

(') Suivant la remarque du n° 53, les formules qu'on y a données ne s'appli-
quent pas au cas de la courbe sans point double, puisque d — k^-ro. 
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par rapport aux tangentes menées à la courbe du cinquième degré 
en ce point. 

Il y a en tout iai coniques de contact. 

Courbe du cinquième de gré à cinq points doubles. — Les coniques 
de contact se répartissent en 4 systèmes; 3 d'entre eux comprennent 
chacun 16 coniques; le dernier ne comprend que 5 coniques pro-
prement dites. Par les cinq'points de contact de l'une de ces coniques 
et les cinq points doubles on peut faire passer une cubique C. Les 
tangentes menées en quatre des points doubles à la courbe C et à 
fa conique H des points doubles sont conjuguées harmoniques par 
rapport aux deux tangentes de la courbe du cinquième degré au 
point considéré. Au cinquième point double, les courbes C et H se 
touchent. 

Il y a en tout 53 coniques de contact. 

Courbe du cinquième degré à six points doubles. — Il y a 
16 coniques de contact. 

PROPRIÉTÉS GÉOMÉTRIQUES DES COURBES DE CONTACT. 

36. Gomme dernière application de la théorie des courbes de con-
tact, nous donnerons quelques propriétés géométriques applicables aux 
courbes d'un même groupe, quand leur équation générale renferme un 
paramètre arbitraire ('). 

Soit 
nq = 2 k

{ k2 + rl 
et 

l — ρ — d + k{ ρ = ι. 

Les courbes considérées sont celles de degré q qui passent par kt points 
doubles et k2 points simples donnés sur S, et ont avec cette courbe en / 
points, formant un groupe d'indice p, un contact d'ordre r — ι. 

G) Nous avons signalé ces propriétés dans le cas où la courbe S est de genre i. 
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L'équation générale des courbes d'un même groupe sera de la forme 

λ|Ά, + 1-r-' X,Ar-, + κ*'Kl A,-
2
 -κ.. λ| A0 = o. 

Nous appellerons ces courbes, pour abréger, courbes A. 
Soient r de ces courbes : 

ο = A = arA
r

-+- rcf'1 A
r
_, . .4- A

0
, ^, 

ο = Β = βΓΑΓ4- , 
............................................................... 

ο — L — ΧΓ Ar + , 

Les rl points de contact de ces courbes avec S sont (46) sur une 
courbe de degré qui passe par les points fixes donnés, et dont l'équa-
tion est (47) 

ο = αβ... X A 
f
 4- (οι β ·. · ■+■··· 4- β.. .X 4- α.. .X 4-.·.) A 

R
_, 4-... 4- À0

. 

Le coefficient de Aa est la somme des produits A à k des r quantités 
α,β, ...,λ. 

Courbes A menées par un point du plan. — Soit (x\, χ'.
Λ
) un 

point du plan; on peut mener, par ce point, r courbes A : les valeurs 
correspondantes du paramètre sont données par l'équation 

0 = αΓΑ^.4-/,ar-' A^, 4-...4- A'
0

, 
en posant 

A; = AA(jf',,a?'
a

,a?'
3
). 

Soient α, β,..., λ les racines de l'équation précédente : la somme de 
leurs produits À* à k étant 

/ - \A '" ( Γ ι)... ( /· /* + I ) A'
#
. .χ. 

Π7ΓΊ ~ÀT' 

la courbe de degré r qui passe par les points fixes et les rl points de 
contact des r courbes A menées par le point {x^x^x\) aura pour 
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équation 

ο = A'
0
A

r
— rA;A

r
_

t
 H-

 2

 l) A',A
r
_
2

i)rA; A
0

. 

Le premier membre de cette équation ne change pas, ou change de 
signe, suivant que r est pair ou impair, quand on permute a?,, a?

2
, a\, 

et x\, x
2
, x\. 

Gela posé, appelons courbe polaire d'un point la courbe de degré q 
qui passe par les points fixes et les rl points de contact des r courbes A 
menées par le point. Ce point sera dit pôle de sa courbe polaire. 

On a ce théorème : 

Si la courbe polaire d'un point Ρ passe par un point P', la courbe 
polaire de Ρ 'passe par P; 

et, par suite : 

Les courbes polaires de tous les points d'une courbe polaire pas-
sent par le pôle de celle-ci. 

Les pôles de toutes les courbes polaires passant par un point sont 
sur la courbe polaire de ce point. 

Si r est impair, l'équation de la courbe polaire du point (x\, χ«, χ
Λ
 ) 

peut s'écrire 

° — (A
0
A

r
 — A

r
 A

0
)-h /*(A, A

r
_, — A

r
_, A,)+... 

et, par suite : 

Si r est impair, toute courbe polaire passe par son pôle. 

Ces résultats, y compris le dernier, s'appliquent en particulier aux 
cubiques osculatriccs en quatre points à une courbe du quatrième 
degré. 

XIII. — DES COURBES HYPERELLIPTIQUES. 

57. On dit qu'une courbe S (de genre p et de degré n) est hyper-
elliptique quand il existe sur cette courbe un système simplement 
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infini de groupe g\ formés de deux points : nous dirons que les deux 
points d'un groupe sont conjugués. 

Le système en question est un système spécial, d'indice ρ = ρ — ι, 
puisque dans les formules du n° 19 il faut faire h =■ 2 et r == i. 

D'après le théorème de Riemann et Roch, les courbes adjointes à S 
d'ordre n — 3, qui passent par les deux points d'un groupe, forment 
un système ρ — ι, c'est-à-dire ρ — ι fois infini ; leur équation géné-
rale est donc de la forme 

o = α,Ρ, 4- α2Ρ2-κ ..-Hα,-,Ρ,-,, 

α,,... étant des constantes arbitraires. En d'autres termes, les fonc-
tions thètafuchsiennes holomorphes du premier degré, qui s'annulent 
pour les arguments des deux points d'un groupe, ont pour expression 

0 (s) — aK 0, -+· at 02 -+-... -+- Op_,. 

Gomme il n'y a que ρ fonctions thètafuchsiennes du premier degré 
linéairement indépendantes, il résulte de là que : 

Toute fonction thêtafuchsiennc holomorphc du premier degré, qui 
s'annule pour l'argument d'un point, s'annule pour l'argument du point 
conjugué, et géométriquement : 

Toute courbe adjointe d'ordre η — 3, qui passe par un point 
d'une courbe hyper elliptique, passe par le conjugué de ce point. 

Une courbe adjointe d'ordre η — 3 passant par deux points conju-
gués coupe en outre S en 2 (ρ — 2) points, par lesquels on peut, d'après 
le théorème de Roch et Riemann, faire passer un faisceau de courbes ad-
jointes d'ordre η — 3. Soient 0

4
 et 0

2
 les fonctions thètafuchsiennes 

holomorphes du premier degré qui correspondent à deux courbes de 

ce faisceau : la fonction fuchsienne ! n'a que deux infinis dans l'in-

térieur du polygone générateur; elle est donc d'ordre deux. 
On peut dire, d'après cela, que : 

Pour que deux fonctions fuchsiennes de même groupe G soient 
liées par une relation hyper elliptique, f= o, il faut et il suffit 



APPLICATION DE LA THÉORIE DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 3 I J 

qu'une des fonctions fuchsiennes du même groupe soit du second 
ordre. 

La condition est suffisante, car, F(s) étant cette fonction, les deux 
zéros de l'équation F (ζ) — const, déterminent sur la courbe /= ο un 
système de groupes g[. 

Équation générale et enveloppe des droites joignant 
deux points conjugués. 

58. Une droite J = ο joignant deux points conjugues coupe S en 
η — 2 autres points, déterminant un groupe dont la multiplicité est 
en général η — ρ — ι : il en résulte qu'en désignant par φ = ο l'équa-
tion d'une droite analogue, on aura (n° 57) 

/(s) =
 ?(s)[«. F," + «,F®]IP. F'" + (ijF!," +...+■ β,.,.,Κ»'-'-]. 

F1,", F;a> étant des fonctions fuchsiennes d'ordre deux, F!,", ..., Fj""^11 

des fonctions fuchsiennes d'ordre η — a ayant respectivement mêmes 
infinis. Ces infinis sont pour les F, les arguments des deux points con-
jugués situés sur la droite 9=0, pour les F2, ceux des η — 1 autres 
points de S situés sur cette droite. 

Les constantes α et β seront liées par η — ρ — ι relations de la 
forme (n° 37) 

β, (m,a, -h m
a
a

2
) -+- β2(^ι®ι ■+· /iaat)-K ·· = °> 

m
t
, λ, , ... étant des constantes. De ces η — ρ — ι relations, on tirera 

les valeurs proportionnelles des β 

B1 = B2 =..., 

/«>/25 · · ·» étant des polynômes homogènes de degré η — ρ — ι en α
η 

α
2

. On aura ainsi, sous forme symbolique, 

/(«)= («!.«»)(/!./«>···)· 
Dans le second membre, a, et a3 entrent donc au degré η — ρ — ι, 

four/ι. de Math, (p série), tome II. — Faso. Ill, 1886. 4 ' 
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et l'cquation générale des droites joignant deux points conjugués sera 
de la forme 

Ο — X{ ψη-ρ— i "f" 1 H" Χ3"/ΛΛ-ρ-η 

9, ... étant des polynômes homogènes de degré η — ρ — ι en α,,x2. 
Donc : 

Les droites qui joignent deux points conjugués sur une courbe 
hyperelliptiquc, de degré η et de genre p, enveloppent une courbe 
unicursale de classe η — ρ — r et de degré 2(η — ρ — 2) en général. 

«Ί>9. Cette courbe, comme nous l'avons fait voir dans le cas des 
courbes de genre un, touche S en un certain nombre de points, que 
nous allons déterminer. Pour abréger, nous désignerons par droites D 
les droites joignant deux points conjugues. 

Les valeurs proportionnelles de a, et a
3
 qui correspondent aux 

η — ρ — ι droites D qu'on peut mener par un point de S, d'argu-
ment J, vérifient l'équation 

, « =/(5)=?(ΐ)[αιΡ1
ι
"(5)+·*ίΐ,νι(ϊ)] 

X[f1F(1)(z)+...+fn--p-1F(n-p-1)(z)]. 

fxifii · · · sont l°s valeurs proportionnelles trouvées plrfshaut pour β,, 
β

2
, Cette équation admet d'abord la solution 

a, = ̂ '(3), «> = -F ϊ}<5), 

qui correspond à la droite joignant le point ζ à son conjugué. 
Remarquons maintenant que les points de S situés sur l'enveloppe 

des droites D sont tels que l'équation précédente ait deux racines 

égales cn-> et, en ces points, l'enveloppe touche la droite D qui cor-

respond à la racine double. Or, parmi ces points, figurent ceux dont 
les arguments sont tels que les deux facteurs entre crochets dans le 
second membre de (23) aient deux racines égales, c'est-à-dire tels qu'on 
ait 

0 =/. [*?(-)' - F'."*»] K(z) +· ■ ■ 
+fn-p-1[F(2)(Z,)- F;"{:)]F'r,l(;)=o. 
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Soit c
0
 une solution de cette équation : la droite D

0
, qui joint le 

point -
0
 à son conjugué, coupe S en des points dont les arguments véri-

fient la relation 

(ai) ο =
 ?

(=)[«îF'
t
"(^)-^aîF-'<~)][Λ(«î,«î)F",''(=) + ···]. 

a" et aj étant liés par l'équation 

a°F,"(r0) -f-«JF,"(»«) = o. 
Or la fonction 

/(«ï,aî)P
t
»(S) + ..., 

c'est-à-dire 
/[Ρ

ι
"(5,),-Ρ

1
»(5.)]Ρ."(*)+··Μ 

s'annule, par hypothèse, pour ζ = z0 : les deux facteurs entre crochets 
du second membre de l'équation (24) s'annulent donc séparément pour 
ζ = v

0
, et par suite la droite D

0
 est tangente à S au point 

Il en résulte que la courbe enveloppe des droites D touche S aux 
points dont les arguments vérifient l'équation 

(2.) ) 
(«=/,[1*?(z),v»(z)]v;xz)+... 

+fn-p-1[F1(2)(Z), — F(1)(Z)]F(n-p-1)(Z). 

Les F, sont des fonctions fuchsiennes d'ordre deux; les F2 des fonc-
tions d'ordre η — 2, ayant respectivement mêmes infinis; /,, /

2
, .. 

des polynômes d'ordre η — ρ — 2 : il en résulte que le second membre 
de l'équation précédente est une fonction fuchsienne d'ordre 

2(n — ρ — 2)η— 2 = 3η — ιρ — 6, 
et par suite : 

La courbe enveloppe des droites qui joignent deux points conju-
gués sur une courbe hypcrelliptique, de degré η et de genre p, 
touche cette courbe en3n — ip — 6points. 

On peut dire de plus, en remarquant que les infinis du second 
membre de (20) sont : i° les arguments des deux points conjugués 
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situés sur la droite 9 = 0, au degré η — ρ — 2 de multiplicité; 20 les 
arguments des η — 2 autres points de S situés sur cette droite, que : 

ht groupe déterminé par les 3/* — 2ρ — G points de contact est 
équivalent au groupe formé par n ~ ρ — 2 couples de points con-
jugués quelconques, et les η — ι points où la droite qui joint delu-
de ces points coupe de nouveau la courbe h y per elliptique. 

COURBES DE GENRE DEUX. 

(50. Toute courbe de genre deux est hyperelliptiquc, car ses 
courbes adjointes d'ordre η — 3 sont en nombre simplement inlini et 
n'ont avec elle que deux points mobiles d'intersection : ces deux points 
déterminent un système de groupes g\. 

La courbe la plus simple de genre deux est la courbe du quatrième 
degré à un point double : toute droite menée par ce point coupe en 
outre la courbe en deux points qui sont conjugués. 

Les coordonnées des points d'une courbe S du quatrième degré à 1111 
point double peuvent se mettre sous la forme 

X
t
 — (■»·)> ^3 — ΐ 

H,, θ2, θ3 étant des fonctions thètafuchsiennes holomorphcs de degré 
trois, ayant deux zéros communs, a, cl a

2
 (') (§ VI). 

Soient Q,(J) et 02(z) les deux fonctions thètafuchsiennes holomor-
phcs de degré un : chacune d'elles a deux zéros dans le polygone géné-
rale ur; et les deux zéros de toute fonction linéaire, de la forme 

λ| ο, 4- (A, 0.J, 

sont les arguments de deux points conjugués de S (n° 4). 

(*) D'après la théorie générale, il semble qu'on pourrait aussi prendre pour 
x1,x2,a?3 des fonctions thêtafuclisiennes de degré deux. Mais, si l'on désigne par 
Θ,. el 6, les deux fonctions thètafuchsiennes de degré un et de genre deux, celles 
de degré deux, qui sont au nombre de trois, se réduisent évidemment aux 
fonctions ôjf, 0t6S et Θ* : la courbe décrite par le point xt, λ*,, cr

3
 serait alors 

une conique. 
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Proposons-nous de chercher les conditions nécessaires et suffisantes 
pour que trois couples de points conjugues, dont les arguments véri-
fient respectivement les relations 

λ<0| 4- [*|0
a
 = ο, X

a
0, H- [A

3
0

2
 = ο, X

3
0, -+- |A

8
0

2
 — O; 

soient, sur une conique, / = o. 
On aura 

/*(z)~ (^i 4- p.
a
0

2
)(Xj0, 4- (A,0

2
) 

x[a
l
9(i)H-a

2
9

a
(i)4-...4-a

5
?

5
(-)J 

ou 
f(s) = (α^ι 4- β0ϊ0

2
4- γ0, θ* 4- δ0®)[α, φ, (s) . .|, 

φ,,...,φ
5
 désignant cinq fonctions thétafuchsicnnes de degré trois 

linéairement distinctes, α,,..., o5
 des constantes. 

Pour que f{z) soit une fonction du second ordre de x\ (s), a?a(:i), 
,χ·

3
(^),..., il faut d'abord qu'elle admette comme zéro double chacune 

des quantités α,,α
2

; ce qui donne, en annulant pour ces valeurs la 
fonction a

{ 0,(5)4-... et sa dérivée, quatre relations linéaires en 
a,,..., a

5
 qui déterminent les valeurs proportionnelles de ces quan-

tités. 11 reste ainsi 

fiz)— Ψ(5)(λ|ΰι 4- ΡΊ0
2
). . .(λ,0,4- |A

3
Qa) 

ou 
/(*)=ψ(*)(«ο;+...+ ίβ;). 

On écrira ensuite la relation 

/(c):^(e)=/(c'):<(e'), 

β, e' désignant les arguments qui correspondent au point double de S. 
Cette équation est de la forme 

αα4- 6β-ι-ογ4-^δ= o, 
ou 

βΧ,Χ
2
Χ3 4- δ(Χ,Χ2 (a2 4- Χ, [A2X3 4- 1*1X2X3) 

4-c(X,|A2(Aj4-|A,Xa[A,4-(A,|A
a
Xa)4-dfA, fi

2
(A, = o, 
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α, b, c, d étant des constantes : c'est la relation cherchée entre les 
quantités λ et JJI. 

Remarquons qu'en tenant compte de la relation précédente mise 
sous la première forme, on peut écrire 

/(s) = ψ(3)[βψ,(5)+ ρψ,(5)-+- τψ»(-)]; 

Ψ π ψί» ψίsont des fonctions thêtafuchsicnncs de degré trois; α, β, γ des 
constantes arbitraires, et ψ (5) une fonction thètafuchsicnne de degré 
trois, qui a, en outre des quantités a, et a3

 comptées deux fois, deux 
zéros, <τ, et σ3. 

(>1. De là résultent les conséquences suivantes : 

Les coniques qui traversent trois couples de points conjugués, sur 
une courbe du quatrième degré à un point double, passent par (leur 
points fixes de celte courbe et forment une famille linéaire deux 
fois infinie. 

On en déduit sans difficulté que la droite qui joint les points fixes, 
σ, et σ.

2
, coupe en outre la courbe en deux points qui sont situés res-

pectivement sur les tangentes menées à S au point double. 
Si l'on fait une perspective de la courbe S de manière à faire coin-

eider les deux points fixes avec les points cycliques du nouveau plan, 
et si l'on se souvient que la droite joignant deux points conjugués 
passe par le point double, on voit que : 

La nouvelle courbe est anallagmalique par rapport à son point 
double. 

Kn d'autres termes : 

Toute courbe de quatrième degré du second genre, qui passe par 
les points circulaires à ΐinfini et a en outre pour directions asym-
ptotiques celles des tangentes au point double, est anallagmatique 
par rapport à ce point. 

Cette proposition se vérifie directement sans difficulté. 
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62. Nous n'insisterons pas plus longtemps sur cette théorie, nous 
nous bornerons à énoncer la proposition suivante, qui est une consé-
quence des théorèmes généraux sur les courbes de contact (n° 58). 

Il existe trois coniques, osculatrices, en deux points conjugués 
à une courbe du quatrième degré, de genre deux : les six points 
d*osculation sont sur une conique. 

Ces quatre coniques passent d'ailleurs par les deux points σ, et σ
2

. 

65. La courbe du cinquième degré, de genre deux, a quatre points 
doubles : les coniques menées par ces points coupent en outre la 
courbe en deux points, qui sont conjugués. 

D'après les résultats du n® 27, il y a deux espèces de courbes de 
degré cinq et de genre deux. 

64. Pour les courbes de première espèce
3
 les coordonnées d'un 

point sont des fonctions thètafuchsicnnes holomorphcs de degré trois, 
ayant un zéro commun. 

Sur une telle courbe, S, trois couples de points conjugués sont tou-
jours sur une cubique, passant par les quatre points doubles et cou-
pant en outre la courbe en un point fixe a (n° 27) : si nous considé-
rons une droite D, menée par a, et coupant S aux points α, ft, c, dy e, 
la cubique qui passe par les points ft, c, d et leurs conjugués se décom-
pose évidemment en une droite, qui est D, et une conique qui passe 
par les points doubles. Il en résulte qu'il y a nécessairement sur D 
deux couples de points conjugués; en d'autres termes : 

La droite qui joint deux points conjugués sur une courbe de 
cinquième degré, de genre deux et de première espèce, passe pat-
un point fixe a, situé sur la courbe, qu'elle coupe en deux nouveaux 
points

f
 également conjugués. 

On démontrerait sans difficulté que : 

Le point a est le point de concours de deux tangentes doubles, 
dont les deux points de contact avec la courbe du cinquième degré 
sont respectivement conjugués. 



322 G. HUMBERT. 

65. Pour les courbes de seconde espèce, les coordonnées d'un point 
sont des fonctions tlietafuchsiennes holomorphes de degré 4> ayant 
trois zéros communs an a5, as. 

Las droites D qui joignent deux points conjugués sur une courbe 
de seconde espèce enveloppent (nos 58 et 59) une conique qui 
touche la courbe en cinq points. Le groupe détermine par ces cinq 
points est équivalent à celui des points communs à S et à une des 
droites D (n° 59); en d'autres termes (n° 24), par ces cinq points et 
les quatre points doubles, on peut mener un nombre simplement infini 
de cubiques coupant en outre la courbe en deux points conjugués. 

La conique enveloppe des droites D est donc celle que nous avons 
rencontrée au n° 55. 

Sur une courbe de seconde espèce, trois couples de points con-
jugués ne peuvent jamais être sur une cubique passant par les points 
doubles. 

66. Proposons-nous d'étudier les coniques /= ο qui traversent 
quatre couples de points conjugués. On a 

/0) = (λ, 0, -f- [X, 0a). . .(λ
4
0, H- fxA)Oi ?ι + «29a-H.. .-+·a7q1) 

ou 
f(s) — (a0î ■+" + · · .4- -*-· · ·)> 

φ,, ..., <p
7
 étant sept fonctions thêtafuchsiennes holomorphes linéaire-

ment distinctes, de degré quatre. Pour que /(s) soit une fonction du 
second ordre de x,(z), x«(z), x3(z), il faut d'abord qu'elle admette 
comme zéro double chacune des quantités α,, a2, a3 : ces conditions 
déterminent les valeurs proportionnelles de a

t1
 ..a

7
, et l'on a 

/(0 = («·:+...+«β;)ψ(ί). 

Il faut ensuite que f(z) satisfasse à trois équations (n° 55) de 
la forme 

f(ei):x](ei)=f{é,) : x2(e'), 

(eh éj) étant les arguments d'un des points doubles. Ces relations dé-
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terminent γ, δ et ε en fonction linéaire homogène de α, β, et il reste 

/(3) = ψ(2)(αψ, + βψ,), 

les constantes α et β étant arbitraires. 
T^a fonction ψ(-) a, outre les quantités α,, a

a
, a

3
, comptées deux 

fois, deux autres zéros σ
{
 et σ.

2
; il résulte, par suite de l'expression 

précédente, que : 

Les coniques qui traversent quatre couples de points conjugués 
passent par quatre points fixes, dont deux sont situés sur la courbe 
du cinquième degré considérée; et, réciproquement, toute conique 
menée par ces quatre points coupe, en outre, la courbe en huit 
points mobiles, qui sont deux à deux conjugués. 

On démontrerait de nicme que : 

Les coniques menées par un des points doubles de la courbe, et 
traversant trois couples de points conjugués, passent par quatre 
points fixes, dont trois (y compris le point double) sont situés sur la 
courbe, et réciproquement. 

Les coniques menées par deux points doubles cl traversant deux 
couples de points conjugués passent par quatre points fixes situés 
sur la courbe, et réciproquement. 

87. Dans ce dernier cas, en désignant par 

λ, 0, ·+- [A, 0
a

, θ ι H- (AjOj 

les fonctions qui ont pour zéros les arguments des deux couples de 
points conjugués, on a, entre les quantités p. et λ, une relation invo-
lutivc de la forme 

U<>) ctXjX., -1- bÇh
t
 [i.2-f- p.< X2) cp.1p.2~ o. 

Les équations des deux droites qui joignent les deux points de ces 
couples sont de la forme (n° 58) 

ο = A 4- 2>, ρ, Β -+- (Jlj C, 

ο = λ* A 4- 2λ
2

ρ.
2
Β H- p^C, 

lourn. de Math. (4* série), Tome II. — Fasc. Ill, 1886. 4 2 
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et il résulte de la relation (26) que le point d'intersection de ces 
droites décrit la droite 

«C-f-cA — 2 bB = 0. 
Donc : 

Les droites qui joignent les points conjugués de deux couples 
situés sur une même conique, menée par deux points doubles 
donnés, se coupent sur une droite fixe. 

Ο11 verrait de même que : 

Les droites qui joignent les points conjugués de trois couples 
situés sur une même conique, menée par un point double donné, se 
coupent deux à deux sur une conique fixe. 

68. Les courbes du sixième degré, de genre 2, présentent les 
mêmes particularités que celles du cinquième degré : elles sont, de 
deux espèces, et Ton voit, comme plus haut, que sur une courbe de 
première espèce, la droite qui joint deux points conjugués passe par 
un point fixe, cl que les quatre nouveaux points où elle coupe la 
courbe sont deux à deux conjugués. Sur une courbe de seconde espèce, 
la droite qui joint deux points conjugués enveloppe une courbe du 
quatrième degré, de troisième classe, tangente à la courbe en huit 
points. 

XIV. — 1)K QUELQUES COURBES SPÉCIALES. 

69. Nous avons dù réserver, au n° 14, pour une étude ultérieure, 
le cas où les coordonnées x

n
 χ.,, χ.

Δ
 des points d'une courbe de 

genre ρ sont proportionnelles à des fonctions tbêtafucbsicnnes du pre-
mier degré. 

Nous distinguerons dans l'étude de ces courbes les deux cas sui-
vants. 

Dans les deux cas, x
n
 x

iy
 x3

 sont trois fonctions thètafuchsiennes 
holomorphcs de degré un ayant k zéros communs, α,, ..., aA : 

i° Il n'existe pas de système de groupes équivalents au groupe des 
quantités α,, ..aA; 
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2° Le groupe des quantités α,, a* détermine un système de 
multiplicité r. 

70. Les courbes des deux catégories jouissent d'une propriété im-
portante qui les caractérise au point de vue géométrique. 

Supposons que le groupe (α,, ...,aA) détermine un système de 
multiplicité r. 

La courbe S, dont l'équation est/=o, décrite par le point JET, , x.
t
, 

sera de degré η = i{p — ι) — h et de genre ρ (n° 4), et les fonctions 
thètafuchsiennesholomorphcs de degré un pourront toujours se mettre 
sous la forme (§1) 

Oi(z) = Pi(x1, x2, x3)(xidx2 — x2dx1). 

11 existe r H- ι fonctions thètafuchsienncs de degré un, linéairement 
distinctes, s'annulant pour les z(p — i) — k zéros de χ

3
 autres que 

χa*; cette proposition résulte de l'hypothèse et du théorème 
du reste. 

Soientx
3

, 0,, ..., O
r

ces fonctions. On aura, en vertu de l'expres-
sion précédente, 

x3 = O1 = O2 = ... = Or, 

Ρ, Ρ,, ..., P
;
. étant les premiers membres des équations de /· -h ι 

courbes de degré η — 3, adjointes à la courbe S. Les zéros de a?
3

, 0,...., 
0
r
 sont respectivement (§ I) les arguments des 2(p — i) points simples 

communs à S et aux courbes Ρ = ο, Ρ, = ο, ..., P
r
= ο. Parmi ces 

points figurent donc les 2(p — i) — k points de S situés sur la droite 
x3 = o, et par suite chacune des courbes Ρ = ο, ..., ΡΓ = o se décom-
pose en une droite x

3
 = ο et en une courbe de degré η — ί\. Gomme 

la droite x
3
 peut être une droite quelconque du plan, la courbe de 

degré η — 4 est une courbe adjointe de S. 
Il y aura ainsi r -h ι courbes adjointes de degré n ~ f\ ; Q = o, 

Q, = o, ..., Q,. = o et les premiers membres de leurs équations seront 
linéairement distincts, sinon il existerait une relation linéaire et homo-
gène entre #,(z), 0,(s), ..., 0

r
(r), ce qui n'est pas. De même, il 

n'existe pas de courbe adjointe de degré η — 4, Qr-n = o, dont l'ëqua-
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lion ne rentre pas dans la forme m Q -+- m, Q, -h... H- mr
 Q

r
 = ο ; m,... 

étant des constantes. 
Les courbes Q,= o coupent la courbe S aux points multiples et 

en k points dont les arguments forment un groupe équivalent au 
groupe (α,,...,αΑ). 

Dans le cas où le groupe (α,, ..., xA) ne détermine pas de système, 
il n'existe qu'une fonction thctafuchsicnnc holoniorphe de degré un 
s'annulant pour les 2(p — i) — k zéros de autres que a,,..., aA; 
c'est la fonction Λ·3(~) elle-même : si, en effet, il existait deux sem-
blables fonctions £

:l
(z) et 0(s), le groupe des zéros variables de la 

fonction ρ, x
3
 (ζ) H-ρ.

2
 0(ζ ), qui est équivalent au groupe ( α,,..., xk ) 

déterminerait un système de multiplicité un. 11 en résulte qu'il n'y a 
qu'une courbe adjointe de degré η — 4; elle coupe la courbe / — ο 
aux points multiples et aux k points d'arguments α,, α.,, ..αΑ. 

71. Les réciproques de ces propositions sont vraies et se démontrent 
de la même manière. On peut donc dire que : 

Si une courbe de degré η et de genre ρ admet une fam ille linéaire 
r fois infinie de courbes adjointes d* ordre η — 4, les coordonnées 
des points de celte courbe sont proportionnelles à trois fonctions 
thêtafuchsiennes du premier degré dont les zéros communs déter-
minent un système de multiplicité /·, et réciproquement. 

72. Cette théorie se lie étroitement à celle des systèmes spéciaux : 
je dis, en eflct, que si le groupe (a,, ..., x

k
 détermine un système de 

multiplicité /·, ce système est nécessairement spécial. 
La proposition est évidente si k est inférieur à ρ -h ι (n°20); si 

Ton a k\p ·+■ i, les 2(ρ — 1) — k zéros variables de la fonction 

(if χ 1 -4" a% x.± ■+· α·ι Λ';( , 

où α,, λ2, α
3
 sont des constantes, formeront un groupe qui appar-

tiendra à un système de multiplicité a : ce système sera spécial, car la 
quantité 

2 -\-p — i(p — 1 ) —t— A*, 
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c'est-à-dire k — ρ -h 4 est positive par hypothèse ; d'après le théorème 
de Ricniann et Roch le groupe forme par les zéros α,, ak com-
muns à .r,, χ·

2
, ,ι\ sera également un système spécial. 

73. Ο11 peut tirer de là quelques conséquences relatives aux trans-
formations unidéterminatives d'une courbe quelconque de genre p. 

On sait que, parmi ces transformations, les plus intéressantes sont 
celles où l'on fait usage de courbes adjointes d'ordre η — 3 : si G est 
une courbe quelconque, de genre ρ et de degré /*, le point de la trans-
formée G', de coordonnées ξ',, ?

a
, ξ',, qui correspondra aux points ξ,, 

ζ.,, ξ, de G sera donné par les relations 

ξ = P1 (ξ1, ξ2, ξ3), 

ξ = P2 (ξ1, ξ2, ξ3), 

ξ'3= P1 (ξ1, ξ2, ξ3), 

l\, P.,, Ι\, étant les premiers membres des équations de trois courbes 
de degré η — 3 adjointes à G. 

Gelte transformation est unidéterminative en général, parce que, 

inversement, les fonctions fuchsiennes r et l* sont fonctions ration-

nelles des tondions fuchsiennes d- et J (n° 5, note). 

Or 13
1
(ξ

<
, ...), Ρ2(ξ,, ...)? Pa(Sn ···) sont proportionnels (n° 4) 

à trois fonctions thetafuchsiennes holomorphes du premier degré, et 
Γ011 en conclut, en s'appuyant sur les résultats précédents, les pro-
positions suivantes : 

Toute transformation unidéterminative d'une courbe C, de genre ρ 
et de degré n, à l'aide de courbes adjointes d'ordre η — 3 passant 
par k points simples de C, fait correspondre à cette courbe une 
courbe C' de genre ρ et de degré η', [/*'= i(p — 1) — A], dont 
les points doubles sont une courbe de degré η' — 4 (')· 

(') Cette proposition constitue bien un théorème, caries points doubles de S' 
sont un nombre de \ {2p — A' — 3) (2p — k — 4) — /?; le nombre des points qui 
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Ainsi, une courbe quelconque C, de genre quatre et de degré α, se 
transforme, à l'aide de courbes adjointes de degré n — 3, n'ayant 
en dehors des points doubles aucun point commun sur C, en une courbe 
du sixième degré, dont les six points doubles sont sur une conique. 

Une courbe de genre cinq devient, par une transformation analogue, 
une courbe du huitième degré, dont les seize points doubles sont sur 
une courbe du quatrième degré. 

Plus généralement : 

Toute transformation unidélerminative d'une courbe C de 
genre ρ et de degré //, à l'aide de courbes adjointes d'ordre η — 3 
passant par k points simples situés sur G et formant un groupe g, 
qui appartient à un système (spécial) de multiplicité refait corres-
pondre à cette courbe une courbe C', de degré n\ [ n'= 2(p — ι )—k |, 
qui admet une fami lie linéaire r fois infinie de courbes adjointes 
de degré // — 4· 

A k points de C formant un groupe équivalent à g correspondent, 
sur C', k points situés sur une courbe adjointe de degré n' — i, et 
réciproquement. 

(Jette dernière proposition donne, au point de vue géométrique, 
une idée assez nette de la nature des groupes spéciaux sur une courba 
algébrique. 

Si k == o, la courbe adjointe de degré 2(ρ — i) — 4» qui passe par 
les points doubles de la courbe transformée de degré a(p — i), ne 
coupe cette courbe qu'aux points singuliers, car on a identiquement 

(2P~ 3)(v- .'t)-ap = (ap-6)(ap- 2). 

Donc 

Si x
n

 x.j, ,r
3 sont trois fonctions thêtafuchsiennes holomorpbes 

déterminent une courbe de degré 2p— k — 6 est d'ailleurs 

>(2/> —λ-6)(2/>—/ — 3), 

et la différence de ces deux nombres est ρ — 3 -- k. 
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de degré un n'ayant aucun zéro commun, la courbe S, décrite par 
Le point x.„ x3, est de degré 2(p — ι) : ses points doubles sont 
une courbe adjointe de degré i(p — ι) — 4> qul ne la coupe qu'en 
ces points. 

7-4. Pour les courbes S, de degré n, qui admettent des courbes 
adjointes d'ordre η — 4» les théorèmes du n° 16 sont remplacés par 
les suivants, qu'on démontrerait par une méthode analogue : 

Soit G une courbe adjointe à S, d'ordre η -+- q — 4 passant par les 
points non singuliers communs à S et à une courbe adjointe d'ordre 
η — 4 : les arguments des autres points (non singuliers) où cette 
courbe coupe S annulent une fonction thêtafuchsicnnc holomorphe 
de degré q, dont les derniers zéros sont les quantités α,, ..., otA, 
chacune au degré q de multiplicité. 

Inversement : 

Soit θ (s) une fonction thêtafuchsiennc holomorphe de degré q, 
admettant comme zéro multiple d'ordre q chacune des quantités 
α,, ..aA : les autres zéros de cette fonction sont les arguments de 
points de S situés, avec les points simples où S est coupée par une 
courbe adjointe quelconque d'ordre η — 4, sur une courbe adjointe 
d'ordre η -h q — ί\. 

75. En partant de ces propositions, on peut répéter les raisonne-
ments du § XI, en remplaçant simplement les courbes adjointes 
d'ordre η — 3 de la théorie générale par des courbes adjointes d'ordre 
η — 4; et les résultais géométriques du § XII subsistent sans modifi-
cation. 


