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APPLICATION DE LA THEORIE DES FONCTIONS FUCHSIENNES. ‘
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Application de la théorie des fonctions fuchsiennes

a Uétude des courbes algébriques ;

P M. G. HUMBERT.

1. M. Poincaré¢ a démontré qu'on peut toujours exprimer les coor-
données des points d’une courbe algébrique en fonction fuchsienne d'un
parametre : c’est ce résultat capital qui a servi de point de départ au
présent Mémoire, et nous a permis d’appliquer aux courbes de genre
uelconque les principes ct la méthode dont nous avons fait usage,
dans un autre travail, pour étudier les courbes de genre un.

On connait la relation intime qui existe entre la Géométrie sur une
courbe algébrique ct la théorie des intégrales abéliennes qui appartien-
nent & cette courbe : c'est Clebsch qui a mis le premier cette relation
en ¢vidence dans son beau Mémoire Sur Uapplication des fonctions
abéliennes a la Géométrie, publié¢ au Journal de Crelle, t. 63; il cst
revenu sur la question, avec plus de détails, dans ses Lecons sur la
Géométrie, recucillies et complétées par M. Lindemann.

Il résulte de ces travaux que le théoréme d’Abel et les éléments de
la théorie de Yinversion des intégrales abéliennes de premiére espéce
permettent de traiter, d’'unc maniére compléte, la question de l'inter-
section d’une courbe algébrique et d'une courbe adjointe quelconque,
et de résoudre, en particulier, dans le cas des courbes adjointes, le pro-
bléme dit des courbes de contact.

Pour les courbes non adjointes, il faut introduire en outre des inté-
grales de troisiéme espéce; la question se rattache alors au probléme
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de l'inversion ¢tendu, et Clebsch ne I'a pas traitée d'une manicére géné-
rale, au point de vue géométrique.

L’emploi des fonctions fuchsicnnes nous a permis de combler cette
lacune, sans recourir & la théorie des intégrales de troisicme espece :
nous avons d'ailleurs envisagé la question de lintersection d’une
courbe algébrique et d’une courbe quelconque, adjointe ou non ad-
jointe, & un autre point de vue que Clebsch.

Clebsch se préoccupait spécialement des relations qui lient les coor-
données des points d'intersection; nous avons, au contraire, examiné
cclles qui lient les parametres dont dépend I'équation de la courbe
stcante, soumisc & certaines conditions; ct nous avons pu ainsi, dans
le probléme des courbes de contact, donner non sculement les pro-
pri¢tés des systémes de points de contact, comme I'a fait Clebsch dans
le cas particulier des courbes adjointes, mais indiquer la forme de
'équation générale des courbes de contact, ct en déduire des pro-
priétés géomélriques de ces courbes elles-mémes.

Les cinq premiers paragraphes de notre travail sont consacrés al'ex-
position de quelques propriétés importantes des fonctions fuchsiennes
et thétafuchsiennes : en particulicr, on démontre au § Il une proposi-
tion purcment algébrique, relative aux zéros et aux infinis d’une fone-
tion fuchsicnne, proposition identique, au fond, au théoréme d’Abel, et
qui joue dans notre théorie le role que joue, dans la théorie des courbes
de genre un, le théoréme de Liouville sur les zéros ct les infinis d"une
fonction doublement périodique.

Dans les §§ VI-X, on exposc les principes de la représentation des
coordonnées des points d’une courbe & I'aide des fonetions thétafuch-
siennes, ¢t I'on étudie 'interscction d'une courbe de genre p et d'une
courbe adjointe. On est ainsi conduit & distinguer deux espéces de
courbes de genre p.

Dans les §§ XI-XII, on aborde la question de P'interscction d’'une
courbe de genre p et d’une courbe quelconque, et T'on traite le pro-
bléme général des courbes de contact.

On termine enfin par I'étude sommaire de quelques courbes spé-
ciales, des courbes hyperelliptiques en particulier.

2. Parmi les modes de représentation en fonctions fuchsicnnes,
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indiqués par M. Poincaré pour les coordonnées des points d'une courhe
de genre p, celui que nous avons adopté est le suivant.

Soit R, un polygone fuchsicn de la premiére famille de 4 p couds, ¢l
tel quc les cotés opposés soient conjugués : tous les sommets de ce po-
lygone apparticnnent alors & un méme cycle, ct I'on pourra supposer
que la somme de tous les angles de R, est égale & 2=. Un tel polygone
définit un groupe fuchsicn G, et il sera toujours possible de déterminer
les paramétres de ce groupe, de telle sorte qu’étant donnée une relation
algébrique quelconque f(x, y)=o0, on puisse poser x=F(3),
y =4%(3), F et 5 ¢tant deux fonctions fuchsiennes du groupe G.

Remarque. — Soient ab ct a, b, deux cdtés opposés de R,, tels que
les points @ ct b correspondent respectivement aux points a, ct b, ; il
résulte des travaux de M. Poincaré que, si I'on décrit le périmétre du
polygonc en partant de @ dans le sens ab, le coté conjugué sera par-
courn dans le sens b, «,.

I. — FoxcTioNs THETAFUCHSIENNES HOLOMORPHES
DU PREMIER DEGRE.

3. Soit ©(s) unc fonction thétafuchsienne de groupe G, holo-
morphe & I'intéricur du cercle fondamental, ct de degré m, c’est-a-dire

. 1s
telle que I'on ait, <z, &
VI +w

) étant une des substitutions de G,

(1) 9(?;::) =0(3) (vs + ©)*",

cn supposant A@ — pv =1.

Dans le cas que nous considérons, la somme des angles du poly-
gone R, ¢tant égale & 27, les sommets de ce polygone ne sont pas, en
général, des zéros de la fonction ©(5) : le nombre des zéros de cette
fonction dans Y'intérieur de R, sera, d’aprés unc formule donnée par
M. Poincaré, égal & 2m(p —1).

Bicn que M. Poincaré, en étudiant les fonctions qui satisfont a I'é-
quation (1), ait supposé¢ que m désignait un entier supérieur & I'unite,
la formule précédente, dont la démonstration ne s’appuie que sur la
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relation (1), est également applicable au cas m =1 : la fonction théta-
fuchsienne correspondante est alors du premier degré.

11 est facile de démontrer P'existence de fonctions thétafuchsicnnes
holomorphes de degré un, ct de donner une expression analytique de
ces fonclions.

Soient, cn cffet, z,, x,, z, trois fonctions thétafuchsicnnes holo-
morphesde degré m; posons x = :—:, y= g—: : les deux fonctions fuch-
siennes & et y seront liées par une relation algébrique f(x, y) = o,
«que nous écrirons aussi f(x,, &,, &,) = 0.

Il est ais¢ de déterminer le degré de cette relation. Soit & le nombre
des zéros communs aux trois fonctions x,, x,, x, : les fonctions z et y
auront, dans Ry, 2m(p — 1) — k infinis, ces infinis ¢tant d’ailleurs les

mémes pour les deux fonctions, ct, par suite, une droite
ar + by +c=

coupera la courbe f=o0cn 2m(p — 1) — k points : le degré de cette
courbe sera donc 2m(p — 1) — k.

Il n'existera, comme on le voit aisément, qu'un cas d’exception,
cclui ot les équations

x(3)=x(a), y(3)=y(a),

a désignant I'affixec d’un point quelconque intérieur & R,, auraient,
dans l'intéricur de ce polygone, d’autres solutions communes que la
solution 5 = a.

Si nous ¢cartons ce cas particulier, nous pouvons dire que la
courhe f:=o cst de degré 2m(p — 1) — k, ct qu’a un point de cette
courbe ne correspond, dans l'intéricur de R,, qu'unc seule valeur de
I'argument 5.

4. Ccla posé, considérons I'expression

L R

(2) 0(5)= Pixn) dr _ P(xy, 2y x3) ( dx, , d.t‘1>’

i ds —J:;,(xlv 4T J‘;) ds

ou P(z, y)cst le premier membre de I'équation d'une courbe de
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degré n — 3 [étant pos¢ 2m(p — 1) — k = n], adjointe & la courbe

f=o.

11 est clair qu’on a

(3) o(ﬁj::) =0(3) (vs + @)™,

Je dis d'ailleurs que 0(z) est holomorphe & I'intéricur de R, : on
voit cn cffet, par la dcuxiéme expression de cette fonction, qu'elle ne
peut devenir infinie que pour les valeurs de 5 qui annulent £,..

Or on a

w‘fll'c + x?ﬂi-l— x’/;‘a::: nf= 0,

dr,f;. d.z:,fr' dx,fh_ o,

dr . .
ry et = ne devenant pas infinis dans Uintérieur de R,, les valeurs de 5

(qui annulent £, vérifient les ¢quations
' ' - ar dr
0= fr,+ o fay Gt Tl

d.l’ d

el, par suite, annulent le déterminant 2, —* — 2, —- Z21, & moins gu’on

naitilafois £, = f, =f, =o.

Dans la premicre hypothese, le numérateur de 0 est nul, en méme
temips que le dénominateur, ctla fonction reste finie; dans la deuxi¢me,
deux cas pourront sc présenter

Ou le zéro commun des fonctions f,, f,,, f.. sera un des A zéros
communs & ¥y, &,, T3, ct 0(3) reste fini pour ces valeurs de z, comme
le montre la premicre expression de la fonction; ou le zéro commun
sera Pargument d’un point double de /, argument qui, par hypothése,
annule P(x,, ,, x,), et 0 reste encore fini.

Il résulte de cette discussion que 0(z) est une fonction thétafuch-
sienne du premier degré, holomorphe dans I'intérieur du polygone R,.

Cherchons maintenant quels sont, dans ce polygone, les zéros de la
fonction.

En partant de I'expression
P(x, y) dz
0(z) = =’
Journ. de Math. (4* série), tome II. — Fasc. I, 1886. 32
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et en remarquant que les infinis de f], c’cst-a-dire les infinis de x et
Y ou les zéros de z,, n’annulent pas 0(z), on voit que leszéros de cette
fonction seront :

1° Les zéros de P(«, y) n'annulant pas f,, c'est-d-dire ne corres-
pondant pas & un point singulier de /: leur nombre cst égal & celui des
points communs aux courbes P = o ¢t f= o, distincts des points sin-
guliers de cette derniére, c'est-d-dire & 2(p'— 1), p’ étant le genre de
la courbe f = o.

2° Les zéros de :—!g qui n’annulent pas f,. Or la rclation
dx . dy ,
'Z[;f P Fz"/ y—0

' . d ..
montre qu’un tel zéro, «,, doit annuler (7’;' ; donc, dans le voisinage du

point z = a,, x ety sc développent en séric de la forme

‘%'"_‘x"""'{%("";—xo)2 (%) “+...,
1 02
y=yo+3(y—yo)’<$¥> 4.
d’olt
S(@,y)=F (%o, y0) + A(@ — %, )* + B(y — yo)* +...,
/,'-=2B(y—-y.,)+...,

et f, s'annulera également pour 5= a,. Il en résulte que 6(s) n'a,
dans le polygone R,, que 2(p’ — 1) zéros.

Or une fonction thétafuchsicnne holomorphe du premier degré, de
groupe G, a, dans R,, 2(p— 1) zéros; on a donc p’= p, et la courbe
f=ocstdegenre p. Ainsi :

Trois fonctions thétafuchsiennes x,, %,, x;, de degré m, ayant k
séros communs dans le polygone générateur, et telles que les équa-
z,(5) — Zy(3) — Z3(3)
zy(2)  za(2)  z3(a)
solution que z = a, sont lices par unc relation algébrique homo-
géne f=o0 d’ordre 2m(p — 1) — k et de genre p.

Les arguments des points autres que les points singuliers, ou la

tions r’aient pas dans ce polygone d’autre
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courbe f= o est coupée par une courbe adjointe quelconque d’ordre
am(p —1) — k — 3, sont les zéros d’une fonction thétafuchsienne,
holomorphe dans le cercle fondamental et de degré un.

8. La courbe f= o, étant de genre p, admet p courbes adjointes
d'ordre n — 3, dont les équations sont linéairement distinctes : nous
pourrons ainsi, en partant de I'expression (2), former p fonctions théta-
fuchsiennes holomorphes et de degré un, 0,, 0,, ..., 0, qui sont évi-
demment lin¢airement indépendantes.

Je dis que toute fonction thétafuchsienne holomorphe de degré un,
8(s), cst fonction linéaire et homogéne des précédentes.

En effet, le rapport X2) | Gtant une fonction fuchsienne s’exprime
() |

dz
rationnellement en fonction de z et y (').
On peut donc écrire

dz P(x,
e(z)=£ (;’{.Y),

’(x, )) ¢tant unc fonction rationnelle. On démontrerait aisément,
comme dans la théorie des intégrales abélicnnes, que 0(z) ne peut
rester fini dans le polygone R, que si P est un polynéme entier ct la
courbe P = o une adjointe & la courbe f = o, de degré n — 3.

II. — PéEriobEs.

6. Soient 9,, 0,, ..., 0, p fonctions thétafuchsicnnes holomorphes
du premier degré, lin¢airement distinctes.

(') On aen effet, en désignant par « une fonction fuchsienne,
¢(u, ) =o, Y(u, y)=o,

¢ el § étant deux fonctions algébriques : u est donc une fonction rationnelle de
et de y, & moins qu'a des valeurs z(z), y () de z et y, correspondant & un méme
point de la courbe f=o, ne corresponde plus d’une valeur de «; ce cas ne peut
se présenter que si les équations 2 (5) =z (2), »(5) = y(«) ont, dans R,, T’autres
solutions communes que 5 = %, hypothése que nous avons écartée.
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Considérons 'intégrale

I= 0x(3) ds,

3, —_'——-) ¢tant une des substitutions du groupe G : cette intégrale a
V54w

une valcur indépendante de z, car

dl As+4p 1 -
ds — 0"(v:+m> vs+w) b(z)=o

cen vertu de (3).
Soient S,(5), S,(5) deux substitutions du groupe G : on a identi-
(uement

S 15, (3)

8§, (84(3) 8,1(3) ]
[ G ds= [ 0(s)ds+ f 0i(=) ds.

L s 8,21

Or la derniére intégrale est, d’aprés ce qui précede, égale i

f, " 0e(z) d=.

Il en résulte que, en désignant par S(z) une substitution quelconque
du groupe G, on aura

$(3)
)] f 0,(35) ds=mo,+m' v, +...+m*P-Nalr ",

3

m, m’, ... ¢lant des cntiers, ct w;, ©,,... désignant les valews de
Pintégrale correspondant aux 2p substitutions fondamentales de G,
c'est-a~dire aux substitutions qui transforment respectivement l'un dans
Iautre les cotés conjugués du polygone R,.

Si au licu de 04 on considére unc autre fonction analogue 0,, on aura
de méme '

5(3) .
f 0,(z)dzs=mw+m'w, +...,

s
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m, m'y ... ¢tant les mémes que dans la relation (4), puisque ces
entiers ne dépendent que de la maniére dont S est formée & I'aide des
substitutions fondamentales.

Les quantités oy sont évidemment les périodes de Pintégrale ahé-
licnne de premiere espécee

P.(x
—i(—.%!-l(lx.
Sy
III. — Zxros ET INFINIS DES FONCTIONS FUCHSIENNES.

7. Soit F(z) unc fonction fuchsienne quelconque d'ordre w., c'est-
a-dire ayant g zéros ct . infinis dans I'intéricur de R,.
I’intégrale

[ %(z)ds
I= F(s)— «’

ot u désigne unc constante arbitraire ct 0, unc fonction thétafuch-
sicnne holomorphe du premier degré, est nulle le long du périmétre
de R,. Soient en cffet @b ct @, b, deux cdtés conjugués de ce polygone,
As4p

v3 +

tels que, par la substitution (z, ), ab sc transforme cn a, b,.

D’aprés une remarque faite au n® 2, si 'on décrit le périmétre de R,,
apartir de @, dans le sens ab, on décrira le cdté conjugué de ab dans le
sens b, a,. La partic de I'intégrale relative & ces deux cotés sera done

i__f" 0k(s)ds (" 0x(5)d5
—J, F(3)—u - F(3)—u

Soit 3, le point de I'arc @, b, qui correspond au point 5 de I'arc ab.
On a

F(5))=F(z), W(z)=0(z)(vz+a), ds=ds(vs+o)?
et, par suite,

s N f Ok(z) ds _ Ok(:.,)d:, .
Y F(s)—u~ F(5)—u
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ce qui entraine i = o. On a donc aussi, le long du périmétre de R,
J=o.

En (.iésignantpar &,y Gyy. ..y oy les p zéros de F(5) — u compris dans
Pintérieur de Ry, il vient par suite

01("1)
F’(“l)

_ 0 (=)
0= +F, )+....

Or, si dans I'équation F(a) — « = o, on considére « comme une
fonction de «, on a
F'(a)de = du,
el, par suite,
o=0,(a,)dx,+ 0,(2,)day+....

Faisons varier ¢ depuis la valeur u considérée jusqu’a unce valeur o,

les zéros a, ... varicront d’une maniére continuc ct prendront finale-
ment les valeurs «, «,,...; on aura donc

(3) o =fm; 0x(ay) da, +fa; 0u(as)day+....

Il peut arriver que, dans leurs varialiom unc ou plusicurs des quan-
lités & sortent du polygone R, : si ), par exemple, est en dehors de ce
polygone, désignons par 3, le point corrcspondant dans R,.

Ona
j 0(s)ds = f “0a(s) ds + fs *04(z) ds.

Or la derniére intégrale est (§ I1) de la forme mo,+m'w,+....
Si donc ondésigne par §3,,f,,... les zéros de F(s) — o’ compris dans R,,
il vient

B B ,
f 0x(z ) ds +f 0u(z)dz +...= hoy + H'y+...,
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h, k', ... étant des entiers. En donnant successivement & & les valeurs
1,2,...,p, on obtiendra p équations de cetic forme, les entiers 4, 2/, ...
¢tant évidemment les mémes pour toutes ces équations On a ainsi

B
Ef 0,(s)ds=ho,+l e, +...+ h3P-NpEr,
(6\) ............................................... ([__,] 2,. “u‘)
'Ef OI'(‘)dﬂ-—hmp—i—h w -+ ,,+h(2P-l)w(2p n

Ces relations, si 'on se reporte & I'équation (2), reviennent mani-
festement au théoréme d’Abel, relatif aux intégrales de premiére
espece.

En particulier, on peut, dans les équations (6), supposer que «,,
%, ... sont les zéros, B,, B,, ... les infinis d’une fonction fuchsienne.

Le quotient de deux fonctions thétafuchsiennes holomorphes de
degré m cst une fonction fuchsienne : les équations (6) restent donc
vraics si I'on désigne par «,, ,, ... les zéros d'unc de ces fonctions,
par 3,,B,,... ccux de 'autre.

8. On peut déduire des équations (6) un théoréme dont nous ferons
souvent usage :

Toute fonction fuchsienne d’ordre p — k peut étre mise de k + 1
facons différentes sous la forme du quotient de deux fonctions thé-
lafuchsiennes holomorphes du premier degré.

Plus généralement :

Soient h fonctions fuchsiennes, d’ordre n, ayant mémes infinis,
et linéairement distinctes : st U'inégalité p + h — n > o est vérifice,
chacune de ces fonctions pourra se mettre, de p + h — n facons dif-
[férentes, sous la forme du quotient de deux fonctions thétafuch-
siennes holomorphes du premier degré.

En effet, F,,..., F,, étant & fonctions fuchsiennes d’ordre n, ayant
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les mémes infinis, $,, 8,,...,83, la fonction

f(:)-_—'—u|F4+u2F2+“'+"hFlc+uh+l’

ou u,, ... sont des constantes, a lesmémes infinis, ct I'on peut disposcr
de @,,... de maniére & I'annuler pour & valeurs quelconques de z,

Ayyeeny Mo Soient @y, ...y s los n — h autres zéros de cette fonction.
Ona

Ak e ta-h
/.e. 0x(5)dz +...+fm+|0,,(:)ds +...+jpl 0,(5) ds = const.
(k=1,2,...p);

d’ou, en dérivant successivement par rapport aux quantités variables
Ry oens My

o In—s
(7) 0 + 0u(p) G + - F0u(pacs) St =0,

(70i5) B+ 0(p) P+ =0, (k=1,2,...p),

.....................................................

Soit, pour fixer les idées, p — n+ h = 2 : les quantités g sont au
nombre de p — 2; les équations (7) étant en nombre p, on en conclut
que les déterminants formés avec p — 1 lignes quelconques du Tableau

0.(0) 0u(i) 0(pra) -ov 0i(p-a)
0,(A) Oy(py) oveen. cee e

.............................

sont nuls; en vertu des relations (7 bis), etc., on obtient de méme des
résultats nuls, en remplacant dans la premiére colonne de ce Tableau 2,
par Ay Ay, «. oy Ay 11 en résulte que les deux fonctions thétafuchsiennes
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holomorphes, de degré un ct linéairement distinctes,

0,(z)  0i(w) 0,(ptp-2)
o(z)=| B )
0ps(5) Opoe(h) wov ceverees
0,(z)  0,(w) 0,(p-2)
v=| NN
0,(z)  0,(@) v eeinns

s‘annulent pour 3 =12,, .

cor My fhyy ooy Ppoae

0(z) 0'(s o . o e
Les rapports f((_'))’ }é:—? sont ainsi holomorphes dans l'intéricur du
polygone Ry, et ce sont évidemment des fonctions thétafuchsiennes du
premier degré, 0, ct 0,. On a donc

0¥
f@) =5 =g

Une telle égalité subsiste, quelles que soientles constantes u,, u,, ...
et, en particulier, si clles sont toutes nulles, sauf une, c’est-a-dire
si f(5)seréduit a I (3), Fo(3), ..., Fi(3). C. Q. F. D.

9. Les équations (6) montrent qu'on ne peut pas se donner arbi-
trairement les zéros ct les infinis d’une fonction fuchsienne; p de ces
(uantités sont déterminées par les autres.

De méme onnepourra choisir arbitrairement plusde 2m(p—1)—p
des 2m(p — 1) zéros d'une fonction thétafuchsienne de degré m.

Il existe pourtant un cas d’exception : pour le découvrir, supposons
qu'on puisse former une fonction thétafuchsienne holomorphe de de-
gré m s’annulant pour 2/ ( p —1) — p + 1 zéros arbitrairement choisis,
My Ay e .

Soient ., g, .. .y [k les p — 1 autres zéros; on aura, en différen-
tiant successivement par rapport aux variables A les équations du

Journ, de Math. (f* série), tome II. — Fasc. 1II, 1886, 33
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théoréme d’Abel

*1 0p-
(8) 0= 0u(\)+ Ou(iw) 98 koo 04y VB (k=1,200p).

r . [} [ (){J-
Les équations (8) ¢tant au nombre de p ct les quantités gy, Au nom-

bre de p — 1, le déterminant de ces équations est nul, et, par un rai-
sonnement identique & celui qu'on a fait plus haut, on voit que tous
les zéros de la fonction thétafuchsienne de degré me considérée annu-
lent une fonction thétafuchsienne holomorphe de degré un. On a
donc m =1.

Cette condition nécessaire est aussi suffisante, car une fonction the-
tafuchsienne holomorphe du premier degré étant de la forme

a0, +a0,+...+ a,l,

pourra avoir p — 1 zéros quelconques, ct les autres zéros, détermines
par les précédents, sonten nombre 2(p —1)—(p—1)=p —1.

IV. — FoNCTIONS THETAFUCHSIENNES HOLOMORDHES.

10. On peut déduire de ce qui précéde le nombre M des fonclions
thétafuchsiennes holomorphes de degré m, linéairement indépendantes,
c'est-a-dire le nombre de ces fonctions au moyen desquelles tontes les
autres s’expriment linc¢airement.

On aura évidemment, puisqu'une telle fonction a 2m(p — 1) zéros
dans I'intérieur du polygone R,, et que p de ces zéros sont déterminés
en fonction des autres par les relations (6)

sMizm([)-—— —p+1;
ou

(9)
' Ms(am —1)(p—1).

D’un autre coté, trois fonctions thétafuchsiennes holomorphes, de
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degré m, x,, x,, xy, n'ayant aucun zéro commun, sont lices par unc
relation algébrique f(=,,x,,2,)=o0, de degré 2m(p —1)ou n, ct
de genre p (§1I). Une courbe P = o, dc degré n — 3, adjointe a la
courbe f = o, coupe cctte derniére aux points singulierseten2(p — 1)

autres points; par ces points et les points doubles de f = o, dont le

nombre cst égal a ("——_J)—:L‘:-i)- — p, faisons passer des courbes de

degré n — 2 : leur équation générale renfermera, sous forme linéaire
et homogéne, un nombre de paramétres arbitraires au moins égal i

n—p+i=(2m-—1)(p—1).

Soit C; = o I'équation de I'unc d’entre elles : la fonction de 3

A~ _05[1‘1(2),.2‘,(2), xl(z)]
0:(2)= Pl2(3), 24(5), 23 (5)]

est ¢vidlemment une fonction thétafuchsienne de degré m; clle est
d’ailleurs holomorphe dans le polygone R,, puisque, par hypothése,
les zéros du dénominateur annulent le numérateur. On pourra former
ainsi (2m —1)(p — 1) fonctions thétafuchsicnnes holomorphes de
degré m : je dis qu’elles sont lin¢airement indépendantes.

S'il existait en effet une relation de la forme -

2 a; e,' =0,
on en tirerait

2a,Cfx,(3),...]=0

et, par suite, la fonction Za,C;(x,, ,, x,) s'annulant en tous les points
de la courbe f=o, on aurait identiquement, quels que soient x,,
Lyy Lgy

zaici(mn Ly xa) = Af,

A désignant un polyndme entier en z,, 2,, x, ; mais les polyndmes C;
¢tant de degré n — 2, et f de degré n, A est nul, ct I'on arrive ainsi a
une relation linéaire et homogénc entre les polyndmes C;, ce qui est
contraire & 'hypothése.



254 G. HUMBERT.

On a donc
M2(am —1)(p —1)

ct, par suite, d’aprés (g),

(10) M=(2m —1)(p—1).

Cette formule n’est pas vraie pour m = 1, parce que I'inégalité (9)
n’est plus exacte : p — 1 seulement des zéros sont alors déterminés par
les autres comme on I'a vu au n°9. On a dans ce cas M = p.

11. 11 résulte de la valeur de M pour m > 1 qu'on peut toujours
former unc fonction thétafuchsienne holomorphe de degré m ayant
pour zéros 2m(p —1)— p quantités choisics arbitrairement; les p
autres zéros sont liés aux précédents par les p ¢quations (6).

Pcut-on en déduire qu'inversement 2m(p — 1) quantités satisfai-
sant & ces équations sont les zéros d’unc fonction thétafuchsicnne holo-
morphe de degré m? Pour quc cctte conclusion soit légitime, il faut
¢videmment démontrer que, les valeurs A de 2m(p — 1) — p de cos
(uantités étant données, les équations (G) fournissent, pour les p
autres g, un scul systéme de valcurs, ou, s'ils en fournissent plusicurs,
qu’il cxiste toujours une fonction thétafuchsienne holomorphe de
degré m s'annulant pour les valeurs A données ct pour les valeurs w
d'un des systémes correspondants.

Nous sommes ainsi conduit & la discussion des équations

fahok(:)dz+f}10,,(z)d:+...

(6) [’ ’ Wp
+fp. Ok(:)d:+...+fp” 0,(z)ds=how,+... (k=1,2,...,p).

@yyeery Byyeeey Bp désignent les zéros d'une fonction thétafuchsienne
holomorphe et de degré m, donnée, ct quelconque d’ailleurs.
On obtient, en différentiant, les équations aux différentielles totales

0 =d)\0;(\) +dh0(Aa) +. .. dpp, 0p(ry) +. . .+ dpp 04 (1)
(k=1,2,...,p).
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On démontrerait sans difficulté, en suivant la marche adoptée par
M. Briot pour la discussion des équations différenticlles abéliennes,
qui sont, au fond, identiques aux précédentes, que les relations (6)
fournissent généralement, si A, Ay, ... sont donnés, un seul systeme
de valeurs de p,, ..., p, : toutefois, pour certains systémes spéciaux
de valeurs des A, s des quantités p, gy, ..., @, peuvent étre choisies
arbitrairement ; les autres sont déterminécs sans ambiguité en fonction
des précédentes et des quantités A. w,, ..., 4, sont alors des zéros
de s fonctions thétafuchsicnnes holomorphes de degré un, linéaire-
ment distinctes.

Or nous verrons plus loin (§ VIII) que, dans ce cas, on pcut former
s + t fonctions thétafuchsiennes holomorphes de degré m s’annulant
pour 5 = A,, Ay, .... On pourra donc former une telle fonction s’annu-
lant cn outre pour 5=, thy, ..., s, €t les autres zéros de cette fonc-
tion scront nécessairement, d’aprés (6), les quantités fy, iy ...y fp

Il est donc permis d’énoncer la proposition suivante :

Si 2m(p — 1) quantités ,,2,, ... satisfont aux relations

sx |ea
[0(z)dz + [0(s)dz 4 = byt
(k=1,2,...,p),

ot By, Byy ... soni les séros d’une fonction thétafuchsienne holo-
morphe de degré m, il existe toujours une semblable fonction ad-
metlant pour séros les quantités ., a,, . ...

Remarque. — Dans le cas de m > 1, on pourra toujours, en vertu
de la formule (10), former s fonctions thétafuchsicnnes holomorphes
de degré m, linéairement distinctes, ayant pour zéros

2m(p—1)—p—58-+1
quantités données, et en général on ne pourra en former que s.

Mais il peut se présenter des cas d’exception que nous étudierons plus
loin au point de vue géométrique; nous nous bornerons & énoncer pour
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l'instant la proposition suivante, qui se déduit immédiatement du théo-
véme dun® 8.

St s+ p fonctions thétafuchsiennes holomorphes de degré m,
linéairement distinctes, ont 2m(p — 1) — p — s + 1 3éros communs,
elles sont, de p maniéres différentes, proportionnelles @ des fone-
tions thétafuchsiennes de degré un.

V. — ExPRESSION DES FONCTIONS FUCHSIENNES A L'AIDE DES FONCTIONS
THETAFUCHSIENNES HOLOMORPHES.

12. Soit IF(z) unc fonction fuchsienne d’ordre 7, admettant les zéros
%,y %y« vy &, et les infinis B,, B,, ..., B

Proposons-nous de mettre F(z) sous la forme du quotient de deux
fonctions thétafuchsiennes holomorphes.

Il est d’abord évident que ces deux fonctions devront, en général,
avoir des zéros communs; car, s'il en ¢tait autrement, on aurait, cn
désignant leur degré par w, 2 =2w(p —1), et n serait divisible par
2(p—1).

Supposons n compris entre les nombres

2(m—1)(p—1) et 2p(p—1);

deux cas seront i distinguer suivant le signe de la différence

2p(p—1)—n—p.

Premier cas : 2p(p —1)— n—pZo. — On pourra former une
fonction thétafuchsienne holomorphe, de degré g, 6, ayant pour zéros
les ‘n quantités §,,8,, ..., 8, ct 2i(p — 1)—n — p autres quantités
qu'on peut choisir arbitrairement, A, Ay, ...; nous désignerons par
21y Pay -+ Pp les p derniers zéros de 6(s).

Je dis maintenant qu’on peut former une autre fonction holomorphe
de degré @, 6,(z), ayant pour zéros :

1° Les n zéros de F(3), «,, a,, ..., a,;

2° Les2am(p —1) = n— p quantités A, &,, ...;

3° Les p quantités p,, py ..., pp.
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Il suffit cn effet de démontrer, puisque B, ..., Buy Ay Ay ooy
#1y .oy 3p sONt les zéros d'une fonction thétafuchsienne holomorphe de

degré w, qu'on a les relations

.[f'o‘,(:)dw...+faﬁ"ok(z)dz+£)“ok(;)dz+,,_

. P
-!-f? Ok(z)dz+...+f FO,,(z)dz:hw,‘-i-...
P Pp

(k=1,2,...,p)

ou

3 Ba
[ 0@z [0(z)ds = hoyr.

Or ces derniéres relations sont vérifiées, puisque par hypothése

%4y +evy %, SONL les zéros, B, ..., B, les infinis d’une fonction fuchsienne

: . : ) : . .
I(z). La fonction fuchsiennc 3 (z)aura par suite mémes zéroset mémes

infinis que F(z), dont clle ne différera que par un facteur constant.

Second cas : 2p.(p —1)— n — p<o. — En ce cas, il scra géné-
ralement impossible de mettre F(z) sous la forme du quotient de deux
fonctions thétafuchsiennes holomorphes de degré ; mais on pourra
cmployer deux fonctions de degré @+ 1: en vertu du raisonnement
précédent, il suffit, pour le démontrer, de vérifier la condition

2(p+1)(p — 1) = n—p2o

ou

izy.(p—» 1)—n+p—22o.

Or celte inégalité est vraie, puisque par hypothése 2 est inférieur
d ap(p—11) et que p cst au moins égal & 2.
En ce cas, on aura

0, ct O étant deux fonctions thétafuchsiennes holomorphes de¢ degré
w+1, ayant 2(p +1)(p —1)— n zéros communs, parmi lesquels
2(p +1)(p — 1) — n — p peuvent étre choisis arbitrairement.
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Considérons maintenant deux fonctions fuchsiennes, F et F, ayant
mémes infinis : il résulte de ce qui précéde qu'on pourra les mettre
sous la forme

6,, 6, 6 étant des fonctions thétafuchsiennes holomorphes.

Remarque. — Les raisonnements précédents montrent que, si »
quantités « sont lides & n quantités 3 par les relations

3- ﬂn
[T0@) s+t [0(z)ds = Byt W+
L Xn

on pourra former une fonction fuchsicnne d’ordre » admettant les
quantités § comme zéros ct les quantités « comme infinis. 1l est clair
d’ailleurs qu’on ne peut, & un factcur constant pres, en former qu'unc
seule.

VI. — ExXPRESSION DES COORDONNEES DES POINTS
D'UNE COURBE ALGEBRIQUE.

13. Les coordonnées des points d’unc courbe algébrique de genre p
peuvent, comme I'a montré M. Poincaré, s'exprimer cn fonction fu-
chsiecnne d’un paramétre, le polygone R, générateur ayant 4 p cotés
ct ¢tant déterminé comme nous 'avons rappelé. On pourra toujours,
par un choix convenable des axes de coordonnées, faire en sorte que
les fonctions fuchsicnnes de s qui représentent les coordonnées .«
et y aient mémes infinis; soit z leur ordre commun.

Nous supposerons que les équations 22 = 2(2) — 1 yony, daus
PP 1 1 2]~ ¥ () ’
le polygone R,, d’autre solution commune que la solution s =« : la

courbe S, décrite par le point (z,y), cst alors de degré n (§1).
Soient

a(p—1)(p—1) et ap(p—1)

les deux multiples consécutifs de 2(p — 1) qui comprennent 2. On
pourra, d’aprés les résultats du paragraphe précédent, mettre x et -
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sous la forme
9,
L= —) _)" = -(-_;;
les fonctions thétafuchsicnnes holomorphes 6, 6,, 6, étant de degré u
ou . + 1 suivant le signe de la quantité 2 (p — 1) — n — p.
Silona

au(p—1)—n—pZo,

les coordonnées des points d'une courbe de degré n et de genre p
pourront, cn coordonnées homogeéncs, étre représentées par trois fonc-
tions thétafuchsiennes holomorphes de degré w; on ne pourra em-
ployer, cn aucun cas, pour cette représentation, des fonctions de degré
w — 1, parce que le degré d’unc courbe ainsi définie scrait au plus égal
a 2(p — 1)(p — 1), quantité inféricure a n par hypothése,

Sil'on a

2(p—1)—n—p<Lo,

les fonctions thétafuchsiennes holomorphes de la représentation seront,
cn général, de degré g + 15 toutefois, pour certaines courbes spéciales
de degré n, on pourra cmployer des fonctions de degré p, puisque, par
hyvpotheése, 2u(p — 1) est ¢gal ou supérieur & n.

Il en résulte que les coordonnées z,, x,, =, des points d’une courbe
algébrique de genre p pourront se mettre sous la forme
. ; ;7 (') . . .
(R) x;= a:”el + a;(;”ez +...+ a(;p»mp-ne(ﬂp,—ﬁ)(p—l) (t=1,2,3),
o,, 6, ... désignant (2. —1)(p —1) fonctions thétafuchsiennes
holomorphes de degré p linéairement distinctes; et af’, ... des con-
stantes.

Inverscment, toute courbe représentée par des équations de la forme

(R) sera du degré 2u(p — 1) — k, k désignant le nombre des zéros
communs aux trois fonctions x,, x,, &3, & condition toutefois que les
¢quations

B)=2(), 2()=2(x)

n’aient dans R, d’autre solution commune que 5 = 2.

Journ. de Math. (4 séric), tome II. — Fasc, 1l 1886. 34
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La courbe, en ce cas, sera de genre p, comme il résulte des considé-
rations développées au § I.

VII. — INTERSECTION D'UNE COURBE DE GENRE p
ET D'UNE COURBE ADJOINTE.

14. Soient z,, x,, x, trois fonctions thétafuchsiennes holomorphes de
degré p ayant k zéros communs. Proposons-nous d’étudier la courbe S
décrite par le point (z,, z,, ;).

Nous avons fait ’hypothése que les équations

BH=Dw, (=)

n‘ont, dans l'intérieur du polygone générateur de 4p cotés, R, pas
d’autre solution commune que 3 = « : cette hypotheése ne restreint pas
la généralité, car on démontre sans grande difficulté que, si elle n'es
pas vérifiée, la courbe S est de genre inférieur & p; les coordonnées de
ses points peuvent donc s'exprimer i 'aide de fonctions thétafuch-
siennes de genre inférieur a p (*).

) On peut s’en rendre compte de Ia maniére suivante. Supposons que la con-
S pe ! - com] Pl q
dition dont il s'agit ne soit pas remplie, et qu’a un point de la courbe S corres-
pondent, dans R,, deux valeurs, par exemple, de I'argument s. Si

P(zy, oy, x)=0

est 'équation d’une courbe de degré n — 3 adjointe a S, on voit, comme au § 1.
que la fonction .
0(s) = D{0 Ty 23) 2, g, i’i’;‘)
Sy s ds
est une fonction thétafuchsienne holomorphe de degré un, avant par suite
2(p —1) zéros dans R,. Or parmi ces zéros figurent les valeurs qui annulent I’
sans annuler £}, c'est-a-dire les arguments qui correspondent aux points non sin-
guliers ot P coupe S. Si p’ est le genre de S, ces points sont en nombre égal i
2(p'—1) et les arguments correspondants sont au nombre de 4(p'—1). On a
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Nous supposerons de plus que les fonctions x,, &,, #s ne sont ni de
degré un, ni, ce (ui revient au méme, proportionnelles & des fonctions
thétafuchsicnnes holomorphes de degré un : nousaurons a étudier en-
suite le cas ou il en serait autrement.

Dans cette hypothése, je dis qu'il n’existe que (2. — 1)(p — 1) — A&
fonctions thétafuchsiennes holomorphes de degré ., linéairement dis-
tinctes, et s'annulant pour les valeurs a,, a,,. .., des k zéros com-
muns i x,, x,, r, : en cffet, s'il existait davantage, x,, z,, r, seraient
proportionnels & trois fonctions thétafuchsiennes holomorphes de
degré un (§ IV, Remarque).

De méme, il n'existe que [2(ph +p) -- 1](p — 1) — hk fonctions
thétafuchsicnnes holomorphes de degré ph + p linéairement distinctes,
ct admettant au degré de multiplicité & chacun des k zéros a,,... 03
car, s'il en existait un plus grand nombre, on voit qu'en désignant
par 8, une fonction thétafuchsienne quelconque holomorphe de degré ¢,
les fonctions z% 6,; 2}~ z,0,; z} ' ,8,, qui admettent & fois chacun
de ces zéros, seraient proportionnelles a trois fonctions de degré un; il
en serait parsuite de méme de x,, Iy, x;.

15. L’étude des systémes de points communs & une courbe algeé-
brique et & ses courbes adjointes constitue une des théories les plus
importantes de la Géométrie sur une courbe; elle repose, comme I'a
fait voir Clebsch, sur le théoréme d’Abel relatif aux intégrales de
premiere espece.

L’emploi des fonctions thétafuchsiennes va nous permettre de re-
trouver simplement la plupart des résultats connus de cette théorie, et
d’cn démontrer de nouveaux.

Dans tout ce qui suit, nous désignerons par S la courbe de genre p
et de degré n= 2u(p —1) — k décrite par le point z,(3), 2,(3),
«3(3); par a,,. .., les k zéros communs & z,, z,, z,.

Les propositions suivantes mettent en évidence la relation simple

donc
. 4(p' —1)Sa(p—1),
et par suite
p<p
dés que p dépasse 1.
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qui lie la théorie des zéros des fonctions thétafuchsiennes et celle de
Pintersection d’unc courbe algébrique avec ses courhes adjointes.

1. Soit C une courbe adjointe a S d’ordre n + g — 35 les argu-
mends des points, autres que les points singuliers, communs a celle
courbe et & S, annulent une fonction thétafuchsienne holomorphe
0(s), de degré p.q +1; les autres séros de cetle fonction sont les
quantités a,. .., %, chacune au degré q de multipliciié.

Inversement :

Soit B(s) une fonction thétafuchsienne holomorphe de degrdé
wq + 1, admetiant comme 3éro multiple d’ordre q chacune des quan-
lités 2, . .., % les autres séros de cette fonction sont les arguments
des points, autres que les points singuliers, ot la courbe S est coupée
par une courbe adjointe de degré n + q — 3.

En effet, C(x,,x,,«;) = o étant ’équation d’unc courbe adjointe
de degré n + g — 3, les arguments des 2(n + ¢ — 3) points ol cette
courbe coupe S annulent la fonction C[x, (3), z,(3), ,(5)], qui admet
de plus les zéros ,,. .., %, chacun au degré n + ¢ — 3 de multiplicité.
Cette fonction n’a pas d’autres zéros dans le polygone R,, car ccun
dont nous venons de parler sont en nombre ¢gal &

nn+qg—3)+k(n+qg—73).
c’est-a-dire 4

2u(n+q—3)(p—1):

or la fonction C[z,(3),...] est de degré p(n +¢ — 3) ct a par suite
2u(n +q — 3)(p — 1) zéros dans le polygone R,.

Cela posé, soit I’=o IP'équation d’une courbe quelconque
d'ordre n — 3, adjointe & S, et coupant cette courbe en 2(p —1)
points, distincts des points singuliers, dont les arguments vérifient la
relation 0(3) = 03 0(s) ¢tant unc fonction thétafuchsienne holomorphe
du premier degré (§ 1).

Posons

L)
00 = Pz 16
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La fonction ©(z) est évidemment une fonction thétafuchsienne de
degré w(n +q —3) + 1 — p(n — 3) = g + 1, dontles zéros, d’apres
I'expression précédente, sont les zérosde C[,(3), ...] qui n’annulent
pas P[z,(3),...], c'est-a-dire les arguments des points non singuliers
ou C coupe S, ct les quantités «,, ..., &, chacune au degré ¢ de mul-
tiplicité. Elle est d’ailleurs holomorphe, puisque les zéros du dénomi-
natcur annulent le numérateur : les arguments des points non singu-
liers ou C coupe S et les quantités «, ..., @, prises au degré ¢ de
multiplicité, sont donc les zéros d’une fonction thétafuchsicnne holo-
morphe de degré pg + 1. C. Q. F. D.

Pour démentrer la réciproque, considérons ainsi toutes les courbes
adjointes & S de degré n+ ¢ — 3 et les fonctions C[z,(z), ...] corres-
pondantes, nous obtenons une infinité de fonctions 6 (3). Cherchons
combicn de ces fonctions sont linéairement distinctes.

Les courbes d’ordre n + ¢ — 3 adjointes & S et dont les équations
sont linéaircment distinctes sont en nombre au moins égal i

i(n+gqg—2)(n+qg—1)—[5(n—1)(n—12)~—p]
=ng+p—1+3(g—1)(g—2);

soient C, =0, C, =0, ... lcurs équations.
Parmi les courbes figurent ¢videmment celles dont I'équation est

0=2S89,.3

%~y désignant un polyndéme quelconque d'ordre g — 3, homogéne

(9 —=0(g—
2

2 , .
en z,, &y, Z,. Ce polyndme renfermant ) coefficients arbi-

traires, I'¢quation précédente fournit un nombre égal de courbes ad-
jointes d'ordre n + ¢ — 3, linéairement distinctes, que nous choisirons
pour les courbes

qu+p =0, qu+p+| =0, cesy C = 0.

ng+p-1t+ ;-(q—l o2

Or si, dans l'expression de 6 (), on remplace C par S9,_,, on trouve
un résultat nul, puisque S[z,(s), ...] = o : il ne nous reste ainsi que
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nq + p —1 fonctions 0(z), formées avec les premiers membres des
équations des courbes C,=o, ..., Cpyipy =o. '
Je dis que ces fonctions 8(z) sont linéairement distinctes.
En effet, par suite de ce qui précéde, il n'existe pas, entre z,, z,, 2,
de relation identique de la forme

a, CI + a2C2 + oot Qpgypy qu+p-| = S??

a,, ... étant des constantes et ¢ un polynéme de degréqg — 3 en x|,
Zyy @y, Or, si1'on avait une équation de la forme

a,0,(z) +a,0,(z)+...= o,
c’est-3-dire

a,C|z,(2), ...} +a,C[z,(3),...] +... =0,

on en déduirait que la fonction @, C,(x,, z,, ;) + ..., quis’annule en
tous les points de la courbe S, est divisible par S(x,, z,, z, ); on aurait
ainsi

a,C,+ a,C,+... =Sy,

relation que nous savons étre impossible.

On obtient donc, par le procédé indiqué plus haut, ng + p — 1 fone-
tions thétafuchsiennes holomorphes de degré g + 1, linéairement in-
dépendantes, et admettant au degré ¢ de multiplicité chacun des zéros
Ry veny Ope

Or les fonctions thétafuchsiennes holomorphes de degré g + 1 qui
admettent ¢ fois ces k zéros sont en nombre au moins égal &

[2(pg+1) —1](p—1) — kg
=(2pg+0)(p—)—gql2p(p—1)--n]l=ng+p--1.

Elles ne sont pas en nombre supéricur, ainsi qu’on I'a dit plus haut,
puisque z,(3), ,(3), z,(3) nc sont pas proportionnels & trois fonc-
tions thétafuchsiennes holomorphes de degré un.

Il en résulte :

1° Que, par les points singuliers de 5, on ne peut faire passer que
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ng +p —1+1(qg —1)(q - 2) courbes adjointes d’'ordre n+ g — 3
dont les équations soient linéairement distinctes;

2° Que les zéros d'une fonction thétafuchsienne holomorphe de
degré p.g + 1, qui admet ¢ fois chacun des zéros a,, ..., &, sont les
arguments des points non singuliers ot S est coupée par une courbe
adjointe d’ordre n + ¢ — 3. C. Q. F. D.

16. On démontrerait, en suivant une marche identique, les propo-
sitions suivantes, qu’on pourrait d'ailleurs déduire directement des
précédentes.

II. Soit C une courbe adjointe & S d’ordre n + q -3, passani
par les2(p — 1) points non singuliers communs a S et & une courbe
adjointe quelconque d’ordre n — 3; les arguments des autres points
(non singuliers) oi cette courbe coupe S annulentune fonction théta-
fuchsienne holomorphe de degré p.q, dont les derniers zéros son!
les quantités a,, ..., a, chacune au degré q de multiplicité,

Inversement :

Soit ©(3) une fonction thétafuchsienne holomorphe de degré pg,
admettant comme zéro multiple d’ordre g chacune des quantités
a,, ..., 03 les autres zéros de cetle fonclion sont les arguments de
points de S, situés, avec les a(p — 1) points ot S est coupée par une
courbe adjointe quelconque de degré n — 3, sur une courbe adjointe
d’ordre n + g — 3.

VIII. -— Des GROUPES DE POINTS SUR UNE COURBE ALGEBRIQUE.

17. Considérons toutes les courbes adjointes d’un degré donné, qui
passent, en dehors des points singuliers, par un certain nombre de
points fixes de S; elles déterminent sur cette courbe, par leurs inter-
sections mobiles, des groupes de points dont I'étude constitue I'objet
principal de la Géoméirie sur une courbe algébrigque.

Soient 8, B,, ..., Bas My Ayy oo, My les arguments des points de deux
de ces groupes : on a évidemment, en se reportant au théoréme I du
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§ VI et aux résultats du § 111, les relations

)l )w )\h
O,’ ds 0" 3)ds PN 0,- dz =1 i I "-9'-
L (3) +fp, (z)ds + +fm (3)ds = lo; + l'v

(i=1,2,...,p).

Inversement, les relations précédentes peuvent servir & définir les
groupes de points indépendamment des courbes adjointes qui les tra-
versent : si A quantités B, ..., B, sont lides & A quantités X, ..., X,
par des ¢quations de cette forme, nous dirons que le groupe A, ..., A,
est équivalent au groupe B, ..., B4

D’aprés cette définition, deux groupes équivalents & un troisicme
sont équivalents entre cux.

Nous dirons qu'un groupe B, ..., B, est résiduel du groupe
31y - - -y Bs, par rapport & unc courbe adjointe C,, siles points d’argu-
ments B, ..., B, B, ..., By constituent le systéme complet des inter-
sections de la courbe S avee une courbe adjointe de degré ¢, les points
singuliers exceptés (*).

Le théoréme fondamental de la théoric des groupes est connu sous
le nom de théoréme du reste; il peut s'énoncer ainsi :

Si deux groupes sont résiduels par rapport a une courbe C,, un
groupe quelconque équivalent au premier est également résiduel
d’un groupe quelconque équivalent aw second.

Soient, en effet,

(8) et (§’) deux groupes résiducls par rapport & une courbe C, .,
() un groupe équivalent & (B);
(%) un groupe équivalent & (8').

On a
1=h A\
Zf 0:(z)ds = lw; + Lw)+... (i=1,2,....p),
j=1 Bi
=4 'Y
2/?: 0,(z)ds =mw;,+m'w, +... ({=1,2,...,p).
=1 i

(') Cuesscr, Legons sur la Géométrie; trad. Bexost, t. II, p. 13~.
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D’un autre coté, les groupes (B) et (3') étant résiduels, on a, en dé- .
signant par ¥,, Yay «««y Yas i1 +++s Ya' l€s arguments des points com-
muns & S et & une courbe adjointe G, (§ Il et VII):

Zf 0:(z )dz+2f 40(z)de_nw,+nco+ (i;[,z,...,p),

j=t Y f
d’ott

j=h

Y j=
ZI 0,(z)ds + kae(z)d:.':aw,-—nl—a’m}-f—... (f=1,2,.,p).

=1 Yi i

Or on sait (§ VII) qu’il existe une fonction thétafuchsienne holo-
morphe de degré pg + 1, admettant comme zéros les quantités y; et
Y,» et ayant comme zéro multiple d’ordre ¢ chacune des quantités
%y + ..y 0 ¢ 1l résulte de I'équation précédente qu'on peut former une
fonction thétafuchsienne holomorphe de degré p.g + 1, ayant les mémes
zéros multiples d’ordre g que la précédente, ct admettant comme der-
niers zéros les quantités A; et A; (n° 11), En d’autres termes (§ VII,
th. I), les groupes (1) et (A") constituent I'ensemble complet des in-
tersections de S ct d’'une courbe adjointe de degré n + g — 3, les
points singuliers exceptés : ils sont donc résiduels par rapport a une
courbe C,.4_,, ¢, Q. F. D.

18. Dans un systéme de groupes équivalents nous distinguerons,
avec Clebsch ('), deux éléments importants :

1° Le nombre h des points d’un groupe du systéme;

2° La multiplicité r du systéme, c’est-a-dirc le nombre des points
d'un groupe qu’on peut se¢ donner arbitrairement.

Nous désignerons un tel groupe par gj.

Les arguments des points d’un groupe étant liés par p relations, on
ne peut, en général, se donner arbitrairement que & — p de ces points,
ct par suite, en général, onar=~"h — p.

(') Curesscu, Legons sur la Géométrig; trad. Bevoist, t. 11, p. 136,
Journ. de Math. (4¢ sério), tome 11, — Fasc. 111, 1896, 35
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Mais il pourra se faire qu'on ait » = A — p + p, el nous dirons dans
ce cas que nous sommes en présence d'un systéme spécial d’indice ¢.

19. D’une manitre générale, d’aprés la remarque du § V, P'étude
des groupes équivalents & un groupe donné 8, ..., B, est identique &
I'étude des zéros des fonctions fuchsiennes qui admettent les infinis
B,y ...y B4; car on peut former une et une seule fonction fuchsienne
ayant pour infinis les arguments des points d'un groupe, ct pour zéros
les arguments des points d’un groupe équivalent.

D'un autre coté, les fonctions fuchsiennes ayant mémes infinis sont
¢videmment des fonctions linéaires ¢t homogénes d'un certain nombre
d’entre elles, et ce nombre est précisément égal au degré de multiplicité
du systéme auquel appartient le groupe considéré, augmenté de 1.

On peut donc dire, en désignant les fonctions fuchsiennes dont il
s'agit par f,(3), fa(3), ...y frxi(3), que les arguments des points d'un
groupe équivalent au groupe (B) sont les zéros d’unc fonction de la
forme

[ =a fi(GY+a, f,(3)+...+ ., [fr.\(3)

el réciproquement. Dailleurs, on doit retrouver parmi les groupes
ainsi déterminés le groupe (3) lui-méme, ct, par suite, I'une des fone-
tions f(z) devra avoir pour zéros B3, ..., B, : comme elle admet déja
ces quantités pour infinis, elle sera ¢gale & une constante; nous pour-
rons donc supposer, par exemple, £, =1, ctil reste

S =a, fil(3)+...+a f(3)+a,.,.

Cette remarque trés simple va nous permetire de donner quelques
propriétés des systémes spéciauc.
S'il s’agit d'un systéme spécial, on a cn cffet

r=h—p-+s.
Il cxiste alors » fonctions fuchsiennes linéairement distinctes,

d’ordre A, ayant mémes infinis £,(3), ..., f,(5) : par suite (§ III), une
quelconque d’entre elles pourra se mettre de p + r — A, c'est-a-dire
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de p maniéres différentes, sous la forme du quotient de deux fonctions
thétafuchsiennes holomorphes de degré un. On a ainsi

0'
M= =g ==y

ct, par conséquent, les zéros de f, annulent 0}, et les infinis de cette
fonction annulent 9; (s =1, 2, ..., p). Les fonctions f, ct f, ayant
mémes infinis, la fonction thétafuchsienne f£,0;,, est holomorphe,
ct, comme elle est du premier degré, clle est égale a une fonction
thétafuchsienne holomorphe de degré un, 0 : on a ainsi

N - S )
LG =gn =g =T
et, de méme,
=8 _ =0
f‘l(")"“gt . e . 0?'«”,

---------------------------------

On peut comprendre toutes ces relations en une seule, en désignant
PAr @y <.y @py @pypyy Uy ..., U, des constantes arbitraires

u;2a;0) + uy2a 0} ...+ wpta;0?
Y LRl T I SRR T

(I=1,2y .00, "+ 1).

(I,.f. +...+ ar.fr+ Aryy =

On cn conclut que les & zéros de @, f, +...+ @,,, c'est-a-dire les
arguments des & points d'un des groupes considérés, annulent la
fonction thétafuchsienne holomorphe de degré un z,Za0) +...;
ces & points sont donc situés (§ I et VII) sur des courbes adjointes
d'ovdre n — 3, dont I'équation générale est de la forme

w P+ u,Py+...+ 4, P=o,

et qui déterminent par suite, par leurs 2(p — 1) — A autres points
d’intersection avec S, un systéme de multiplicité p — 1.
Ce systéme est également un systémne spécial, car on a

p+re—1—2(p—1)+h=h—p+s+1=r+i,
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ct son indice est r + 1. Géométriquement, nous pouvons donc ¢non-
cer la proposition suivante, connue sous lec nom de théoréme de Rie-
mann et Roch (*):

Par les points d'un groupe appartenant ¢ un systéme spécial de
multiplicité r et d’indice p, on peut faire passer un nombre 3 — 1 fois
infini de courbes adjointes de degré n — 3. Ces courbes détermi-
nent, par leurs points mobiles d’intersection avec la courbe primi-
tive, un nouveau systéme de multiplicité p — 1, qui est un systéme
spécial d’indice r + 1.

Ainsi les systémes spéciaux sur une courbe d’ordre n peuvent tou-
jours étre découpés par unc famille linéaire de courbes adjointes dv
degré n — 3; et ils sc groupent deux & deux, suivant la loi remar-
quable indiquéc par le théoréme précédent. On voit également quau
point dec vue algébrique I'étude des groupes spéciaux se raménc @
celle des fonctions thétafuchsiennes holomorphes du premier degré :
nous reviendrons sur cette question dans le dernicr paragraphe du
présent Mémoire.

20. Remarque 1. — Un systéme de groupes renfermant moins de
p -+ 1 points cst un systéme spécialj car, 7+ étant au moins égal & 1,
on a
h—p+p21 ou g2p—1lh+r,
et, par suite, si & est inféricur & p + 1, p est positif ct le systeme est
un systéme spécial d'indice égal ou supéricur i p — A + 1.

24. Remarque 1I. — Si les h points d'un groupe sont sur une
courbe adjointe de degré # — 3, il en est de méme des points de toul
groupe équivalent.

La propriété est évidente si / est égal ou inférieur & p — 1, puisque
par p — 1 points de S on peut toujours faire passer unc courbe ad-
jointe d’ordre n — 3.

Sih=p~—1-+s, la courbe adjointe d’ordre 22 — 3 qui, par hypo-

(*) Curesch, Legons sur la Géométrie, trad. Bexoisr, t. III, p. 51.



APPLICATION DE LA THEORIE DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 271

thése, contient les /4 points d’un groupe g, coupe S en
2(p—1)—h=p—1—s

autres points. Or, d'aprés le théoréme, du reste, on obtient tous les
groupes équivalents & g en menant par ces p — 1 — s points toutes les
courbes adjointes possibles d’ordre # — 3, et en prenant les intersec-
tions mobiles de ces courbes. C. Q. F. b.

22. Remarque III. — 11 est clair qu'au lieu de définir un systéme
de groupes par des relations de la forme

1=h Wi
2/‘; 0 (z)dz =hoy+Wo,+... (k=1,2,...,p),
j=1 "

34y «++y Ba ctant des quantités fixes, et A, ..., A, les arguments des
points d'un groupe, on peut partir d'équations telles que

j=h )‘,-
ZL Ok(:)d.'.:v,‘—}-ﬁw,‘—!-...,
j=t

les ¢4 étant des constantes. Les systémes de valeurs des A qui satisfont
& ces équations sont les arguments de points appartenant & des groupes
¢quivalents entre eux, mais non équivalents au groupe 8,, ..., B;.

23. Remarque IV. — A la théorie des systémes spéciaux se rat-
tache la solution du probléme suivant :

Comment doit-on choisir h points sur la courbe S pour que les
courbes adjointes de degré n -+ q — 3 menées par ces points for-
ment une famille lindaire l fois infinie, le nombre | étant plus grand
qi’on ne devrait s’y attendre d’aprés les données de la question?

Les points d’intersection de S avec toutcs les courbes adjointes
Cpsg-s forment un systéme dont la multiplicité est égale an nombre,
diminué de 1, des fonctions thétafuchsiennes linéairement indépen-
dantes, de degré wmg -+ 1, qui admettent comme zéro multiple
d’ordre k chacune des quantités a,, ..., %, c'est-d-dire & ng +p — 2
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(§ VII, n° 14 et 13). Si I'on assujettit les courbes adjointes C,,,_, &
passer par & points fixes de S, elles déterminent par leurs intersec-
tions mobiles avec S un systéme de groupes dont la multiplicité est,
en général, ng + p — 2 — h.

Le probléme revient & choisir les £ points de telle sorte que la mul
tiplicité du systéme devienne ng + p — 2 + h + p.

Je dis qu’en ce cas le systéme considéré est unsystéme spécial. Pour
le  démontrer, il suffit, en appelant A’ le nombre des points d'un
groupe du systéme, de calculer la quantit¢

ng+p—h—2+p5—N"+p.
Oron a

nn+qg—3)=h+hk+(n-r1)(n—-2)—2p.

La quantité précédente se réduit par suite i p.

Le systéme est donc un systéme spécial d’indice ¢.

La réciproque de cette proposition est vraic ct se démontrerait de
la méme maniére, en partant du théoréme du reste. Donc :

Par h points donnés sur la courbe S, on peut faire généralement
passer une famille linéaire de courbes adjointes dordre n+q—3
! fois infinie; si les h points sont tels que leur systéme résiduel par
rapport d des courbes C, .o, soil un systéme spécial d’indice ¢, la
famille linéaire des courbes adjointes d’ordre n + q — 3 qui passent
par ces points sera l + p fois infinie, et réciproguement.

Au point de vue algébrique, on peut déduire de tout ce (ui précéde
une proposition dont nous avons fait usage au n° 11, et qui peut s'¢-
noncer ainst :

Sotent s fonctions thétafuchsicnnes holomorphes du premier
degré, linéairement indépendantes, ayant q séros communs, et unc
fonction thétafuchsienne holomorphe de degré m admettant ces
q séros et sannulant en outre, dans R, pour les 2m(p —1) — q
valeurs N\, X, .... On pourra former q — p + s + 1 fonctions thé-
tafuchsiennes holomorphes de degré m sannulant pour s=1,,
Day ooee
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IX. — PROPRIETES D'UN SYSTEME PARTICULIER.

24. Unc courbe adjointe d’ordre # — 3 coupe S en 2(p — 1) pointx
formant un groupe qui appartient & un systéme spécial.

En effet, on peut choisir arbitrairement p — 1 de ces points, puisque
les courbes adjointes d'ordre # — 3 forment une famille p — 1 fois
infinic; on a donc

h=2(p—1), r=p-—i1,
cl, par suite, I'indice p du systéme est donné par la relation

g=p+r—h=p+p—1—2(p-1)=r1.

Nous désignerons, dans ce qui suit, par y tout groupe de 2(p — 1)
points communs 4 S et & une courbe adjointe d’ordre n — 3.

Nous allons donner quelques propriétés du systéme des groupes rési-
duels des groupes y par rapport aux courbes adjointes de degré n — a.

Soit C,_, unc courbe adjointe de degré » — 2 passant par les points
d'un groupe ¥ : elle coupe S en n nouveaux points, constitnant un
groupe que nous désignerons par I' (*).

Il résulte de la théorie du paragraphe précédent que :

Un groupe y el un groupe I' quelconques sont sur une courbe:
adjointe d’ordre n — 2.

Toute courbe adjointe d’ordre n — 2 passant par les points d'un
groupe y (ou T') coupe S en de nouveaux points, formant un groupe
I' (oue 7).

Par n points pris sur'S on peut faire passer en général une fa-
mille de courbes adjointes C,_, p — 2 fois infinie; si les n points
forment un groupe I, la famille des courbes C,_, qui passent par
ces poinls sera p — 1 fois infinie, et réciproquement.

Les arguments des points d’un groupe I sont les zéros d'une fone-

(*) La courbe C,_, peut se décomposer en une courbe adjointe C,_, et en une
droite : les groupes I' sont donc équivalents au groupe formé par n points quel-
conques d: 8, situés en ligne droite.
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tion thétafuchsienne holomorphe de degré p., dont les autres zéros sont
les k quantités fixes a,, ..., o (§ VII, II).

Par les points d'un groupe ¥y et d’un groupe I' quelconques, faisons
passer une courbe adjointe d’ordre 2 — 1, qui coupe S en 2 nouveaux
points : je dis que ces points forment un groupe I'.

En effet, les arguments des points autres que les poinls doubles, ot
cette courbe adjointe d’ordre n — 1 coupe S, sont les zéros d’une fonc-
tion thétafuchsienne holomorphe de degré 2 + 1, dont les derniers
zéros sont les quantités a,, ..., @, chacune au second degré de multi-
plicité.

Appelons
B, (3) cette fonction;

8,(z) la fonction thétafuchsienne de degré g qui s'annule pour les
arguments des n points du groupe I' considére;

0(z)1a fonction thétafuchsiennc du premier degré (ui sannule pour
les arguments des 2(p — 1) points du groupe ¥.

Les arguments des # points ot la courbe adjointe d'ordre rn — 1, qui
traverse les groupes I' ct ¥, coupe de nouveaun la courbe S, annulent

‘. . @
é¢videmment la fonction -5 qui est une fonction thétafuchsienne ho-

lomorphe de degré i, admettant comme zéros simples les quantités
Ry oony Ape C. Q. F. D,

La réciproque de ce théoréme est vraic ct s¢ démontre de la méme
mani¢re. Donc :

Une courbe adjointe d’ordre 1 — 1 menée par les points d’un
groupey etd’un groupel quelconques coupe S en n nouseaur points
formant un groupe I'.

Deux groupes T et un groupe y quelcongues sont sur une courbe
adjointe a S d’ordre n — 1.

Plus généralement, on voit de méme que :

Une courbe adjointe d’ordre n+ q — 2 menée par les poinis d’un
groupe y et de q groupes I' quelconques coupe S en n nouveau.r
points formant un groupe T'.
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(¢ + 1) groupes T' et un groupe y quelconques sont sur une courbe
adjointe a S d’ordre n + q — 2.

X. — Dk pEux ESPECES DE COURBES DE GENRE D.

25. Soient # le degré d’une courbe de genre p; 2(p —1)(p — 1) el
ap(p — 1) les deux multiples consécutifs de 2(p — 1) qui compren-
nent n, de telle sorte qu'on ait

2(p — 1) (p— 1) <nS2p(p — 1)

Nous avons vu (§ Vet VI) quesil'on a

2p(p—1)—p—nlo,

les coordonnées des points de la courbe considérée S peuvent, en coor-
données homogénes, étre représentées par trois fonctions thétafuch~
sicnnes holomorphes de degré 15 si, au contraire, on a

2p(p—1) —p—n<o,

ces fonctions thétafuchsiennes seront, en général, de degré p + 1, sauf
pour certaines courbes spéciales, dont les coordonnées des points
seront des fonctions thétafuchsicnnes de degré p..

Dansle casou2p(p — 1) — p— n< o, il y a donc deux espéces de
courbes de degré n et de genre p : nous allons indiquer quelques pro-
priétés géométriques qui dérivent de la définition précédente, et nous
montrerons ensuite qu'il existe également deux espéces de courbes,
dans le casou 'on a2p (p — 1) — p — n2o.

Soit done, en premier lieu,

2p(p—1)—p—n=—h;
on a nécessairement, d'aprés les hypothéses faites,
h<p ct h2r.

Pour les courbes générales de degré n et de genre p, que nous ap-
Journ. de Math. (4° série), tome I, — Fasc. IIi, 1886. 36
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pellerons courbes de seconde espéce, les coordonnées des pointsseront
des fonctions thétafuchsiennes de degré . + 1, ayant 2(p—1) +p —h
zéros communs a,, &,, ...; pour les courbes spéciales, que nous appcl-
lerons courbes de premiére espéce, les coordonnées des points seront
des fonctions thétafuchsiennes de degré w, ayant p — & zéros com-
muns B,, B,y ..., Bps

Considérons d’abord ces derniéres courbes.

Soient 0,, 0,, ..., 0,.,, (& +1) fonctions thétafuchsiennes quel-
conques du premier degré; leur produit

(')(:::) =0‘02...0‘“.

est évidemment une fonction thétafuchsienne du degré w4+ 1. On
peut choisir la fonction 0, de facon qu’clle s’annule pour les p — /
zéros B,, B,, ..., car on pecut toujours former une fonction thétafuch-
sicnne du premier degré s’annulant pour moins de p valeurs données.
Si maintenant on se reporte au § VII, on voit que les zéros de B(3), i
I'exception de By, B, ..., B,—s sont les arguments de points situés sur
une courbe adjointe i S de degré 2 — 2. On peut donc énoncer cette
proposition.

Par les points simples communs a S et & w courbes adjointes d’ordre
n — 3, on peut faire passer une courbe adjointe d'ordre 2 — 2, dont
les autres points d’intersection avee S sont sur une courbe adjointe
d’ordre n — 3 passant par p — & points fixes.

Si nous considérons maintenant une courbe de seconde espéee, nous
pourrons poser

B(s) =0,0,...0,0",

0’ étant unc fonction thétafuchsienne du second degré; on pourra, en
général, choisir cette fonction de facon qu’elle s’annule pour les

ap—1)+p—h
valeurs a,, a,, .... En cffet, les fonctions thétafuchsiennes holomor-

phes du second degré sont fonctions linéaires et homogénes de3(p —1)
d’entre elles (§ IV), ct la condition précédente pourra étre remplic si
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'ona
3(p—1)—122(p—=0)+p—1h
on
h 2.

Ainsi, si k est supéricur ou égal & a2, on pourra, par les points com-
muns & S et & w courbes adjointes d’ordre n — 3, faire passer une
courbe adjointe d’ordre n — 2 : les autres points d’intersection de cette
courbe avec S ne sont pas sur une courbe adjointe d’ordre 1 — 3.

Sik est égal a 'unité, on ne pourra faire passer une courbe adjointe
d'ordre n — 2 que par les points communs & S et & . — 1 courbes ad-
jointes d’ordre n — 3. :

Arrivons, en second lieu, au cas ot I'on a

ap(p—1)—p—n=h

avece les conditions

hzo, Aip-3,

Les coordonnées des points d'une courbe S de degré n et de genve p
s'expriment par trois fonctions thétafuchsiennes de degré @, ayant
p + h zéros communs a,, «,, .. ..

p ~+ h est compris entre pet 2p — 3 : nous dirons que la courbe S
est de premiére espéce sia,, a,, ... sont des zéros d'une méme fonc-
tion thétafuchsienne holomorphe du premier degré ; elle sera de seconde
espéce dans le cas contraire ().

On voit alors, comme plus haut, que par les points simples communs
4 une courbe de premicre espéce et a g courbesadjointes d'ordre n — 3
on peut faire passer une courbe adjointe de degré n — 2, dont les
autres points d’intersection avec la courbe primitive sont fixes; si la
courbe est de seconde espéce, on ne pourra faire passer unc courbe

(') Parmi les p + & zéros, x, x,, ., ., h sont arbitraires (§ V), et I'on peut
remplacer le systéme «,, a, ... par un autre systéme «,, 4, .... Mais il est clair
que les quantités 2,, 2,, ...; |, 4, ... conslituent des groupes équivalents, et.
par suite, si «;, 2,, ... sont les zéros d'une fonction thétafuchsienne du premier
ordre, il en sera de méme de «|, ), ... (Rem, II, § VIII),
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adjointe d’ordre n — a2 que par les points communs & la courbe consi-
dérée et & w — 1 courbes adjointes d'ordre n — 3.

26. En résumé :
Soit
2(p—)(p—1)<nz2u(p—1).

Premier cas : 2p(p —1)— p — nZo. — Les courbes de degré n
et de genre p se divisent en deux classes, distinguces par les pro-
priéiés suivantes :

Appclons groupe ¥ tout groupe de 2(p — 1) points simples, com-
muns a la courbe de degré n et de genre p, et & une courbe adjointe

Al
Cucs-

Sur une courbe de premiére espéce, u. groupesy quelconques sont
(raversés par une courbe adjointe d’ordre n — 2, qui coupe en outre
la courbe considérée en n — 2(p. — v)(p — 1) points fires.

Sur une courbe de deuxiéme espéce, u — 1 groupes y quelconques
sont traversés par une courbe adjointe d’ordre n — 23 . groupes +
ne peusent jamais étre sur une telle courbe.

Second cas : 2u(p—1)—p — n <o. — Les courbes de degré n
et de genre p se divisent encore en dews classes.

Sur une courbe de premiére espéce, u. groupes y quelconques
sont traversés par une courbe adjointe d’ordre n— 2, dont les
autres points d’intersection avec la courbe considérée, en nombre
égal an— 2(p — 1)(p — 1), sont sur une courbe adjointe d’ordre
n — 3, passant par 2p.(p —1)— n points fices de la courbe de
genre p.

in particulier, si n=2u(p —1), & -+ 1 groupes y quelconques
sur la courbe de premiere espice sont traversés par unc courbe ad-
jointe Gy,

Sur une courbe de seconde espéce, p. groupes ¥ quelcongques sont
traversés par une courbe adjointe d’ordre n — 2 mats les autres
points communs & celle courbe et ¢ la courbe considérée ne peucent
étre sur une méme courbe adjointe d’ordre n — 3.
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Il y a exception pour le cas oi n =(2p —1)(p — 1) : on ne peut
alors faire passer une courbe adjointe C,_, que par g — 1 groupes y
de la courbe de seconde espéce.

27. Dans le cas des courbes de genre 2, les résultats précédents
prennent une forme plus simple. Les groupes y comprennent alors
deux points que nous appellerons points conjuguds.

Il y a deux espéces de courbes de degré n et de genre 2.

Soit d’abord

n=2u.

La courbe de premicre espéce est celle dont les coordonnées des
points sont des fonctions thétafuchsiennes holomorphes de degré w.
Sur une telle courbe, p. + 1 couples de points conjugués sont tou-
Jours trasersés par une courbe adjointe C,_,, qui ne coupe la courbe
primitive qu’en ces points el aur points singuliers.

La courbe de deuxiéme espéce cst celle dont les coordonnées des
points sont des fonctions thétafuchsiennes de degré w + 1 ayant
deux zéros communs. Sur une telle courbe, w. couples de points con-
Jugudés sont loujours trascersés par une courbe adjointe C,_, passant
par dewr points fizes, situés sur la courbe considérée.

Soit

n=ap—1I.

La courbe de premiére espéce cst celle dont les coordonnées des
points sont des fonctions thétafuchsicnnes holomorphes de degré w
avant un zéro commun. Sur une telle courbe, y. couples de points
conjuguds sonl loujours traversés par une courbe adjointe C,_,,
coupant en outre la courbe primitive en un point qui est fixe.

La courbe de deuxiéme espiee est celle dont les coordonnées des
points sont des fonctions thétafuchsiennes holomorphes de degré
u —+ 1, ayant trois zéros communs. Sur une telle courbe, p. — 1 cou-
ples de points conjuguds sont toujours traversés par une courbe ad-
Jointe C,_, et u. couples ne le sont jamais.
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XI. — INTERSECTION D'UNE COURBE DE GENRE p
ET D'UNE COURBE ALGEBRIQUE.

28. Les arguments de mn points d'intersection de la courbe S, de
degré n et de genre p, et d’unc courbe quelconque, /(x,, x,, z,) = 0,
de degré g, sont donnés par I'équation

0=/ (3)=/[2,(3), 2(3), 2,(3)]-

La fonction f (3) est une fonction thétafuchsienne de degré wgq, qui
admet comme zéro multiple d'ordre ¢ chacune des quantités «,,
%y ..., % ('); les autres zéros de cette fonction, en nombre égal i
2u.q(p —1)— kq, c'est-a-dire a ng, sont les arguments des 2q points
communs aux deux courbes.

Inversement, soit /() une fonction thétafuchsiennc holomorphe
de degré p.g, admettant comme zéros multiples d’ordre ¢ les quantités
%,y ..., % : les ng autres zéros de cette fonction ne sonl pas nécessaire-
ment les arguments de points de la courbe S, situés sur une courbe de
degré g; certaines conditions doivent étre satisfaites pour qu'il en soil
ainsi.

29. Le nombre de ces conditions se détermine comme il suit.

Remarquons d’abord que les fonctions /(3) que nous considérons
sont des fonctions linéaires et homogénes de (2pqg —1)(p — 1) — k¢
d’entre elles (n° 14) f,, f,, .. .5 et dislinguons cnsuite deux cas

g<n el gzn.

Si ¢ est inférieur & n, les fonctions de la forme x7:(z) 4% (5)7(5),
ou ¢, 4,5, ¢, sont des entiers non négatifs de somme ¢, nc sont lices
par aucune relation linéaire et homogéne (sinon la courbe S serait
décomposable); ces fonctions sont d'ailleurs thétafuchsiennes holo-

(') On suppose toujours que les coordonnées d'un point de S sont trois fonc-
tions thétafuchsiennes de g, ayant £ zéros communs, «,, ..., % ; on a alors

n=ap(p—1)—A.
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morphes de degré (g, et admettent comme zéros multiples d’ordre ¢
les quantités a,, ..., : leur nombre étant de 3(g +1)(¢q + 2), on
pourra exprimer 3(q -+ 1)(g + 2) des fonctions f,, f, ..., en fonction
linéaire des (2pqg —1)(p —1)— kg — 1(¢q +1)(g + 2) autres fonc-
lions f;, et des fonctions z7 ] 27; si nous écrivons maintenant que
dans 'expression de f(z), les fonctions f; disparaissent, nous exprime-
rons que les ng zéros de /(z) autres que ,, .. ., &, sont les arguments

de points de S situés sur une courbe de degré ¢. Nous avons ainsi un
nombre de conditions égal &

(2pg—1)(p—1)—kg—3(g+1)(g+2)

ou, puisque

k=2p(p—1)—n
(‘gal a

ng—1(g+1)(qg+2)—p+r1.

Si ¢ est égal ou supérieur & », les fonctions

PePel (g Gat g =q)

sont liées par des rclations de la forme générale

% =S¢y

g, ¢tant un polyndme quelconque de degré ¢ — n.
Il y a donc entre les fonctions 7 7'« un nombre de relation li-
néaires ct homogénes égal au nombre des coefficients de ¢, c’est-a-dire

a 3(¢g —n+1)(g—n+2), et lc nombre de ces fonctions linéaire-
ment distinctes sera par suite

Hg+0(g+2)—Hg—n+1)(g —n+3)=ng—in(a—3).

On cn conclut, par le raisonnement fait plus haut, que la fonction
JS(3) devra vérifier n(n —3) — p 41 conditions, pour que ses ng
zéros, autres que «,, ..., %, solent les arguments de points de S situés
sur une courbe de degré g.

Dans le casde ¢ =n — 1 et ¢ = n — 2, le nombre de ces relations
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cst le méme que pour ¢ 2n, c'est-a-dire égal au nombre des points
doubles de la courbe S.

30. On peut mettre les relations dont il s’agit sous une forme trés
importante au point de vue des applications, comme 1'a fait Clebhsch
dans le cas des courbes de genre o et de genre 1.

Si la fonction f(z) est une somme de termes de la forme

] afrxl (g + 4+ = 1q),

il est clair qu'on aura, cn désignant par (e, ¢’) les arguments gui cor-
respondent & un point double E, de S (*)

/o) _ fie)
x{(e) — z{(e)

(1)
Les relations (14) sont précisément en nombre égal &
sn(n—3)—p+r1;

elles sont nécessairement vérifiées quand les ng zéros de f(z), autres
que &, ..., %, sont les arguments de points de S situés sur une courhe
algébrique d’ordre ¢; je dis maintenant qu’elles sont suffisantes.

La démonstration de ce théoréme repose sur une interprétation

géométrique simple qu'on peut donner de chacune de ces éqqua-
lions (?).

31. D’aprés la proposition II du § VII, les ng zéros de f(z) dont il
s'agit sont situés, avec les 2(p — 1) points simples ot S est coupée par
une courbe adjointe quelconque d’ordre n — 3, sur une courbe adjointe
d’'ordre n + ¢ — 3. Nous désignerons cette derni¢re courbe par I, et
la courbe d’ordre n — 3 considérée par P.

(') Dans ce qui suit, nous supposerons, pour plus de simplicité, que la
courbe S n'a comme points singuliers que des points doubles ou de rebrousse-
ment,

(*) Nous avons donné cette interprétation dans le cas des courbes de genre un
(Sur les courbes de genre un, p. 55 et suiv.).
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Sin+ q — 3 cst égal ou supérieur i n, c'est-a-dire si ¢23, il y aura,
pour une méme fonction f(3), une infinité¢ de courbes I¥, ayant pour
équation geénérale
(1) F=F,+ SR, ,,
Iy = o ¢tant Iéquation d'une quelconque d’entre clles, et R,_; désic
gnant un polyndme arbitraire de degré g — 3. Il résulte de cette équa
5 Poly greq |
tion que les courbes I¥, qui correspondent i une méme fonction f(z),

ont méme tangente en un quelconque des points doubles de S.
Or on a ¢videmment

) ()= 2P(/(2),

% ¢tant une constante.
Supposons vérifice une des équations (14)

(14) f(e):zi(e)=/f(e'):x{(e).

Prenons pour axes i, = o et x; = o les deux tangentes a S au point
double (e,¢’); x,=o Ctant tangente a la branche e, x;=o0 4 la
branche ¢’. On aura, en ordonnant F et P par rapport aux puissances
décroissantes de «,,

F(‘EH Ly .‘1/'3)= )\(J/',-i- a;&'s).;(;"”‘q‘4 +()\'.’L‘: +.. ‘)xr‘t+q-s+. .
P2,y 2gy ;)= p(xa+ bxy) ™ +

Or, d’aprés (15), f(e) est la limite vers laquelle tend la fonction

1 Fle+e)
x Pe+¢) t)’
pour € = o.

(Vest donc la limite de I'expression

Zy(e+t)+axs(e4c¢) q(e)

r

2 Zy(€+¢)+ bxy(€ +e)

Mais x,(e + ¢) est infiniment petit par rapport &, (e + ¢), puisque
Journ. de Math. (4* série), tome II.— Fase. 1, 1886. 37
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ey = o estla tangente de la branche e il reste ainsi

a
b ‘z":'(e)a

rI>

S(e)=+

de méme

, X g/,
f(e)= 17‘1"’(0 )
et la relation (14) donne par suite ¢ = b. En d’autres termes :

Si Uéquation (14), relative a un point double, est vérifice, les
courbes ¥ et P se touchent en ce point.

32. Cela pos¢, si les équations (14) sont vérifiées pour tous les
points doubles de S, les courbes F et P sont tangentes en

sn(n—3)—p+1

points coincidant avec les points doubles, ct se coupent encore aux
2(p —1) points simples communs & S ct & P. On peut done dire que
la courbe I passc par les points d'intersection des courbes S et P, et
I'on peut écrire identiquement (')

F= AP+ BS,
A ct B étant deux polyndmes entiers, de degrés ¢ et ¢ — 3.

33. On en conclut que les points d'intersection de IF et de S, non
. » L} . . .
situés sur la courbe P, c'est-d-dire les ng points dont les arguments
vérifient I'équation f(3) = o, sont sur la courhe de degré ¢, A =o.

Les équations (14) sont donc les conditions nécessaires et suffi-
sanies pour que les nq sérosde f(s), autres que les k sérosd’ordre ¢
®,, « ..y Oy Solent les arguments de nq points de S, situés sur une
courbe de degré q.

Remarque I. — Silafonction f(z) s’annule pour s =ccts=¢,

(') Cuessch, Lecons sur la Géométrie, traduct. Bexoist, t. 11, p. 45.
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I'équation correspondante cst identiquement vérifiée, et le nombre des
conditions diminue d’unc unité.

Si ¢ est inféricur ou égal & » — 3, le nombre des relations auxquelles
doit satisfaire la fonction considérée, f(3), est égal, comme on I'a vu, &

ng —3(q +1)(g+2)—p—+1;

en ce cas, il est clair que les équations (14) ne seront pas distinctes,
et qu’elles se réduiront

ng —z(g+1)(g+2)—p-+1

d’entre elles.

Remarque Il. — Si le point double (e, ¢') est un point de rebrous-
sement, il faut, dans 'équation correspondante

f(e):xi(e)=[f(¢): z{(e),

faire ¢ = ¢ + ¢ et faire tendre € vers zéro; on trouve ainsi

zi(e).f'(e)=qx.(e)f(e)-

XI. — Arrricatioxs GEOMETRIQUES. COURBES DE CONTACT.
Soient, sur unc courbe algébrique S de degré n et de genve p,

I groupes, g, 8., ...y &4, comprenant respectivement [, 1/, ...,/
points. Nous supposerons qu'il existe unc courbe algébrique

?(‘Z'nwm wa) =0,
de degré ¢, ayant avec S aux {; points du groupe g; un contact d’ordre

ri—1,(f=1,2,...,h) et coupant en outre S en k, points doubles
ct en k, points simples. On a ainsi

I[([ = 2’{‘ +qu+ ”1l| +...+ l'/,l/,.
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On demande de troucer la forme de Uéquation générale des
courbes de degré g, qui coupent S aux k, points doubles et auc k,
points simples précédents, et qui ont acec S, en l; poinis formant un
groupe équivalent a g;, un contact d’ordrer; —1;(j =1, 2,...k).

‘n d’autres termes, il s’agit de trouver sous quelle forme entrent
les constantes arbitraires dans I'équation £ = o, de ces courbes ou, c¢
(ui revient au méme, dans la fonction f(3)=f|x,(s), ...].

S(s

)ost &videmment une fonetion fuchsienne

La fonction F(3)= =)
d'ordre ng — 2k, — k,. ‘

Soient «j,3;,...,%;, les arguments des points du groupe g5 a/,
B}y ves A, les arguments des points d’un groupe quelconque, équivalent
aq précédent, et par lequel passe la courbe f = o.

1 existe unc et une seule fonction fuchsienne, F;(5), ayant pour
infinis 2;,...,2; ct pour zéros «, 3, ...,A; (n°® 12, Remarque);
inversement, toute fonction fuchsienne d’ordre {;, ayant pour infinis
%y ...y Aj, aura pour zéros les arguments des points d'un groupe
équivalent & g;. Or les fonctions fuchsiennes ayant mémes infinis, en
nombre [;, sont des fonctions lincaires et homogenes d'un certain
nombre d’entre elles : cc nombre est égal it l; — p + 1, si g; n'est pas
un groupe spécial, et & [; — p+1 45 si g; est un groupe spécial

8i
d’indice p; (n*19).
Ona donc

F;(5)=0F"(z)+n ")+ 0 () +...4+ 1, F (3),

en posant pour abréger m; = l; — p+1+¢;.
Dans cette formule 1,, n,, ... sont des constantes qui sont arbi-
traires, si 'on n'impose pas & «;, ..., A; d’autre condition que d'étre
S : ’ T N o
les arguments des points d’un groupe équivalent a g;.

37. De 1a résulte la forme de la fonction FF(3); on a en cffet évi-
demment

F(z)=Fp(2)F;(z)...Fi(x)
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ct, par suile

sf(5)=?(z)F(z)
) = ?(3)[¢.F"n+ “2F‘|2) e Gy, F\"m,)]r|
‘ < [B F) +...+ pm,l“(;n.)]r....[a‘F«,‘n_*_m_*_ 8, Fumi |1,

f)

Nous éerirons symboliquement

(f[)[s) f(:): (a. ces a,,,')’:(B. vee pm‘)’z. . (3, o .6\,,,,')"/:.

D'aprés la formule (f), les zéros de f(z)sont : 1° les arguments
correspondant aux A, points doubles et aux k, points simples consi-
dérés sur S; 2° les arguments de h groupes, équivalents & g, ..., g4,
aux degrés respectifs 7, .. ., r, de multiplicité; 3° les k zéros communs
aux trois fonctions thétafuchsiennes x,(z), 2,(3),#,(3), au degré¢ ¢
dc multiplicité. Il reste maintenant & exprimer que les ng zéros des
dcux premicres catégories sont les arguments de ng points de S situés
sur une courbe de degré ¢, passant par k, points doubles de la courbe S:
on ¢erira pour cela les relations (14)

(14) f(e):zi(e)=[(¢): 2i(e).
Ces ¢quations seront en nombre égal a

sn(n—3)—p+1—Fk,

sigZn—2,cta

ng—3(g+1)(g+2)—p+1—k,

st gSn — 3(§XI).

Elles établiront des relations entre les constantes a,f,...,0 qui
figurent dans les formules ( f) et ( f bis).

De 14 résultera sans difficulté la forme de I'équation générale cher-
chée.

38. Parmi les applications qu'on peut faire de cette théorie, la plus
importante est relative 4 P'étude des courbes de contact. Le probléme
4 traiter peut s'énoncer comme il suit :
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I’ROBLEME DES COURBES DE CONTACT. — Soit
ng =2k, +ky+ri, gzn—2.

Trouser Uéquation générale des courbes de degré q qui passent
par k, points doubles et k, points simples donnés sur une courbe S,
de degré n et de genre p, et qui ont avec cette courbe en 1 points un
contact d’ordre r — 1.

Dans ce qui suit, nous désignerons par d, pour abréger, le nombre
des points doubles de la courbe §

d=in(n-3)—p+1

Soit g, (&, &4, x;) = o0 unc des courbes répondant i la question, ¢l
ayant avec S un contact d'ordre 7 — 1 aux / points d’arguments f3,,
B.y ...y i Soient a, ..., a, les arguments des points mobiles ot 'une
(quelconque des courbes cherchées, f(xy, z,,r,)= o0, touche S. On
a, par lapplication du théoréme d’Abel,

%y 7]

r ’(3 Oi(»')d3+...+rf 0,(3)ds = hw;+ W w; +...+ 2PN

'8, '
(i=1,2,..,p)

d'oli

(16) f:lo,-(:)dz +...+f;10,-(:)dz = ;(hw‘.-{- Mo, +...).

Dans le second membre, on peut donner aux 2p entiers o, Ity . ..
les valeurs oy 1, ..., 7' — 1 : il en reésulte que les courbes cherchées e
divisent en r?? systémes, ct (ue les groupes formés par les / points de
contact correspondant aux courbes d'un méme sysi¢me sont équiva-
lents.

Supposons que les courbes ¢ = o et f = o apparticnnent au méme
systéme; on aura, d’aprés ce qui précéde,

f(z)=5(3) NP0+ MF2 e, B,
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Ayy « ooy My Ctant des constantces, ct étant posé
m=Il—p+1+;,

en désignant par g l'indice du systéme des groupes équivalents au
groupe des points dec contact de Sect de 9. (Dans le cas général, ce
sysléme ne sera pas spécial, ct I'on aura g =o.)

Les fonctions FY, ..., F®™ sont des fonctions fuchsiennes d’ordre /,
ayant pour infinis les quantités 8,, 8,, ..., B

On a de plus entre les constantes A, ..., A, les équations (1), (ui
prennent ici une forme remarcuable.

On a, en cffet (n° 30),

Y

ef, par suite,
[MFRCe)+. o+ X, F(e) =[N FO(e)+.. .+ N, F™ (e

On a d — &, ¢équations de cette forme. On peut les écrive, en
extrayant les racines 7€ des deux membres,

s iF
(17) MTFO>e)+.. .+, 1" (e)= e’ [MFOCe )+ o+ 2, Fom(en).

s ¢lant un enticr qui peat prendre les valeurs 0, 1,..., 1 — 1 (*).

‘n combinant ces valeurs, on aura, puisqu'il y a & — &, équations
de la forme précédente, r4-* groupes d’équations lindaires et homo-
génes en Ay, ..., A, ct les solutions du probléme s'obtiendront en
¢galant & zéro les d — k, premiers membres des & — k, équations de
I'un quelconque de ces groupes.

Considérons les équations d’un des groupes : on en tirera la valeur

(1) Ces équations peuvent aussi s'écrire

q X
1 ; NLI
Jr(e) =210 M5 R,
27 (e')

Cette forme nous sera utile plus loin.
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de d — k, des constantes A, ..., A, en fonction linéairc et homogéne
des m — d + k, autres, et I'on aura ainsi

f(z) = ?(:)[ll ?l (:) +.oo0+ 1m—zl-&-k,q’m--:H-kx(‘m")]r’

Aiy+evy Ap_ars, Ctant maintenant des constantes arbitraires.
En conséquence, I'équation générale des courbes appartenant au
groupe considéré sera de la forme

0 =,/('I’.H x!’ ‘1’.3) = )\: }\r,o...,o + r)\:ﬁ‘ )\2 Ar-l,l....o +e )\;l d+-k, Ao,.. nort

Les A sont des polyndmes de degré ¢ en xy, «,, &y, qui, ¢galés &
zéro, representent des courbes de degré g passant par les &, points
doubles et les &, points simples donnés sur la courbe S; on a

Ae.o(5)= ?(3)?’;(:)’

39. On peut donc énoncer les résultats suivants :
Soit
ng=2k,+ k,+ rl, qZn— 2.

Les courbes de degré q, qui passent par k, points doubles et k,
points simples donnés sur une courbe S, de degré n et de genre p,
el qui ont avec celle courbe en l points un contact d’ordre r — 1, se
divisent en r*? systémes : pour les courbes d’un méme systéme, les |
points de contact avec S forment des groupes équivalents.

Chagque systéme se divise en r*=* groupes, et I'équation géndérale
des courbes d’un méme groupe est de la forme

(' 8) )‘: T "7\:‘; A, A/~—-1, 0t 7\::-444-, A, =0,
ot Ay Ny, ... désignent des constantes arbitraires, et ot ’on a posé
m=Il—p+1+p¢,

¢ dlant Uindice du systéme des groupes équivalents formés par les
points de contact des courbes considérées.
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40. Remarque I. — 1l résulte de P'équation (18) que, pour que le
probléme soit possible, il faut qu’on ait

' m—d+k21,
c'est-i-dire
l+c+kzp+d.

‘n général, si les points donnés sur S sont choisis arbitrairement,
les groupes ¢quivalents formés par les points de contact des courhes
d’un méme systéme ne sont pas spéciaux ct 'on a

p=o.
La condition ci-dessus devient alors
l+k2Zp+d.

On peut déduire de ce qui précede la proposition suivante :

Soit g un groupe quelconque de l points, situés sur une courbe S
de genre p, a d points doubles : une courbe quelconque de degré ¢
ayant acec’S en ces l points un contact d’ordre r — 1 coupe, en outre,
la courbe en k, points doubles et k, points simples. Inversement, par
ces ky+ ko points, on peut faire passer r'~* groupes de courbes
de degré q, ayant respectivement avec S des contacts d’ordre r —1
en dpoints formant un groupe équivalent & g. L’équation générale
des courbes d’un groupe est de la forme (18) et renferme

l—p—d+k,
paramétres arbitraires.

Si le groupe g est un groupe spécial d’indice g, le nombre de ces
paramélires est augmenté de p.

Cette proposition est unc généralisation de celle du n® 23 sur les
propriétés des groupes spéciaux.

41. Remarque II. — Si g est égal ou supérieur & n, on ajoutera au
second membre de I'équation (18) le produit SR,_,, ou R,_, désigne
un polyndme quelconque de degré ¢ — n en z,, z,, x,.

Journ, de Math. (4* série), tome 11, ~ Fase, III, 1886, 38
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42. Remarquelll. — Si g cst inféricur & n — 2, les équations (17)
seront au nombre de ng — (g +1)(q +2) — k,— p+1(n* 33); il
n'y aura ainsi, dans chaque systéme, que

g - ’i(q+l(q+:)—k,—p+l
,!

groupes de courbes de contact.
‘n particulicr, pour ¢ = 1 - 3, cc nombre devient 144 (1),

43. RemarqueIV. — Silacourbe Sa des points de rebroussement,
il convient de modificr 1égérement les énoncés précédents.

Supposons que, parmi les d — &, points doubles par lesquels ne
passcnt pas les courbes de contact considérées, il y ait R points de
rehroussement, d’arguments ey, ¢,, ..., ¢;.

I’¢quation (14) relative 4 'un de ces points devient (33)

fe)zi(e)=qf(e)x\(e)

(') On doit remarquer que, si g est inférieur & n — 3, le probléme des courbes
de contact est généralement impossible. En effet, pour qu'il soit possible. il faut,
comme on le voit aisément en appliquant la méthode du ne k0, qu'on ait

(¢") l—p+o—ng+4(g+0)(g+2)+k+pZr.

Orona
ng=2k + ky+ ri;

la plus grande valeur de /, toutes choses ¢gales d'ailleurs, correspond a la plus
petite valeur de 7, soit 7 == 2; sil'on fait cette hypothése dans la relation préce-
dente, 'inégalité (7) entraine la suivante

?—¥+§(q+-)(f/+2)—k’zl

2
i » . kz
et, a fortiori, en supprimant <’

23 +q(q—nrn+3)2o.

En général, p = o, et I'on doit avoir par suite g2 n — 3.
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c’esl-a~dire, puisque I'on a
[(2)=9G)NF + .+ M Fm Y =o(5){(35),
o= (e)| g edble) +rae) ¥ (o) — g 2ia (e pen |

Y(e,) ne peut étre nul que si la courbe f = o passe par le point de
rebroussement (e, ), ce qu'on nc supposc pas; en ¢galant & zéro la
(uantité entre crochets, on trouve une relation linéaire ct homogéne
U1 Wy W Wl

On conclut de 1a que lc nombre des groupes que comprend un des
r*P sysiémes de courhes de contact est égal a

R s g2n— 2
el a

m/--;l:/—»l)(q-t-!) —~hky—p- R+1

si g<n—a2.

PROPRIETES DES SYSTEMES DE POINTS DE CONTACT.

4%. On peut donner, rclativement & la distribution des points ot les
courbes de contact touchent la courbe considérée, quelques proposi-
tions simples, qui sont P'extension de quelques résultats énoncés par
Clebsch dans le cas ot les courbes de contact sont des courbes ad-
Jointes.

Ces recherches mettront en évidence I'existence d’une classe de fone-
tions uniformes intéressantes, ct dont 'étude est lice & celle des fonc-
tions fuchsicnnes.

Soient deux courbes de contact.appartenant 4 un méme systéme,
/:-OOtf, =o0. Ona

[ (3)=4(G) [MNFO+LFO 4+ T =e(3)Y (5),
Si(3) =) [ O + p, FO+ L} =9(3)4,(5);

% = o est I'équation d’une quelconque des courbes du systéme consi-
déré, ¢ et ¢, sont des fonctions fuchsiennes ayant mémes infinis.
1

La fonction (-ﬁ) » ¢'est-a-dire %1, est donc une fonction fuchsienne,

f
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dontles zéros ctles infinis sont respectivement les arguments des [ points
de contact de S avee les courbes £ ct f,.

f
est une courbe de contact appartenant & un autre systéme que la
courbe f= 0. Soit pos¢, pour abréger,

La fonction &(5) est uniforme dans I'intéricur du cercle fonda-
mental; je dis qu'il en est de méme de la fonction 7, (5).

“n cffet, les zéros de f(5) [ou £,(5)] sont: 1° les k zéros comimuns
ax, (5), ,(3), ®;(5), chacun au degr¢ ¢ de multiplicité; 2¢ les
ak, + k, arguments qui correspondent aux points fixes de S par les-
(quels passent les courbes de contact de la famille considirée; 3¢ les
arguments des / points de contact de / = o [ou f, = o] ctde S, chacun
au degré r de multiplicité.

. . r .
Cherchons ce que devient la fonction (f ‘) dans le cas ou f, =0

Il résulte de 1 que les zéros et les infinis de la fonetion ';.’((;) sont
tous d’un degré de multiplicité égal & r, et par conséquent la fone-
tion #,(s) reste monodrome dans le domaine de I'un quelconque dex
points correspondants; clle est donc uniforme dans I'intérieur du cercle
fondamental.

. . A5 4
D’un autre c6té, on a, en désignant par (s, ‘L_._*__'/) une quelconue
Sy

des 2p substitutions fondamentales du groupe G, générateur des fonc-
tions fuchsicnnes considérées

/_.‘()\j:'*'{*j) — _Q(_)
) S \vjs+w; /
ct, par suite,

A5+ R i .
j‘(v,z—i—mj')-:g'(:)e (]:'1’29"-’9]))’

h; étant un entier, qui est évidemment unique et déterminé quand la

o s Ajs i
substitution (:, LEFE

est donnée.
Vi3 -+ !ﬂ‘j)
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Si I'on remplace la courbe f, = o par unc autre courbe de contact,
f, = o appartenant au méme systéme, on a une nouvelle fonction

=55

et je dis qu'clle satisfait aux relations

A(EEE) =) = 2p)
¥, vj:_{..m/ W\~ 9Ly ey P )

ot b estle méme que pour la fonction #,(z); le quotient ;'—(—"—), c'est-
L &

1
a-dire ['5% ]ra cst en cffet une fonction fuchsienne de groupe G,
1 -~

d’aprés ce qui a été dit plus haut, puisque les courbes f, = o ct f,=0
apparticnnent au méme systéme.

Considérons maintenant une courbe de contact f, = o appartenant

1
- "
4 un nouveau systéme; et soit §,(3) = [;..’((~)) ] la fonction correspon-
dante. On a .

. (N5 +py - !g,‘f,—'ft . . .
52<;j—:-_*—_;;>=52(..)c (J=1,2,...,2p).

Je dis que la suite (g, £y - . -, g2p) differe de la suite (A,, ..., Ay, )
sl en était autrement, la fonction uniforme

1
5i(3) _ [./;(:>]"
F.(3) J1(3)
serait en cffet une fonction fuchsicnne de groupe (G, ¢t 'on aurait, cn

désignant par 8,, ..., 8, les arguments des points de contact de S ¢t
de f,, par ¥y, ..., Y. ccux des points de contact de S et de f,

(2]

A( i
A Oi(:)d:+...+f 0:(5)ds = hoy+ I o, +...
B B

(i=1,2,...,p).
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Les groupes (B,,...,8;) ¢t (yi,...,7;) scraient alors équivalents,
ce qui cst impossible, puisque les courbes f, = o ct f, = o font partic
de deux systémes de contact différents (38).

Il résulte de la que, si I'on considére successivement les 727 systémes
de courbes dc contact, on forme 7?7 systémes de fonctions 7(3), satis-
faisant aux relations

2.3 R ﬂ .
j(_l__”;'i)_:g(;)e ’ (J=1,2,...,2p),

Vs + o,

et pour chacun de ces 7?7 systémes, les suites (hy, hyy ...y hyp) sonl
différentes. Or le nombre dc suites différentes u’on peut former cn
donnant & A,, ..., h,, les valeurs o, 1,...,7— t est précisément égal
A 7?: on voit ainsi qu'il existe un systéme de fonctions () satisfai-
sant & des relations de la forme précédente, ot Ay, ..., /Iy, sont des
enticrs choisis arbitrairement.

45. Nous pouvons par suite ¢noncer le théoréme algébrique sui-
vant :

Soit G un groupe fuchsien, déricant de 2p substitutions (*). On
peut former des fonctions uniformes dans Uintéricur du cercle
fondamental, §(3) satisfaisant aux relations

- )\:+ j c 1"’.::!1': o |
5(4__’*_/>:7(:)e (J=1,2,..,2p),

AT +'¢BJ

\ 25 i S
ot (3, 22 o5t une quelconque des substitutions fondamentales
’ vj: +EJ

du groupe G, et ot h; est un entier choist arbitrairement.

Les considérations géométriques qui préctdent mettent en évidence
I'existence et la forme de parcilles fonctions : toutes les fonctions de
méme nature s’obtiennent d'ailleurs cn multipliant 'une des préeé-
dentes par une fonction fuchsienne quelconque, de groupe G.

(1) 1 s’agit toujours, bien entendu, des groupes G qui donnent naissance i
un polygone R, de la nature indiquée au n° 2.
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46. Aupoint de vue géométrique, on peut déduire de ce qui précede
qquelques conséquences intéressantes.

Soient f, = o, fy=o0, ..., f,= o, r courbes de contact quclconques,
appartenant aux sysicmes

(I'nhh”-/‘ﬁp)a (gng:n“°g2p)7 vey (lnla"'-lcp),

c’est-i-dire telles qu’on ait

feal =l

..................

gzl -l

ot considérons la fonction

P(z)= f?'(:)f:-"(z) cee )f;"; ().

ver=r (4 (5 - )

ct, sous cette forme, on voit que $(s) est une fonction uniforme, sans
infinis dans l'intéricur du cercle fondamental, ct satisfaisant, puisque
S(3) est une fonction thétafuchsienne de degré p.g, aux relations

On peut écrire

A+ sug JUi+E+ )
G2l P 3 z g r
I(v,z+w,) b(3)(vs + w)Me .

Au point de vuc analytique, on est ainsi en présence d’une fonction
holomorphe, analogue aux fonctions thétafuchsiennes sans infinis, ct
il est clair, d’aprés ce qui préctde, qu’on peut choisir la fonction f£,(z)
de fagon que, quelles que soient f,(z), ..., fr—,(3), la quantité

hj+gi+...+1;

ait,suivantle moduler, une valeur entiére quelconque(j =1, 2, ..., 2p).
On peut, en particulier, étant donnés les systémes auxquels appar-
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tiennent les courbes f,=o,...,f-,=o0, choisir le systéme auquel

appartient la courbe f, = o de fagon que () soit une fonction théta-
fuchsienne holomorphe.

Nous dirons en ce cas que les r systémes

(,"nhs,---,th)7 (gnga’”"gﬁp)’ teey (lnlm“-alzp)

sont complémentaires. Les conditions & vérifier sont pour cela

h+g+. ..+l =h+ ga+...+ L,=...
=R+ gop+.. .+ =0 (modr).

On peut alors (§ VII) énoncer la proposition suivante :

Soient r courbes de contact appartenant a r systémes complémen-
laires : par leurs points de contact avec S, les points fices donnés
sur celle courbe, et 2 (p — 1) points simples de S situés sur une courhe
adjointe quelconque P, d’ordre n — 3, on peut mener une courbe
adjointe ¢ d’ordre n + g — 3.

Les tangentes menées aux courbes @ et P, en I'un queleonque des
points doubles de S, présentent une propriété intéressante.

Supposons en cffet que les courbes f, = o, fy=o, ..., f, = o appar-
tiennent respectivement, dans les systémes complémentaires dont elles
font partic, aux groupes (8,y S2y «oySq_p )y (g lyy ooy Lty

cr
(€13 02y +« oy 9a_y, )y €'est-d-dire que I'on ait (note du n° 38)

q

1 7'(8') 25<‘£ 1
file)="2e"7 f7(e),
z{ (e;)
............................ s (i:[,2,..-,(l—li,);
1 4 iz 1
fi(e) =TT i (e)),
z{ (€)

on en tire

x9(e;) isi+ti+...+optl )
b=z e ")

Cette relation peut recevoir une interprétation géométrique ana-
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logue a celle qui a été donnée au § XI; en prenant pour axes z,=o
et 2y = o les tangentes & S au point double (¢, ¢;), et en supposant
que les équations des tangentes en ce point aux courbes P et P soient
respectivement

Zy + a;x3 = 0, z, + bz, = 0;

on voit comme au n® 31 que la relation qui précéde donne

& e85+ ti+...+vi)i%:.
i
En d’autres termes :

Les points de contact avec S de r courbes appartenant é des sys-
téemes complémentaires et faisant partic de groupes déterminés,
sont silués, avec les points fixes donnés, ct les 2 (p — 1) points simples
ot S est traversée par une courbe adjointe quelconque P d’ordre
n — 3, surune courbe adjointe ® d’ordre n+ g — 3: le rapport anhar-
monique du faisceaw formé par les tangentes a la courbe S en un
de ses points doubles, et les tangentes en ce méme point aux courbes ®
etP, estégal ¢ une des racines r“= de lunité, et il reste fixe quand
les courbes de contact considérées varient sans cesser d’appartenir
aux systémes et aux groupes primitivement fixés.

On peut toujours, étant donnés les groupes auxquels appartiennent
dans leurs systémes, supposés toujours complémentaires, les courbes
Ji=o0,..., fiuy=o0, choisir le groupe de la courbe f,= o, de fagon
qu’on ait

Si+t+...+ v;=o0 (mod r); (i=1,2,...,d—k,),

et I'on a en ce cas

‘”;’(ei) !
(I)(ei) = zi(e)) (I)(ei)'
1 1

Les points de contact des 7 courbes considérées sont alors situés,
avee les points fixes, sur une courbe de degré ¢ (n° 33).

Nousdirons en ce casqueles groupes (s,,83...y 8,4 )y L4y +vsbag )y ey
(915 02y «+ +y P4_4,) SODL complémentaires.

Jonrn. de Math. (4¢ série), tome II. — Fasc. T1I, 1886. 39
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On peut donc énoncer le théoréme suivant :

Les points de contact de r courbes appartenant & des systémes et a
des groupes complémentaires sont situés, avec les points fixes, sur une
courbe de degré q.

En particulier :

Les points de contact de r courbes appartenant a un méme sys-
téme et @ un méme groupe sont situés, avec les points fixes, sur une
courbe de degré q.

Il résulte également de la que :

Si par les points de contact de rr — 1 courbes quelconques de la
famille considérée et par les points fixes, on méne une courbe de
degré q, cette courbe coupe S en l nouveaux points, qui sont les potnts
de contact d’une r'*™ courbe de la méme famille. Le sysiéme et le
groupe auxquels appartient cette courbe restent fixes quand les
systémes et les groupes auxquels appartienncnt respectivement les
r — 1 premiéres courbes restent fixes cux-mémes. St les r —1 pre-
miéres courbes appartiennent & un méme systéme, la r**" courbe
appartiendra a ce systéme.

47. L'équation de la courbe qui passe par les points fixes et les
points de contact de r courbes du méme syst¢me et du méme groupe
est facile a former.

Soient f, = o, ..., f, = o ces courbes.

On a
fa(z) = ?(3) ()\a?a + A Pat...+ )\m~d+k, ?m—d+k.)r’
Si@B) =9 (i Y,
S (ZB)=92(3) (@ @it ee e Y

La fonction ®(z) a ici pour expression

P(2)=9(z) (Mo + Mapat..) o (0,0 +..0)-
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En développant le second membre et remplagant, comme au n° 38,

9(2)¢7 (2) par A,
?(z)?:_'(z)?a(z) paI‘ Ar—l.«,...oa

on obtiendra le premier membre de I'équation cherchée

0:)\4‘4 ---maAr,o...o‘*"()\zy'l "'mi"*‘li!"n"-wl'*'“"")\lf"c ---ma)Ar—m,...o‘*"“

-+ 7‘m—d+k. Mr—dsty oo s Bm_drr, Ago,...re

48. Dans le cas ou les courbes de contact de degré¢ ¢ ne passent par
aucun point fixe donné sur S, on a

rl=nq.
N L] 3 .
Supposons qu on ait aussy

r'il=ng,

1 et ¢’ étant des entiers inférieurs 4 r et a ¢.
Soient f, = o, ..., fy = 0, 7’ courbes de contact quelconques ; posons

Y(z) = f1(5) F1(3)... £1(3).

La fonction f,(3) f,(3) ... f () a pour zéros : 1°chacun des zéros
communs & x,(3), £,(3), x,(3) au degré g7’ ou ¢'r de multiplicité;
2° chacun des arguments des points de contact de S et des courbes
de fi=o, ... fy=o,audegré r de multiplicité : il en résulte que '(z)
est une fonction uniforme, et I’on démontre comme plus haut les pro-
positions suivantes :

Si par les points de contact de r'— 1 courbes quelconques de la
famille considérée on méne une courbe de degré ¢', cette courbe
coupe S en | nouveaux points qui sont les points de contact d’une
r'eme courbe de la méme famille.

Le systéme et le groupe auxquels appartient celte courbe restent
fixes quand les systémes et les groupes auxquels appartiennent res-
pectivement les ' — 1 premiéres courbes restent fixes eux-mémes.
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CAS PARTICULIERS.

49. Supposons que les courbes de contact de degré ¢ ne passent
par aucun point fixe donné sur S, de sorte qu’on ait

rl = ng.
Admettons de plus que

9=9%

r=r's,

s ¢tant un enticr, et 7’ ct ¢’ étant premiers entre eux.

Il est clair qu'on aura unc courbe de contact dc degré ¢, ayantavec S
en ! points un contact d'ordre » — 1, en prenant une courbe de
degré ¢', ayant en I points un contact d’ordre 1 — 1, ct en comptant
cette coarbe s fois.

Soit % = o I’équation d’une telle courbe de degré ¢'; désignons par
8,y ...y Biles arguments de ses points de contact avec S, etpar a,, ..., 2,
ccux des points de contact avec S d’unc courbe de degré ¢.

On aura (§ I1I)

B BI 1
[0 s [ 0(3)d3 = (ko e,
2y %A
Si nous considérons le systéme de courhes pour lequel
h=Wk=...=o,
on aura, f = o étant I'équation d’'unc d’entre clles,
S(2) =9 ()Y ()
f(z) =5 () 47(3),

y(z) ¢tant unc fonction fuchsienne d’ordre I, ayant pour infinis

By ..., B (n°38).

ou
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On a, de plus,

(e ¥ (e =Tl ()Y () (i=1,2,...,d)

ou
7 ! "e s “ii_:s
(19) F(e) ¥ (e) = S o(e) ¥ (ee -
Considérons celles de ces équations qui correspondent a
L=tL=...=l;=o0.

La fonction ¢(e;){"'(e;) est évidemment une fonction thétafuch-
sienne holomorphe de degré 1.g', admettant comme zéro de multipli-
cité ¢’ chacun des k zéros communs 4 x,(z), #,(3), £4(3) : les rela-
tions précédentes expriment donc que les autres zéros de cette fonction
sont les arguments de points de S situés sur une courbe de degré ¢'.
En d’autres termes, la courbe f=o0 est une courbe de degré ¢’
comptée s fois,

Les relations précédentes, ou ¢, =...= f,= o peuvent s'écrire, cn
extrayant les racines r7iémes,

- ! 10,8
(20) ¢ (e)d(e) = AT (E)Y(eNe™  (i=1,2,...,d).

z} (€7)

Il en résulte que, parmi les ¢ groupes de courbes que comprend le
systéme considéré, il en est /¢ qui nc renferment que des courbes de
degré ¢’ comptées s fois; le nombre des groupes de degré ¢ indécom-

posables, comprises dans le systéme considéré, se réduit ainsi &
d 'd
rt—re,

Mais il peut se présenter un cas important ou ces résultats se modi-
fient : c’est celui ou ¢’ est inférieur & n — 2.

En ce cas, il suffit que ng’' — {(¢’+ 1)(¢’ + 2) — p + 1 des équa-
tions (19), ot 'on a fait ¢, = ¢,=...= o, soient vérifiées pour que les
zéros de ¢(z) {"'(3), autres que les zéros communs de z,(z), #,(z),
x,(z), soient les arguments de points de S situés sur une courbe de
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degré ¢’ (n° 33); et, par suite, & tout groupe de d équations de la

forme (1g), pour lequel n¢'— ;(¢'+1)(¢'+ 2) — p +1 au moins
des entiers ¢ seront nuls, correspondront des courbes de degré ¢’
comptées s fois.

Le nombre de ces groupes est, comme on le voit aisément, égal &

1+d(s—1)+ %:')(s— 1) +...+ d(i:.f)..(;i(—);')(s_ )%,

en posant, pour abréger,

A=ng' —3(¢+1)(g+2)—p+1
et

=in(n—3)—p—+r.

Chaque groupe d’équations (19) donnant naissance & ¢ groupes
d’équations (20), on voit ainsi que le systtme considéré renferme un
nombre de groupes de courbes de contact indécomposables de degré ¢
égal &

N=rd_rld[l+d(8—l)+d((f:l)<8—l)2+...

d(d—1)..(}+1) d-).
Sabar sy s el Gt D )]‘

Les autres groupes de ce systéme ne comprennent que des courbes
de degré ¢’ comptées s fois. Si A est nul ou négatif, il est clair qu’on
aura N = o.

COURBES DE DEGRE 72 — 3 TANGENTES A S EN TOUS LEURS POINTS
DE RENCONTRE AYEC CETTE COURBE.

51. Cherchons le nombre des courbes du degré n — 3 qui passent
par k, points doubles de S et qui touchent cette courbe en tous leurs
autres points de rencontre avec elle.

Il résulte du théoréme général du n° 38 ct de la remarque du
n° 42 qu'il y a 2%* systémes de telles courbes; les points de contact
des courbes d’'un méme systéme forment des groupes équivalents.
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Chaque systéme comprend 2%-*~' courbes, de sorte qu'il existe
en tout 2*P+4*~' courbes répondant & la question.
On a, sur les systémes de points de contact, des théorémes ana-

logues & ceux du n° 46.
On voit, comme au n° 49, que ces résultats se modifient si k, est nul

et si n — 3 est pair, c'est-a~dire si n est impair.

Soit n—3=2v,k,=o.

Parmi les systémes des courbes de degré n — 3 tangentes a S en
tous leurs points de rencontre avec cette courbe, il en est un pour

lequel les groupes des points de contact sont équivalents au groupe

n — 3 n . g ’ ’
de S——Qf)— poinlts situés sur une courbe de degré v.

Ce systéme ne comprend que N, courbes indécomposables ce
degré n — 3, étant posé

ade (d—1)(d—2) (d—1)...(N+1)
N,_z"‘-—[|+(d—1)+——l.2 """'"*’;.z...(d-ﬂ-u)]
el
N = 3n'—-|82n+1 _p+1
Il comprend, de plus, toutes les courbes de degré = ~ 3 comptées deux
fois.
Pour A’ nul ou négatif, on aura

N,=0.

52. Remarque. — Ces résultats cessent d'étre exacts si la courbe
de degré n — 3 doit passer par tous les points doubles de S(d = k,),
car les équations (17) du n° 38 n'existent plus, et les équations (16) se
réduisent & p —1 d'entre clles (n° 9). En ce cas, les quantités 4,
k', ... quifigurent dans ces équations ne sont pas indépendantes, ct le
nombre des systémes de courbes de contact est inférieur & r?2.

APPLICATION AUX COURBES DU QUATRIEME DEGRE.

53. 1l est aisé de voir que les formules qui précédent s’appliquent
au cas qui semble échapper & la méthode de p = o.
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Nous pouvons donc énoncer, pour toutes les courbes du quatriéme

degré, les propositions relatives aux systémes de coniques quadritan-
gentes.

L. Courbes du quatriéme degré sans point singulier. — Il y a
04 systémes de coniques tangentes & la courbe en 4 points : I'un de
ces systémes nc comprend que des droites comptées deux fois.

L’équation générale des coniques comprises dans 'un des 63 autres
systémes est de la forme

(21) MA +200,B+A,C=o0,
A, et A, étant des constantes arbitraires.

Les points de contact de deux coniques du méme systéme sont sur
une conigue.

II. Courbe S du quatriéme degré a un point double (¢). — Il y a
16 systémes de coniques de contact : chaque systéme comprend deux
groupes de conigues, ct'équation générale des courbes d'un groupe
est de la forme (21). Toutefois, I'un des systémes ne comprend que des
droites, comptées deux fois.

IIn’y a donc, en réalité, que 3o groupes de coniques de contact (*).

Les points de contact de deux coniques de méme systéme et du
méme groupe sont sur unc conique.

Par les points de contact de deux coniques du méme systéme el
de groupes différents, on peut mencr un faisceau de cubiques qui
ont, comme neuviéme point commun, le point double e.

Une quelconque de ces cubiques, C, coupe en outre la courbe S
en deux nouveaux points, déterminant une droite D qui passe
par le point e. En ce point, la tangente a C est la conjuguée har-
monique de D par rapport aux deux tangentes de la courbe S.

1. CourbeS du quatriéme degré a deux points doubles. — Ily a

(') Etnon 31, comme il est dit dans les Legons sur la Géométrie de Clebsch,
trad. Benoist, t. III, p. 278.
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quatre systémes de conigques de contact; trois d’entre cuxz renferment
quatre groupes, et 'équation générale des courbes d'un des groupes
est de la forme (ar1). Le dernier systéme ne comprend qu’un groupe de
coniques proprement dites ct renferme en outre les droites du plan,
comptees deux fois. Il n’y a done, en réalité, que 13 groupes de co-
niques de conlact.

Les quatre points de contact d’une conique du dernier groupe
sont sur une conique qui passe par les deux points doubles e, et e,,
et touche en chacun &' eux la conjuguée harmonique de la droite e, e,
par rapport aux deux tangentes mendes & S en ce point.

Les points de contact de deux coniques du méme systéme et du
mméme groupe sont sur une conique.

Dans un méme systéme, on peut distinguer les quatre groupes, sui-
vant la notation du numéro, par les symboles (o0,0), (o,1), (1,0),

(1,1) (n° 46).

Les points de contact de deux coniques appartenant ¢ un méme
systéme et aux deux groupes (e, B) et («',B') sont situés, avec les
points doubles e, et e,, sur une cubique C.

Cette cubique touche au point e, la droite e, e,, si a + o’ est pair,
et la conjuguée harmonique de e,e, par rapport aux deux lan-
gentes de S en ey, st a + &' est impair,

De méme clle touche au point e, la droite e, e,, st + B est pair,
et la conjuguée harmonique de e e, par rapport aux tangenies
de S en e,, si (B + B') est impair.

IV. Courbe Sdu quatriéme degré a trois points doubles. — Il n’y «
qu'ur seul systéme de coniques de contact; il renferme huit groupes
de coniques, et I'équation générale des courbes d’un groupe est de la
forme (21). Toutefois, quatre de ces groupes nc comprennent que des
droites comptées deux fois : il n’y a donc en réalité que quatre groupes
de coniques de contact (*).

(') Et non 7, comme il est dit dans les Legons sur la Géométrie (ibid.,
p- 306). Les trois groupes, désignés dans ce passage par les symboles (o, o, 1),
(o, 1, 0), (1, 0, 0), ne comprennent que des droites comptées deux fois.

Journ. de Matk. (4® série), tome II. — Fase. TII, 1886, 4o
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Les points de contact de deux coniques appartenant @ un méme
groupe sont sur une conique.

54. On peut donner des résultats analogues pour les cubiques oscu-
latrices ¢n quatre points & une courbe du quatri¢me degré. Nous ne
les ¢noncerons que pour les courbes sans points doubles ct les courbes
a un point double.

Courbe S du quatricme degré sans point singulier. — Il y a
=2 systémes de cubiques osculatrices & la courbe en quatre points :
I'un de ces systémes ne comprend que des droites complcées trois fois.
L’équation générale des cubiques comprises dans I'un des 728 autres
sysi¢mes cst de la forme

(22) MA+3NALB+30MAC+AD =o,
A, ct A, étant des constantes arbitraires.

Toute cubique menée par les points de contact de deur cubigues
coupe S en quatre nouceaux points qui sont les points d’osculation
d’une autre cubique : le systéme auquel appartient cetle dernicre
resie fixe si les systémes auxquels appartiennent respecticement les
deux premiéres cubiques restent fixes.

Les douse points de contact de trois cubiques d’un méme systéme
sont sur une cubique.

Toute conique menée par les points de contact d’une cubigue
coupe S en quatre nouveaux points, qui sont les points d’osculation
d’une autre cubique : le systéme auquel appartient cetle dernicre
courbe reste fice quand le systéme auquel appartient la premicre

reste ficxe (n° 48).

Courbe S du quatricme degré a un point double, e. — Il y a
81 systémes de cubiques osculatrices en quatre points : chaque sys-
téme comprend 3 groupes, et I'équation générale des courbes d'un
des groupes est de la forme (22). Toutefois, I'un des systémes, que
nous désignerons par la notation (o, 0, 0, 0) ne comprend que des
droites comptées trois fois.

Il n’y a donc en réalité que 240 groupes de cubiques de contact.
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Désignons les systémes par les symboles (a, b, ¢, d) et les groupes
par les symboles (&) : a, b, ¢, d, & pouvant prendre les valeurs o, 1, 2
(n° 46).

Soient trois cubicques appartenant respectivement aux systémes

(an b,, Cyy d«), (azv b,, ca, d2)7
B—-a,—a,,3—-b—0,3 —c¢,—¢y,3—d,—d,),

el aux groupes

(2)s (22)y, (24)

Si &, + «, + a,== 0 (mod 3 ), les douze points d’osculation des trois
cubiques sont sur une méme cubique.

Dans le cas contraire, on pourra par ces points ct le point double ¢
mener un faisceau de courbes du quatriéme ordre : I'une quelconque
de ces courbes, C, coupe S en deux nouveaux points qui déterminent
une droite D, passant par e. Le rapport anharmonique du faisceau
form¢ par la tangente en ¢ & la courbe C, les tangentes au méme point

UT o+ 22 )

2
a d, ct la droite D, cst égal & ¢ : il est donc équianharmo-
nique.

Les douse points d’osculation de trois cubiques du méme systénee
el du méme groupe sont sur une cubique.

Toute cubique menée par les points d’osculation de deux cubiques
quelcongques coupe S en qualre nouscaux points qui sont les points
d’osculation d’une nouvelle cubique : le systéme et le groupe au.c-
quels appartient celle derniére restent fixes si le systéme et ¢
groupe auxquels apparticnnent les deux premiéres restent fives
eur-mémes.

Les points de contact de deux cubiques appartenant respectivement
aux systémes

(aybiyend)) et (3—a,3—0,3—c¢,3-4d,),
ct aux groupes

() et (3--a),

sont sur une conique.
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Toute conigue menée par les points d’osculation d’une cubique
coupe S en quatre nouveaux points qui sont les points d’osculation
d’une autre cubique; le systéme et le groupe auxquels appartient
celle derniére restent fives sile systéme et le groupe auxquels ap-
partient la premiére restent fixes eur-mémes.

CONIQUES TANGENTES EN CINQ POINTS A UNE COURBE DU CINQUIEME DEGRE.

53. Nous ferons une application des résultats du n° 31 aux courbes
du cinquiéme degré.

Courbe du cingquicme degré é un point double (*). — Il y «
1023 coniques touchant la courbe en cing poinis.

Courbe du cinguiéme degré a deux points doubles. —- Les co-
niques langenles en cing points se répartissent en 256 systémes;
chaque systéme comprend deux coniques, sauf un qui ne comprend
que des droites comptées deux fois. Il y a donc 510 coniques de con-
lacl.

Courbe du cinquiéme degré a trois points doubles. — Les co-
niques de conlact se répartissent en 64 systémes; chaque sysiéme
comprend 4 coniques, sauf un qui ne comprend que des droites
comptées deux fois. Il y a donc 252 coniques de contact.

Courbe du cinquiéme degré a quaire points doubles. — Les co-
niques de conlact se répartissent en 16 systémes; les quinse premiers
comprennent chacun 8 coniques, le dernier ne comprend quwune
contque proprement dite. Par les cing points de contact de celte
conique et les qualre points doubles on peut faire passer un faisceau
de cubiques : Uune quelconque de ces courbes C coupe en outre la
courbe du cinquiéme degré en deux points, situés, avec les points
doubles, sur une conique H. Les tangentes menées en un quelcongue
des points doubles aux courbes C et H sont conjuguées harmoniques

(*) Suivant la remarque du n° 83, les formules qu'on y a données ne s’appli-
quent pas au cas de la courbe sans point double, puisque d =k, =o.
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par rapport aux langentes menées & la courbe du cinquiéme degré
en ce point.
Ily a en tout 131 coniques de contact.

Courbe ducinquiéme degré a cing points doubles. — Les coniques
de contact se répartissent en 4, systémes; 3 d’entre eux comprennent
chacun 16 coniques; le dernier ne comprend que 5 coniques pro-
prement dites. Par les cing'points de contact de Iune de ces coniques
et les cing points doubles on peut faire passer une cubique C. Les
tangentes mendes en qualre des points doubles a la courbe C et a
la conique H des potnts doubles sont conjugudes harmoniques par
rapport aux deux tangentes de la courbe du cinquiéme degré au
point considéré. Au cinquiéme point double, les courbes C et H se
touchent.

Il y a en tout 53 coniques de contact.

Courbe du cinquiéme degré a sixz points doubles. — Il y a
16 conigues de contact.

PROPRIETES GEOMETRIQUES DES COURBES DE CONTACT.

56. Comme derniére application de la théorie des courbes de con-
tact, nous donnerons quelques propriétés géométriques applicables aux
courhes d'un méme groupe, quand leur équation générale renferme un
paramétre arbitraire (*).

Soit

ng =2k, +k,+rl
ct

l—p—d+k+p=1

Les courbes considérées sont celles de degré ¢ qui passent par k, points
doubles et k; points simples donnés sur S, et ont avec cette courbe en /
points, formant un groupe d’indice p, un contact d’'ordre 7 — 1. -

(') Nous avons signalé ces propriétés dans le cas ou la courbe S est de genre 1.
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L'équation générale des courbes d’un méme groupe sera de la forme

MA,+ N A+ DA, L+ N A =o.

Nous appellerons ces courbes, pour abréger, courbes A.
Soient  de ces courbes :

.......................................

Les ri points de contact de ces courbes avec S sont (46 ) sur une

courbe de degré ¢, qui passc par les points fixes donnés, et dont I'équa-
tion est (47)

o=aB.. A, +(aB... +. o+ B A+ AL )AL e+ A,

Le coefficient de A, est la somme des produits A & & des 7 quantités

2,8, ..., A

Courbes A menées par un point du plan. — Soit (&, &,, «,) un
point du plan; on peut mener, par ce point, » courbes A : les valeurs
correspondantes du paramétre sont données par I'équation

o=a"A +ra'A_ +...+ A,
en posant
1 ’ U !
A= Ay(x, x,, x)).

Soient &, 8, ..., A les racines de I'équation précédente : la somme de
leurs produits & & k étant

(__ l)k rir—n...(r—k+1) A, ,
12...k A’

la courbe de degré # qui passe par les points fixes et les 4 points de
contact des r courbes A menées par le point (&, %, #,) aura pour
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¢quation

0= A A —rA A+ DA A, 1+ (— 1) A A,

Le premier membre de cette équation ne change pas, ou change de
signe, suivant que r est pair ou impair, quand on permute z,, T,, &,
et ), &, 2.

Cela posé, appelons courbe polaire d'un point la courbe de degré ¢
(fui passe par les points fixes ct les r/ points de contact des r courbes A
menées par le point. Ce point scra dit pdle de sa courbe polaire.

On a ce théoréme :

Si la courbe polaire d’un point P passe par un point P', la courbe
polaire de 1’ passe par P;

ct, par suite :

Les courbes polaires de tous les points d’une courbe polaire pas-
sent par le péle de celle-ct.

Les péles de toutes les courbes polaires passant par un point sont
sur la courbe polaire de ce point.

Si 7 est impair, P'équation de la courbe polaire du point (£}, x}, x,)
peut s'¢erire

0 =(A A, — A A)+7r(A A —A_A)+..
ct, par suite :
Si r est impair, toute courbe polaire passe par son péle.

Ces résultats, y compris le dernier, s'appliquent cn particulier aux
cubiques osculatrices en quatre points & une courbe du quatriéme
degre.

XIII. — DEs COURBES HYPERELLIPTIQUES.

37. On dit qu'une courbe S (de genre p et de degré n) est hyper-
elliptique quand il existe sur cette courbc un systéme simplement



314 G. HUMBERT.

infini de groupe g, formés de deux points : nous dirons que les deux
points d'un groupe sont conjuguds.

Le systéme en question est un systéme spécial, d’indice p=p — 1,
puisque dans les formules du n°® 19 il faut faire 2 =2 et r=1.

D’apres le théoréme de Riemann et Roch, les courbes adjointes a S
d'ordre n — 3, qui passent par-les deux points d’'un groupe, forment
un systéme p — 1, c'est-a-dire p — 2 fois infini; leur équation géné-
rale est donc de la forme

0= a‘P| + 02P2+. ..+ ap_.'Pp_’,

a,, ... étant des constantes arbitraires. En d’autres termes, les fonc-
tions thétafuchsiennes holomorphes du premier degré, qui s’annulent
pour les arguments des deux points d'un groupe, ont pour cxpression

0(z)=0a,0,+a,0,+...4+a,_,0,_,.

Comme il n'y a que p fonctions thétafuchsicnnes du premier degré
linéairement indépendantes, il résulte de la que :

Toute fonction thétafuchsienne holomorphe du premier degré, qui
s'annule pour I'argument d'un point, s’annule pour I'argument du point
conjugué, ct géométriquement :

Toute courbe adjointe d’ordre n — 3, qui passe par un point
d’une courbe hyperelliptique, passe par le conjugué de ce point.

Une courbe adjointe d’ordre n — 3 passant par deux points conju-
gués coupe en outre S en 2( p — 2) points, par lesquels on peut, d’aprés
le théoréme de Roch et Riemann, faire passer un faisceau de courbes ad-
jointes d’ordre n — 3. Soient 0, et 0, les fonctions thétafuchsiennes
holomorphes du premier degré qui correspondent & deux courbes de

R . . 0,(3 . . .
ce faisceau : la fonction fuchsienne 0%73 n’a que deux infinis dans I'in-
‘ -3

térieur du polygone générateur; elle est donc d’ordre deux.
On peut dire, d’aprés cela, que :

Pour que deux fonctions fuchsiennes de méme groupe G soient
lides par une relation hyperelliptique, f=o, il faut et il suffit
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qu'une des fonctions fuchsiennes du méme groupe soit du second
ordre.

La condition est suffisante, car, F(3) ¢tant cctie fonction, les deux

zéros de 'équation F(3) = const. déterminent sur la courbe f=o un
systtme de groupes g,.

Equation géndrale et enveloppe des droites joignant
deux points conjugucs.

58. Unec droite f = o joignant deux points conjugués coupe S en
1 — 2 autres points, déterminant un groupe dont la multiplicité est
en général n — p — 2 ¢ il en résulte qu'en désignant par § = o l'équa-
tion d’unc droite analogue, on aura (n° 37)

f()=9()[0 FY 4+ 0, FOY[B, B o B, FP . By FUP7Y),

1" 1% étant des fonctions fuchsicnnes d’ordre deux, F", ..., Fy'="="
des fonctions fuchsiennes d'ordre 7 — 2 ayant respectivement mémes
infinis. Ces infinis sont pour les ', les arguments des deux points con-

juguds situés sur la droite ¢ = o, pour les F,, ceux des » — 2 autres
points de S situés sur cette droite.

Les constantes « et 38 seront liées par n — p — 1 relations de la
forme (n° 37)

B(mya,+ mya,)+B,(na, + ngay) +...= o,

my,n,, ... étant des constantes. De ces n — p — 1 relations, on tirera
les valeurs proportionnelles des 38

B B
S N ’
SfisSay ooy ctant des polyndmes homogénes de degrén — p — 2 en «,,

«,. On aura ainsi, sous forme symbolique,

f(z)= (2, @)(fis foy - )

Dans le sccond membre, o, et «, entrent donc au degré n — p — 1,
Journ. de Math. { }* série), tome II. — Fase, III, 1886. 4'
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ct I'équation géncérale des droites joignant deux points conjugués sera
de la forme

0= & Pp—p—t ‘*‘xz"!’n—p—u + T3 Y n-p-1y

%, ... ¢tant des polyndmes homogénes de degré n— p — 1 cn 2, a,.
Donc :

Les droites qui jorgnent deur points conjuguds sur une courbe
hyperelliptique, de degré n et de genre p, enveloppent une courbe
unicursale de classe n — p — 1 et de degré 2(n — p — 2)en général.

9. Cette courbe, comme nous I'avons fait voir dans le cas des
courbes de genre un, touche S en un certain nombre de points, que
nous allons déterminer. Pour abréger, nous désignerons par droites )
les droites joignant deux points conjugués.

Les valeurs proportionnelles de a, ct «, qui correspondent aux
n — p —1 droites D qu’on peut mener par un point de S, d'argu-
ment 3, vérifient I'équation '

(-)3) i() =f(5)= ?(;)[a,l«‘(‘n l::)-l-ﬁgl“(,m(:)]
X[./"Ff.’”(z)"l"..-—l-'f;l_p_‘ :E-'"_p—”(:)_l-

[isfes . sont les valeurs proportionnelles trouvées plds’haut pour 3,,
8., .... Cetle équation admet d’abord la solution ‘

o, =F(3), a=—F"(s),

qqui correspond & la droite joignant le point 5 i son éonjuguc.
Remarquons maintenant que les points de S situés- sur I'enveloppe
&==Ues droites D sont tels que I'équation précédente ait deux racines
' a . . .
égales en > ct, en ces points, 'enveloppe touche la droite D qui cor-
1

respond & laracine double. Or, parmi ces points, figurent ceux dont
les arguments sont tels que les deux facteurs entre crochets dans le
second membre de (23 ) aient deux racines égales, c’est-i-dire tels qu'on

ait
0= £, [F(z), — ()| F¥() +..
+ foop-i [ FY(30) = FUGIFN(5) = 0.
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Soit 5, unc solution de cette équation : la droite Dy, qui joint le

point 5, & son conjugué, coupe S en des points dont les arguments véri-
fient la relation

(24) o =5(3)[a|F(5)+ ¥ (3)|[fi(a], @) F)'(3) +...],
%) cLa) étant liés par I'équation

S F V(5 + 2 FV(5) =o0.
Or la fonction

S a)FP )+

FIF (), = FY GIFY(3) 4

¢ est-a-dire

s‘annule, par hypothése, pour 5 = 3, : les deux facteurs entre crochels
dusecond membre de I'équation (24) s’annulent donc séparément pour
s = 3, ct par suite la droite D, cst tangente & S au point 3,.

Il en résulte que la courbe cnveloppe des droites D touche S aux
points dont les arguments vérifient I'équation

0 =A[FY (2), (3 (2) .
| L [P (2 = FOIFT 7 (2),

Les I, sont des fonctions fuchsiennes d’ordre deux; les F, des fonc-
lions d’ordre n — 2, ayant respectivement mémes infinis; f,, f,, ...,
des polyndmesd’ordre n — p — 2 : il en résulte que le second membre
de I'équation précédente est unc fonction fuchsienne d’ordre

2(n—p—2)+n—2=3n— 2p—6,
et par suite :

La courbe enveloppe des droites qui jotgnent deux points conju-
gucs sur une courbe hyperelliptique, de degré n et de genre p,
touche cette courbe en 3n — 2p — 6 points.

On peut dire de plus, en remarquant que les infinis du second
membre de (25) sont : 1° les arguments des deux points conjugués
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situés sur la droit¢ g = o, au degré n — p — 2 de multiplicité; 2° les
arguments des n — 2 autres points de S situés sur cette droite, que :

Le groupe détermind par les 3n — 2p — G points de contact est
dquivalent au groupe formé par n — p — 2 couples de points con-
Jugués quelconques, et les n — 2 points ot la droite qui joint dewr
de ees points coupe de nouveau la courbe lyperelliptique.

COURBES DE GENRE DEUNX.

6G0. Toute courbe de genre deux est hyperclliptique, car ses
courbes adjointes d’ordre #n — 3 sont en nombre simplement infini et
wontavee elle que deux points mobiles d’intersection : ces deux points
déterminent un systéme de groupes g,.

La courbe la plus simple de genre deux cst la courbe du quatriéme
degré a un point double : toute droite mendée par ce point coupe en
outre la courbe en deux points (ui sont conjugucs. :

Les coordonnées des points d'une courbe 8 du quatricme degrd a an
point double peuvent se mettre sous la forme

$.=H|(3), ""'z:‘(-):'(:)i £y = 6(3);

e, 0,, 0, étant des fonctions thétafuchsiennes holomorphes de degré
trois, ayant deux zéros communs, «, cl a, (*) (§ VI).

Soient 0,(3) et 0,(3) les deux fonctions thétafuchsicnnes holomor-
phes de degré un : chacune d’clles a deux zéros dans le polygone géné-
rateur; et les deux zéros de toute fonclion linéaire, de la forme

A0+ 0y,

sont les arguments de deux points conjugués de S (n° 4).

(1) D’aprés la théorie générale, il semble qu’on pourrait aussi prendre pour
&y, &y, 3 des fonctions thétafuchsiennes de degré deux. Mais, sil'on désigne par
6, et 0, les deux fonctions thétafuchsiennes de degré un et de genre deux, celles
de degré deux, qui sont au nombre de trois, se réduisent évidemment aux
fonctions 9%, 0,0, et 02 : la courbe décrite par le point x,, x,, x; serait alors
une conique,
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Proposons-nous de chercher les conditions nécessaires ct suffisantes
pour que trois couples de points conjugués, dont les arguments véri-
fient respectivement les rclations

MO+ 0, =0, A0, 4+ 1y 0, = 0, A0+ paly =03

soicnt, sur une conique, / = o.
On aura

/(3)2 ()\noc + &, 02)(7\304 -+ P-zoz)()‘aoc -+ {5302)
x<[a,9(5)+ @ 9,(5)+...+ a;5,(5)]

f(3)=(a0]+B0;0,+ 0,03+ 30))[a,5,(5)+...],

ou

1y -1 95 désignant cinq fonctions thétafuchsiennes de degré trois
lin¢airement distinctes, a,, ..., a, des constantes.

Pour que f(s) soit unc fonction du second ordre de z, (), z,(3),
£3(5), ..., il faut d’abord qu’elle admette comme zéro double chacune
des quantités a,, @, ce qui donne, cn annulant pour ces valeurs la
fonction @,%,(3)+... ct sa dérivée, quatre relations linéaires cn
@, ..., a; qui déterminent les valeurs proportionnelles de ces quan-
tités. Il reste ainsi

f(3)=9GE) (N0, 4+ ,0,).. . (A0, + 11,0,)
S(5)=P(3) (a0} +...+ 862).
On écrira ensuite la relation
f(e):zi(e)=/f(¢') . z\(e),

e, ¢’ désignant les arguments qui correspondent au point double de S.
Cette équation est de la forme

ou

aa+bB+cy+dé=o,
ou

2y N0 ¥ WSY 16 Wy WITINTD WTHS WNRTEY Vo W9
4 (A, gyt Py Aghy+ by o Ag)+ dity oy by =0,
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a, b, ¢, d ¢tant des constantes : c'est la relation cherchée enire les
quantités A ct p.

Remarquons qu'en tenant compte de la relation précédente mise
sous la premiére forme, on peut écrire

S(2)=4(3) e (3)+ Bhe(3)+ v (3)];

41y 4us s sont des fonctions thétafuchsiennes de degré trois; «, B, v des
constantes arbitraires, et ¢ (3) une fonction thétafuchsienne de degré
Irois, (ui a, cn outre des quantités &, ct a, comptées deux fois, deux
zéros, ¢, ct 7,.

61. De la résultent les conséquences suivantes :

Les coniques qui traversent trois couples de points conjugucs, sur
une courbe du quatrieme degré e un point double, passent par deu.r
points fixes de celie courbe et forment une famille linéaire dew.r
Sfois infinie.

On en déduit sans difficulté que la droite qui joint les points fixes,
5, ¢l gy, coupe cn outre la courbe en deux points (ui sont situés res-
pectivement sur les tangentes menées & S au point double.

Sil'on fait une perspective de la courbe S de maniére i faire coin-
cider les deux points fixes avec les points cycliques du nouveau plan,
el si l'on se souvient que la droite joignant deux points conjugues
passe par le point double, on voit que :

La nouvelle courbe est anallagmatique par rapport & sor point
double.

En d’autres termes :

Toute courbe de quatriéme degré du second genre, qui passe par
les points circulaires a Uinfini et a en outre pour directions asym-
plotiques celles des tangentes au point double, est anallagmatique
par rappori a ce potnt.

Cette proposition se vérifie directement sans difficulté.
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62. Nous n'insisterons pas plus longtemps sur cette théorie, nous
nous hornerons & énoncer la proposition suivante, qui cst une consé-
uence des théorémes généraux sur les courbes de contact (n° 38).

1l existe trois coniques, osculatrices, en deux points conjugués
& une courbe du quatriécme degré, de genre deux : les six points
d’osculation sont sur une conique.

Ces quatre coniques passent d'ailleurs par les deux points 5, et o,.

63. La courbe du cinquiéme degré, de genredeux,a quatre points
doubles : les coniques menées par ces points coupent en outre la
courbe en depx points, qui sont conjugués.

D’aprés les résultats du n° 27, il y a deux espéces de courhes de
degre cinq et de genre deux.

64. Pour les courbes de premiére espéce, les coordonnées d'un
point sont des fonctions thétafuchsiennes holomorphes de degré trois,
ayant un zéro commun.

Sur une telle courbe, S, trois couples de points conjugués sont tou-
jours sur unc cubique, passant par les quatre points doubles et cou-
pant en outre la courbe en un point fixe a (n® 27) : si nous consid¢-
rons une droite D, menée par a, ¢t coupant S aux points a, b, ¢, d, ¢,
la cubique qui passe par les points b, ¢, d et leurs conjugués sc décom-
pose ¢videmment en une droite, qui est D, ct une conique qui passe
par les points doubles. Il en résulte qu’il y a nécessaircment sur 1
deux couples de points conjuguds; en d’autres termes :

La droite qui joint deux points conjugués sur une courbe de
cinquiéme degré, de genre deux et de premiére espéce, passe par
un point fice a, situé¢ sur la courbe, gu’elle coupe en deux nouccanr
points, cgalement conjuguds.

On démontrerait sans difficulté que :

Le point a est le point de concours de deux tangentes doubles,
dont les deux points de contact avec la courbe du cinquiéme degré
sont respectivement conjuguds.
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65. Pour les courbes de seconde espéce, les coordonnées d'un point
sont des fonctions thétafuchsiennes holomorphes de degré¢ 4, ayant
Lrois z€ros COMMUNS &,, &, d,.

Les droites D qui joignent deux points conjuguds sur une courbe
de seconde espéce enveloppent (n™ 38 ct 59) une conique qui
touche la courbe en cing points. Le groupe déterminé par ces cing
points est équivalent & celui des points communs & S et & une des
droites D (n° 89); cn d’autres termes (n® 24), par ces cinq poinls ct
les quatre points doubles, on peut mener un nombre simplement infini
de cubiques coupant en outre la courbe en deux points conjuguds.

La conique enveloppe des droites D est donc celle que nous avons
rencontrée au n° 59.

Sur une courbe de scconde espéce, trois couples de points con-

jugués ne peuvent jamais étre sur une cubique passant par les points
doubles.

66. Proposons-nous d'étudier les coniques f=o qui traverscent
(uatre couples de points conjugués. On a

SGE)Y=0,+ 1, 0,) (MO + piDp) (@ g0+ @aga+. o o+ @1%)
ou
S(z) = (al} + B0, +.. .+ ¢0)) (a5, +...),

%1y -+ 55 Ctant sept fonctions thétafuchsiennes holomorphes linéaire-
ment distinctes, de degré quatre. Pour que f(5) soit une fonction du
second ordre de x,(3), ,(3), x;(5), il faut d'abord qu'elle admette
comme zéro double chacune des quantités «,, a,, «,: ces conditions
déterminent les valeurs proportionnelles de @, ..., a;,ctl'ona

f(3)=(ab, +...+¢0;) $(3).
Il faut ensuite que f(s) satisfasse & trois équations (n°® 33) de
la forme
f(e) 1 i(e) = f(e)) : 2(e)),

(e, €;) étant les arguments d'un des points doubles. Ces relations dé-



APPLICATION DE LA THEORIE DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 323

terminent ¥, 8 et € en fonction linéaire homogéne de a, B, etil reste

Sf(z)="4(z)(a}, + Bda),

les constantes « ct § étant arbitraires.

La fonction () a, outre les quantités «,, «,, @, comptées deux
fois, deux autres zéros 7, et o,; il résulte, par suite de Pexpression
précédente, que :

Les coniques qui traversent quatre couples de points conjugués
passent par qualre points fixes, dont deux sont situés sur la courbe
du cinquieme degré considérée; et, réciproquement, toute conique
mende par ces quatre points coupe, en outre, la courbe en huit
points mobiles, qui sont deux & deux conjugucs.

On démontrerait de méme que :

Les coniques mendées par un des points doubles de la courbe, et
tracersant trois couples de points conjugucs, passent par qualre
points fizes, dont trois (y compris le point double) sont situés sur la
courbe, et réciproquement.

Les coniques menées par deux points doubles et traversant deu.
couples de potnis conjuguds passent par quatre points fices situés
sur la courbe, et réciproguement.

67. Dans ce dernier cas, cn désignant par
A0+ [ 0., 2,0,+ (%29,

les fonctions qui ont pour zéros les arguments des deux couples de
points conjuguds, on a, entre les quantités p ct A, une relation invo-
lutive de la forme

(26) alhy+ O(N o+ Ny) + epy = o.
Les équations des deux droiles qui joignent les deux points de ces
couples sont de la forme (n° 58)
0=ANA+2\p,B+uiC,
0 =NA +2hp,B+piC,

Journ. de Math. (4* série), Tome II. — Fasec. III, 1886, ~/|3
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ct il résulte de la relation (26) que le point d’intersection de ces
droites décrit la droite

aC +cA — 20B =o.
Donc :

Les droites qui joignent les points conjuguds de deur couples
sttués sur une méme conique, mende par deux points doubles
dlonnés, se coupent sur une drotte fixe.

On verrait de méme que :

Les droites qui joignent les points conjuguds de trois couples
siluds sur une méme conique, menée par un point double donné, se
coupent deux a deux sur une conique fixe.

68. Les courbes du sixiécme degré, de genre 2, présentent les
mémes particularités que celles du cinquitme degré : elles sont de
deux espéces, ct 'on voit, comme plus haut, que sur une courbe de
premicre espece, la droite qui joint deux points conjugués passe par
un point fixe, ¢t que les quatre nouveaux points ot elle coupe la
courhe sont deux & deux conjugués. Sur une courbe de seconde espeee,
la droile qui joint deux points conjugués cnveloppe une courbe du
quatricme degré, de troisicme classe, tangente & la courbe en huit
points.

XIV. — DE QUELQUES COURBES SPECIALES.

69. Nous avons dd réserver, au n® 14, pour une étude ultérieure,
le cas ou les coordonnées x,, x,, x, des points d'unce courbe de
genre p sont proportionnelles & des fonctions thétafuchsicnnes du pre-
mier degré.

Nous distinguerons dans I'étude de ces courbes les deux cas sui-
vants.

Dans les deux cas, «,, «,, x, sont trois fonctions thétafuchsiennes
holomorphes de degré un ayant & zéros communs, a,, ..., % :

1° Il n’existe pas de systéme de groupes équivalents au groupe des
quantités a,, ..., %;
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2° Le groupe des quantités «,, ..., @, détermine un systémec de
multiplicité .

70. Les courbes des deux catégories jouissent d'une propriété im-
portante qui les caractérise au point de vue géométrique.

Supposons que le groupe («,, ..., a;) détermine un systtme de
multiplicité 7.

La courbe S, dont1'équation est f = o, décrite par le point x,, x,, £,,
sera de degré n=2(p —1) — k et de genre p (n°® 4), ct les fonctions
thétafuchsiennes holomorphes de degré un pourront toujours se mettre
sous la forme (§ 1)

- I vdz ~ T ds

0;‘(3) — Px(“‘t_s‘l'v Z3) (m dx, d»ﬁ).
Il existe 7 + 1 fonctions thétafuchsiennes de degré un, linéairement
distinctes, s'annulant pour les 2(p — 1) — k zéros de z, autres que
%, ..., 2 cetie proposition résulte de 'hypothése et du théoréme
du reste.
Soient zy, 0,, ..., 0, ces fonctions. On aura, en vertu de I'expres-
sion précédente,

BohW bW oY
P PP, TP
P, P, ..., P, étant les premiers membres des équations de 7+ + 1

courbes de degré » — 3, adjointes a la courbe S. Les zéros de x5, 0,,....,
0, sont respectivement (§ I) les arguments des 2(p — 1) points simples
comnmuns & S et aux courbesP =o, P, = o, ..., P,=0. Parmi ces
points figurent donc les 2(p — 1) — k points de S situés sur la droite
.£,= o0, ct par suite chacune des courbes P = o, ..., P,=o0 se décom-
posc cn une droite 23 = 0 ct en unc courbe dc degré n — 4. Comme
la droite x, peut étre une droite quelconque du plan, la courbe de
degré n — 4 est une courbe adjointe de S.

Il y aura ainsi r + 1 courbes adjointes de degré n — 4; Q = o,
Q,=o, ..., Q.= o et les premiers membres de leurs équations scront
lin¢airement distincts, sinon il existerait unc relation linéaire et homo-
géne entre xz,(3), 0,(3), ..., 0,(3), ce qui nest pas. De méme, il
n’existe pas de courbe adjointe de degré n — 4, Q,,, = o, dont I'équa-
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tion ne rentre pas dansla forme mQ + m,Q, +...+m, Q.= o; m,...
¢tant des constantes.

Les courbes Q,= o coupent la courbe S aux points multiples et
en k points dont les arguments forment un groupe équivalent au
groupe (%, ..., o).

Dans le cas ot le groupe (=, ..., #) ne détermine pas de systéme,
il n'existe qu'unc fonction thétafuchsienne holomorphe de degré un
s'annulant pourles 2(p — 1) — k zéros de z,(3), autres que 2, ..., %;
c’est la fonction x4 (5) elle-méme : si, en cffet, il existait deux sem-
blables fonctions «,(3) et 0(s), le groupe des zéros variables de la
fonction p,z,(35) + p,0(3), qui est équivalent an groupe (=, ..., %)
déterminerait un systéme de multiplicité un. Il en résulte qu'il n'y a
(qu'une courbe adjointe de degré n — 4; clle coupe la courbe f=o
aux points multiples et aux & points d’arguments 2,,2,, ..., 2.

71. Les réciproques de ces propositions sont vraies et s¢ démontrent
de la méme maniére. On peut donc dire que :

St une courbe de degié n et de genive p admet une famille linéaire
r fois infinie de courbes adjointes d’ordre n — 4, les coordonnées
des points de cette courbe sont proportionnelles & trois fonctions
thétafuchsicnnes du premier degré dont les séros communs déter-
minent un systéme de multiplicité r, et réciproquement.

72. Cette théorie se lie ¢troitement & celle des systémes spéciaux :
je dis, en cffet, que si le groupe (a,, ..., 2; détermine un systéme de
multiplicité r, cc systéme est nécessairement spécial.

La proposition cst ¢vidente si k est inféricur & p +1 (n° 20); si
Fonak2p +r1,les 2(p — 1) — k zéros variables de la fonction

QT+ Ay Ly + Ay Ly,

ou e,, a,, a, sont des constantes, formeront un groupe qui appar-
tiendra & un systeme de multiplicité 2 : ce systéme sera spécial, car la
quantité

2+p—2(p—1)+k,
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c'est-a-dire k — p + § cst positive par hypothése ; d’apres le théoréme
de Riemann et Roch le groupe formé par les zéros a,, ..., ; comn-
muns i .¢,, &y, £, sera ¢galement un systéme spécial.

73. On peuttirer de la quelques conséquences relatives aux trans-
formations unidéterminatives d’une courbe quelconque de genre p.

On sait ue, parmi ces transformations, les plus intéressantes sont
celles ot 'on fait usage de courhes adjointes d’ordre 1 — 3 : si Cest
une courbe quelconque, de genre p et de degré n, le point de la trans-
formée €, de coordonnées &, §,, £, qui correspondra aux points Z,,
£.s &y de Csera donné par les relations

El. = Pn (En En 23)7
E;: Pz(En E.n sa)’
5I.= Ps(En En’ Es ’

P,, P, P, étant les premicrs membres des équations de trois courbes
de degré o — 3 adjointes & C.
Cette transformation est unidéterminative en général, parce que,

. . . ¢ 3 . .
inversement, les fonctions fuchsiennes ¢ ct E* sont fonctions ration-
AL 1

nelles des fonctions fuchsicnnes §~’- ct g,? (n° 5, note).
1

Or P&, .00, Py, 20, Py(Ey,y -..) sont proportionnels (n° 4)
i trois fonctions thétafuchsiennes holomorphes du premier degré, ct
I'on en conclut, en s'appuyant sur les résultats précédents, les pro-
positions suivantes :

Toutetransformation unidéterminative d’une courbe C,de genre p
et de degré n, a Uaide de courbes adjointes d’ordre n— 3 passant
par k points simples de C, fait correspondre a cetle courbe une
courbe C' de genre p et de degré n', [n'=2(p—1) — k], dont
les points doubles sont une courbe de degré n’ — 4 (*).

(') Cette proposition constitue bien un théoréme, car les points doubles de S'
sont un nomhre de 4(2p — Ak —3)(2p — k — 4) — p; le nombre des points qui
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Ainsi, unc courbe quelconque C, de genre quatre et de degré n, sc
transforme, & I'aide de courbes adjointes de degré 1 — 3, n’ayant
¢n dchors des points doubles aucun point commun sur C, en une courbe
du sixiéme degré, dont les six points doubles sont sur une conique.

Une courbe de genre cing devient, par une transformation analoguc,
une courbe du huitiéme degré, dont les seize points doubles sont sur
une courbe du quatri¢me degré.

Plus généralement :

Toute transformation unidéterminative d’une courbe C e
genre p et de degré n, a Uaide de courbes adjointes d’ordre n — 3
passant par k points simples situés sur C et formant un groupe g,
qui apparlient ¢ un systéme (spécial) de multiplicité r, fail corres-
pondre a cette courbe une courbe C,dedegrén’,|w'= 2(p—1)—kl|,
qui admet une famille linéaire r fois infinic de courbes adjointes
de degré n” — 4.

A kpoints de C formant un groupe équicalent a g correspondent,
sur Gy & points situés sur une courbe adjointe dedegré v’ — 4, et
réciproguement.

Cette dernicre proposition donne, au point de vue géométrique,
unc idée assez nette de la nature des groupes spéciaux sur unc courbe
algébrique.

Si k = o, la courbe adjointe de degré 2(p — 1) — 4, qui passe par
les points doubles de la courbe transformée de degré 2(p — 1), ne
coupe cetle courbe qu'aux points singuliers, car on a identiquement

(2p—3)(2p — 1) —3p=(2p - 6)(2p — 2).
Donc

Si .z, &y, x4 sont trois fonctions thétafuchsiennes holomorphes

déterminent une courbe de degré 2ap— & — 6 est d'ailleurs
2(ap—4k—6)(ap—k—3),

et la différence de ces deux nombres est p — 3 — 4.



APPLICATION DE LA THEORIE DES FONCTIONS FUCHSIENNES. 329

de degré un wayant aucun zéro commun, la courbe S, décrite par
le point x,, x,, x4, est de degré 3(p — 1) : ses Pomts doubles sont
une courbe adjointe de degré a(p — 1) — 4, qui ne la coupe qu’en
ces points.

74. Pour lcs courbes S, de degré n, qui admettent des courbes
’ gre n, q

adjointes d’ordre n — 4, les théorémes du n° 16 sont remplacés par

les suivants, qu’on démontrerait par unc méthode analogue :

Soit C une courbe adjointe aS, d’ordre n + q — 4 passant par les
points non singuliers communs a S et a une courbe adjointe d’ordre
n—4: les arguments des autres points (non singuliers) ot cette
rourbe coupe S annulent une fonction thétafuchsienne holomorphe
dle degré q, dont les derniers séros sont les quantités a,, ..., oy,
chacune au degré q de multiplicité.

Inversement ;

Soit ©(z) une fonction thétafuchsienne holomorphe de degré ¢,
aldmettant comme zéro multiple d’ordre q chacune des quantités
%,y ...y % : les aulres séros de cette fonction sont les arguments de
points de S situés, avec les points simples oie S est coupde par une
courbe adjointe quelconque d’ordre n — 4, sur une courbe adjoinie
dordre n + q — 4.

75. En partant de ces propositions, on peut répéter les raisonne-
ments du § XI, en remplacant simplement les courbes adjointes
d'ordre n — 3 de la théorie générale par des courbes adjointes d'ordre

1 — 43 ct les résultats géométriques du § XII subsistent sans modifi-
ation.




