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Sur le coefficient du terme général dans certains
développements ;

Par M. A.-H. ANGLIN.

L'objet de ce Mémoire est d’obtenir sous forme finie le coefficient
du terme général de quelques développements, qui n’a été obtenu
jusqu'ici que sous forme de séries, en déterminant la somme de cer-
taines de ces séries.

La méthode employée est une conséquence de ce théoréme que

a**?*(b—c¢)+ V" (c—a)+ c"*?*(a - b)
est divisible par
a*(b —c)+ b0 (c—a)+c*(a —b),

le quotient étant &,, ot &, est la somme des produits homogénes de
a, b, c et de leurs puissances, ces produits étant de degré n.
1. Nous établirons donc d’abord ce théoréme fondamental, 3 savoir
que
a**(b — ¢)+ 0**?(c — a)+c***(a — b) = kh,,

k désignant
a*(b—c)+ b*(c —a)+c*(a—b).

Journ. de Math. (4° série), tome I1. — Fasc. I, 1885, 19
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Nous avons

1 1 1
I—ax 1—bx 1 —cx

=(+ax+...+a2"+.. )1+ br+.. .+ b2 +.. )1+ cx+ ...+ " +...)
=1+ hx+h2* ... 4+ b+ .,

ol h, désigne la somme des produits homogenes de degré n, de a, b, ¢
et de leurs puissances.
Mais on démontre aussi que

1 1 1 . A B C
1—aw 1—bx 1—cx  1—ax + 1—bx + 1—cz’
ol
- - _ !
A_ (a—b)(a_.c)’ B—(b—'a)([)—-c)’ C__(c____a_)_(c_._—b).
Par conséquent
at
AohE—g(l e+ ata )
bt
+mb—:‘.—)(l +[).l' L P o b".l'"-}-“.)
c’ [ "
+ e (L eE e L)

=1+ h,x+hx*+...+ byt 4. ...

Alors, en égalant les coefficients de # dans les deux membres, nous
obtenons

qnh+3 pnr+3 ch+1

@—ta—0) T ==t c=a(c=b)

= ,'/n

et par conséquent
a”.m(b . c)+ bn+2(c — a)+ cu+2(a —_ b): ’f,l,,.

2. Afin de donner une solution compléte du probléme qui forme le
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sujet de ce Mémoire, il est nécessaire d'exposer d’abord le lemme sui-
vant :

Dans Uexpression
(1+az +...+a"z")(1+bx + V*a? +...+ V' 2") (1 + cx + ¢x? +...+ " "),

otz chaque facteur s'arréte au terme en x*, le coefficient de " est h,,
qui renferme a*, b" et c".

Le coefficient de 2"+' est formé par la somme des produits homo-
génes de degré n + 1, de a, b, ¢, moins les puissances (n + 1 )me,
a™', b+, ™' et il est ainsi égal & A,,, — s,.,, cn désignant géné-
ralement par s, la somme a"+ 0"+ ¢

De méme, le coefficient de 2"+? est la somme des produits homo-
genes de degré n + 2de a, b, ¢, moins les termes renfermant les expo-
sants » + 2 et » + 1, et il est par conséquent égal a

h”+2_ an+2__ bn+2 — cn+2_ an—H(b +C)— bn+|(c +a)_ cn—i-i(a + b),

c’est-a-dire
"’n+2 - Ill Snt1+

Le coefficient de #™+® est h,,,, moins les termes renfermant les
exposants 2 + 3, n + 2 et n + 1, et 'on peut, par conséquent, mon-
trer qu'il est égal &

hars ~— Snsi s

Plus généralement, le coefficient de "™ est égal 4 la somme des
produits homogeénes de degré n + m de a, b, ¢, moins les termes ren-
fermant les exposants # + m, n +m — 1 ... n+ 1, etil est par consé-
quent égal &

by — a™™ — @' (b+c)—...— a""2(b*+ be + ¢?)—...
—a™ (0™ + b+ e+ Lo+ ¢ ),

c'es t-a-dire

hn-+-m — Sp+q J (R
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Ainsi

(1+ax+...4+a"z")(1+ bx +...+ V"a") (1 + cx +...+ c"z")
=1+x +. + b+ (g — $500)8 +(Dyg — Spi b)) 2"
A (ngs — Spri P2) 2™ o oo+ (Mg — Spy o )™ 4.

En particulier, le coefficient de 2?**? peut étre exprimé autrement
que Par @uy., — Spsi by y, sous une forme plus commode; en effet, ce
coefficient est celui de 2**+? dans le produit de

a"z"(1+a s +alrt 4. .+ a"x ")

par deux expressions analogues, formées en remplagant successive-
ment a par b et ¢ dans celle-1a, cc qui donne le produit

(abe)'x* (1 +a'x! +... 4+ a"x™")
X(A+b"'r 4.+ 0" ") 1+ ' . ),

Ce coefficient de x**+? est égal & (abe)” multipli¢ par le coefficient
de 2~"-? dans I'expression

(1+a'c' +...+a"z™)
X(+b'r ' .+ b)) (e e,

'

1l est donc égal & (abc)*h, ,, h, désignant la somme des produils
homogénes de degré n, des inverses de a, , ¢ ct de leurs puissances.

3. Nous allons maintenant considérer le coefficient général dans une
certaine forme de développement, ct, pour plus de clarté, nous com-
mencerons par le chercher dans des cas particuliers avant d’aborder
le cas géncral.

Nous avons

(1) a"*(b—c)+ b2 (c — a)+c"*(a — b) = kb,

ou k représente a*(b — c)+ b*(¢ — a)+ c*(a — b). En multipliant
les deux membres de (1) par @ + b + ¢ (qui a été désigné par s, ), et
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en groupant convenablement les termes, nous aurons

am—!(b + c)(b _ c)+ b""”(c -+ a)(c — a)+ (}"+2(a + b)(a - b)
= k(8| hn - h’ll+|)‘

Multipliant encore par a@ + b + ¢ ct groupant les termes, nous
aurons

A (b+c)(b—c)+...=k(sih,— 28, hyry + hysy),
ct de la méme maniére
a?(b+e)(b—c)+...=k(sih,— 38 b, + 38l s — hyy).
Linfin on peut déduire par le méme procédé que

a**(b+cy(b—c)+ b c+a)y(c—a)+c'**(a+b)(c—a)

(2) =k(s,—1)[h],

n+r?

(s,—1)'[h];,, ¢tant une représentation symbolique de la suite

r ol I'(I‘—-l) -2
S\ hy— rs; gy + -~ §2h,.,

(A) _ r{r—uy(r—a)

1.2.3 s:—ah"+3+"'+(— l)rll'lnr'

Maintenant, on a

(syx — 1)y =8\a"—rs7 2" + i('l—:'—) St (=)

et
I
(1—ax)(1—bx)(1—cx)

=04t B @ A Ry X A Ry g2 A DT L

Par conséquent, la suite (A) est le coefficient de #*+" dans le déve-
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($z—1)"
—az)(1—bx)(1—cx)

loppement de a ; et ce cocfficient est alors égal a

I'expression

art(b+c)r(b—c)+ b (c +a) (c—a)+ " (a+ b)'(a—b)
a'(b—c)+ b (c—a)+c(a—0b)

4. Si nous multiplions les deux membres de I'équation fondamen-
tale (1) par @® + b* + ¢? (c'est-a-dire s, ) et si nous groupons les termes
convenablement, nous trouvons

@+ (0 + c2)(b —e)+ b2 (c* +a’)(c — a)+ (@’ + V) (a — b)
=k(syhy— hyis)-

Multiplions encore par a* + b* + ¢*, nous obtiendrons
a (b + 2 (b—c)+...=k(s;h,— 28,000+ Dy y)
ct de la méme maniére
a (VPP (b—c)+...=k(sih,— 33 hy s+ 38R, — lyyo).
Finalement, on arrive par ce moyen au résultat suivant

ann(ba_*_ cz)r(b — C)-i— bn+2(cs_|_ aa)r(c _ a)
+c3(a? + b*Y(a — b)=k(s, — 1y (k)"

n+2r)y

(3)

oi1 (s,— 1)’[h]},,, représente symboliquement la suite

n+2r

(B) ( S;hn - rs;_| hn+2 -+ ’l:: I) S;-2hn+4
(

! — r_('r—?._l‘z)_.%:—z—)sg—shnﬂ'*"“'k(_ [)rk'“'”"

Or

= " + 1+2
(l_ax)(1—bx)(l—cx)_"’+ hﬂw -l-h,,_,.,.’l/‘” +hn+2.'1/ +...,

l —
(1+ax)(1+bx)(1+cz)  *

bt b, L
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suivant que 7 est pair ou impair; de sorte que la série

h,x" 4+ B 4= by X oo By, L

_[i+(bc+ca+ab)r'] ou [(a+b+c)z+abea’]
- (1—a*z?) (1— b*ax?) (1— c*x?) ’

suivant que »n est pair ou impair.
Mais on a

2 r_ o par ot ar—a 3 P(r—=1) pa_ar,
(s,8* — 1) = g2 — st + ——— s
r(r—1n(r—a) ,_

- S,
1.2.3 :

3x2r—o “+.. .+(_ I)r.
Donc la suite B est le coefficient de 2"+*" dans le développement
de

1 +(bc+ ab + ca)x?
(1—az?) (1 — b*a?) (1—clx?)

(s,2* — 1Y,

n ¢tant pair et dans le développement de

(¢ +b+c)x +abcx®
(1—atx?) (1 — b'a®) (1 — clx?)

(8322 — 1),

n étant impair, et alors chacun de ces cocfficients est égal &

an+2(b2+02)r(b__ C)+ b"+’(c’+a’)"(c—a)+c"+’(a3+ b‘.')r(a _b) )
a(b—c)+ b (c—a)+ct(a—0)

5. Sinous appliquons i I'équation (1) la méme méthode de multi-
plication par a®~+ b + ¢, puis par des sommes analogues de puis-
sances plus élevées de @, b, ¢, des difficultés nouvelles en méme temps
que des formes intéressantes sc présentent, la maniére de procéder
restant laméme dans tous les cas; mais, pour plus de clarté, nous allons
encore indiquer un cas particulier avant de passer au cas général.

Multiplions Iéquation (1) par a*+ b*+ ¢' (ou s,), comme il a été
indiqué, on trouvera finalement que

(b + Y (b—c)+ 3t +a'Y(c—a)+ " a'+ b)) (a - b)
@) =k(s,—1)Y[Rh],

n¥sr?
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ol (s, — 1)"[A];,,, représente la suite

r(r—1)

© Sihy—rsT by + — SV by
r(r—1)(r—a) ,.
- “—Taf?._) S hpia (= 1) Ry e

Maintenant

1
(1—ax)(1—bx)(1 —cx) =

coo I, xt 4 R A Ry

Il faudrait trouver la somme des termes pris de quatre en quatre
dans la série, en commencant & partir de /,. Si nous procédons & la
maniére habituelle, en remplacant x successivement par az, Bz, yx,
dz, ol «, B, v, 0 désignent les quatre racines de l'unité, en ajoutant
membre & membre et observant que o”+ "+ y"+ ¢" = o, cxcepté
lorsque n est multiple de 4, auquel cas cette expression est égale 4 4,
nous obtiendrons, si # est un multiple de 4,

Ao+ Ry 4 Ry "N A D™ o D 2™+

1 1 I 1
T (1—aaxz)(...) + (1—afx)(...) + (1—ayx)(...) + U—adz)(...)

Lorsque le second membre de cette équation est réduit 4 un seul
terme,on voit aisément que le dénominateur de ce terme cst

(t—a'x*)(1— b'x*)(1— c'x');

et le numérateur est la somme de quatre expressions semblables de la
forme

1+ Az + Apz®+.. .+ Ayt
La premiére de ces expressions est égale au produit de

(1—aPz)(1 — ayz)(1 — alx)

et de deux autres groupes de facteurs analogues obtenus en rempla-
cant a successivement par b et ¢ dans celui-la.
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Orona
(1—aBz)(1 —ayz)(1 — adz)=1+ ara+ a’r e? + a2 a?,
puisque

B+y+E=—aq, v+ +PB=—a(f+y+0)=0a
et

By&:—&:-a’.

Donc le premier terme du numérateur est égal &

(1 +axa+ a’x?a® + a*x’a’)
X (1+ bza+ b*xa+ b*xe®) (1 + cxa + c*x*a’+ c’x’a’),

produit qui est de la forme
1+ B,xa + B,x?a?+...+ Beatal + Byx* o’

et les autres termes du numérateur sont obtenus en remplacant dans
celui-1a a successivement par B, v, ©.

Donc, ajoutant ces quatre expressions, ct observant la remarque
faite sur la valeur de «”+ 3"+ y*+ &", on a, pour valeur du numéra-

teur,
4(1 + Bz + Byx?).

Mais, d’aprés le lemme, B, = &, — s, que nous désignerons par ¢,
et Bg= p*h,, i représentant abc; nous avons donc

e By @ B T By @S s o By T
_ AL AR SRTLY YL
T (1—atzt) (1 — b)) (1 —ctat)

Alors, si nous reprenons, comme nous_I'avons déja fait, le dévelop-
pement de (s,x*— 1), nous verrons que la suite C est le coefficient
de z"+*" dans le développement de

(14 Gzt 4+ w3 A, 28 (s, 2t — 1)
(—=az)(1—b'z*) 1 —c'z*)’

Journ. de Math. (4* série), tome . — Fase. II, 1886. 20
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n étant un multiple de 4; et alors ce coefficient est égal i

a"* (b4 )" (b — )+ b2 (b + @) (¢ — a) + "2 (at + b)) (a — b)
a*(b—c)+ b (c—a)+c(a—b)

6. Généralement, si nous appliquons le méme procédé a I'équa-
tion (1) en employant @™+ b™+ c¢™ (ou s,,) comme multiplicateur,
nous aurons

(5) an+2(bm+ cm)r(b - c)+ bn+a(cm+ am)r(c — a)+ c"“(a”’+ bm)r(a _ ’))
= k(sp— 1) [R]

n+mr?

ot (s, — 1) [h];, ... représente la suite

’

r r—1 r@—1 ra
S h,;-—- rs,, hn+m -+ 12 S hn#—zm

(D)
- ’_‘ir—ll—)ﬁ_f-;—l) 82:3 hn#—lm"‘{"- o +('~ ‘)’h”*‘”"'

I faut trouver les sommes des termes de 7 en m de la série

e Bg® A P T A Py 8 A Dy A o R T

n étant un multiple de 7. Employons la méthode déja indiquée, nous
aurons

Mo Ry 4+ by @ D gn T2 o Dy T 4L

1 1 1 I

= (t—aaz)... (1—aayx)... + (1—axx)... et W—az,x)...

)y Uyy .+« -y &, désignant les racines mi¢es de 'unité.
Lorsque le second membre de cette équation est réduit & un seul
terme, on voit facilement que le dénominateur est égal a

(l —_ amxm)<I — bmxm)<l — mem);
et le numérateur est une somme de m expressions semblables de la

forme
1+ AT+ A2+ A2 .. .+ Ay, 2270
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La premiére de ces expressions est identique au produit de
(1—aw,z)(1— aayx)...(1 — ae,x)

par deux autres groupes semblables de facteurs, qu'on obtient en rem-
placant @ successivement par b et ¢ dans celui-la.
Or
(t—aw,z)(1 ~ aa,x)...(1— aa,x)
=1—azrS, +a*x*S,+...+(—az)*'S,,,

S, désignant la somme des produits & r de a,, 2, ..., 2, €t par consé-
quent S, étant égal & —a,, S, & — ,8, =0a},S;a — S, =—af, ...,
. y (— 1t m—1
Sy & g — =(—a,)™".
Done le premier terme du numérateur est égal au produit des fac-
teurs
[1+azxa, + a*x’al + a2 +...+ (axa, )*'],

|1+ bzxx, + b*x*al -+ DPxal +...+(bra, )]
[1+coxa, +cxa) + c*a®al +...+ (cxa)"'];
et ce produit est de la forme
t + B,za, + B,x*al + Byxtal +... + By, s (e, ™2

Les autres termes du numérateur s'obtiennent en remplagant dans
celui-la a, successivement par a,, a;, ..., .

Par cons¢quent, en ajoutant ces /i expressions et en observant quc
ay + a; +...+ o, = 0, excepté quand 7 est un multiple de m, auquel
cas la valeur de cette somme est m, on obtient pour expression com-
pléte du numérateur

m (1 + B,x™ + B,,z™).

Mais, d’apres le lemme, B,,= h,, — s,,, que nous désignerons par 4,
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et B,,,= ™'k _.; donc nous avons

oo B By @ By g @ A By @

_ 14+t x™+ |J‘m---i h'm—s m
- (l — alnxm)(l — b"‘x"‘)(l _cmxm)

Alors, en considérant, comme ci-dessus, le développement de
($mx™— 1Y, on verra que la suite (D) est le coefficient de 2™ dans
le développement de

(I -+ ¢, M4 l,‘m—l h;n—a x’"‘)(s,,,x"’-— l)’
(l _amxm)(] —_— b”‘.l"") (l — cmxm)

’

n étant un multiple de m; ct alors ce coefficient est égal a 'expression

an+!(bm+ cm)r(b —_ c)+bn+=(cm+ am)r(c_ a)+ c"*"(a"‘-{- bm)r(a —_— b)
a*(b—c)+ b (c—a)+ct(a—Db) )




