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Sur la possibilité d’une représentation analytique des fonctions
dites arbitraires d’une variable réelle;

Par M. K. WEIERSTRASS.

Traduit par M. Leoxce LacceL.

——

Désignons par f(x), comme dans la Communication lue & I'Aca-
démie le g juillet de cette année, une fonction définie pour toutes les
valeurs réelles de la variable x, uniforme, réelle et continue et dont la
valeur absolue ait une limite supérieure finie G. Soit ensuite {(z) une
fonction transcendante entiére a 'égard de laquelle nous nous conten-
terons d'abord de supposer qu’elle soit réelle pour toute valeur réelle
de z, et qu'elle satisfasse & la condition

Y(—2) =9(2).

Soient encore u et ¢ des variables réelles indépendantes I'une de
l'autre, et posons

VO (u+ o0) §(u — o0) = $(u, 0),

ou I'on choisira pour la détermination du radical carré sa valeur posi-

tive; alors la valeur absolue de t%l't;"‘f)‘_) est égale & 1, et l'on a, par

Journ, de Math. (4* série), tome §I. — Fasc. 11, 1886. 16



116 K. WEIERSTRASS.
conséquent, a et b étant des grandeurs réelles,

[ 1@ 4oy du= [ 1) KR 0, 0) d
:st‘: {(u, v)du,

¢ désignant une grandeur complexe dont la valeur absolue est infé-
rieure i 1.

Supposant alors que () soit une fonction de telle nature que I'in-
tégrale

(1)

\

+ 0
f Y(u, ¢) du
o
conserve une valeur finie pour toute valeur finie de ¢, on voit que

a, a, b, b, (ba>anb2>a2)

étant des grandeurs positives, les intégrales

j:’q/(u, v) du, [:@(:;, v) du,

dont la seconde [puisque $(— u, v) = $(u, 0)| est égale &

L "V(u, v) du,

deviennent infiniment petites lorsque a,, b, deviennent infiniment
grands. Ceci est encore vrai, en vertu de la précédente équation, des
intégrales

[ H b oirda, [ f )t oiyda,

ct par conséquent I'intégrale

[j‘f(u)qz(u—i- vi)du

a une valeur finie et déterminée pour chaque valeur de .
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Je vais maintenant supposer en outre que 'intégrale
PP q gr

[‘.\p(u, 0) du,

lorsque a, devient infiniment grand, converge uniformément vers la
limite o, pour toutes les valeurs de ¢ dont la valeur absolue ne sur-
passe pas une limite fixée quelconque ; alors, en vertu de I'équation (1),
il en est de méme de I'intégrale

‘/:Qf(u) $(u+ i) du

et, lorsque a, devient infiniment grand, de

f :mf(a)t];(u + i) du.

On peut donc, si V, g sont des grandeurs positives données, dont
la premiére peut devenir aussi grande, la seconde aussi petite que I'on
veut, déterminer deux grandeurs positives a, et a,, telles que la valeur
absolue de la différence

f_:‘f(u)q’(u+vi)du -—[:f(u)q»(u-{— oi)du

soit, pour toutes les valeurs de ¢, définie par la condition

— VsV
plus petite que g.
Soit maintenant z = & +- §'; une variable complexe et désignons,
comme dans la premiére Communication, par & une constante positive,

et par @ l'intégrale f +“’\{4( u) du; alors, en vertu de ce qui précéde,
I'intégrale o

o f G rh b(u— ) du= o [ A (45T du
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est une grandeur finie uniforme pour toute valeur finie de z, que dans
le Mémoire précité nous avons désignée par F(a, k).

11 s’agit maintenant de faire voir que F(z, k) cst une fonction entiére
(transcendante) de la variable .

Si I'on assigne & la valeur absolue de z unc limite supéricurc7, on
peut, en prenant deux grandeurs positives g’, g” aussi petites que I'on
voudra, en déterminer deux autres (@, a,) telles que la somme

-ty

_f /('ﬁ_;.ku)q/(u-— ——)da+ —/ f(E+ku)q;<u— —-) du

soit plus petite que g’ pour toutes les valeurs de % et ¥/, satisfaisant & la
condition

B2 B2,
Alorson a

F(x, k) = ,wf /(u)p( )du-{—s

¢’ désignant une grandeur dont la valeur absolue est plus petite que 1.
L’intégrale du second membre peut étre développée en une
séric P () constamment convergente, et en désignant par G (x) la

. I
somme des n premiers termes de —— (=), on peut prendre 7 suffi-
samment grand pour avoir

|F(z, k) = G(z)| <g'+ "
pour toutes les valeurs de « satisfaisant a la condition
|z| <r.

Cela posé, on peut cnsuite, & I'aide des considérations employées
précédemment pour établir le théoréme (C), faire voir que F(z, k)
est représentable sous la forme d’une série infinie dont les termes sont
des fonctions rationnelles de x, et que cette séric converge uniformé-
ment pour toutes les valeurs de x situées dans une région finie quel-
conque.



FONCTIONS ARBITRAIRES D'UNE VARIABLE REELLE, 119

A cet effet, on prendra deux suites de grandeurs positives

rl’ r?’ r’) MRS

8 8 L -

o
telles que lim r, = o, et que 2 &» ait une valeur finie; puis on déter-
n=w
n=1
minera une suite de fonctions entiéres rationnelles G,(x), G,(z), ...,
de maniére que, pour toutes les valeurs de x satisfaisant a la condi-

tion | 2| <r, on ait
(2) |F(@, k) +Gy(2)|<g (V=1,2,...,),
et 'on posera

(4) fi(@)=G(z),  fi(@) =Gy (x) - G(z);

alors

(5) Fz k)= fi(x).

Mais, en vertu d’'un théoréme dont j’ai donné autrefois (Monats-
berichte der Akademie aus dem Jahre, 1880, p. 723) la démonstra-
tion d'une maniére élémentaire, on peut, en s’appuyant sur ce que la
série du second membre de l'équation (5) converge uniformément
dans toute région finie, la transformer en une série de puissances P (z)
convergente pour toute valeur finic de .

SiT'on prend
Y(x)=e,

‘l’(u’ V) — e—n*+—vl’

on aura

et cette fonction jouit dela propriété énoncée plus haut. 1l en est encore
de méme si I'on pose
&]/(x) =@ BE LR oE ,4.(9.14 9\’
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la constante ¢, ayant une valeur positive, tandis que les ¢, ¢, ..., ¢,
peuvent avoir des valeurs réelles quelconques.

Il existe donc effectivement, comme nous 'avons énoncé en éta-
blissant le théoréme (A) de notre premi¢re Communication, une
infinité de fonctions {(x) de telle nature que les fonctions F(z, k)
qui s'y rattachent soient des fonctions transcendantes entiéres.

Soit maintenant F(z, k) une fonction quelconque déterminée de
cette nature; la série P (), qui peut la représenter, est transformable
en une série procédant suivant des fonctions sphériques convergente
pour toute valeur finie de x. En effet, en vertu du théoréme connu de
M. C. Neumann sur le développement d'une fonction analytique uni-
forme d’une variable complexe z, procédant suivant des fonctions sphé-
riques de premiére espéce, on voit de suite que toute fonction (trans-
cendante ou rationnelle) entiére G () est représentable par une série
convergente pour toute valeur finie de la variable z et de la forme

G(e)= 2 CPY) ()

(') On peut le démontrer, du reste, comme il suit. D’aprés la définition des
fonctions sphériques, on a

| P () |S| 2+ a1 |,

lorsqu’on détermine ya*—1, en sorte que l'on ait

|2 +Vaz'—1|2 1.

L= Cp,o PV (2) + Cp,y PO-N(2) +.. .,

et, par suite, lorsque 2 A,z" est une série constamment convergente, on a

n=0

2 Azn= 2 Z Aucn,v P(n-w) (z),
n=0 n v

mais les ¢,y sont des grandeurs positives, et 2 Chy=1, d'ou

v

3 leny P-(2) | S |2+ yT=T [

v

On a, de plus,
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Les coefficients de cette série sont tels que

ZIC,Ir‘

ait une valeur finie pour chaque valeur positive de r.

En outre, la série est uniformément convergente pour toutes les va-
leurs de « situées dans une région finie [voir le Mémoire de M. Thomé :
Sur les séries procédant suivant des fonctions sphériques (Journal
de Borchardt, t. 66, p. 337)].

Cette derniére propriété de la série donne
+1 * +1
[ G(@)Pn(x)dw=FC, [ Pn(@)P(a)da,
-1 v=0 -1

' désignant une variable réelle; d'ott I'on tire

+1
C,= 2!*;*-'[4 G(z)P?(z')dx' (p=o,1,...,%).

Pour la fonction F(x, k), on a, par conséquent,

C,= 1! ;h)[:lP“)(x’)dx’I:af(u)up(u—ka”)du

2y + 1

1 f "' poo(ar) da [+ b)) s

d’our il suit que Z 2 | Ancay P~ (z) | est une grandeur finie, et qu’en po-

n=0 v
sant (pour g =0, 1, 2, ..., %)
]
Ct&-: 2 cn,vAn = 2 c(l.-l-iV,VApA-zv (n—2v=y),
n,v v=0

on obtient I'équation

2 A,z :Co+2 CpP®)(2).

n=0 p=1
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d’ot, en posant

2L ) PO i = £, (1),
il vient B

Cy= ;';[:.ﬁ(ku)kp(u)du.

La fonction f,(u) est, ainsi que f(«), une fonction partout con-
tinue dont la valeur absolue peut, au plus, devenir égale a (2v +1)G,
car la valeur absolue de la fonction sphérique P*(2") ne peut surpasser
1 pour les valeurs de 2’ comprises dans l'intervalle (—1+4...41);
mais, lorsque @ est une grandeur quelconque positive, on a

=5/ £, (ku) Y(u) du
+ L f " (k) (u) de
T OO

d’ailleurs,

[ M) duz(ay+ 06 [ bu)dy,
[ Ak (@) duzav +1)G [ Y(w)da
Si done k devient infiniment petit, on obtient
lgnoC,,:ﬂ(o)a—‘;f—:“\p(u)du .

les termes omis devenant infiniment petits lorsque @ devient infiniment
grand.
Comme on peut prendre a aussi grand qu’on veut, il vient

l"i:l:Cv=j;(o)= i%tl[:’f(w) PY(z) dz.
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Posant

——fwj (uk)y(u) du =0, (k)

et désignant par 8 unc petite grandeur réelle, on a

by(h+28) — D, (k) = ElT., f+{l[/;(ku +8u) — fi(ku)| Y () du+. ..,

les termes omis dans le sccond membre devenant aussi petits (u’on
voudra lorsqu'on fait @ suffisamment grand. Soit donc &, une gran-
deur donnée aussi petite qu’on veut; on peut donner & @ une valeur dé-
terminée, telle que la valeur absolue de

D (k +8) = D(k) — & ok 8u) — (k)| b (ee) due

soit plus petite que &,, et cela pour toute valeur de &, ¢.
On peut ensuite, en prenant unc seconde grandeur ¢, qui peut de-

venir aussi pctltc que Pon voudra, assigner & ¢, en valeur absolue, une
limite supérieure &', cn sorte que

= [ Uku+ 80— £k Y (),
soit en valeur absolue plus petit que ¢, et par conséquent que
| O (k+8)—Dy(k) | <8, +2,,
|81 <&

par conséquent O,(k) est une fonction continue de .
On a ainsi démontré ce théoréme :

lorsque 'on a

Soit Y (x) une fonction de la nature considérde et soit

Fa b=z [ F@$(F2)d

Journ. de Math, (/® sévie), tome 1I. — Fase. 11, 1886, 17




124 K. WEIERSTRASS.

on aura, pour loule valeur finie de la variable complexe 2,

(6) F(x, k)= 2 (k) P (xx),

lorsqu’on aura posé

—1

5 lwy=2E " oy P,
' B(ky= 5 [ Ailka) (el

et les ®,(k) sont des fonctions continues de k.

Revenons au cas ol « désigne une variable réelle et o I'on a
f(z)=1lmF(z, k).
k=0
Si la variation de x est restreinte & I'intervalle

—alzla,

a étant une grandeur positive quelconque, on peut, en prenant unce
grandeur positive g’, aussi petite que I'on voudra, donner au para-
métre k une valeur déterminée &’ pour laquelle on ait

| f(2)—F(z, k) |<g"

Désignant ensuite par R la plus grande valeur que puisse prendre
en valeur absolue la grandeur

vt —1+x,
pour les valeurs considérées de x, on a

1 pour ali,

R=

a-+ya*—1 pour a>1;
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on a donc, comme on I'a déja remarqué,

| PY(z) | <R,

Or la séric

2 oK) | R

a une valeur finic; il est donc toujours possible, en prenant unc
deuxiéme grandeur positive g%, de déterminer un entier positif 2, tel
(que la valeur absolue de

2 ¢ (KYP(r)
vy=n+1
soit plus petite que g”.
Posant alors
(8) G (e, k)= 3B, (k)PY (),
v=0

on a

| f()—G" (e, k) | < g'+ g

ce qui permet d’exprimer le théoréme (B) de ma premiére Commu-
nication sous la forme suivante :

Soient a, g des grandeurs positives dont la premiére peut devenir
aussi grande, la seconde ausst petite que l’on voudra, il sera tou-
Jours possible d’assigner, dans U'cxpression G" (i, k) définie par
la précédente équation, laquelle est une fonction rationnelle entiére
de degré n en x, au paramétre k et au nombre n des valeurs telles
que pour toutes les valeurs de x, appartenant ¢ Uintervalle

(—a+...+ a),
f(z) et G®(x, k)

soit < g en valeur absolue.

la différence entre

L’expression précédemment développée de la fonction F(u, k)
a cet avantage essentiel sur I'expression en forme de série de puis-



120 K. WEIERSTRASS.

sances, (ue les cocfticients de la premiére [les $,(k)] se présentent
sous un aspect qui fait immédiatement reconnaitre qu'ils sont des
fonctions -continues de & ct que chacun d’eux a une limite que sa
valeur absolue ne peut surpasscr, quelle que soit la valeur de &, tandis
(u'en méme temps, pour toute valeur déterminée de &y on a toujours

lin®,(k)= o.

yee

Nous avons donc ainsi triomphé¢ de la difficulté ui se présente,
comme on I'a vu dans ma premic¢re Communication, lorsqu'on définit
la fonction G () comme elle 'a ¢té d’abord dans le théoréme (B).

Nous avons jusqu’ici suppos¢, a I'égard de la fonction f(.r), que sa
valeur absolue avait une limite supéricure finic. On peut saffranchir
de cette restriction lorsque I'on se propose seulement de déterminer
une fonction enticre rationnelle (x(.x) qui, dans un intervalle donné
(#yy +vvy ), differe assez peu de la fonction f () pour que la valeur
absolue de la différence

f(2)— G(a)

soit, pour chaque valeur de .« considérée, inféricure & une limite
(quelconcue assignée g.
En cffet, définissons une fonction f, (.£) de maniére & avoir

Si(e)=f(x) quand <Lr,
Si(x)y=f(x) quand xSkl

fi(x)=/f(x,) quand & >ux,;

fi(x) cst alors de méme nature que f(r) considérée précédemment
et I'on peut déterminer une fonction G (i) qui, pour toutes les valeurs
de x comprises dans I'intervalle (z,, ..., x,), satisfasse & la condition

| /i(z)—G(2) [ <43
| f(#)— G(2) 1<y

Or la seule hypothésc faite sur la fonction f(z), dansla démonstra-

d’ou
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tion du théoréme C de notre premiére Communication, est qu'il est
possiblc, en prenant deux grandeurs quelconcues positives a,, g, de
former une fonction enti¢re rationnelle G(x) pour lacuelle on ait

| ()~ Gu(e) 1< g

(quand — a,Sx s a,).

Le théoréme dont il s'agit est done valable sans modification
lorsque la fonction f(x) est choisie de sorte gu’elle ait, powr lowte
valeur réelle finie de x, une valeur réelle finie déterminée et variant
avee x d’une maniére continue.

Il reste & voir maintenant les modifications qu'il y a licu d’apporter
aux théorémes c¢tablis précédemment lorsque I'on n'impose plus i
f(x) la condition d'¢tre une fonction partout continue. Clest la re-
cherche (ue j’entreprendrai dans un Travail suivant.

On étendra aussi aux fonctions uniformes de plusicurs arguments
véels cette étude, qui ne présente aucune difficulté lorsqu’il sagit de
fonctions partout continues.

Je vais maintenant prendre pour f(2) unc fonction périodique, c'est-
d-dire une fonction qui ne change pas de valeur lorsqu’on augmente
son argument d'une grandeur positive déterminée 2c.

Dans ce cas, la fonction F(x, k) correspondante peut étre repré-
sentée sous la forme d’une série de Fourier convergente pour toute
valeur complexc de x, ¢t dont les coefficients sont des fonctions con-
tinues dc la grandeur £.

L’équation (1) précédente donne

F(x +2¢,k) =V («, k).
Si donc, en désignant par 5 une nouvelle variable complexe, on pose
1= ~fc .
F(s)=F (;7 logs, A),

on voit que F(z) est unc fonction analytique de s qui, dans tout le
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champ de variation de cette grandeur, ne présente que deux points
critiques o et o, ct que, par conséquent, clle est développable en unce
série constamment convergente de la forme

V=+4®

2 C,s".

V=—®

PPosons
®r,
R
~ = ’

on aura

F(5)=VF(s5k)

1@@—2@

Y=-m

el, par suile,

pour loute valeur finie de s.
Or ce développement de ¥ (z, k) converge uniformément dans tout
domaine fini de la variable z; par conséquent, si 'on désigne encore
“par ' une variable réelle et par » un entier, on aura

u,f F(o kye ¢ da' = zfr Ty = G,
On a done
2¢C,= ;;C—wfr e ‘d f“f(u).[;(" ’)du
=5/ nf (' + k) Y(u) du

—nlum —(r‘+hm

;'; 3 v.[;(u)e ¢ f(x—i—l\u)e ¢ dr'.

Mais on a, cn posant

—ATY .

fi(@)=f(=)e =
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ct désignant par x, unc grandeur indépendante de x’,

v[jfﬁ (=) dw'=f_:.—cf. (z') dx +fx.c_¢ S de
=L; Si(z) dw'+‘[f._cf.(.£'+ 2¢)du’

[¢

.—_—fc f'(x')d.t’+[r.+c/. (z')dr

Tg=~—¢

ro+e

=T h@ydr+ [ S

X~

On a donce

n .

¢ nx . ¢ LTS
f f($’+ ku)e—;-(.t‘+ku)4dx;=f f(.L")l,’ n ([-L",
- -

ct par suite, si, v désignant une grandeur réelle quelconque, on pose

(o) ®(v)= ;LJ‘[:”¢(u)e-widu = %['¢(u) cos(ou) du,

il vient

nga.

~ k ¢ ] "T' ’
(10) Ln::(I)(nTn)f_c;%f(x)e dx'.
Posant alors

1 [° nm ,
A= Tc[cf(x')cos7x'dr,

(11) ‘
' 1 ) . T _, ’
A,= 2—(’_‘/_‘L‘f(ac)sm-’%—ac dx’,

ona

™ nnk
(12) C.=(A,— zA,,)‘I’(-T),
d’on

(13) F(x,k)=A,+ 22@("-—’0‘3 (A”cos%ﬁw+A:,si111‘cf;v)-
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D’aprés la formule précédente, ®(¢) est une fonction continue de ¢
(ui, pour ¢ = o, prend pour valeur 1.

Si, dans I'expression du second membre de la derniére équation, on
fait & = o, clle se réduit &

nw v T .
1\0+ 22<An COS? L <+ 1\05"1 T-L),

n=1

¢'esl-d-dire qu’elle prend la forme suivant laquelle est développable,
d'apres le théoréme de Fourier, la fonction f( ) en général (c'est-a-dive
lorsqu’on fait abstraction de certaines fonctions spéciales qui n’ont pas
encore ¢1¢ jusqu'ici suffisamment définics).

Mais il existe effectivement des fonctions /() (M. du Bois-Reymond
1 i donné le premier un exemple) qui, pour certaines valeurs de .,
lesquelles peuvent se rencontrer en nombre infini dans chaque inter-
valle (z,, ..., z,) aussi petit qu'on voudra, ne peavent étre représentées
par la derniére série, et ceci nous prouve que, pour déterminer la limite
vers laquelle converge la séric du second membre de I'équation (13)
lorsque Ak devient infiniment petit, on n’a pas inconditionnellement
toujours le droit de poser A = o dans chaque terme de la série.

I séric

2 C,3"

esl convergente, comme on I’a vu, pour toute valeur de 3, 4 'exception
des deux valeurs o et «. La série

®
S
n=1

converge donc pour toute valeur finie de s.
Prenant alors, par exemple,

n=e4o

f(x)= 2 h'—,cos("{x),
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on aura
4 '
A» = ;l_' A” =0
et, par suite,

c

Com A 0("),

il s’ensuit que la série
n=w
nkw\ _,
pRIGIE
n=1

est elle-méme convergente pour toute valeur finie de z.
Dés lors, si I'on pose
n=+4n

(14) 7.(z,0) =, P(no)er,

cette expression, ainsi définie pour toute valeur finie complexe de x et
pour toute valcur réelle de ¢, est une fonction analytique uniforme et
qui, puisque ®(— ¢) = ®(v), satisfait & la formule

n =<4-® L]

(13)  y(z,0)=Y, Q(nw)cosne =1+ 23 (no)cosnz,

n=-—® n=

et 'on peut alors exprimer la fonction F(z, k) sous la forme qui suit

(16) F(a,k) =5 [ :f(x')x(”— =, A5

c

Soient de nouveau g', g” des grandeurs données positives, aussi
petites qu'on voudra, et k' une valeur déterminée de £ fixée, de telle

sorte que
| /(%) — F(x, )]

soit, pour chaque valeur réelle de x, plus petit que g’ : si 'on déter-
mine alors un entier positif n, tel que la valeur absolue de

20

Journ, de Math. (4 série), tome 1. — Fase. I, 1886. 18

vk'n
c

) (Av cos%“- z + A, sin%t x>
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soit pour toute valeur réelle de  plus petite que g, ct sil'on pose

vk'n

(17) f(x)=A°+2Zn(I>< p )(Avcos?z+A;sing$)+I{,,,

la valeur absolue de R, reste toujours plus petite que g’'+ g”.
D’oui le théoréme (D) :

Soit f(x) une fonction définie, pour toute valeur réelle de x, uni-
Jorme et toujours continue a période réelle; on peut, en choisissant
une grandeur positive g aussi petite que I’on voudra, la représenter
d’une foule de maniéres par une série de Fourier finic qui approche
asses prés de la fonction f(x) pour que la différence entre les deux
fonctions ne soit jamais pour aucune valeur de x plus grande
que g.

A Taide de ce théoréme, ainsi que des considérations cmployées
pour établir le théoréme (C), lorsque, par les fonctions dont il est
question, G,(z), G,(x), ..., on cntend des séries finies de lFourier
ayant méme période primitive que f(x), on obtient le théoréme sui-

vant (E) :

Toute fonction f(x) de la nature de celles considérées dans (D),
a période primitive 2¢, peut étre représentée sous la forme d’une
somme dont les termes sont lous des séries finies de Fourier ¢ pé-
riode ac.

Ces séries convergent absolument pour toute valeur finie de x et
uniformément dans tout intervalle fini.

Pour éclaircir ce qui précéde par un exemple simple, je prends

OB
Alors 20 = y/x ct

4

ot
+ —— vyt oc oi\? e
(I)(v)____ﬁf Qe-nl—uvidu — e ! ‘/-‘ C_ "+—;) du — 0—7,
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ce qui donne

(18) y.(x, v)=v§. c_wTM cosvx,
et, si 'on pose -

(19) g=c,

on a

(20) 7.(xy 0)= 3,(;» q),

3,(#, ¢) désignant la fonction de Jacobi

1+ 2gcos2x + 2¢'cosfx + 2g° cosbx +. ..

on a donc

(a1) F(z, k)= ;%fjf(w’)&, (255w, 9) do,

ol

v
q —=c et

La formule du second membre de cette équation s¢ trouve déja
dans Fourier ( Théorie analytique de la chaleur, Chap. X).

Pour obtenir I'état thermique & un instant quelconque d’un anneau
homogeéne infiniment mince, de longueur 2¢, qui ne rayonne pas de
chaleur, lorsque ledit état est connu & un moment quelconque, il
s'agit de déterminer une fonction @ de deux variables réelles x et ¢, qui
satisfasse & 1'équation différentielle

9o _ e
ot = oz

dans laquelle 1 désigne une constante positive, qui, considérée comme
fonction de z, posséde la période 2c et qui, pour Z= o, soit égale,

dans l'intervalle
—cSzic,
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a une fonction arbitraire donnée F (), 4 laquelle on impose les scules
conditions qu’elle soit continue ct que F(— ¢)=TF(c).

Fourier trouve, pour expression de la fonction @ ainsi définie,

‘ o= i —z [:F(x’)e—w‘#‘cos(v x:w’ 7:) dr'
(29) "=:'° v=te  ppm ,
=EIE -cF(a,") 2 e cos(v‘”:x n)dx’,
d’oil T
(23) ¢ =F(z, k),

lorsque la fonction f(x) est prisc de telle sorte qu'elle coincide
avec F(x) dans I'intervalle (— cSx S¢) et quand on prend

(24) k=2ypt.

Pour démontrer que, pour = o, la fonction ® est égale & ()
dans'intervalle (— ¢z <c), Fourier pose, dans chaque terme de son
expression, ! = o3 cc qui lui donne la séric

V=+ew

;;c- > f_:F(w’) cos(vx_c x'-n) dx’,

V=—w»

dont il admet qu'elle représente toujours la fonction F(x) dans I'in-
tervalle donné.

Il est digne de remarque que, malgré les objections qui peuvent étre
faites aux procédés de Fourier, 'expression trouvée pour @ cst valable
sans aucunc exccption. Ln effet, comme on I'a fait voir, on peut la

transformer en F(z, 2y/x7), ce qui nous donne, sans qu’il soit néces-
sairc de recourir au théoréme de Fourier,

lim® = F(z).

Ensuite ses termes pris isolément satisfont & I'équation différentielle

e Jo
Tk
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ct par conséquent O y satisfait également, parce qu'en effet la série dont
il s’agit cst unc fonction analytique uniforme de « ct de ¢, lorsqu’on
impose & la grandeur ¢ la condition d’avoir sa partie réelle positive et
parcce qu'en outre la séric converge uniformément dans chaque do-
mainc fini des grandeurs z et ¢.

Enfin la série ne change pas de valeur lorsqu’on y met x + 2¢ & la
place dc , ct elle satisfait donc a toutes les conditions imposées i la
fonction qu’clle doit représenter. '

C’cst une chose bien digne de remarque que, dans un probléme
de Physique mathématique ot nous cherchons une fonction de deux
variables qui, par leur nature physique méme, ne peuvent évidemment
avoir que des valeurs réelles, fonction qui, pour unc valecur déterminée
de 'un de ses arguments, doit devenir égale 4 une fonction arbitraire
donnée de I'autre, nous obtenions pour cette fonction une expression
qui se trouve &tre une fonction analytique de ces variables ct qui, par
suite, a encore un sens pour des valcurs complexes de ces derniéres.

Désignons maintenant par 7 un entier positif et posons

V=+n yipt

1.(x, 0)= 2 e ' cosva;

V=—0n
on lire de 'équation (18)
vy=o _!:f
7.(%y )=y (2, 9)0+ 2 2 e * cosvax.
Vv=n+1

Pour les valeurs réelles de x, la valeur absolue du second terme du
sccond membre de cette derniére équation, terme que nous appelle-
rons R,, n’cst jamais supcricure &

© ® n+anvve
N\ —T' N\ S
2 e = [ s
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Posons alors, dans I'équation connue,

]

i L
1+22e"”“"=j—.<1+220 N ),
%

v=1 =1

v=

) [ o0 (" .o 0
o1 7 désigne une grandeur positive, T = I on aura, pour ¢ positif,

Vet

aie~7= ig—l-f-é—:/—;ie-“"‘ ;

y=1 v=1
donc
- (n4-1% s bvime (&
ays ——% ¢ =7
R,< YT 1———.+22e " let,
< "
v=t

Posons maintenant, m désignant une grandeur positive,

. aymlog(n +1)
(35) o= WEDELLD,
on aura

(n - ,)—m+1
R.< aymlog(n +1) (1+ [n])’

le symbole [n] désignant une grandeur qui, pour unc valeur infiniment
grande de n, devient infiniment petite.
Prenant donc

m2u,
il vient
limR,=o.
nzw
Mais alors

v mlog(n+1

m
e "=8 (n+-1)8 =(n+l) (n+l)';

si donc on désigne par le symbole {n|

(26) (n+ 1) "
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et si 'on pose
n °
(27) v.(%, n) 2 {n]” cosve =1+ 22{7& | cosve,
v=1

vy=-—1

il vient

7.(%, 0)e= (2, n).

De I'équation

F(e, b= [ @) (52 &) aw

on tire alors

2 Ll
= [ @ (255 u) o' R,

R;, désignant une grandeur qui devient infiniment petite pour 2 infini-

=% v=

. . c‘,
ment grand. Comme limp = o et llil’olF (x, ?) = f(x), on a, par con-
séquent,

(28) f(x)='l'l=rr: [cf(x’)y'(‘f:c—c-'w, n) dr'.

Le théoréme de Fourier, exprimé avec précision, dit que 'on a

() f@=lnL [ f@7(E5E n)dz,

ou I'on a posé
v=+n

(30) i(x, n)= E cosvz.

y=-—n

A la place de cctte équation, qui n’est pas valable dans tous les cas,

on devra donc prendre la précédente, ot la fonction i(x, n) est
remplacée par une autre y (z, n) qui, comme elle, a la forme

1+ 2(r, 1)cosz + 2(n, 2)cos2x+. ..+ 2(n, n)cosnx,
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ou (n, v) désigne une grandeur positive dépendant de n ct v et qui
dans y (x, n) se réduit & I'unité. Or, pour tout nombre déterminé v,

lim(n,v)=r;
on peut donc prendre 7 suffisamment grand pour que les (v + 1) pre-
miers termes de y (i, n) approchent des termes correspondants de
y.(x, n) d'aussi prés que I'on voudra.

Les fonctions y (z, n) de la forme et de la nature que I'on a vues
plus haut et pour lesquelles I'équation (28) a licu sans restriction peu-
vent étre déduites de la fonction y (i, n) qui dérive d'une fonction
quelconque ¢ (u).

On peut toujours déterminer une grandeur positive ¢, dépendant
de n et telle que la différence

Vy=+n

7.(2, €0) — E B(v,¢,)cosve

Vy=-n

converge vers zéro lorsque # grandit sans limite, ct alors

(31)  y(x,n)= 2 D(v,e,)cosve =1+ 2 E‘D(v, Ep) COSV.I

sera unc fonction de la nature considérée.

Il va sans dire qu’on n'obticnt pas de cette maniére Loutes les fonc-
tions possibles de I'espéce dont il s’agit.

Nous ferons remarquer, en terminant, que I'équation (28) a encore
lieu pour les valeurs de z comprises entre — ¢ et + ¢, comme on le
voit aisément, lorsque 'on prend pour f(x) une fonction de = qui
dans l'intervalle (# = — ¢ 4 £ = + ¢) est uniforme ct continue, sans

qu’il soit nécessaire d’avoir f(¢c) = f(— c). Dans ce cas, on devra, dans
le premier membre de I'équation, écrire

ilf(=e)+f(+0)
au licu de f(x).




