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FONCTIONS ARBITRAIRES D'UNE VARIABLE REELLE. 10)

Sur la possibilité d’une représentation analytique des fonctions

dites arbitraires d'une variable réelle;

Paz M. K. WEIERSTRASS.

Traduit par M. Leosce Lavcer,

Soit f(x) une fonction uniforme réelle et continue pour toute va-
leur réelle de la variable z et dont la valeur absolue ait une limite supé-
rieure finie; on sait qu'elle satisfait & I'équation suivante, dans laquelle
u désigne une deuxiéme variable réelle et & une grandeur positive in-
dépendante de x et de u,

(1) iim = [ fw)e T du= o).

Lc théoréme qu'exprime cette équation est susceptible d’étre aisé-
ment généralisé. '

Soit une fonction quelconque ¢(x) de méme nature que f(.c), qui,
ne changeant pas de signe, satisfasse a I'équation {(— z) = {(x) et,
en outre, & la condition suivante :

I’intégrale

/ :“¢(x) dx

conserve une valeur finie, qui sera désignée par w. Sil'on pose

(2) F(a k)= i | S (455)du,
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106 K. WEIERSTRASS.

on aura
(3 lim F(z, k) = f(x).

Pour la démonstration des équations (1), (3), il y a licu de faire
la remarque suivante. Soient a,, a,, b,, b, des grandeurs positives,

b,>a,b,>a,;0na

Af f(u).}o(‘_x>du-——f f(u){a(—-——)du

= Af—”'f(u).[a( _“r)dld- Af f(u){a( )du

= f(=b,— ~a.)f k. (u)du
+ f(+as+.. -i—[))f Y(w)ydu ().

Considérée conjoinlement avec les suppositions que nous avons
faites sur les fonctions f(x) et 4 (), cette équation nous apprend que

Iintégrale
-;‘-_f_a‘f(u)q;c A 'r>(lu,

si I'on y donne aux grandeurs x, k des valeurs déterminées et qu'en-
suite @, ct a, deviennent, indépendamment 'un de l'autre, infiniment
grands, tend vers une limite finic et détermince, ct que, par consé-

quent, 'intégrale
/-f_., flay () du

est une grandeur parfaitement définie.
Cela posé, soit ¢ une grandeur positive qui peut étre prise aussi

(1) Je désigne par f(xy,...,Z,) une valeur moyenne entre la plus petite et la
plus grande des valeurs que prend f(z) dans l'intervalle de 2 =z, a4 x = r,.
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petite que 'on veut; on a

F(x, k) = QKM[ f()¢(“ )duA—zAvf /@o¢(“ )du

e[ SOUEE e[ U
= ;ﬂ~w—m—x—®£ " (u)du

-+ ;';f(:c+8+...+ao) f;'qa(u)du
i

2 [ = k) £+ ) ) du
d’oti I'on tire
P2, k) ~ /()

=[_(_Tw+...+w)—

4'(11)61“

».o,\,

P f [f(@ — k) + f(z + ku) — 2/ ()] $(u) du
2[(_—w+ . —+—oo)-—f(x)f q;(u)du

+1e,[f(z — &) + f(z + e8) — 2f(«)],

¢, ¢, désignant des grandeurs positives comprises entre o et 1.

Soient maintenant z,, «, deux valeurs quelconques déterminées de
x, G la limite supérieure de la valeur absolue de f(x) et g, g, deux
grandeurs positives qui peuvent étre prises aussi petites qu'on voudra.
Nous pouvons d’abord donner 4 la grandeur § une valeur assez petite
pour que la grandeur absolue de

ilf (2 — ) + f(z + u) — 2f (w)]

soit toujours plus petite que g,, lorsque x est compris dans l'inter-
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valle (x,,...,z,) et pendant que « I'est en méme temps dans l'inter-
valle (o, ..., 8).

A-t-on attribué une telle valeur a 8, on peut ensuite déterminer
une grandeur positivé ¥, telle que, pour chaque valeur de k qui soit
plus petite que k', on ait I'inégalité

2G "

— | Y(u)du<g,;

O

alors, en vertu de I'équation précédente, la différence entre I'(z, k) et
J(x) est, en valeur absolue, plus petite que g, + g, et ccci est vrai
pour chacune des valeurs considérces de .

Ceci démontre non seulement que, pour chaque valeur considérée
isolément de x, F(x, k) se rapproche de la limite f(«) lorsque A de-
vient infiniment petit, mais encore que F(z, k) converge uniformé-
mend vers cette limite pour toutes les valeurs de 2 comprises dans un
intervalle fini.

De I'équation (3) je tirc une conséquence bien digne de remarque.

Parmi les fonctions § () satisfaisant aux conditions ci-dessus, il y
en a unc infinit¢ qui sont des fonctions transcendantes entiéres et ont
également cette propri¢té que les fonctions F(x, k) correspondantes
sont développables pour toute valeur déterminée de la grandeur & sui-
vant les puissances de = en séries constamment convergentes.

Prend-on pour ¢(z) une fonction dec cette nature, par exemple
Y(x) = ¢, on ale théoréme suivant, qui me parait remarquable et
fécond :

A. Soit f(x) une fonction définie seulement pour les valeurs
réelles de la variable x, uniforme et partout continue : on peul
Jormer d’une foule de maniéres une fonction transcendante enticre
F(=, k), qui, outre x, contient un paramétre variable (positif) k, et
telle que, pour toute valeur réelle de x, on ait ’équation

lim F(2, k) = f(z).

Avec la condition que la variable z reste comprise dans un inter-



FONCTIONS ARBITRAIRES D'UNE VARIABLE REELLE. 109

valle fini, on peut, en outre, comme il a été vu, en prenant une gran-
deur g’ aussi petitc qu'on veut, donner au paramétre k une valeur A’
assez petite pour que la différence entre F(x, k') et f(x) soit, en
valeur absolue, plus petite que g’ pour chaque valeur de z. Si I'on met
alors F(x, k') sous la forme d'une série de puissances

A+ Az + A%+ ..,

ct si I'on désigne la somme des n premiers termes de cette série par
G(z), on peut, en prenant une autre grandeur positive g”, donner a n
une valeur assez grande pour que la valeur absolue de

Flx, k') - G(x)

soit plus petite que g” pour chaque valeur de x appartenant a l'inter-
valle considéré; et, par conséquent, la valeur absolue de f(z) — G ()
sera plus petite que g’ + g”.

On a, de la sorte, démontré le théoréme suivant :

B. Si f(x) est une fonction de la nature considérée ci-dessus el si
la variable x reste comprise dans un intervalle fini quelconque, on
peut, en prenant une grandeur positive g, qui peut decenir aussi
petite qu’on voudra, déterminer d’une foule de maniéres une fonc-
tion ENTIERE RATIONNELLE, qui, dans Uintervalle considéré, se rap-
proche de la fonction f(x) assez prés pour que la différence
S(x) — G(x) soit toujours plus petite que g en valeur absolue.

Prenons maintenant deux suites infinies de grandeurs positives

al’ an, aa’ MRS ]
gy 81 s oo

telles que lima, = % et que 2 g ait une valeur finie; on peut alors,
n=wn
v=1

conformément 4 ce qui précéde, déterminer une suite de fonctions
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enticres rationnelles
G,(z), Gy(z), Gy(z), ...,
telles que (pourv=r1, 2, ..., ®)
| f(#)— Gu(2) | < g
lorsque x reste compris dans I'intervalle (— a,...a,).

Posons
Jo(z)= G(=),
S(@)= Gy, (2) — Gy(=),

ona

/(@)= Gy (@),

ct, pour chaque valeur déterminée de z,

lim G, (2) = /(2);

ce qui donne

/(&)= S A@).

Soient maintenant x,, x, deux valeurs quelconques de . détermi-
nées finies; et des inégalités

S(®)— Gu(z) | <g (—eszza,),
f(‘z')'f‘ GVH(Z‘) I <gw—| (_ avuiaf'gavu)»

on lire, pour chaque valeur de x comprise dans I'intervalle (¢, ...,.r,)

| fo(z) | <&v+ &vei

tant que v est plus grand qu’un nombre déterminé v’ qui est défini par
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la condition suivante : tout intervalle (— av, ...y a,) pour lequel v >V
doit contenir les deux valeurs z,, z,.
On a donc

S A< S (grtgo),

V=V'41 Y=V 41

lorsque 'on a
z,Sxlx,.
1l s’ensuit que la série

2 file)

vY=VY+1

ct, par conséquent, la séric

;/v(‘p)

convergent absolument dans tous les cas, et uniformément pour toutes
les valeurs de z appartenant a l'intervalle (z,,...,2,). Or le choix
des grandeurs x,, x,, n'cst soumis & aucune restriction autre que
d’avoir des valeurs réelles et les fonctions f,(x) en sont indépen-
dantes.

La série précédente converge donc absolument pour toute valeur
de x et uniformément dans tout intervalle

*, SX Siy,

dont les limites ont des valeurs finies.
D’ou le théoréme suivant (C):

Toute fonction f(z) de la nature considérée peut étre repré-
sentée d’une foule de maniéres par une série infinie dont les termes
sont des fonctions entiéres rationnelles de x. Cette série converge ab-
solument pour toute valeur finie de x et uniformément dans chaque
intervalle (z,, ..., x,) dont les limites sont des grandeurs finies.

A propos du théoréme (B), il est a remarquer que pour I'établir il
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est seulement nécessaire de choisir pour ¢ (x) une fonction transcen-
dante entiére, jouissant des propriétés que 'on a vues plus haut; mais
il ne I'est nullement que F(z, k) soit fonction entiére de x, et cela
n’est pas une conséquence nécessaire de la premiére hypothése.

En effet, posons, a, b étant deux grandeurs réelles quelconques,

F,(x,k):z-;;f“" f(u)n]/(u—/:x>du,

'on aura pour les valeurs réelles de

Fe, k)=F (2, k)+ = [ f(x— ku)d(u)du

B o

-+

+ 55 ) fl@+ku)g(u)du

Donc si e, b, z,, x, satisfont & la condition

alxr, Lz, < b,

et si g, désigne une grandeur positive prise aussi petite que I'on veut,
on pourra fixer la valeur de k, de telle sorte que la valeur absoluc de
la différence f(x)— F,(x, k) soit plus petite que g, pour toute va-
leur de  comprise dans l'intervalle (x,, ..., x,).

Cela posé, comme F, (z, k) est toujours une fonction enti¢re (trans-
cendante) de z, nous pouvons ensuite, en prenant une nouvelle gran-
deur positive g,, déterminer une fonction entiére rationnelle G(x),
telle que dans l'intervalle (#,Sx<x,) on ait

[ G(.’L‘)—F,(.’L‘, k) [ <g2a

| f(2)— G(x) | < g+ gas

d’ot

c’est ce qu'exprime le théoréme (B).
Cette démonstration du théoréme en question est, je crois, complé-
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tement rigoureuse, et peut suffire s’il s’agit seulement de montrer qu'il
existe des fonctions rationnelles entiéres G(x), qui, dans tous les
points d'un intervalle donné, se rapprochent d’aussi prés que I'on
voudra d'une fonction donnée f(z) et qu'elles peuvent étre effective-
ment déterminées.

Mais la construction de pareilles fonctions, telle que nous 'avons
indiquée précédemment, présente une lacune essentielle.

Posons en effet

F, (.’L‘, kl) = Z (,kv)xv’

oli le symbole (4,) indique une fonction de & donnée par ’expression

(k)= f f (k) T2 d,
et soit

G (z, k)= Z(k)vw”;

=0

il existera 4 la vérité, quand & est une grandeur positive donnée quel-
conque, des valeurs de k et de n pour lesquelles, dans I'intervalle
(z,Sx<x,), on ait

| f(z)— G"(z, k) | <3

Mais, si ¢ devient infiniment petit, k lc devient également, et mal-
heureusement alors la considération de I'expression ci-dessus de (k),
ne nous apprend pas si, lorsque & devient infiniment petit, ladite
expression tend vers une limite finie, ou du moins reste finie, condi-
tion absolument nécessaire pour que I'on puisse dela maniére indiquée
obtenir une représentation approchée utilisable de la fonction f(x),
pour une valeur aussi petite que I'on voudra de 8. ’

Je me propose de faire voir comment on peut lever cette difficulté
dans une prochaine Communication.

- D ©
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