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sun LES ÉQUATIONS DU CINQUIÈME DEGRÉ. 45) 

Sur les équations du cinquième degré; 

PAR M. PAUL GORDAK. 

Soit 

(1) /=« 

une équation du cinquième degré, ayant pour racines 

•r0, χ,, ♦ · · » X\1 

le discriminant Δ est le carré du produit D des différences α?μ —xv, 

(II) D = 

I x
{)
 x'I x\ x\ 

I x, x\ x\ x\ 

I Xi x] xl x\ 

1 X, x\ xl xl 

I #4 x\ XJ· x\ 

, Δ = Ό*. 

Ecs fonctions rationnelles d'une racine x
s
 peuvent être réduites, au 

moyen de l'équation (1), à la forme 

(ΠΙ) ?p,v = «y +- «p,a?v ·+■ «p1#? -H -h a
p
*xl. 

( 'inq de ces fonctions, 

9o,V» 9«,V» *?» ,v » 9*,>» 

linéairement indépendantes l'une de l'autre, forment un système par 
lequel on peut exprimer les autres. Elles donnent lieu à trois déter-

V = 4 
minants, c'est-à-dire celui des α,·

Α
, celui des φ

/Α
 et celui des ̂ cliv cl 

Ν — Υ 
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je les appelle A, U, Y ; ils sont liés l'un à l'autre par les relations 

(IV) U = DA, V = Ua= AAa. 

(Choisissons six fonctions spéciales de nos 9, c'est-à-dire 

(V) 
j I, p

y
=x

w
-^x„ yv=xl-7,2x1+piPv* 

q, = xl-{lxl + f>
2
p„ r^xl-^lxl + ptfv, s

v
 = y

v
-He,r

v
, 

satisfaisant aux relations 

(VI) Σρ
ν
=ο, Σγ

Ί
=ο, 2y

v
=o, 2r

v
=o, Σζ

Ί
 = ο, 

et qui soient soumises à celles-ci : 

(VII) 2yî = o, 2^r
v
Vv=o, £r

v
j

v
 = ο, Σζ* = ο. 

La première signifie une relation quadratique pour p,, la deuxième 
et la troisième sont linéaires pour p2 et ps, et la dernière est quadra-
tique pour p

t
. Son discriminant λ\ = Ση

Ί
Γ^Ση

Ί
Γ^— Σ^ΣγJ avant évi-

demment la même valeur que le déterminant V des cinq premières des 
fonctions V, et le déterminant A de ces mêmes fonctions équivalant à 
l'unité, nous avons, d'après (IV), 

H = Λ. 

Les formules (VII ) se réunissent ainsi : 

(VIP) 2(7v + λ5
ν
)2 -- ο, 

formule qui existe pour chaque valeur de λ, et qui signifie que les 
quantités ̂

ν
 + >5

ν
 sont les racines d'une équation principale (d'après 

Klein). 
En laissant figurer λ dans l'équation cubique de firing, 

2(„Vv "+" λ-ν)* — ο, 

nous avons en j
v
 4- λζ

ν
 la racine d'une équation 

(,ΚΝ ^"2Y)J &{YV 4- XS
V

) 4- È — O, 

dont M. Hermite a fait usage pour résoudre l'équation générale du 
cinquième degré. 

Comme M. Kronecker (00/rle LIXe vol. du Journal de Borehardt) l'a 
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montré, on peut transformer l'équation générale du cinquième degré 
au moven de racines carrées dans une équation avec un seul paramètre. 

Pour trouver une telle équation, introduisons les fonctions 

Cv — ^'1 iXv -+■ ^JvV» 
pour lesquelles 

(VIII") Eyv<Vν* — °» 2 3
V
 e

v
e

v
 = ο ; 

donc aussi 

(VIII*) 2eïe
v
=o, 2e'Îe

v
=o. 

Les formules (VIUa) donnent, pour λ,, λ
2

, les équations 

Ey"+" (>. \ ~+~ h ^2 ÎXvSÎ — ()> 

Eyv(^i -+-^a)^>'v5ï+*^i^a23î — °» 

n> qui nous montre que λ,, λ
2
 sont les racines de l'équation quadra-

tique 
ΣγΛ 2y*z 2yz2 

2/3 2^5» 23» =o, 

>2 λ ι 

rt voilà donc le déterminant de liesse pour l'équation de Bring. 
Nous pouvons donner aux formules (VI), (VII") et (VIII") la forme 

(IX.) Evv= 2l = Σκ\ — 2e
v
c

v
 = Se* = 2c?ev

 = 2evc'i = o; 

les deux premières formules nous donnent e
v

, racine de l'équation prin-
cipale 

(X) c5 4- 3 αν2 -4- 5 bv -h c = o. 

Ses coefficients ont, d'après les formules de Newton, les valeurs 

— 3 a — 2e:J, — Î\b = Σν\, — 5 c = ΣνΙ. 

Chaque fonction rationnelle dcsr
v
 est aussi rationnelle en c

v
, et, pour 

cette raison, linéaire dans les cinq quantités 

gp,vet H-a aVv+0 = 3«ι>ΐ+c (Pour: C 2» 3,4)· 
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Celles de ces p
v
 pour lesquelles 2?

v
 = o sont linéaires en g

0
,g1, 

A'a* 8s· D'après la formule (IX), e
v

, e
v
e

v
, e*e

v
, y sont com pris 

ainsi : e
v
 est linéaire en #

g
, et ej est linéaire en g

0
, Il en 

résulte la relation 

(go + «g. V = Cogo + e.g. -+- Cjgï 
ou 

(XI) e
v
(c

v
H- a)8 = (c

0
 -+- c, e

v
 -H c

2
e";) (3av\ -t- 4δρ

ν -+■ c). 

Vu Γ irréductibilité de la formule (X), équation du cinquième degré, 
et en conséquence de celle-ci da quatrième degré, la dernière est 
identique pour tout c. En égalant les coefficients des puissances de c.„ 
on trouve 

c
0
 ==o, 3GC, = I, c

2
 — o, b=^-a, c='iaa2. 

Nous substituons ces valeurs de b et c dans la formule (Xi, et rem-
plaçons c

v
 par la quantité 

•λ % wv = » vv 

ce qui nous donne l'équation 

iV' — )w\ -t- -r «v: = » 

qui n'a qu'un seul paramètre, et qui, par la substitution 

w
v
 --- « -+· 4=«*, 

se transforme dans celle de Brioschi 

u* — low5 -+- 4->w -- — ι). 


