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SUR LES EQUATIONS DU CINQUIEME DEGRE. 45

Sur les équations du cinguiéme degré,;

Par M. Pav. GORDAN.

Soit
(1) S=a
une équation du cinquiéme degré, ayant pour racines
Ty Xyy oovy Tyl

le discriminant A est le carré du produit D des différences x, — x.,,

1 X, X, x =,
1 x, x x| x|
(1) D=|1t «, 2} z} x| A=D
1 x, x, % x,
1 2, x x,

Les fonctions rationnelles d’une racine x, peuvent étre réduites, au
moyen de I'équation (1), a la forme
— 2 3 4
(I11) oy = Qg + Ap &, + Ap T, + AT, + AT, .
Cing de ces fonctions,
Qo Pivs P39 Doy Pave

linéairement indépendauntes 'une de l'autre, forment un systéme par
lequel on peut exprimer les autres. Elles donnent licu a trois déter-

V=%
minaats, ¢’est-a-dire celui des @, celui des oy et celui des o
i ik YivPs

=0
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jelesappelle A, U, V; ils sont liés I'un 4 I'autre par les relations
(1V) U=DA, V=0U=1]\%

Choisissons six fonctions spéciales de nos g, c’est-a-dire

', pv=wv_%2x" yv=.r§—é2}x?,+p.pv,

)
.quwt‘“%zxt*‘hpw "v=$1'—';';2-1‘:+mpw Sy=qv+047s

satisfaisant aux relations

(V1) ip,=o0, 2Zy,=o0, 2¢,=o0, 2r,=o0, 23z,=o0,
et qui soient soumises a celles-ci :

(Vin) 3yi=o0, Zqyy=o0, 3ry,=o, Xzi=o.

La premiére signific une relation quadratique pour p,, la deuxiéme
et la troisiéme sont linéaires pour g, ct g, et la derniére est quadra-
tique pour p,. Son discriminant H = Xq,r, 2¢,r,— 2¢3 2r} avant ¢vi-
demment la méme valeur que le déterminant V des cing premicres des
fonctions V, et le déterminant A de ccs mémes fonctions équivalant i
I'unité, nous avons, d’apres (I1V),

Les formules (VII) se réunissent ainsi :
(Vi) S(y, +25)t = 0,

formule qui existe pour chaque valeur de 3, et qui signifie que les
quantités y, + 25, sont les racines d'une équation principale ({’apres
Klein).

En laissant figurer A dans I'équation cubique de Bring,

E(y,, -+ )\Zv)'"' = 0,
nous avons en ¥, + A3, la racine d’une ¢quation
(yv+ 2z, +a(y,+As,)+b=o,

dont M. Hermite a fait usage pour résoudre I'équation générale du
cinquiéme degré.

Comme M. Kronecker (voirle LIX® vol. du Journal de Borchardt) '
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montré, on peut transformer I'équation générale du cinquiéme degré
au moven de racines carrées dans une équation avec un seul paramétre.
Pour trouver une telle équation, introduisons les fonctions

vy=Yy,+ A5y H= Yy + Ay 3y,
pour lesquelles

(Vi) Sy =0, 25,00, =0;
donc aussi
(VIILY) 3viv,=0, Svie,=o.
Les formules (VIII*) donnent, pour 1,, },, les équations
S+ (M%) 2y5,+ M, 2yl = o,
Syis, 4+ (M +2) 28+, 35 =o,

c¢e qui nous montre que ,, X, sont les racines de I'équation quadra-
tique
Iy* Zy*s Lys?

Xy’s Xyst 23 |=o,
) A I
ot voila donc le déterminant de Ilesse pour 1'équation de Bring.
Nous pouvons donner aux formules (VI), (VII“) et (VIII#) la forme

(1X)  So=232= 3¢, =300, =3¢ = 3¢’0,= 30,0 = 0;

les deux premicres formules nous donnenty,, racine de I'équation prin-

cipale

(X) ¢+ Sav* 4+ 5bv +-c=o.

Ses coefticients ont, d’apreés les formules de Newton, les valeurs
—3a=2v,, —4b=23v}, —b5c=23¢,

Chaque fonction rationnelle de z, est aussi rationnelle en v,, et, pour
cette raison, linéaire dans les cinq quantités

— P P+
_ T4 . —of (
8o v+ 2any+ b~ 3avi+ fbv,+c

pourp:o,1,2,3,4).
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Celles de ces ¢, pour lesquelles Zp,=o0 sont linéaires en g,, g,,
Z20 gs- D'aprés la formule (IX), ¢y, 0,0, ¢30,, ¢, 0,0 y sontcompris
ainsi : v, est linéaire en g,, g,, et ¢? est linéaire en g, g,. g,- 1l en
résulte 1a relation

(o + a8 ) =Cofo+Ci 8+ Cafa
ou

(XI) 00+ o) = (e + ¢ vy + ;3 (3avi + 4bo,+c).

Vu l'irréductibilité de la formule (X), équation du cinquieme degreé,
ct en conséquence de celleci da quatriéme degré, la derniére est
identique pour tout ¢. En égalant les coefficients des puissances de ¢,
on trouve

3a . )
¢c,=0, 3ac,=1, c;=o0, b= —a, c¢=73aa’.

Nous substituons ces valeurs de b et ¢ dans la formule (X, et rem-
placons ¢, par la quantité

ce qui nous donne I'équation
3 39. 13

"', -~ ‘ 20 K
Wy = Iyt g W=

L]

qui n’a qu'un seul paramétre, et qui, par la substitution
1
W, =1+ — 1,
V3

se transforme dans celle de Brioschi

YA -
" - 2 B .
W - 10w + ou = 7(‘\/5(’.&’ - 1)



