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MOUVEMENT D'UN CORPS PESANT DE REVOLUTION, 403

Sur le mouwvement d’un corps pesant de révolution,

Jixé par nn point de son axe;

Par M. G. DARBOUX.

Dans le Tome 11 de la nouvelle édition des QEuvres de Jacobi ont
paru, pour la premiére fois, des fragments, présentant le plus haut
intérét, d'un travail que l'illustre géométre avait préparé sur le mou-
vement d’un corps pesant de révolution, suspendu par un point de son
axe. On a souvent attribué la solution de ce probléme & Poisson, qui
I’a traité en cffet, en le considérant comme entiérement nouveau, dans
un Mémoire inséré en 1813 au XVI® Cahier du Journal de I Ecole Poly-
technigue. Mais, en réalité, I'étude de cette belle question avait déja été
faite par Lagrange; elle est développée dans la premiére édition de la
Mécanique analytique, qui a paru en 1788.

Dans les Mémoires dont nous devons la publication a M. Weier-
strass, Jacobi énonce et démontre, on peut le dire, un remarquable
théoréme d'aprés lequel le mouvement de rotation du corps pesant
peut se ramener a une combinaison des mouvements de rotation de
deux solides différents sur lesquels n’agirait aucune force accéléra-
trice. Tout récemment M. Halphen, dans une Note insérée au Tome C
des Comptes-rendus des séances de I’ Académie des Sciences, a donné au
théoréme de Jacobi une forme nouvelle et énoncé une série de ré-
sultats que nous démontrerons dans ce travail. M. Halphen n’a pas fait
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connaitre la méthode qu’il a suivie, et qui repose sans doute sur
I'emploi des fonctions elliptiques. La démonstration que nous allons
donner du théoréme de Jacobi est directe et élémentaire : elle nous a
conduit & quelques propositions nouvelles, relatives a la représenta-
tion cinématique du mouvement, propositions dont le développement
est surtout le but de la présente étude,

I.

Nous rappellerons d'abord, en quelques mots, les formules de La-
grange ct de Poisson. On rapporte le mouvement & un svstéme d’axes
fixes OX, OY, OZ, dans lequel P'axe des Z est dirigé vers le bas. e
corps est rapporté a un systeme d'axes Ox, Oy, Oz, pour lequel Oz
coincide avec 'axe du corps. Soient

A le moment d'inertie par rapport 2 Ox ¢t Oy

C.le moment d’inertie par rapport a 0z

P ¢, rles composantes de la rotation relatives aux axes mobiles O,
Oy, Oz;

u le cosinus variable des deux axes des =, ¢'est-a-dire de 'axe du corps
avec la verticale;

enfin a”, b, u les cosinus des angles de la verticale OZ avee les axes
mobiles.

Les trois intégrales de Lagrange sont les suivantes :

r-=n,
! cApd” 4+ Aql” + Cru==2AL,
AP+ q* = 2ADu+ 27,

Dans ces formules, n, 1, 11 sont les constantes introduites par I'in-

v

, . G, . . PP
tégration;; 1) et 1 dépendent de lIa constitution du corps et le définis-

sent, au point de vue mécanique, dans le probléme qui ous occupe.
Si 'on introduit les trois angles d’Euler, g, ¢ étant les angles de Ox
et de OX avee Pintersection des deux plans des xy, et 0 Vangle des
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deux axes des z, on déduira des formules (1) les suivantes

/ 1 4
U F(u) = (2 Du+ 21 (1 — u¥) — 4(Bu— L),
dy _ 2Bu—al
(2) ' (77 - 11— u?
dy al—alu
;—l—t_—n_zl“’*-—?—__”‘ ’

ou I'on a désigné par B le quotient

Cn

o _
’ B—QA

L

Il ne restera plus qu'a effectuer des quadratures elliptiques pour
obtenir ¢, 9, ¢ en fonction de «, et ainsi le probléme sera compléte-
ment résolu.

On déduit des équations précédentes une conséquence importante.
Désignons par (P) le corps pesant, et considérons un corps auxi-
liaire (P') qui serait animé, par rapport au précédent, d'une vitesse
constante de rotation

C—A

2B—n=Tn

autour de I'axe. La position de ce corps auxiliaire, dont le mouvement
est lié d'une maniére si simple 4 celui de (P), sera déterminée par les
trois angles d’Euler

0, v et ¢, =9+ (2B—n)t.
On aura donc, d’apres la troisiéme formule (2),

([zf_. _ 21&—2];_14
dt T T i —wr

Par suite, les formules qui définissent le mouvement du corps (P)
ne sont autres que les formules (1), ot I'on supposerait

(C—An
A
Journ, de Math. (}* série), Tome I, — Fase, 1V, 1885, 52

2B—n=o0=
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Le mouvement du corps (P’) est donc celui que prendrait un corps
pesant pour lequel I'ellipsoide d’inertie du point fixe se réduirait a une
sphére.

Ce mouvement jouit d'une propriété de réciprocité qu'il convient de
signaler. Les formules qui donnent ¢ et ¢ se changent I'une en lautre,
quand on remplace B, I. respectivement par — I, — B, D’autre part,
si, dans l'équation qui définit «, on pose

iy H=1— 2B,

elle prend la forme

(3) D labu 42l - ) - 41 — 412 + 8BLa,
qui demeure invariable quand on y remplace B, L par — L, — B. Ces
faits analytiques s'interprétent comme il suit :

Dans le cas, auquel on peut ramener tous les autres, ot ellipsoide
central du point fixe est une sphére, le mouvement des axes fixes par
rapport aux axes mobiles est un de ceux que prendrait le corps, si les
conditions initiales étaient changées.

iI.

Aprés avoir ¢tabli les résultats précédents, nous allons commencer
la démonstration du théoreme de Jacobi, sous la forme que lui a
donnge M. Halphen.

I'énoncé le plus simple de cette belle proposition est le suivant :

St Uon considére le mouvement du corps pesant (P) de révolution fixe
par le point O, on peut a chaque instant déterminer un systéme (C)
d’axes O.x,, Oy,, Oz, mobiles autour du point O, icls que le mouve-
ment absolu de (C) et le mouvement de (C) par rapport au corps (P)
sotent l'un et I'autre identiques au mouvement d'un corps solide fixc par
le point O, et qui ne serait soumis a aucune force accélératrice. Le plan
invariable est, dans le premier de ces mouvements, le plan horizontal; et,
dans le second, c'est le plan perpendiculaire a 'axe du corps.
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Toutefois, il faut bien comprendre que, dans ces deux mouvements
de (C), les moments d’inertie sont différents, et de plus qu'ils ne satis-
font pas nécessairement aux relations d’inégalité qui caractérisent les
moments d'inertic de tout corps réel. Ce sont des mouvements qui
satisfont aux formules d’Euler, ot I'on regarderait les constantes A,
B, C comme pouvant prendre des valeurs quelconques. Si I’on se rap-
pelle la représentation géométrique de Poinsot, on peut dire que 'on
produirait ces mouvements en faisant rouler sur un plan, non plus un
ellipsoide d’incrtic, mais un ellipsoide quelconque ou toute autre sur-
facc a centre du second degré.

1l résulte d’une belle théorie de M. Sylvester que de tels mouve-
ments peuvent toujours étre ramenés au roulement d’un ellipsoide
d’inertie, accompagné d'une rotation constante autour de la perpendi-
culaire au plan invariable. Cette remarque établit le lien entre 'énoncé
deJacobi et celui de M. Halphen.

Considérons d’abord le mouvement absolu des axes (C). Sip, ¢, r
désignent, dans ce mouvement, les composantes de la rotation rela-
tives aux axes de (G), on aura des équations de la forme

d[: _ a(_ci— I;_)
dt — 7 be
dy bla—c¢)
dt “ac

qr.

A ————

—
(=2}
Nt

dr (b —na)

~
o~
~
~
S
-~
.

Comme elles ne contiennent que les rapports des constantes a, b, c,
on peut, en multipliant ces trois constantes par un nombre conve-
nable, écrire I'intégrale des aires sous la forme

- N AT
(/) (¢z+[,z+(,z_"

et l'intégrale des forces vives sera alors

vt r
(8) = b+c—-/l.



408 G. DARBOUX,

Les quatre constantes «, b, ¢, & caractérisent le premier mouve-
ment. On peut le produire en faisant rouler sur un plan, a une dis-

tance \% du centre, une surface (E) dont les axes auraient pour

carrés a, b, ¢, avec une vitesse constamment égale au produit de VA
par le rayon vecteur qui va au point de contact.

Si I'on désigne de méme par p', ¢', r' les composantes de la rotation
dans le mouvement de (C) par rapport au corps (P), on aura les équa-

tions suivantes
(_l/)_’ _a(c=10)

dt s
dy’ V(i —¢y ,,

/ —t -

) T A
dr' _d—a) ,
dt a'l rq.
% 2 '3 ,

=

(10)
l)fz ,,lz 22
aAtmEta=h

relatives a ce second mouvement (E').
Les cosinus directeurs qui détinissent, par rapportaux axes (C),
verticale, c’est-a-dire la normale au plan invariable dumouvement (E ',

sont évidemment
P oqr
b b’
De méme, les cosinus directeurs, relatifs au méme systéeme de coor-
données, de I'axe de révolution, qui est la normale au plan invariable

du second mouvement (E’), sont

r oq r

= 730 ¢
a bV

Il suit de la que I'équation de l'ellipsoide central du corps (P), re-
latif au point O, sera

) AR Yz —(A—C)(EX+ 5 + L) =,

al b’ C'

A et C désignant les moments d'inertie déja définis.
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Cela posé, puisque p', ¢', r’ désignent les rotations dans le mouve-
ment (E') de (C) par rapport au corps, — p’, — ¢, — 7’ seront les rota-
tions dans le mouvement inverse du corps par rapport a (C); et, pour
avoir la rotation absolue du corps, il faudra composer les rotations pré-
cédentes avec celles qui correspondent au mouvement absolu de (C),
et qui sont p, g, r. Nous obtenons donc le résultat suivant :

A un instant quelconque, les composantes de la rotation absolue
de (P), relatives aux axes {C), sont

p—p,q9—q,r—r.

Nous pouvons, dés a présent, indiquer une premiére condition a

laquelle devront satisfaire les six quantités p, p', .... Comme la pro-
jection de la rotation sur I'axe de révolution doit étre constante dans
le probléme qui nous occupe, nous aurons, en nous rappelant que

. ante a été désigné 20 sont les cosi
cetle constante a ete desngnee par n, et que Al il sont les cosinus

directeurs de 'axe de révolution,
A N7 ! " —
2P—P+5g—q)+5(r=r)=n

ou, plus simplement,

7 ! J
(12] /i’4+ﬂ+f(,'7=n+lz’.

a y
Pour établir les autres conditions, nous rappellerons la proposition

suivante : Si
o(X.Y,Z)=1

est I'équation de Pellipsoide central, rapporté i des axes quelconques
ayant pour origine le point fixe d’un corps mobile, et, si p, ¢, r sont les
composantes de la rotation relatives aux mémes axes, la force vive 2T

est égale a

2T=9(p, ¢, 1)

et les projections de l'axe du couple des quantités de mouvement
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sont

Or nous avons ici I'équation (11) de I'ellipsoide central, et aussi les
composantes de la rotation. Nous pouvons, par suile, appliquer la
proposition précédente, et nous trouvons d'abord, pour la force vive
du corps,

(3) 2aT=A p—pP+ig—¢)+(r—r]—(A=0Cn,

en tenant compte toutcfois de I'équation (12"
Quant aux projections de I'axe du couple des quantités de mouve-
ment, elles sont

R (A (P
Le=Alp—p)—(A L)na,,

ayy L=Ag-9)— (A= Cln
| Le=A(r—r)— (A= C)nS.

Si nous conservons les notations de I'article 1, il faut exprimer que
la projection de I'axe de ce couple sur la verticale, dont les cosinus

rq

. r . . o e
directeurs sont ;' 7 est constante et égalc 4 2AL. On aura ainsi

I'équation

Eeer %(9~+ A

a™~" ¢ V¢

ou, cn faisant les réductions,

(5) P oy (P 1 T g
O5) Z-+ %+ — +in—2bB)( bb,-f—cc,) h-- 2l
B étant la constante définie par I'équation (3).

Il nous reste enfin & écrire I'équation des forces vives que Pon peut

mettre sous la forme
w®*= 2Du + 21 + n*,
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«w désignant le carré de la rotation totale. On a ici

WB=(p=pP+(g—q¢)P+(r=r)
ot

. gy re'
(16) u—cose.-—l—+ ,/’Ii +

On aura donc, pour I'équation des forces vives, la forme suivante :

\ (=P P+ (g —g)+ (r— r)
J ‘ /

) | =2Db ”" 1T gl et

bl ce'

Pour démontrer complétement le théoréme de Jacobi, il suffira de
montrer que 'on peut disposer des fonctions p, ¢, r, p', ¢/, ¥ dec ma-
ni¢re a satisfaire aux équations (12), (15), (17) qui représentent les
trois intégrales premiéres du mouvement.

Il

Quelques considérations, que nous omettons, relatives aux infinis
des fonctions, montrent immédiatement que V'on ne pourra satisfaire
a la relation (17) qu’en posant

g (4 R N
18) p=ap, g=gq =y
', [,/ désignant des constantes. On peut remplacer les équations (¢

par P'une d’entre clles, jointe aux équations (10); en sorte que les
équations qui devront étre vérifiées prendront la forme suivante

alb—cy 2 _B'y g, ,
(19) W 2 By o):
1 11 1,
\z’/ p?-*—‘,':k',
« b ¢
(l()) " ’2l’2 ‘3/1,’2 .[/2,2
|+ n pralal b
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L S ¥ SNV
a T T ’
2’ p? 2B B'q® n—2aB
T<'+ — )+ -1+ ,,—)
LY _
(21) + L <|+——" c,——””) =h— aL.

Pl — @ = B P )

KR

_ 2 pt 4yt -_;- _ 2
nD( +bb w>_zll+n.

et, comme p, ¢, r ne peuvent étre constantes, il faudra que les cing
derniéres soient toutes des combinaisons linéaires des équations (7) et
(8), que nous écrirons sous la forme

2 P7L r?
{:,-&- +——-l,

( P (‘;;—") q*(b—1I) +__(_('_—_ﬁ_’

0? ot

Nous sommes ainsi conduits aux systémes suivants :

1_’_It+/(/l—a)

/
~ a «®
<[3" " +)(/l~—b)

(23) = =
' W4+ k(h—e),
i
et l+|).(/t—(l)
@'~ T at
r pr H—p.(lc——b)
(2') bl-_t - ll’
y'? 14+ u(h—c),
\ c: o2 ’

_n+h+4v(h—a)
a? ’

] ®
|

_n+n +v(/c—b)

[
o
=
R — ™ —eanl ~.
Sl

= R
Y n+h+v(h—c),
o= ¢ ’
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2 (l + n—nB)__: h—nL+p(h—a)’

a' at

r26) , 7;('+"—;,2B)=h—2]‘-:f(h—b)’
' -;—_<l + n-—'aB) — Iz—nL-;p(/t_.c);
\ (1—a')t— 2;3;’ - 2H+n’:—’c(h-—a),
e, =) — zbr;?' _ 2||+n’—;’c(h-b)’
' (1= )2 — 2:2?’ — 2"+n’—;a(h—-c).

On a ainsi, en tenant compte de I'équation (19), seize équations qui
contiennent seize inconnues, a, b, ¢, ks &, U, ¢, V5 o, 8,75, p,
My 95 5.

Nous allons montrer qu’on peut déterminer des valeurs réelles pour

toutes ces inconnues.

, o G , )
En égalant d’abord les valeurs de 7 %, %—,donnees par les équa-

tions (24) et (25), on obtient trois relations; elles expriment que a,
b, c sont les trois racines de I'équation

(a8) [n+ b +v(h—2)'— a1 +p(h — )] =0.
On doit donc avoir I'identité

(2 ( lpn+h+v(h—2a)]?

9,
Vol @i p(h— @) = (@ — a)(a ~ b)(x o),

(qui se résout dans les trois équations suivantes :

(n+ K +vh)*=—pR,
30} « —av(n+ K +vh)=pQ,
vi—1—ph=—pP,

ou l'on a posé

(31) a+b+c="P, ab+ac+ bc=Q, abc=R.

Journ, de Math. (4* séri¢), tome I. — Fasc, 1V, 18853, 53
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I réso'ution du systéme (30) nous donne les résultats suivants :
Soit @ la quantité définie par la formule

(32 01 = ()* — 4R(P — &),
On trouve

. aR=04 in
- ‘n-{—/&:—- W ==

Si nous divisons maintenant chaque équation du systéme (23) par
I'équation correspondante du systéme (24), puis par Iéquation cor-
respondante du systéeme (25), nous obtiendrons les formules

, W=l -
@ = ey
V-l - )

L

b - M0l b

QA7
13%) Tadu(h=b)’

——

. /1'+ Y h -_—f)'
T a+pth )’
g Mrrh-n

\ w4+l (h—a)
35) = LD
V9 (h— 1)
' , W40 — )
LAy iy
qui, jointes aux relations (33), pourront remplacer les systémes (273 .
‘21), (25).
En portant ces valeurs de o/, @', ... dans la formule (1), et en
tenant compte de ce que a est racine de équation (28), on rempla-
cera l'équation (19) par la suivante

Riph —).)

(36
) =n+W+vh—va)n+W+vh—vbjn+h+vh -y,

que 'on peut simplifier de différentes manicres,
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Par exemple, si dans l'identité (29) on donne a « la valeur
n+—h'+vh

Vi

,» on est conduit & I'égalité

—in+ b +vh? v —o(n+ 1))
=u(n+k+vh —va)(n + K +vh—vb)(n + U +vh —ve).
En remplacant le second membre de 'équation (36) par sa valeur

deduite de Pégalité précédente, et tenant compte des formules (30), on
trouve

37) :l.,l'—-l—_—'v-—‘ ;L(Il—i—/z').

On pourrait encore écrire Péquation (36) en y remplacant directe-
ment n + A" ety par leurs valeurs déduites des formules (30). Elle
prend alors la forme

;s) p‘h'.—.l:_ ._':,‘!,
ou #, fi, 7 désignent des quantités qui joueront un role important dans

les formales définitives, et qui s’expriment en fonction de a, b, ¢ de
la maniere suivante :

\ a:a(b—i—c)_bc:Q—-%f,
(39 ‘ {;::b(a—+—c)—-ac=Q—¥,
‘ 7=c(a+b)—ab=Q—‘—)'E~

pn
Signalons, dés a présent, les identités

s a? = Q' — 4R(P —a),

40) f*=Q'—{R(P ),
? 7 =Q —1R(P —c);
By = 4APQR — Q* — 8R?,
(41) ! Suf=4RP — Q*,

S =Q,

auxquelles elles donnent lieu.
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Il nous reste & examiner les systémes (26) et {27).
Si I'on remplace dans la premiére équation (20) &' et @' par leurs va-
leurs déduites des formules (34), (35), il vient

K +A(k—a)+ (n—2B)[1 + p(h—a)

__h—2L+p(h—a)

- (n+ K +vh —va).

Cette équation est du second degréen a, et, comme elle doit étre vé-
rifiée quand on y remplace a par b et par ¢, elle devra avoir lieu pour
toute valeur de a.

Cela donne les trois relations

h—aL+ph=o,
(41) « A4p(n—2B)+v:=o0,
I~+n—2B+p(n+0)=o.

En les associant & la formule (37), on trouve

p=1, B=n~+H,
ARD 294

— R LS.
L - Il' l - ‘“)? 03

Ces relations, jointes aux formules (33), (31), (33), nous font con-
naitre X, g, v, 3, @', ¥, ¢, &, B, 4" en fonction de a, b, ¢, h qui, clles-
mémes, satisfont aux deux équations

=1, = DN

Q0
Il reste donce seulement deux arbitraives, dont il faudra disposer de
maniére i vérifier les trois équations (27), qui contiennent d’ailleurs
une inconnue nouvelle s.
Si nous remplacons n—+/4" ct v par leurs valeurs dans les for-
mules (25), elles nous dounnent
Y x _ aR Q

A _— T — — —_— —
('j) a T aQ T ate ag’
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et les équations analogues en f', /. Remarquons également les iden-
tités

a’+l+(n—2B)£—: =o,
(41) B +1+(n— 2B)%: =o,

o
7'+t+(n—2B)§ =03

ot 'on peut, dés a présent, déduire une importante conséquence.
Si, dans les formules (14), on remplace Ca par 2Bet p’, ¢’, r’ par
leurs valeurs a'p, £'q, y'r, les relations précédentes nous donnent

s L=13Ap,
() gy=2Agq,
( L:=23Ar.

ar conséquent, 'axe du couple des quantités de mouvement du
corps a, & chaque instant, la méme direction que I'axe instantané de lu
rotation absolue du systéeme mobile (C), et il est proportionnel i cette
rotation.

Iv.

11 nous reste & considérer le systéme (27). En tenant compte des for-
mules (41), la premiére équation de ce systéme peut s’écrire

2712 aDa all + nt4-o(h—a)
|3+ (n—2m) 3| - = .

7 Pt

- 2 Ly T
Si I'on remplace _; par sa valeur déduite dela formule (43), il viendra

[ n—aB <2I{ Q)'J’ qD(nR Q) all +ni+a(h—a)
24— = :

o \a® e)| T o\d @ a

. . 1 2 LI ! 1
Ordonnons suivant les puissances de —, ct éliminons —» — au moyen
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de Véquation
a*—Pa*+Qa - R=no,
s . . , , . . {
i laquelle satisfait a. 1 viendra une équation du second degré en -

qui sera satisfaite quand on y remplacera @ par b et e. 1 faudra done
(que les coefficients des différentes puissances de a soient nuls. On est
ainsi conduit, aprés quelques réductions, aux formules

|

16) ‘

l)—_—--Q,

= MU ARG =212
D D £ ’

P
' 2R — Qh = BD.
Tout se réduit donc a déterminer a, b, ¢, h par les quatre équations

‘ =D, h- L.

47) ( 2R — QA =18D, 2Ph—Q=H- 2B

1l suffit de remplacer Q par son expression en fonction de P, (), R,
h, ot Von trouvera les équations

‘ Q*— R(P - 1) = D3,
18) « 2R — QL =BD,
' aPL — Q=11 + 252,

quidétermineront P, Q, R. En les résolvant, on obticnt les expressions
snivantes de ces inconnues

p= D+ BIHD 42 BDB— 1)
T aL(IA—BYH) —Bh— LIl

_ D2 (L2— BY)

T AL B) —BD— LIV’

M—aBDL 4+ 2L2(1l +~aB2) — (H 42132 )

T 4L =By) —BbD—-LIT

y

19) 2R

,2P:

et, par suite, on peut former I'équation du troisieme degré qui fait
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connaitre a, b, c. Mais il vaut mieux employer une antre méthode qui
servira de verification 4 nos calculs et aura I'avantage de mettre en
évidence la réalité des racines de 1’équation.

Nous avons déja écrit, a l'article 1, I'équation différentielle qui dé-
termine le cosinus u de I'angle de la verticale et de 'axe du corps.
Nous pouvons ici former cette équation d’une autre maniére.

L’équation (16) nous donne, en remplacant p’, ¢', ¥’ par leurs valeurs,

ot B o

‘50) W= a Ty +

En différentiant cette équation, nous trouverons

du __ hla -bY(h—eVe—a)

RTY = pYm pqr.

1’autre part, on peut exprimer p, ¢, r en fonction de u, au moyen de
I’équation ()0), jointe aux intégrales des aires et des forces vives, ce
qui donne

_orah—x+Qu gt abh—3+Qu I‘__ 20l —y +Qu
@ aa—bya—c) B ab—a)(b—c) a(c—a)(c—b)

En portant ces valeurs de p, ¢, r dans I'équation (51), on trouve

du?

(53) Q% = 2(x — 2ah — Qu) (B — 20k — Qu)(y — 2ach — Qu).

. du\* . . ; C o . .
Cette valeur de (}Tt) estidentique  celle quia été donnée i Particle |

comme il est aisé de le vérifier. Nous pouvons en conclure que les
racines de I'équation, entiérement connue,

Flu) =201 —u*)Du+H)—-4(Bu—L)} =0
ont pour expressions en fonction de @, b, ¢

1 —aah B—abh y—ach
D I
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Comme on a, en vertu de la définition de «,
h—aY(l—-bY(h — )

h—a

z—zalz:z/z’—zPh+Q—2(

on voit que I'on obtiendra I'équation aux carrés des axes a, b, ¢ en

effectuant dans I'équation
F(u) =0

la substitution linéaire définie par la formule

Du=212—PL+Q— 2/(1)

9
l.—a

S(x) désignant le polynome
flz)=a'— Px*+ Qx — R.

Or les coefficients de cette substitution linéaire peuvent se déduire des
tformules (48). Elles donnent pour f(1.) la valeur suivante

(54) 2f(L) = 2L(12 — §3) — BD - LH,

ot la substitution linéaire prend la forme

(53) l)ll+H=2L’-—-—2B2—]2—:L_(_—ll(f’
ot tout est connu, C'est I'un des résultats donnés par M. Halphen, ct,
comme I'équation en u a ses racines réelles pour tous les mouvements
réels, il en sera de méme de I'équation aux carrés des axes.

Le théoréme de Jacobi est donc complétement démontré.

On peut demander aussi I'équation du troisiéme degré qui fait con-
naitre les quantités @', b', ¢ relatives au second mouvement (E').

On a d’abord
K=01—n,

et les formules (34) nous donnent

(36) o . g
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En portant la valeur de L — a dans la formule (55) et remarquant
qu'on a

2f(L)2fy =— D?(DL + BH),
nous trouvons

DL+ Bll.

Telle est la substitution linéaire qui, cffectuée dans I'équation en «,
donnera I'équation aux carrés des axes @, &', ¢’. On peut également
calculer Ia valeur de 2’ par la formule (35), et I'on trouve

.o , 23B—n Du+H
o8 A= T fo
a Du+H 2
<5(')/ D(T’ “Bu=LL " " &
V.

Les constantes a, b, e, b, a', ¥, ¢, K, o, 3, 7, relatives aux deux
mouvements (E), (E’), doivent étre liées évidemment par six relations.
On peut se demander quelles doivent étre ces relations. On les déduit
aisément des formules précédentes. Les équations (34) nous donnent

' o (hp—=2)(h—a)
K—a= 1+ u(h—a)

ou, en remplacant A’y — X et ». par leurs valeurs en fonction de a, b, ¢,

B

T &
W —a=—"C(h—a).
On a donc le systeme des relations

(6o) AW —a) B =V) _ P =e) oy

h—a h—b —  h=¢ o’

auxquelles il faut joindre les formules (59), écrites comme il suit :

. s ad -t (4
(61) Y=—gp FE-w T

Journ. de Math. (§* série), tome |. — Fase. 1V, 1885, s/I
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Si 'on ne considére que les mouvements d'un méme corps, il faudea
joindre deux équations, clles expriment en fonction de a, b, ¢, & les

. V. B, .
constantes qui caracterisent le corpsl) et - Ce sont les suivantes :

1=D,

62 _ .
(62 = ,LDB_IE(Q//' — 2R,

e —— A
(2N

(ui, jointes aux formules (Go), ne laisseront plus subsister que trois
arbitraires indépendantes a, b, ¢

1l nous reste maintenant i signaler quelques conséquences géome-
trigues du théoréme de Jacobi, qui conduisent @ une représentation
géométrique tres simple du mouvement. Nous avons vu a Farticle |,
et il serait ais¢ de déduire ce résultat des formules préeedentes, que
le mouvement le plus général du corps pesant {P) se raméne par une
transformation tres simple a celui dans lequel on a

n=20B

Alors on a, d’aprés les formules (44),
ul — ‘6,'__: 71 = —

et, par cons¢quent,

pP=—=p, ¢=—q, r=-—r.

On voit done que, dans les denx mouvements (E -, (E'}, la polbodice
est la meéme, et, de plus, le pole instantané occupe, a chaque instant,
la méme position sur cette courbe dansles deux mouvements Désignons
par (IT) cette courbe et par (K) le cone du second degré déerit par
I"axe instantané, qui a pour base cette polhodie. Le mouvement absolu
du systéeme (C) s'obtient en faisant rouler le cone (K) sur un certain
cone fixe (T) ayvant pour base une herpolhodie (11). Le mouvement de
(C) relatif au corps (P) s'obtient en faisant rouler le cone du second
degré (K) sur un autre cone (1) invariablement lié au corps et ayant
pour base une herpolhodie ('), et, de plus, la géncratrice de contact
du cone (R) est ba méme a chaque instant dans les deux mouvements.
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Cela veut dire que les deux cones (T') et (I”) roulent 'un sur lautre,
ct, par conséquent, le mouvement du corps (P) sera représenté par le
roulement du cone (I”) sur le cone (T); et la vitesse de rotation sera
évidemment double du ravon vecteur qui va au point de contact des
deux herpolhodies (11) et (11') Ces deux courbes, qui sont les bases de
ces deux cones, roulent au-si I'une sur Vautre,

En 1approchant ces résultats de ceux qui ont été donnés alarticle I,
nous obtenons le théoréme suivant ¢

Etant donné le corps pesant (P) de révolution, soumis & I action de la
pesanteur dans des conditions initiales quelconques, considerons un corps
auxiliarre (1") qui soit animé par rapport au précédent d’une vilesse de
rolation constanlte

G--A
A

n

autour cle 'axe de revolution; C,y A, n élant les constantes definies pre-
cédemment, le mouvement du corps (V') pourra se représenter par le rou-
lement d'un cone (Y'), invariablement i€  ce corps et ayant pour base
une herpolhodie (W), sur un céne fixe (I'), ayant pour base une auire
herpolhodie (). Les deux herpolhodies rouleront Uune sur Uautre, et la
rotation du corps (P') sera, a chaque instant, double du rayon vecleur
qui va du point fixe a leur point de contart.

VI.

La proposition précédente donne la représentation la plus simple du
mouvement. On peut cependant désirer une représentation directe du
mouvement du corps (P); les relations données plus haut permettent,
nous allons le voir, d'obtenir cette représentation.

D'abord les formules (45) nous montrent que 'axe du couple des
quantités de mouvement a la direction de la rotation instantanée dans
le mouvement (E), et qu'il est égal en grandeur a cette rotation, mul-
tiplice par 2A. Donc :

I'extrémité de U'axe du couple des quantités de mouvement parcourt
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une herpolhodie, située dans un plan horizontal, et cela de la méme ma-
niére que le pdle instantané, qui serait relatif a cette courbe.

La tangente a cette courbe étant, comme on sait, perpendiculaire
au plan du couple qui nait de la translation de la force au point fixe,
sera donc normale a chaque instant au plan passant par 'axe de re-
volution du corps et par la verticale. Si I'herpolhodie n’a pas de point
d’inflexion, ce plan tournera toujours dans le méme sens; sinon, il
aura un mouvement, lantot direct et tantot rétrograde.

Prenons maintenant 1'axe de rotation OM du corps, dout la projec-
tion OP sur I'axe de révolution O3 est constante et égale a n, et soit

” /
X

OM’ I'axe de la rotation dans le mouvement (E') dont la projection sur
O3z est également constante et égale & &'. Nous savons que le point W
décrit une herpolhodie dans un plan perpendiculaire &4 0z. Je vais de-
montrer qu'il en est de méme du point M.

Les projections de MP sur les axes (C) sont

!
Y

, .
/l ’ / . K I'.
S — g — Ry F— R

/)— II —_ ll-l— 1%

celles de MDY somt
, I3 ,( I ,( h
P (l — 7)’ q \l it -,I—,)’ r .l - c—,)'

En vertu des formules (44), ces projections sont proportionnelles, et
leur rapport est — 2. Donc les points M, M’ décrivent des courbes
homothétiques, et I'on peut énoncer Ja proposition suivante :

L’extrémité de 'axe de rotation décrit dans le corps et sur un plan
perpendiculaire @ U'axe une herpolhodie; il parcourt d’ailleurs cette
courbe, d’apres la méme loi que le pile instantané dans le mouvement
d’un corps solide qui n’est soumis & aucune force accelératrice.
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(iette proposition nous fait connaitre le cdne de la rotation instan-
tanée dans le corps. Celle que nous allons démontrer permet de définir
le lieu décrit par cet axe dans l'espace.

Appelons, pour un instant, &, %, ¢ les composantes de la rotation
relatives aux axes fixes OX, 0Y, OZ. L'équation des forces vives nous
donne

(63) £ 0?4 0= 2Du + 2l + n2.

La projection § sur la verticale a évidemment pour expression

F=(p—-p)s+(g—)5+(r—r);

ou, d’aprés I'équation (15),

= 2L — (2B —n)u.

U

Si nous éliminons « entre les relations (63), (64), nous obtenons
I'équation d’une sphére avant son centre sur la verticale. Donc :

L.e mouvement le plus géneral du corps (P) peut se representer par le
roulement d’un céne ayant pour base une herpolhodie, sur une sphére
ayant son centre sur la verticale.

La courbe décrite par le pole instantané sur cette spheére pourrait
¢tre définie par la condition que son arc et le rayon vecteur qui va au
poiut fixe soient liés par la méme relation que dans I'herpolhodie atta-
chée an corps.

VII.

Les propositions relatives a la représentation géométrique du mou-
vement peuvent d’ailleurs étre démontrées directement a I'aide des
formules données a I'article 1, qui font connaitre les trois angles d’Eu-
ler, %, 9, ¢. Reprenons les notations de cet article ct désignons main-
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tenant par p, ¢, r les composantes de la rotation relatives aux axes du
corps. Nous aurons

. PP+ q*=a2bu+ 2H,
65

(62) r=n;

[ = sinosing ot do

(66) p = sinpsinf & — cosg

)
_ . (1':4 e )]
q = cosp sing - +sing o

Considérons la courbe décrite dans le corps par lextrémité de I'axe
instantané. La seconde équation (5) nous montre que cette courbe est
située dans un plan perpendiculaire a I'axe. Si on la rapporte a des
coordonnées polaires dont le péle soit le point ou ce plan rencontre
I'axe, on aura, en désignant par p ct w les deux coordonnées d'un
point de la courbe,

p?=2Du + all,
(67) sinf
b '

— 7 _
w = arc tang,-' = — 4 — arctang
En différentiant la seconde de ces équations, on trouve

(D + 1) % = (B— ) (Du + 1) + B1 + D,
ou encore

, do .
(68) g =(B—n)e*+ 281 + 2DL.
Cette formule, jointe & celle qui donne g2, permet de caleuler L
vitesse totale du pole, pour laquelle on trouve Pexpression

(6g) ‘ :%::l)”(l—u’)+2n(n—2l£)(l)z¢+ll)
' f — 4 (n—2B)(BH + DL).

.

v . . ll(t) . . ,
La vitesse aréolaire p* — est une fonction du premier degré de p?;
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la vitesse totale, une fonction du second degré de u et par conséquent
de p? dans laquelle le coefficient de p* est négatif. Ces deux proprieteés
caractérisent |’ herpolhodie considérée comme trajectoire du pdle instantane
dans le mouvement d’un corps qui n’est soumis a aucune force. Nous
retrouvons ainsi une des propositions précédentes.

Etudions maintenant la courbe décrite par le pole instantané dans
espace. Ses coordonnées relatives aux axes fixes ont été désignées
parZ, 4, . On obtient aisément leurs expressions en fonction des angles
d’Euler

L . pdp 8
\E_smv{;smad—l—cosq;(—,

(=0 /= cosy sing 4 4 sing pa
/ de dt
= — o sy g

On a d’abord

i

. | i+ =p+ ¢+ r*= 2Du~+ all + n?,
’ (

g\ J}T'

=2l — (2B — n)u.

Et en ¢liminant ¢ on retrouve Uéquation de la sphére ayant son
centre sur la verticale. Pour définir complétement la route suivie par
le pole instantané, il suffira d’étudier sa projection sur le plan hori-
zontal. Nous la rapporterons & des coordonnées polaires, |'origine étant
choisie pour pole. Si p’ et ' désignent ces coordonnées, on aura évi-
demment

pr=E 4 42,

K/
w' = arctangy-

Designons par A et P les polynomes suivants

| A=2Du+ 2l +n*— [2L — (2B —n)uj?,
2
(72) | P=(2B — n)u?— 2Lu + n;

on aura

(73) Pl =4,
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et les deux premiéres formules (70) donneront
, sinf P

SR bl S —_—
) w'=—g—arctang —— = \p+arctang<d“>
dt

La différentiation de cette formule est trés aisée, si l'on fait usage de
Videntité

-

(75} it P2 = (1 = u?)a,

a laquelle on est conduit en vérifiant I'équation

. ,dz? do?
E3 42— ginf SL an.
s+ ”dt’+dl”
on trouve ainsi
. el Py — Py
- —_— = ll R —
(76) dt e

I et A’ désignant les dérivées de I et de A par rapport a .

Dans le cas ot I'on a n = 2B, on obtient encore une herpolhiodie

Nous terminerons ce sujet en donmantune définition directe et pure-
ment géométrique de cette courbe,

Considérons tous les mouvements pour lesquels les constantes 13, 1),
I, L. ont l]a méme valeur. Si les corps correspondants ont au début
le méme axe de révolution, il résulte des formules (2) que cet axe leur
demeurera commun dans tout le mouvement, et le mouvement de cha-
cun d’cux par rapport a 'un quelconque des autres se réduira i une
rotation constante autour de 'axe. Etudions les courbes décrites dans
Pespace par les poles instantanés des rotations relatives a ces divers
mouvements. 1l faudra pour cela faire varier n dans les formules (50)
et (71).

Soient £, 4,, £, les valeurs de &, %, § relatives 4 'hypothése n = 21.
Dans ce cas la courbe décrite par le pole est, nous le savons, une her-
polhodie (11} qui, d’aprés la formule (71), sera située dans le plan

'g': 2[4.
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Comme elle demeure en contact avec une autre herpolhodie dont
le plan est perpendiculaire a I'axe de révolution, sa tangente sera
necessairement perpendiculaire a cet axe.

Prenons maintenant une valeur quelconque de n. Les formules (70)
nous donnent

\' E =%, + (n— 2B)sin¢ sin§,
77) < =1, + (r — 2B) cos¢ sin?,
’. §=2%, +(n— 2B) cos§.

Nous savons que, pour chaque valeur de n, cette courbe se Lrouve
sur la sphére définie par les formules (71) et dont I'équation est

'78) 5y ot gt = all 4 n? 4 2201,
: ? 2B —n
D’autre part, les relations (77) nous montrent, ce qui est évident par
la Géométrie, qu’a un instant quelconque tous les poles correspon-
dants a des valeurs différentes de n se trouvent placés & des distances
invariables les unes des autres, sur une méme droite qui est paralléle
i I'axe commun de révolution et par conséquent normale a Uherpolho-
die (11). Or le mouvement de cette droite est défini par la condition
que deux de ses points demeurernt sur des sphéres, qu'un autre point
demeure dans le plan de I'herpolhodie (IT) et enfin qu’elle soit nor-
male 4 la trajectoire de I'un quelconque de ses points, par exemple de
celui qui décritun plan. Ons’assure aisément qu’il 0’y a, entre les deux
sphéres, le plan ct les segments de la droite invariable, d’autre rela-
tion que la suivante: le plan est perpendiculaire 4 la ligne des centres
des deux sphéres. De la cette curieuse proposition :

Si trois points d’une droite invariable sont assujettis, les deux premiers
@ demeurer sur deux sphéres différentes, le troisiéme a rester dans un
plan perpendiculaire a la ligne des centres des deux sphéres, si de plus la
droite se déplace de maniére a demeurer normale a la trajectoire de I'un
de ses points, ce qui définit complétement son mouvement a partir d'une
position donnée, le point de la droite assujetti a rester dans le plan décrira
une herpolhodie, tous les autres décriront les courbes spheriques qui sont

I
Journ, de Math. (4* série), tome l. — Fasc. IV, 1885, 55
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les rowtes du pdle dans U'espace, pour le mouvement d’un corps pesant de
révolution.

Telle est la définition directe et purement géométrique que nous
voulions obtenir de la route décrite par le pole dans le probléme de
Lagrange, aussi bien que de herpolhodie de Poinsot. Nous signa-
lerons, en terminant, le théoréme snivant de Cinématique, qui se
attache directement & la proposition précédente et dont la démons-
tration n’offre aucune difficulté.

Si trois points d'une droite invariable sont assujettis & demeurer sur
trois spheres dont les centres sont en ligne droute, tous les autres points de
la droite dlécrivent des sphéres; ct, en écartant un cas exceptionnel ot lu
drotte fait un angle constant avee la ligne des centres, il y a toujours un
point de la drotte qui décrit un plan.

Si la droite, dans son mouvement, entraine des plans qui lui soicnt
perpendiculaires, ces plans envelopperont des spheres concentriques dont
le centre commun sera sur la ligne des centres des sphéres deécrites par les
differents points.

Remarquons que cette proposition donne le moyen de décrire um
plan & aide d’un systéme articulé comprenant quatre tiges seule-
ment (').

(*) On pourra consulter, relativement i ces propositions de Cinématique et
au sujet traité dans ce travail, plusieurs articles publiés dans les Tomes C et €]
des Comptes rendus des séances de U lcadémie des Scienees.



