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’
’

Actions électrodynamiques renfermant des fonctions arbitraires :

hypotheses qui déterminent ces fonctions (*);

Par M. Pauv. LE CORDIER,

Docteur és Sciences mathématiques,
Chargé du Cours de Mécanique a P€cole des Sciences d'Alger.

IsTRODUCTION,

Dans deux Mémoires antéricurs, les actions ponderomotrices les plus
générales qu'on puisse observer ont ¢té deéduites de Vexpérience
seule et ramenées a l'action d’un courant fermé sur un élément de
courant, i l'aide des hypothéses les plus incontestables; les neuf
actions mutuelles entre les courants, les aimants et le magnétisme ter-
restre, dont six seulement sont observables, étant désignées collecti-
vement sous le nom d’actions pondéromotrices, qui en exprime I'iden-
tité démontrée dans les deux Mémoires précédents, préférablement au
nom d'actions électrodynamiques, qui explique cette identité par I'hy-
pothése des conrants moléculaires d’Ampére.

Il s’agit maintenant de calculer I'action d’un élément de courant sur
un autre. La solution, affranchie de toute hypothése, renferme des
fonctions arbitraires. On pourrait méme se demander si I'action d'un
courant non fermé, qui n’a jamais été observée, est autre chose qu'une
fiction : car on ne sait pas si un courant électrique peut exister sans
étre fermé. Mais elle est réelle d’aprés 'hypothése des actions directes
a distance, qui raméne tout i des actions mutuelles de points, et

(') Mémoire présenté i '’Académie des Sciences, le 2 juillet 1883.

Journ. de Math, (4 série), tome I. — Fusc. 1V, 1885, /I(;
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d’aprés celle d'un milicu continu, qui propage les forces apparentes
a distance avec une vitesse nécessairement finie : les actions envoyées
simultanément par les différents éléments d’un courant fermé doivent
ainsi arriver successivement a un élément linéaire d’un autre courant :
on n’a pas encore concu d’hypothése permettant de les regarder comme
fictives.

C’est pourquoi elles sont traitées comme réelles dans ce Mémoire, qui
énonce les solutions déterminées d’Ampére et de M. Reynard, puis la
solution générale renfermant des fonctions arbitraires, que M. Maurice
[.évy a donnée dans son cours du College de France. I’hypothése
d"Ampére et celle de M. Reynard déterminent complétement ces fone-
lions, en sorte que les deux solutions respectives sont scules compa-
tibles avec les hypothéses de leurs auteurs.

Un courant fermé permanent a trois dimensions étant dcfini celui dont
I'électricité ne traverse pas la surface, on a vu, dans le premier Mémoire,
que son action sur un élément de courant extéricur s’exprime par un
potentiel. Mais Ia forme de ce potentiel n’y a pas ét¢ donnée. Elle se
déduit immédiatement d’une hypothése que des expériences assez nom-
breuses ont vérifiée pour le cas de deux dimensions : cette hypothése
consiste a admettre qu'un courant permanent, a plusieurs dimensions,
est décomposable en éléments de courants lincaires ; en sorte que rienn’y
serait changé, si une surface quelconque du rhéophore, avant pour gé-
nératrices des lignes du courant, devenait isolante,

Dans les deux Mémoires précédents, I'élément de courant qui recoit
Iaction a été supposé extérieur au courant agissant. Cette lacune est
comblée, dans le Mémoire actuel, au moyen de 'hypothése suivante :
les actions clectrodynamiques qui s'exercent a des distances insenstbles.
swivent toutes les lois obscrvées a des distances sensibles.

Mais ces deux hypothéses ont besoin de vérifications expérimen-
tales : deux vérifications possibles, mais qui n’ont pas été faites, sont
indiquées. La premiere, qui ne parait pas facilement réalisable, est
I"action d'un courant fermé, fixe et permanent, parcourant un liquide,
sur un solénoide fixe et fermé, plongé dans ce liquide. Le fil solé-
noidal est supposé recouvert d'une couche isolante, dontle diamétre ex-
térieur est assez petit pour que la présence du corpsimmergé ne change
pas sensiblement les lignes du courant a trois dimensions. Soit y la
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masse qu’aurait le pole positif du solénoide, s'il n’était pas fermé :
I'action qui en sollicite I'axe est 1a méme que si cet axe était parcouru
par un courant linéaire idéal, d'intensité § =y, et si les lignes du courant
a trois dimensions devenaient les lignes de force d’un champ magné-
tique fictif, ayant pour force directrice I'intensité cubique du courant.

Une seconde vérification expérimentale sera indiquée dans un Mé-
moire sur I'induction. On admet qu'un courant permanent, parcourant
un fil homogéne, passe uniformément dans une section droite. Il en
resulte que les lignes de force, dans cette section, sont des circonfé-
rences concentriques; et que la force, constante sur chaque ligne, varie
deVune a I'autre proportionnellement & leurs rayons. Cette force inter-
vient dans le calcul du coefficient de self-induction d’un fil fermé sur
lui-méme; et, comme on sait mesurer expérimentalement ce coefficient,
on en déduit un nouvean moyen de vérifier les hypotheses déja si bien
veérifices.

§ XIUI. — AcrioN D’'UN ELEMENT DE COURANT SUR UN AUTRE.

Solutions déterminées, mais hypothétiques, d’ Ampére et de M. Reynard.

251 ('). Au licu des deux principes d’'Ampire 21 et 24, on peut
en invoquer un seul, qui en a été déduit, et qui réciproquement les
renferme, quand on réduit le systéme agissant & un courant linéaire
fermé, et quand on admet le principe 23, c'est-a-dire quand on
traite I'action d’'un courant linéaire fermé sur un ¢lément de courant
extéricur comme réductible & une force unique, appliquée i cet élé-
ment, ou, en d’autres termes, quand on regarde comme nul le couple
qu'il faut adjoindre 4 cette force, pour représenter une action quel-
conque, appliquée a un corpsrigide. On a vu que I'action mutuelle de
deux courants linéaires fermés 2 et ', d’'intensités constantes 1 ct I,
dont les arcs s et s, faisant partic de leurs longucurs totales S et 8, sc
terminent aux points (x, y, 5) et (2, Y/, 2'), sépar(s par la distance r,

() Les numéros de ce Mémoire font suite & ceux du premier (3° série, tome \
de ce Journal p. 43-96), et du deuxié¢me (p. 113-146 et 281-328).
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est représentée par 1'énergie (109”)
(3 l) W~ =11 $ I [bl !)I_ Q_I'_' + Jdy ()_\'_' + 1)_.3 o3 Is
7 cLe=- | (6‘t T ( Js 05 ds 05 05 ;{F)l& .

Cette formule, trouvée par Ampére, a été vérifiée avec beaucoup de
soin par Weber, pour le cas ot les deux lignes S et §’ sont rigides. 11
en résulte qu'on peut invoquer, comme un des principes expérimen-
taux les mieux établis, I’énoncé suivant, exprimé par I'équation (143).

232. Treizime principe expérimental. — Le travail virtuel élémen-
taire d¢ des actions mutuelles de deux courants linéaires fixes, fermes,
permanents et rigides et 2, est égal et de signe contraire i la varia-
tion de la fonction (371)

(372) de =— dW.

Des cinq principes de la page 5o (tome X de la 3¢ série), les denx
suivants seulenient doivent étre adjoints a I'énoncé 252.

233. Quatorsiéme principe. — Les actions mutuelles de deux ¢lé-
ments de courants linéaires, fixes et permanents, Idsct I'ds’, sont pro-
portionnelles au produit I'ds’ I ds; elles ne dépendent d'ailleurs que
de la distance r qui les sépare, et des trois angles que font entre elles
les directions r, ds, ds'.

234. 1. action d'un courant linéaire £’ fixe, fermé et permanent, sur
un elément de courant linéaire extérieur fixe 1ds, se réduit & une force
unique (&', ds), appliquée a cct élément. Cet énoncé est renfermé dans
celui du n° 23.

les potentiels au point M(z, y, 5), ol commence ds, des compo-
santes du courant €', d’intensité ' et de longueur §, étant

S0
F=1[ L9%ds,
rooy
Ll ]
N

(373 (G=V / ,l dy ds’, (110)
<o

0s'

§ ol
n:r[lﬁw,
roos

b
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les composantes de la force directrice D, au point M, du courant £’,
seront

0 A _JG L OF o 06
(371) A= dy a3’ b= s ox’ C= de Ay’ (1er)
expressions dont les signes supposent les axes disposés a gauche :
considérant une aire A, que la ligne 8’ ne rencontre pas, et qu'engen-
drerait la ligne S, si une déformation continue en réduisait la longueur

dx: dv
i zéro, ct désignant par & = =, fi= 5 & 7._ les cosinus direc-
teurs de la normale positive Qdc I'élément dA, normale qu'un obser-
vateur, traversé des pieds a la téte par le courant I, verrait a sa
gauche; on met la fonction (371) sous les deux formes suivantes (109
ct 109"),

(375) W=——l[[(Aa+B{3+C7)dA,

(3=6) :-1/ (“’” Yiud)a.

Du principe 112 ct de la formule (375), il résulte que les conditions
232, 253 ct 234 sont satisfaites, si le courant €’ produit sur Ids la
force définie par son point d’application M (., y, 5), et par ses compo-
santes (11),

(2, 1ds),=1(Cdy — Bd:z),
(377) s (@, 1ds), = 1{Ads — Cdz),
(2, 1ds), =1(Bdr— Ady).

Or, en substituant (373) dans (374), on a (77)

— : ,I__ ’ :’
=T / ( 0) - 'L ".:;')' :l;'?) (IS',

(378) i Be—T [ (Emz e - S ds'

N rooy

j (y -y dc i;—l_r%:T’)ds,
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Les formules (377) et (378) sont cclles qu'Ampére a données pour
exprimer I'action d'un courant linéaire fermé sur un élément d'un
autre courant linéaire. Elles représentent (n° 112) la scule force qui
soit compatible avec les conditions 252 et 234.

Sachant que les formules (377) et (378) satisfont aux conditions 232
et 234, on cn déduit immédiatement que ces conditions sont satisfaites,
si I'élément 1'ds' produit sur Ids une force unique, appliquée au
point M(.r, y, 5), et ayant pour composantes

JIB ,

¢ i ,
(l ds,IJS)rZ‘I(")—s;dy—“-)?dZ)ds,
K I N oA JC ,
(379) {1 ds,Ids),:I((—,?dz-—a;,dw)ds,
e B oA ,
(I (13,1(13);:1(-6‘?(1.”—‘;)—57(])’)11)',

\

quand on pose

A Y V=rds'  d—s )
- s o5 )

Js' r
. JaB [ —=35dr  X'—adF
(380) 5?__1( . )
JC Y (J,I___ z v },/__‘}. or"
e e N

Laforce (379, 380) est celle qui a été proposée par M. Reynard.
L'action (379, 380) de V' ds' sur 1ds sera représentée par

381) (I'ds', 1ds) =V ds' LdsR,.

255. La force R, est appliquée a I'élément ds, normale & cet élé-
ment et située dans le plan qui passe par 7 et ds'.

Car, en prenant le point M(a, y, 5) pour origine d’un systéme rec-
tangulaire d’axes & gauche ( fig. 19), disposé de maniére que Pon ait

(382) =0, di'=0, de=o, dy>o0, dz>o,

c’est-a-dirc prenant le plan (r, ds') pour celui des xy, la projection de
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ds sur ce plan pour axe des y, et pour axe des z la normale au plan

Fig. 19,

(r, ds’) qu'un observateur, traversé des pieds a la téte par ds’, verrait i
sa gauche; on déduit des formules (380)

N __ B
s )

=0,

S

!

. arc tang =
o I,(.::’ dy' ¥ 0.v’) _r J Pxt Ve

by Fay T PW )T rF o Traw-o "
ct des formules (379)

(1 ds 1), =W & %y >0, (Vds,1ds), =0, (I'ds,lds).=o.
Ainsi, dans le systéme rectangulaire d’axes 4 gauche défini par les
conditions (382), la force R, (381) a la direction positive de I'axe des ,
et l'intensité

g AR

(383) Ro=: 5 o5
On verra plus loin (240) que cette force est la seule compatible avec
les hypothéses de M. Reynard et avec le principe 232.

L36. Mypothése d’Ampére. — L'action de I'ds’ sur 1ds se réduit a
une force unique 1ds1' ds'¥, appliquée & ds, dirigée suivant r, égale et
de sens contraire a la réaction de 1ds sur 1I'dy’. D'ailleurs F ne dé-
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pend que de r et des angles que font entre elles les Lrois directions r,

ds, ds'.

257. Cette force F étant prise pour inconnue ct assujettie aux
conditions 233 et 236, le principe 232 admet une solution unique,
qui est celle d’Ampére.

En effet, les quatre variables indépendantes

sgny g O O BT
(384) v 95 =P =P gios T o= =1

déterminant (53), sauf une ambiguité de signe, les positions relatives
des deux éléments, la force T, positive quand clle est répulsive, et sa
composante tangenticlle

(385) T=Fp

ne peuvent dépendre que de ces quatre variables.

Pour que la force F satisfasse 4 la condition €52, il faut et il suftit
qu'clle satisfasse a la premiére équation (377), quelle que soit la direc-
tion de I'axe des x5 et pour cela :

258. Il faut etil suffit que la différence entre sa composante, paral-
lele & cet axe, et la premiere expression (379), soit la différentie fe
exacte d'une fonction des trois variables indépendantes a7, y', ', qui
ne renferme aucune autre variable relative au point (', y', 3').

.. . | ropop,
Cette derniére condition montre que T est de la forme 2[(__%#_}/_).

k]

st ’ \]l jor / » f\ 1 ()r | d’”
ety commne clic exige quc_ ne renlerme i (—37 nl (75—0—3,’

T = arp) .
- o
L’hypothése 256 de I'égalité de T'action 117 et de la réaction ;l)-
donne
PIT =pTI
ou

' (),/("! P) ’ ‘)f(") ]') _ ()./(” P') ()f(ra ]12
r [ o Pt ] _p[m—«);:—“ R i A
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Cette équation, ou la variable ¢, indépendante des trois autres, n'entre
qu’explicitement, se décompose dans les deux suivantes

1 df(r, A p) 1 ()/(r,p) 19f(r,p) _ v df(r,p),
pPar T T T o r —_0/7— Y o
et celles-ci expriment ue leurs premicers membres sont indépendants
de p,

1 Af(r,p) __dy(@) v afir, p)
Iz Tor T dr? 1—) T T
d'on

Srpi=pu(r)+y(p)s [f(rop)=p3(r)+lr);

par suite ¢ r)=4(r), ct x(p) = w(r) = une constante, qui disparail
dans les expressions

186 T 2050, g LAk,
ds P Os

La méme condition 238 va déterminer ¢(r). En prenant pour ori-
gine le point (v, y, 5), ¢l pour axe des z la tangente positive i ds,
3=g) et (380) donnent

’
T

ol

s, Lds) =10 (05— 208 oy 1y dy S 2

. Sy .3 l)’—”() &'_3 JQ—'-’
et Lo composante de la force d’Ampere (236), dans la méme direc-
lion, est

e =~ st 2 AL

()s
" ()| ( d(l )
=ldsl ds
o
on observant querp on r‘)l, on — d se réduit 4 — 7'
Js 0..

La différence de ces deux expressions de (I'ds’, [ds),, divisée par

11" ds, cst
r! s ue(r)
-2 I)'j I‘) K
S ) a ! ds"
ooy + T o8 !

Journ, de Math. (4* série), tome 1. — Fase, IV, 1885, 47




366 LE CORDIER.
augmentée de la différentielle exacte

£ 32 (r)]
|- ——
3 3

’ ’
- ds
o8
ou
1y !
SELr) £
' ‘) ‘u—'" 12 ')—
1 r stelr) s ds
s os' 72 oy o
elle devient
o
P —raelr) s
-z R X
= ._7:1 - - '_).;./_ (IS N
/ e
J-,
: s’ ar . o
ds', assujettic a élre Ja

expression de la forme \ v —5 +0-5 + w5
O s os
différenticlle exacte d'une fonetion des trois variables indépendantes

a! .o . o . . ,
-1 8 et r. L'une des trois équations différentielles qui en résultent,

s—re(r)
———3 = 0,

du _ 0o ou 2
();l — -~ 7
donne
” _ ]
P (r) =

el les équations (386) deviennent

1/ dr\* 1/dr\*
- NG
187) =g F= S
s

Soient { fig. 20)
{388) 6, 7y &y

les angles (7, ds), (r, ds'), (ds,ds’), et angle diedre que font entre enx
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les plans des angles § et 5. On a les formules de transformation

2 . or o
(38¢) cosi = — = cosy’ = o
. ’ .
(3g0) COSE = — dr ')_" —r arr "
) Os 0Os s s
(301) cosE = — ¢osT cost + sinf sing’ cosw,
ap 3L _Arar
(392) '_’i_\/j — VorJr 4+ Or _ dsds 0s 9f
9% Osos = 4r \// Js 05 ayr 08 o v

(390) se déduit de rP=(x —a')*+..., en caleulant 22 . La for-

s J5’ )'
mule (301) est donnée par le triangle sphérique ( fig. 20,

Fig. 2o,

obtenn en menant dans une sphére, qui a P'unité pour rayon, trois
ayons paralleles a r, ds ct ds's les cotés sont 0, v — 5, ¢ et w est
Wr s

s ’W/' ds

En substituant (38g) dans (387), on a la formule &’ Ampére

I"angle opposé i <. (392) s’obtient en dérvivant ——

)w)s")
¢ g o
(393 répulsion (1'ds’, L ds) == — lsVs: _ r .
e pur ‘ * cosl oy !
et, en développant (387),

. SN 0r 4)/'2/_'
(3094 F= ( ,4)\¢)s s os')’

puis substituant (392), on obtient cette autre formule ' Ampére:

Alds V' ds' ory/r

(395) répulsion (I'ds', 1 ds) = a7
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Substituant (389) et (3go) dans (394 ), on trouve une troisieme formule
&Ampére:

— 2 o8z — 3 cosheasl)

)

{366) répulsion (Y ds', 1ds) = 1ds1'ds’

,o'.'
et, en substituant (391), on a cette quatrieme formule d’Ampere :

asmdsinl cosw

397 ) répulsion (I'ds’, 1ds)=1ds ¥’ dy ZEo oot '_’.;,

Chacune des formules (393), (395), (396), (397) démontre 237.

Solution générale, empruntée aw cours de M. Maurice Lévy,
- :
239. Soient

I, I les intensités constantes;

S, §' les lignes fermées ct rigides de deux courants =, 23

L ds, 1'ds' deux ¢léments de ces courants;

x, y,s et x', ¥, 5’ leurs coordonnées rectangulaires, dans un svsteme
d’axes & ganche;

r leur distance mutuelle.

L’action la plus générale de I ds’ sur Ids, qui soit compatible avee
les principes 252, 205 e 234, peut toujours étre représentée par une

foree
(598 1ds1'ds' R,
appliquée au point (z, v, 3), ayant pour composantes

\ (I'ds',1ds), =1dsl"ds'X,
(399) s (U'ds'y 1ds), = lds1'ds'Y,
! (V'ds',1ds),,= 1ds1"ds' Z,
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et par un couple
{foo) I1ds1' ds'G,,

ayant pour moments, par rapport aux axes,

(' ds’, 1ds), ._ldsl'ds'n.,
(I'ds’, 1ds),,=1dsl'ds'N,.

‘ (I'ds', 1ds),,=1dsT'ds'L,,
(fo1; a

Or les conditions 252, 233 ct 234 sont satisfaites par la solution de
M. Revnard, dans lagquelle Paction de V' ds’ sur | ds est représentée par
une foree unique

102, 'ds', 1ds) =1ds1'ds R,. (381

appliqu(t- au point X, y, 5), ayant pour composantes les expres-
sions ' 37¢ , qu'on peut mettre sous la forme abrégée

(ho3) ldsVds'X,, 1dsl'ds'Y,, 1dsV dsZ,.
Soit
{104) X=X,+X,, Y=Y, +Y,, Z=2,+Z,.

La question est ramencée a trouver les expressions les plus générales
des quantités

,/'();} l{', (}‘,
c’est-a-dire de la force complémentaire et du couple, qui ont pour

composantes X, Y,, Z, et L, M, N,.
Or la premicre équation (377) peut s’éerire

.
ldsl’f X, ds’=1(Cdy — Bdz).
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Mais on a vu (n° L12) que les seconds membres des équations (377)
ne peuvent avoir qu'une valeur compatible avec les principes 252 et
234. Donc on doit avoir aussi, en introduisant les notations (401),

S 8
Itl.s‘l’[ Xds' ou Idsl'[(X(,-é- X,)ds=1(Cdy — Bds).

o "

Retranchant membre a membre ces deux expressions de la compo-
sante (€, Ids ., on trouve

5
(406 . [ X, ds = o.

Il résulte aussi du principe 20% que le couple de Faction de 2
sur 1ds est nul dans la solution générale. Comme il est nul dans I
solution de M. Revnard, Ja différence des moments de ces deus
couples, par rapport a Paxe des x, est nulle, quel que soit cet axe :

«

Ly~  —
(f07) [ L,ds=o.

¢ 0
Les identités (405, jo= ) avant liea quelle que soit la ligne fermée

S', on doit avoir

, AW L,
SO0 A = — gy = -
108 X a5’ L, s’

X, et L, ne pouvant dépendre que des positions et des directions e
ds et de dy’, ¢'est-a-dive de

Ao a. v, s, a2, v, s doe dy dz
A .). o Voo~ 9)9" 4)4\" I}.\" 1).\'

Jdr’ dv' 93 . ' . N T
et de 0 g s mais ces trois derniéres dérivées ne peuvent y en-
p I Wl \

trer, en vertu de (406, et {4075 et les variables (4og) sont les seules
dont X, et L, puissent dépendre.
Le caleul snivant de X, est emprunté i la Lecon faite an Collége de
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France par M. Maurice Lévy le 11 février 1881, aussi exactement que
j'ai pu le faire en complétant mes Notes.

oY a7
—hL, ==
a8 ' s
estramené a celui des trois fonctions X,, Y,, Z, des neuf variables ( joq),

.y dr' Jdy' 93’ . . o
indépendantes de 55’ J7° jo ! Mais non complétement arbitraires, car

On trouvera pareillement Y, = et le calcul de R, (405)

la force complémentaire R, est assujettic i étre indépendante du choix
des axes; elle est définic en grandeur, direction et sens, par rapport
aux ¢léments ds et ds’, par leur position relative ; et, comme ils n'ont
que deux positions relatives déterminées par les quatre quantités

(f10) y o o 0t
| * 05’ 95 Osds

les composantes de R,

’

) [, 8,8 (fig.a)

dans le prolongement de 7, suivant ds et parallélement a ds’, sont des

Fig. 21,
R

@,y,%)

d.’l
\(«r,‘.u'z)

fonctions des quatre variables indépendantes (410) et ne peuvent dé-
pendre d’aucune autre donnée, sauf le signe de » (notation 388 .
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L'expression X, = & cos (&, &) + 3 cos(3, x) + 3* cos{s’, r', substituce
dans (408), donnc

’

(4[2) x'____d\.l’—.r +5'_)L +s'2'_r_——i\_’.

r Js os' o'

Quand I'axe des a- est perpendiculaire a r et i ds', cette (quation se
réduil a

Jr o\,
$ ds o5’
il en résulte
. pY ]
'—).L [ sds’ = [ 0\,2 ds = o;
os J J,oOs

et, cette équation devant étre vérifice quelle que soit la ligne fermée §'.
. . Jh . )
on doit avoir 3 = ok Mais, $ ne pouvant depcmlro que des quatre

variables 410, les deux premicres scules peuvent entrer dans la fone-
tion K, indépendante de toute dérivée relative as’; done

Jk <r. :ﬁ—’)
(/”3) $ = — o

oy

. R TP P g - Lo T
Dés lors, équation (fr2;exige que & —— + » 57 oit aussi lade

rivée exacte, par rapport a s, d'une fonction W' — ' de ', v, 7
indépendante de toute dérivée relative a s :

£ —.r s ol o
+ 3 : : :

A r ds' oy

équation qui devient
(414) Z= o
ou

(h15) s'=—1I,
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suivant que 'axe des x est perpendiculaire 4 ds' ou a r.D'ailleurs, & ne
pouvant dépendre que des quatre variables (410), I'équation (414

montre que H ne peut contenir que ret QL On a done
7)s

. g
10,

oar’
o on( 0’)
- Jds’ ’
O
= n(,,%).
L ar
. (m(;, 5)
T Js’ )

On voit que les fonctions H et K restent complétement arbitraires.
En vertu de {116}, (417) et (418), I'équation (412) devient

X - 4)" Ok J.r oz’
== ( o E;»—Hm,—

dl H(z—2' )+l\%~

os'

Substituant dans (4o%), on obtient la premiére des trois équations (419

/
119,

.2 .
o152k
x.:x°+ - o5’ - ’
o2 .
. Ol ot )
Y =‘0+ - '()—S’ —-
G RE)
1=2y + ——F oy T
Pa.nr
/
0(9 0r Q()s)
L= gs'
PJ.nr dy’
\ G ,
[ B dS’
Pa.rn Jz
o(3 55 +Q5§>
N, = s ‘

Journ. de Math. (4 sérvie), tome §. — Fasc. 1V, 1885.
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La seconde équation (408) donnera (420), comme la premiére a donné

. e . W
(419), et H, K, P, Q sont quatre fonctions arbitraires de r ct i)—:

240. Les formules de M. Reynard sont les seules qui satisfassent a ses
hypothéses et au principe (n® 232).

On va le voir par les formules (419) et (120). Les hypotheses de
M. Reynard sont les suivantes :

241. L'action de V'dy sur 1ds se réduit a une force unique, ap-
pliquée a ds.

242. Cette action est normale 2 ds.
243. Elle est dans le plan passant par r et ds'.
244%. Elle change seulement de sens, cn méme temps que 1ds.

Voici la démonstration de I'énoncé 240 :
En vertu de Fhypolhese 241, le couple (420) est nul. On déduit du

ne 242

"i21) X'Z)r Y‘)y+L’)‘-

dun” 245, 8 = o (notation 411), ou (413)

ok

e
os' !

K disparait donc des composantes (419) qui, substituées dans (421),
donnent
” 0(/
dr - dy 2

7);+\ )+L,, JO . R

Xo

En vertu des équations (379), la somme des trois premiers termes de

L . .oy .
» équation est nulle, et elle ex tion — £
cette équation est nulle, et elle exprime que la fonction S =g qui
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, or Y .
ne peut dépendre que de r et de g;° €n est indépendante, puisqu’elle

I’est de s, et se réduit 2 une constante.
La condition (n° 2§4) exige que X Y, Z ct, par suite, H soient des

fonctions linéaires et homogénes de 3 » par suite, de ol

()
Js’ Os
n(r.5) =/

1§ d(l ) : R .
Mais — —— =rf(r )(—) ne peut étre constante sans étre nulle; done

H=o,

et la force (419) se réduit a celle de M. Reynard; ce qui démontre

(n°240).

§ XIV. — AcTIONS PONDEROMOTRICES RECUES ET PRODUITES PAR LES
COURANTS FERMES PERMANENTS, A PLUSIEURS DIMENSIONS.

243. Quinziéme principe. — Un courant permanent, a plusieurs di-
mensions, est décomposable en courants linéaires, c'est-a-dire a sec-
tions infiniment petites.

Ce principe pourrait étre démontré rigoureusement par des expé-
riences précises, qui n’ont pas été faites, mais qui n’ont pas été jugées
utiles : les physiciens 'admettent avec confiance comme suffisamment
démontré par des conséquences variées, qui sont bien établies,

246. 1.intensité linéaire d’'un courant permanent isolé, soit maté-
ricllement dans un fil, soit par la pensée dans un tube de flux, sera
définie, dans hypothése de deux fluides, comme dans celle d'un seul,
lasomme des flux d’électricité, pris en valeur absolue, qui en traver-
sent chaque section dans I'unité de temps.

247. Un courant a trois dimensions est fermé quand I’électricit¢
n'en traverse pas la surface, et permanent quand il est composé de
courants linéaires permanents, fixes par rapport a son volume.
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248. LemMe. — Si un courant fermé, & plusieurs dimensions, est de-
composable en courants linéaires, 1l ’est aussi en courants linéaires fer-
mes, pourve qu'on lui adjoigne un certain systéme de courants fictifs,
dont les elements sont deuxr a deux égaux, superposés et de sens con-
iraires.

En effet, le volume = d'un courant fermé ¢’ peut toujours étre dé-
composé en plusicurs parties =, @,, ..., assez pelites pour que toute
ligne du courant, qui a des points dans 'unc d’elles, ait un point
d’entrée et un point de sortie sur sa surface. L’élément de surface i,
par lequel un courant linéaire, d’intensité I, sort de =, et entre dans
n,, €tant pris pour base d’un céne, dont le sommet O est arbitraire,
soient deux courants fictifs, d’intensité 1, passant dans ce cone en sens
contraires. Cette construction, répétée pour tous les éléments de sépa-
ration d) et pour toutes les cloisons 2, fera correspondre a tout cou-
rant linéaire, d’'intensité I, qui traverse =, de ), it ), un courant
linéaire, d'intensité I, circulant dans le canal fermé 03,2, 0, et dé-
finit un systéme de courants linéaires fermés, satisfaisant & I'énoncé

du n° 248,

248’. On voit qu'un ¢noncé et unc démonstration analogues s’ap-
pliquent au cas de deux dimensions.

Notations de U'intensité cubique et des composantes d’un courant
a trois dimensions.

I.a notation
(422) 1ds

va désigner, comme précédemment, un élément de courant linéaire,
d’intensité 1 et de longueur ds, mais faisant partie d'un courant i trois
dimensions.

249. L'intensité cubique d’un courant i trois dimensions, au point
(@,y,3), est U'intensité linéaire, rapportée i I'unité de surface, du cou-
rant linéaire I, qui traverse un élément dw du plan normal i la ligne
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du courant passant par ce point :
.1
( /|23) = % .

I.’élément 1ds de courantlinéaire, qui a pour section droite w et pour
longucur ds, ayant pour volume

(124) do = dw ds,
on a, en multipliant membre 4 membre (423) et (424),

(425) tde =1ds.

250. La composante j d'un courant i trois dimensions, an point
M(x,y,s), dans une direction ¢, définie par ses cosinus «, 3, 7, et
qu’on peut toujours regarder comme la normale positive d’une sur-
face A, passant par M, est I'intensité I du courant linéaire qui traverse
en ce point un élément dA de cette surface, intensité rapportée a I'unité
de surface et affectée du signe de la région ou le courant s'introduit :

(['9'6) J=i: dA

251. Les trois composantes u, v, w d'un courant i trois dimensions,
au point (,y, 5), sont les composantes de ce courant dans les direc-
tions positives es trois axes.

La formule (426), appliquée 4 un courant linéaire I, qui entre par
la face rectangulaire dA = dxdy, appartenant au plan z = une con-
stante 54, dans un parallélépipéde oblique ayant pour arétes latérales
des lignes du courant, et quien sort par la face comprise dans le plan
5 = 3, + dz, devient

1

=4 .
w drdy

L.e volume du parallélépipéde, essentiellement positif, ainsi que dx et
dy, est
do = x dx dy ds.
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Multipliant membre 4 membre ces deux équations et observant que
leurs seconds membres ont tous deux le signe de dz en évidence, on
obtient la troisiéeme des formules suivantes :

(427) uds =ldr, vdos=I[dy, wds=1ds;

I
et, en éliminant —— au moyen de I'équation (425),

o _l.:)_v we=i H
— %o’ s

Donc la composante 230 du courant, dans une direction quel-
conque ¢, est la projection de son intensité cubique sur cette direction

, c_ 0t
{429) J=ig:

on
. dr ’
J=1 (01 P )

ou, cn substituant (428),

y
J=u %—;— -+

ou [notations 250 |

130) J=at+ v+ qw.

Action d’un systéeme M', fixe et invariable dans sa constitution physique,
sur un élément extérienr i do de courant a trois dimensions, fire et per-
manent,

252. Les formules (11) et (50) donnent immédiatement, i I'aide des
substitutions (425) et (427), les composantes de cette action, qui se
réduit 4 une force unique appliquée a I’élément de volume i ds,

‘ M',ldﬁ = (CM'V - Bu' )([6,
(/'31) A[,,ldﬂ —(AM'W (*‘M' )dﬁ,
' (M',ids), = (Bypu — Appv ) dw;
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roo Wy OV
(M, ids),= ( 0;’ w— 02' ¢ ) dw,

: » Nar  Var
(431") ' (M,zda),:(——djf’-u —-.-07‘-“))(1?,-,,

aVyr 0 — oVar

\ (ﬂl’, ;dm‘): = ( I5 Jy

u) dw.

Propriétés de U'axe et du moment d’un courant fermé a trois dimensions.

253. 1l résulte du lemme 248 que les actions d’un systéme fixe
W', pouvant comprendre des courants fermés, des aimants dont I'ai-
mantation est rigide, et le magnétisme terrestre, sur un courant fermé,
fixe et permanent, 2, a trois dimensions, se déduisent de (119) en
remplacant le courant € par le systéme de courants linéaires dans les-
quels on peut le décomposer. 1l suffit de faire, dans les formules (119
et suivantces, les substitutions (425) et (427).

Soit % le volume du courant 2. Son moment k, et son axe 1 , sont

définis par lesformules(121), pourvu qu’on yfasseles substitutions (427).
et qui deviennent les suivantes :

ko= [ywds=—[[[zv db,
(132) ﬁ‘.k«=f£[zu do = -—._(_'é'_j_'xwda,
'/.,l(‘,:j_‘i;_fmv do = ——Myu ds.

Soit M un point solidaire avec le corps rigide €. Dans chacun des
deux cas 96 et 97, c’est-a-dire lorsque les composantes A, B, C de
la force directrice D du systeme M’ sont constantes en tous les points
d’un volume comprenant ¢ et M, ou lorsque ce volume est infiniment
petit, action de M’ sur e est représentée par I'énergie (122)

(/433) wﬂi’.?«:"ko(“vo‘*‘ﬁoBo"i-"/oCo)_—:—~koDocos(Do,(o)=k ALS

0y’
9 a

dans laquelle A, B,, C;, D,, V, désignent les valeurs, au point M, de
A, B, C, Det du potentiel Vde &’



380 LE CORDIER.

Les formules (432), et les propriétés qui s’en déduisent (n™ 99 a
103), s’appliquent au cas ot 2 désigne un systéme rigide quelconque
de courants fermés, par exemple au systéme de courants fermés molé-
culaires qui constitue, dans I'hypothése d’Ampére, un aimant doué
«’'un magnétisme rigide, placé dans un champ de force uniforme. Elles
v'appliquent aussi a chaque molécule magnétique d'un aimant réel,
quand on la suppose mobile autour du point M, lié invariablement a
la molécule et 4 I'aimant, conformément a la théorie de Weber.

Calcul de la partie bien définie Oz du potentiel, au point (.. y, 3),
d’un courant fermé infiniment petit <', a trois dimensions.

254. l.e moment k), I'axe {’, et les cosinus directeurs de cet axe,
o4y fBys 7ys €tant définis par les formules (432), en y accentuant toutes
les lettres, et rdésignant la distance du point (2, y, 5) au courant &',
soient ¢ un pole de solénoide indéfini, placé en ce point, et V), son
potentiel au point (x,, v,, 5,) du méme courant. On a (433)

” ()\r’
wp.s’ = ko ().;':
ct, en substituant (234) 7“ avy,,
94
w ! ,.
# < LKy DZ’:’

mais on a aussi (23)

d’ou, en identifiant,

Deux systemes équivalents, dans un volume donné, ayant été dé-
finis (n® 146) ceux dont les potentiels ont une différence constante, en
tous les points de ce volume, I'équation (434) exprime que I'élément
k, de solénoide, dont I'axe {/; et le moment k, sont définis par les for-
mules (433), équivaut au courant fermé €’ qui est infiniment petit et
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i trois dimensions ; et I'équation (433), que I’énergie de ¢’, dans le
champ de force du systéme M’, est égale a celle de I'élément équiva-
lent de solénoide.

‘alcul des composantes A, B, C de la force directrice D d’'un courant &'
« trots dimensions, fermé, fixe et permanent, en un point fize (.r,y,s),
ertérieur a son volume o',

250. Lartifice 248, et la substitution (427) faite dans les for-
mules (82), donment, pour ces composantes, les expressions (72).
D'ailleurs, la méthode (n° 33), qui a donné le potentiel d’un courant
linéaire, s’étend au cas actuel, sans adjonction de courants fictifs.

Soit k (2) le moment d'un élément £ de solénoide fictif dont I'axe 5
commencerait au point (&, y, 5) et aurait pour cosinus directeurs «,
f. 4. Son potentiel aurait pour partic bien définie (52), au point
(', ¥, 3') ou se trouve I"élément i’ d&’ du courant ¢,

(135) o=k

et il produirait sur cet élément une force unique, appliquée au point
(x,y,3"), ayant (431" et 435) pour projection sur I'axe des x

\‘, U (lzz')l —ds' <w’ .f),._ — ¢ i) N

dy' 0s'
J- 9.
v O 0N T a0 O\
=kdm (W X v :,).0,\, = —kdwm ((V;)-} —_ 0_~7>¢—)Z
ou
, (0% 0w
(436) (kide)e=—kg\—— o/
Posant
! o ]
(437) Fer:fff%da', Ge,_—_fff%dwl’ He’=fff‘_:’_ dﬂ",
e & —F

Journ. de Math. (4* série), tome I, —~ Fase. 1V, 1885, 49
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et intégrant {436) pour tous les éléments du volume &’ de €, on

. (ST A
[138) ket =k ("_ & Mey

ae\ ds dy
et /55"

/|§()) (e, ‘.L. == h '—;Z'- Ac

Ajoutant les formules (438) et (43¢), dont les premiers membres se
détruisent en vertu du principe de I'action et de la réaction, on a

o dug Jlz

o) -,)—i; --(-)—;—‘- — _T):)—’_ —+ A::I) = 0.

Or les expressions ~137) étant les potenticls, au point (a, v,z , de

trois masses fictives, de volume z' et de densités i, ¢, o7, on sait que

leurs dérivées particlles du premier ordre convergent vers zéro avec
Vg, . .

s etAg ou - = jouit (n® £9) de la méme propriété. D'ailleurs, la
dn'eclwn de ¢ étant arbitraive dans {440, la parcnllwse. a la fois con-
stanle en tous les pomts del’ espace extéricur & 2' et infiniment pomv
i Vinfini, est identiquement nulle; ce qui démontre la premiére des
trois équations

o daz , Nz Mz duz Nz

’|/||) o= ——-——-7 l)‘."—':""'“""—'-’ G

ay Js b E dr

=TT e n -

Il en résulte (76) 'expression suivante de la partic bien définie du
potentiel de &’ au point {a, y, 5}, ott se termine une ligne /, menée ar-
bitrairement d’un point quclmnque, pris a Linfini,

Cr . ). )y .05
“142) Vo= - ' { \“J;l B"d—l: -+-(,,0,,'-)d/,,

A,,B,,C, designantles valeurs des fonctions (441) au point i, ¥, z,,
ou se termine l'arc 4, qui fait partie de /.
Les formules (23)

Mg Ve AN
"M Y - An, — = BaA, =X
( l|3) or Az, Bo

{l
1
1
-

<
&
©
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donnent
N ()G"f Jalg:
\T T0s T o]
Nz oz JifF g
A AR e _¢e
44 l) K o1 dy
’ Mg dlz JdGg
s -?)T dr

Les formules (439), (141) et (434) pou\awnt aussi se déduire immeé-
diatement des formules (82), (73) ct (72), a Vaide de la substitu-
tion (427) et du lemme 248.

FEnergie de Uaction muluelle de deux courants fermeés € et &', fixes.
permanents el a lrois dimensions.

236. Soient = et & leurs volumes, x, y, zeta’, ¥, ' les coordonnées
rectangulaires, dans un systéme d'axes a4 gauche, des éléments idw,
i"d% de ces courants; P'adjonction des courants fictifs du lemme
248 et les substitutions (425), (427) permettent de déduire immé-
diatement des formules (118) et (118’

A We o= —.’[._[l'([":'u-k Ggw+ Nz w)dz,

o]

”” -+ (( +"'H
gwg,;:_[/ (/u; f/ e '

R

I

L nergie de Uaction mutuelle d’un aimant ', doué d’une aimantation rigide,

et d'un courant fermé ', permanent et ¢ trois dimensions.

257. On ne change pas (n° 162) cette énergie en remplacant les
éléments magnétiques de I'aimant par le systéme équivalent €' d’élé-
ments de solénoides. On a vu que, en désignant I'aimantation de A’ au
point (x',y,3') par ¢, ses composantes par &'®’, ¥, v ¥, et po-
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sant (|99)
i VL [ s
247 . ) /

[P ) e oy

les fonctions (437), relatives 4 ce systéme <’, ont (20%) pour expres-
sions, au point (x,y, 3),

J: J% o, I3

‘44 o= — oy G 2 — 2, P A4
448) I, I T Go=5— g W dr  dv

Douc la formule (445) s'applique i I'énergie demandée, quand on v
remplace €’ par 4’,

19! W,c= -——_LL['(F,,/u + G ov+H,ow)ds.
o]

258. 1.'intensite superficielle 1,, en un point M d’un courant a trois
dimensions, parcourantune surface donnée, peut étre définie I'intensité,

Fig. 22,

rapportce a 'unité de longueur, du courant linéaire I, qui traverse un
¢lément dn (fig. 22) de la trajectoire orthogonale des lignes du cou-
rant passant en M :

1

: dn

I'élément rectangulaire I ds du courant linéaire, qui a pour dimen-
sions dn ct ds, ayant pour surface

(4>1) ds = dn ds,
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on a, en multipliant membre 4 membre (450) et (451),
(453) 1,ds =1 ds.

La bobine sphérique ' (n° 201) a été considérée comme un sys-
téme de courants lin¢aires, de méme intensité linéaire I', parcourant,
dans le sens zy, les petits cercles d’intersection de Ja sphére, quia pour
centre I'origine et pour rayon ¢, avec des plans, perpendiculaires i
Paxe Oz’ de la bobine, qui partagent cet axe en éléments égaux dz’. En
posant z’=: 3’ cos(’, on voit que I'é/ément de méridien projeté suivant

, ’ ds . . .
ds’ a pour longueur dn’' = oy A toute distance finie de la sphére,

la bobine agit, & Vintéricur et a l'extéricur, comme un courant
deux dimensions, dont les lignes sont de révolution autour de Osz,

91" o, # v . ! ll ’ l’ .
et dont l'intensité superticielle est 1, = i ou L=, sin §'. Posant
. , I
(453) P= 7
on adone
(151) I,=p'sin¥.

259. Soient O ¢t R, 7/ le centre commun et les rayons d'une sphére
creuse, parcourue en tous ses points, dans le sens xy, par un cou-
rant €’ i trois dimensions, dont les lignes sont de révolution autour
de son rayon Oz. Pour qu'elle soit décomposable en bobines sphé-
riques, dont I'unc de’, comprise entre les sphéres de rayons ¢’ et
¢ + dg, ait pour intensité superficielle I'expression (454), il faut et il
suffit que le coefficient p’ soit constant dans toute cette bobine d<’,
¢’est-a-dire que ce coefficient, d’ailleurs proportionnel & dp', soit de la

forme

o V=/1¢)ds';
ou

(455) L, =/(¢)sin® dp’,

ou que 'expression (423) de I'intensité cubique,

. . I I
(4;0) U= dndd — 2;,’
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ainsi transformée par la formule (450", soit de la forme

1) = f(¢1sin®,
Soit
458 S#)=¢q:, ¢ = const.:
d'ou
{159 '=¢q'¢sin¥y,
160 I, =¢'s sinl’ dy/,
. I
161 =q'Jd.
Ry s’ e

Au point (x, y, 3), dont la distance @ = \ * + 1* + 5% au centre de
la sphére est plus grande que son rayon R’, la partie bien définie du
rotentiel du courant (n° 2569 ) est {260 et 282}

/

{162) Vo =h, ;;'-:,s
;| N lﬂ

{ h(" ] Re —_
‘\"()‘) ]\u_ 3 R. ’I. Vods
ou, cn substitnant (461 ,

ot f
Crgr v . ATy A - (P __ S
(164 k== 37g / ddy = Lrg (R =7

260. Poura <R, c’est-a-dire en un point (&x,y, 3) inlérieur a la
sphere, I'action qu'elle exerce ne peut étre calculée sans hypothése.
Celle qui va étre faite (n® 262) revient ici & supposer que la bobine
sphérique d<’ (n® 239), qui est comprise entre les sphéres de rayons
a + ecla — ¢, et qui produit des actions infiniment petites, comme pro-
portionnelles a son ¢paisseur 2¢, en tout point, soit intéricur i la plus
petite, soit extéricur a la plus grande, produit aussi une action infini-
ment petite au point (x,y, 3); et 'action de €’ en ce point se calculera
en faisant abstraction de d2’'.

Alors la partie restante de €’ aura, au point (x, v, 3) de sa cavité,
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un potentiel, dont la partie bien définie sera
\ L’l("’) \‘)‘-:’ = ‘:)c -+ v[’

v provenant de la sphére creuse, de rayons 7 et a, = a — ¢, el ¥, de
la partic comprise entre les surfaces sphériques qui ont pour rayons
a,= a-+ : et R’; et 'action du courant £’ sur un élément de courant
ou une molécule magnétique, placés au point (x,y, 5), se caleulera par
les compnsantes

vz B Q:;_

_ ., Ca Nz
] o == Q= e
Jdr hd dy hd Iz

\/ '(;(;, :\ev::—

de laforce directrice de €' en ce point, en traitant a, ¢t @, comme des
constantes dans les dérivations. Alors on déduira de (462, et {464;

’
e - . A e z 3
467 Ve = znq (@] —r%), . =
19 {3
etde i 281)
( 8 o R ¥V
\ \)i.‘_‘_‘ -_— '3":-.: . d:l
(168) . o ,
_ S e _l_ ! 2 2
[465) devient
. f as— p's ‘s 4
[i6g) 0= jog s (N~ Real)
\ =g = a

doun (166)

(470) Bo = —i;nq’ 3y:<| - 5’—3),
19 a’
Co = dn ’lh'iz’<| - '—/:) — ba*+ 5R"*
2= 5T 5 ‘
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Pour uue sphére pleine,

i

VIRE T BE + CE o
= g Vi(10R? = ga*)s* + (5R? — Ga? .

'H

i) [ De
47 '

261. La fonction (469) ne satisfait pas a la définition (23) d'un
potentiel : elle renferme, outre z, y et z, deux variables a,, a,, indé-
pendantes des trois premiéres dans le calcul des dérivées qui repré-
sentent V'action au point (z, y, z) : en sorteque, pour calculer 'action
enun autre point, il faudrait donner i a, et a, d’autres valeurs. On va
voir en effet (§ XV) qu'un courant fermé, & trois dimensions, n’a pas
de potentiel en un point intérieur, et il n'y aura pas de contradiction.
La fonction (469) est de méme naturc que celle qui a été définic
‘n® 171) sous le nom de potentiel local du magnétisme terrestre, sans
examiner si le magnétisme terrestre a un potentiel.

L’équation (471) donne, pour la force directrice a la surface, en y
faisant e = R/,

(172) D= 4agR\35 F R,

Au pole,

= R,

(3]

d'on
__ N n’e

D= "rq'R?
Or, au pole magnétique de la Terre, I'intensité totale a ¢été trouvée
égale & 14 unités anglaises ou 10'**C.G.S. Si done on attribuait le
magnétisme terrestre i un courant sphérique, et, si la loi de I'intensite
cubique satisfaisait al'équation (439), cette intensité, ala surface, serait
i'= ¢'R'sin¢’; d’ou, en substituant la valeur de ¢’ tirée de I'équa-
tion (f72),

. 15D

— M !
= 81_’“,smﬁ

et, en adoptant la valeur D = 10"*',

U =10"""s5inG'C.G.S.=10%"*" " sinfwP,
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Cette intensité est rapportée au centimeétre carré; ce qui donne
64", 04 sin§’, soit 6*™Psin§’ par hectare. Ce courant marcherait vers
I'ouest magnétique.

$ XV. - - ACTIONS PONDEROMOTRICES D'UN COURANT PERMANENT,
A TROIS DIMENSIONS, SUR LES COURANTS INIERIFURS A SON VOLUME.

Actions sur un élément de courant intérieur.

Un seul principe (n° 243) a suffi pour calculer les forces pondero-
wotrices recues et produites par les courants fermés permanents, dans
le cas ou le corps, qui recoit I'action, ne fait pas partie du systéeme
agissant. Une hypothése est indispensable pour aborder le cas con-
tragre.

262. I.’action d’'un courant fermé, a trois dimensions, €', sur un
¢lément de courant intérieur

Ilds =idw (423),

sera regardée comme calculable par les équations (11 ou (431, deé-
montrées pour le cas ot 'élément est en dehors du courant agissant.

Cette hypothese est vérifice par toutes les formules proposées jus-
qu'ici pour représenter I'action mutuelle de deux éléments de cou-
rants; car clles donnent, pour 'action d’une partie infiniment petite
de 2’ sur un élément de courant intérieur, une force unique, appliquée
i cet élément, infiniment petite par rapport au produit ¢ d=, et dés lors
par rapport a I'action du reste de €.

Il résulte de'hypothése 262 quel’action d’un courant fermé perma-
nent ¢/, i trois dimensions, sur un de ses éléments i dw, se réduit a
une force unique, représentée, dans un systéme rectangulaire d’axes a
gauche, par les formules (431)

{ (
\ N

473) (e, idm), = (Aw —Cv ) dm,
( {

e — Aw)dw,

Journ. de Math. (4® série), tome 1. — Fase. IV, (883, d0
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en posant

at  JG dl _ ol G JF

et
(175)1?:/”"(1' G= ',-'dm, n..f//idm(37.

formules dans lesquelles z* désigne le volume de 2°, r la distance du
point (z,y, 5) de I'élément d= au point (&, ', z') de I'élément dw’, et
w, v, w les composantes du courant en ce dernier point.

L’hypothése 262 est admissible, pourvu que les fonctions (477,
soient finies et déterminées. Or c’est ce qui résulte de la théorie bien
connue des attractions réciproques aux carrés des distances, dans
laquelle les fonctions (475) sont les potenticls, au point (r, v, s), de
trois masses fictives, de volume %', ayant, au point ‘.r,y, s}, les den-
sités u', ¢', w'. On sait que leurs dérivées partielles du premier ordre
sont finies et déterminées, méme i Vintérieur des masses agissantes.

263. Quand on admet les formules de M. Reynard (359 et 380),
les formules (473), (474) et (455} s'étendent au cas ou le courant 2’
w'est pas fermé; car alors les formules (373}, (374), (377 et (378,
s'étendent au cas ou la ligne §' n’est pas fermée. Si on la désigne par
s', on déduit des équations (377)

(21's',1ds), = 1/Cdy — 3d3),
(476 < (ATs, Ids), =1(Ads — Cdr;,
(3¢, 1ds),=18dx — Ady},

en étendant le signe 3 4 tous les courants linéaires non fermés 1's’ dans
lesquels €' se décompose, et posant (374 et 373)

. dl[ JIG I)l‘ Il JG or
/, ’ —_— _ — - e L o O
(174) A= d)’ 0:’ B:-= ().L’ (_;»-d 0),

) B=Br —El'f e, m=Yr [ 5

’

ds'.
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On voil que les formules (476), (474') et (477) deviennent (473), (474
¢t (475), quand on y substitue (427),

[A

478 ldr=uds, ldy=vds, 1ds=wds.

Inergie Wz 2 de Uaction d’un courant fermé permanent &', d trois dimen-

stons, sur un courant fermé &, dont la ligne S est flexible et inextensible,
mats dont Uintensité 1 reste constante.

26%. Cette énergie a été calculée (n° 89) en supposant tous les
points du courant, qui recoil I'action, extérieurs 4 €', 11 s’agit unique-
ment d'¢tendre tout ce qui a été établi, dans le § 1V, au cas ou la
ligne S est, tout entiére ou en partie, a l'intérieur de <'. Par une con-
ception abstraite, il faut réduire S a une ligne géométrique, dont le
courant cst parfaitement isolé de €', de maniére que les deux courants
coexistent, sans que la présence de I'un modifie Ja marche de I'autre.
Or toutes les propriétés établies dans le § IV reposent sur les for-
mules (11) et (20) : les premiéres ont lieu, par hypothése (n° 262),
dans le cas actuel; etla derniére,

- N0 0
(179) dc  Jy T

se déduit immédiatement des équations (474). 1.’action de < sur < est
donc encore exprimable par une énergie

(480) Wee=—1[[(Aa+BfE+ Cy)dA
ou §

(481) Weo=—leg= — lgg;
(482) a, B, 7 et & ou g

désignant les cosinus directeurs de la normale positive de dA, et le
flux de force que ¢’ envoie sur la face négative de A, et qui ne dé-
pend que du contour S de cette aire, comme I'exprime la notation ¢,
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263. L'énergic (180) représente encore le travail virtuel de Paction
de 2’ sur le courant ¢, déformé sans faire varier I, jusqu'a ce que son
aire A s'évanouisse. Elle a encore pour expression (109”)

'483) W o=— l( <.r)r .(‘))t +l|”‘)d:.

F, G, H ¢tant les fonctions (47)); d’ou

S (e o ,dy N H
85 Woe=—1f dsf [ [ +v s +w )
=
.5 . - .
7185 Wo o=~ [j (ls/ f,-,cos(l.t’)dw’.
0 .

Au moyen des substitutions (427}, les trois formules (483}, 1 185,
’485) donnent, pour I'énergic des actions électrodynamiques qu’un
courant fermé ¢’ exerce sur lui-méme, dz, dz' désignant deux éleé-
ments de son volume ' :

//] Fa'+Ge' + Ha')ds'
% r.—-///dn =
[ [ frie [ [0t

(‘)

I.’équation (480) comprend le cas d’un élément £ de solénoide, ri-
gide et permanent, dont l'intensité I est constante, ct dont le fil con-
ducteur est réduit a une ligne géométrique S, parfaitement isolée, cn
sorte que les deux courants €’ et £ coexistent, sans que I'un modifie la
marche de I'autre. 2 désignant som aire, k = I} son moment, et «, By
les cosinus directeurs de son axe ¢, (480) devient

(487) Weo = —k(Az+ B + Cy),
(1857, Wz = —kDcos(D, 1 ).

I

-

~
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Les équations (487) et (122) étant de méme forme, I'action de ¢’ sur
k rigide se réduit i une force appliquée 4 & et 4 un couple, exprimés
par les formules (124) et (125) ou (127).

266. Quand on admet les formules (379) et (380) de M. Reynard,
les propriétés et les formules qui précédent, (480), (482), (483), (484).
(485), subsistent pour un courant non fermé et permanent £, i trois
dimensions.

267. Lemme. — Etant donné un courant permanent non fermé ¢’, a

trois dimensions, les fonctions (474), quand on y substitue (475), sa-
tisfont i |'identité

A A @

L)
les notations

A

\489) 1\) Lt "5’9 5’1 (o -Q,v P j, j, et o, ﬁ’ 7

étant définies de la maniére suivante : A désigne une aire quelconque,
I. son périmetre, parcouru des pieds a la téte d’un observateur qui voit
a sa gauche la normale positive £ de A ; %’ le volume du courant ¢’,
et ¢’ sa surface, dont I'élément dg’ a sa normale extérieure 1/ positive;
2 la distance de ds' a dA; j, j' (n° 250) les composantes du cou-
rant & suivant { et ¢'; et «, 3, y les cosinus directeurs de ¢.

En cffet, on a, pour un systéme rectangulaire d’axes 4 gauche.
lidentité ()

di

al
R\ JC JB L oG (B dA
“%[“(})j o 'a“> + (’("oz‘ - })1"-) + l(a‘; . oy‘)]‘“‘

ct, en vertu des équations (474),

f"i\ir_-*- Bdy + (s

“h90) '

JC 0B __OF  9'F  O'F o<g_lf+oc oH
o oy+o.-)'

A I _— — e
(t91) dy 93 +toa dyt 97 T oz
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Or la fonction F (475) est le potentiel, au point (x, y, 3), de la masse
fictive, de volume o', qui a pour densité u en ce point et &’ au point

'y, 3); d'ot

FF | OF  QF

’ L) Il — — — T
402 o T Jdr? + 97

—4=u

On peut décomposer le volume &’ en plusicurs autres @, =, ...,
auxquels correspondent autant de fonctions Fp, F,, ... de laforme (475,
et assez petits pour que toute ligne du courant, qui a des points dans
r5,, ait un point d’entrée 1 ¢t un point de sortic 2 sur sa surface 5, et
Fon aura

193 T=%,+6,+...

o r 7 '

doh, F=F,+F,+..., 6=G,+Gy+..., U=1,+1,+

Op

1)'— J !

l)l.‘,, — . . _i‘ oo ~N __L .
or 4)1 {{[ lo' = ZIP 0‘1_([.2, = 21,, 0 dr’,

en faisant la substitution (478 et étendant le signe X & tous les canaux
tronqués qui conduisent les courants d'intensités lincaires 1 et dont
les volumes ont pour somme =, :

Oy, My ﬂ&':_glf( )
Y Jy E

. r r__ ’ L‘ _ ] 3
_ _Zl,, 5;—(/3 - Elp(,,l',| )
/: ./“'. !
=3(- fuds, — L, ).

en vertu de (426); d'onr

O, Gy My _ Ny
o Ty Y =T nd
7

JF, G, Ji l,, Su 1
-0—1_+_07 -+ Js Z-T-(IG
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Ajoutant toutes ces équations membre 4 membre, et observant qu’a
chaque élément ds, , =d7, de la cloison ¢, , qui sépare deux vo-
lumes contigus wp, ur'q, élément par lequel un méme courant, d’inten-

sité I, sort de @, et entre dans =, correspondent sous les signes 3 et

|5 ¢

Z deux termes J Lt e’ . ou — et L2t Jas (lo' , ou — qui se¢ détruisent,
r ”2 P 3 ’.I's 'l 1 “lvl

ry,. etr,, étant identiques; on aura (494), en ne conservant que les

éléments de o',

- Pl on ZI
(ig5) E ==Y

Substituant (492) ct (495) dans (491), on trouve la premiére des re-
lations suivantes :

"dG IB _ I/ 5 __or
o 0 — 4fry = — 77 , -P-(la wdA = di;(lA’
I S R\
(196) {33 — g5 — 4%y =— T -P—(Ia B(IA_.. 0,, dA,
-
B AN g | g 03
Pyl i Lttt > 2 P(lq 7 AA = 5—.idA.

Multipliant chaque équation par celle qui se trouve sur la méme
ligne, et ajoutant les trois produits, on trouveune équation relative 4
un élément quelconque dA, dans laquelle on substituera (430); et
la somme de toutes les équations analogues, étendue 4 tous les élé-
ments de P'aire A, donne

S
o ( 242.]([1\—2(14\-—2—(10’

On voit que (490) et (497) démontrent (488).

/(32 -3—:)] d\
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Conséquences du lemme 267, dans le cas oi le courant &' est fermé.

268. Si le courant 2’ est fermé, on a, par définition, j'= o pour
tous les éléments ds’ de sa surface; alors les équations {jgo; et (496
deviennent

"Az 0w+ Bz dy +Cz 05 ~
408 < car e 11:/::}“1.\.
98) f ol di=4inp je
A
JdCgr 4Bz, I\ dig Mg oAz,
499) gy — T = dimn G G AR g g = AR

Dauns ces formules (498) et (499), rien n’empéche de supposer que
le courant fermé €’ est composé de plusieurs parties séparées, ct com-
prend tous les courants existant dans I'espace. Soient

’00) Dy et Ay, By, Cpi Dypoct Ap, By, G

les forces directrices et leurs composantes, au point {@,y, 5), forces
dues au systéme A’ de tous les aimants existant dans I'espace, et du
magnétisme terrestre T, Le systéme 4’ ayant un potentiel en tout point
de I'espace, on a, en tous les points de Vaire A,

~

1C.g B I\ ¢ g oB AWE
om)( A oy JAy 0 ! L

- ——= =0, —_—— e 20}

T Pl O TOE de dr dv
et I'équation (4qgo) donne

TNl +BrdyCpos
/ A o_'_+__'7<LL__.(,L il = o.

ol

“S02)
o

Si I’aire A a des dimensions assez petites, par rapport & celles de la

Terre, Ay, By, Cp peuvent y étre regardées comme constantes, ct

leurs dérivées comme nulles. Dans ce cas, on a sensiblement, en vertu

de (490),

dl = o.

[ LA o + By dy -+ Cyp ds

(503) o

v
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Ia force directrice D, du systéeme M’ de tous les corps existant dans
I'espace, et agissant au point (x, y, ), a pour composantes, en ce point,

s Azl'z A€r+ A‘,1'+A'|",
\ 04 By =Bg + By + By,
- (:,lr = (:3' -+ (:1’ + (:'l"o

Ajoutant membre A membre(498), (502) et(503) et substituant (504,
on a

.« Ny 0r =By dy +Cyyos N
503, [P S A dl=z.n2,d.\.
J, i
A

Ajoutant membre & membre (499) et (Jo1), et considérant seulement
le cas ol I'on peut traiter comme nulles les dérivées premieres de Ay,
By- et Gy, on a, en substituant (504),

dCy  IByy P Ny dCy N

A0 / JIB 74 ().\J” _ .
DO6) ey AR, = = = AR S G = 4w

On déduit de 7 505) le principe suivant :

269. Pour que le systéme M’ de tous les corps produisant des forces
pondéromotrices observables ait un potentiel V, bien délerminé en
tous les points d'un volume donné =, il faut ct il suffit qu'il n’existe
pas de courant électrique i l'intérieur de ce volume,

Cette condition est nécessaire; car, si 'aire A a tous ses points dans
un volume =, ou elle est satisfaite, I'intégrale (505), étendue a tout le
périmétre d’'un élément de surface dA, intérieur a =, sera identique-
ment nulle; et, le second membre 4nj dA I'étant aussi, on aura j = o.
Ainsi I'électricité ne peut traverser aucun élément de surface intérienr
a o,

Réciproquement, s’il n’existe aucun courant dans le volume =, on a
vu (22) que le systéme M’ a, en tout point (x,y, z) de ce volume, un
potentiel V, fonction des trois variables indépendantes (, y, z), ayanl

Journ. de Math. (}* série), tome 1. — Fasc. 1V, 1385, 51
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pour différentielle totale
dV = — A_”' dx — Bﬂ[’ d)’ — C_u'd:.

Les équations (506) ont été données par Maxwell (vol. I, p. 231),
sous le nom d’éguations des courants électriques.

270. Silaire A a des dimensions comparables & celles de la Terre.,
on ne peut plus y regarder Ay, By, C; comme constantes; et l'usage
de I'équation (505) cesse d’étre légitime. Alors, soient or’ le systeme
de tous les courants et de tous les aimants existant dans I'univers,
Dyy sa force directrice au point (&, y, 5); les composantes de cette
force sont

(307) Aon=Ag'+ Ay, Bop=Bg+By, Cou=Ce+Cy.

Au moyen de ces notations, on a, en ajoutant membre 4 membre (498)
et (502), puis (499) et (501),

. LAor 0 + By dy + Cor 9 .
(o) [ "REEALET R dz:nE,d,\.
Jo al
A
CoCo B
oy T os =Aank,
JAH ICar
[509) L
dBor  dho
I Yy el L

271. L'équation (508) pourrait servir a calculer l'intensité totale
du courant électrique qui traverse, & un instant donné ¢, une aire A,
prise ala surface ou dans Pintérieur de la Terre, en assimilant le magné-
tisme terrestre au systéme on', c’est-d-dirc en admettant qu'il soit du
uniquement 2 des courants électriques et i des aimants, seuls corps
connus qui produisent des forces pondéromotrices, si I'on pouvait en
mesurer les composantes Agp, By, Cyp-, & U'instant ¢, en des points
pris sur le contour L. de A, et assez nombreux pour donner une valeur
approchée de l'intégrale (508). I.es équations (50¢) donneraient les
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composautes, en un point, de I'intensité cubique des courants, soit tel-
luriques, soit atmosphériques, si I'on connaissait les lois des variations
des composantes Ay -, Byr, Cop-» €n fonction des coordonnées géo-
graphiques et de I'altitude. Les physiciens regardent aujourd’hui les
courants atmosphériques comme nuls, ce qui fournirait des relations
entre les observations magnétiques. Mais il en est autrement des cou-
rants telluriques : par des mesures simultanées, faites i la surface et &
Vintérieur de la Terre, on étudierait ces courants; ce qu'on ne peut
faire par la différence de potentiel entre le sol et une extrémité d’un
fil métallique isol¢, dont I'autre extrémité communique avec la Terre.

Action d’un courant fermé fixe et permanent &', a trois dimensions,
sur un solénoide fire et fermé 3.

272. Soient L une ligne fermée, et ¢ un arc qui en fait partie. Si
les tangentes positives de L sont les axes d’autant d’éléments £ de soleé-
noides, d'intensités 1, dont les aires 1 partagent L en éléments d¢, et
si, en tous les points de L,

v
—

I3
.310) = = une constante 1, (8)
~

&)

tous les éléments £ de solénoide constitueront un solénoide fermé s,
dont I'axe sera L. Il faut supposer encore que ces courants, parfaite-
ment isolés, sont des lignes géométriques, dont la présence ne modifie
en rien la marche de €', 1l résulte de la formule (247) que &’ n’agit pas
sur le solénoide s, quand celui-ci est tout entier «n dehors de €’. Mais
on va voir qu'il agit dans le cas contraire.

En cffet, les actions mutuclles de &’ et d’un élément £ du solénoide s
étant représentées par |'éncrgie (487)

Ade+Bdy + Cds
(511) We o =—p o og,
les actions mutuelles des corps &' et $ le sont par I'énergie

L
» Adr+Bdy+Cas ,,
(5r2) We s == P-fo a7 dg
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et, en substituant (498),

"513) Wo g=— mu.[ /jd\

A désignant une nappe de surface assujettie uniquement a avoir ¢ pour
périmeétre. L'équation (429) pouvant s’écrire

—_
-
—

-

~

J=icos(i, 1),

on aaussi

£315) We s=—)ru //tcosz ¢)d

orl’ cnergw de I'action de 2’ sur un courant linéaire fictif <, ’inten-
sité jam, qui parcourrait I, dans le sens positif, est

6) Weo=— jmp ['fncos(n, ¢ )dA, (480)

cn observant que Ae +Bf 4+ Cy=Dcos(D, ¢ ). On passe de (516) &
515), en remplagant la force directrice D de 2’ par Pintensite
cubique ¢ au méme point, pris sur I'élément dA, ou encore le flux de

force [ /l)coa\ y £)dA par le flux d’électricité f{lcos JdA,

A
(ntr.mt par la face négative de la méme aive A. On peat done faire

cette substitution dans I’énoncé 265, et 'on obtient le suivant,
275. L'énergic W s (515) représente le travail virtuel de Paction
de 27 sur le solénoide s, déforme sans faire varier p. = s jusqu’a ce
y . o ey ’ 4 N . LY
(que l'aire A, limitée par son axe ¢, s"annule, lors méme que |, 7. et 45

varieraient.

274. En supposant, comme précédemment, que la presence du sole-
nvide s, a Uintérieur de ', ne change pas les lignes de cc courant, et
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de plus que ce solénoide soit continu, c'est-a-clire sa surface parcourue

par un courant a deux dimensions, d’intensité superficielle (defini-
tion 450)

dI étant Uintensité linéaire de la partie comprise entre les sections droites
qut interceptent sur L. l'élément dg; si U'on décompose le courant ' et
son volumne 11 chacun en dewr parties ¢ et ¢, = et &' l'une intérieure
« 3, Uautre extérieure el accentuée; alors les actions de ' sur s et de s
sur ¢ sont de nature a se faire équilibre sur un systéme rigide.

En effet, les actions mutuelles des deux courants fermés 2’ et 8 jouis-
sent de cette propriété; et tout revient a démontrer que s n’agit pas
sur ¢’. Or son action sur un courant linéaire fictif, fermé et rigide,
placé dans w, est nulle, en vertu du principe 23, combiné avec celui
de I'action et de la réaction. Donc son action sur un élément du cou-
rant ¢’, réductible & une force appliquée i son milien (n® 25), est nulle
(" 113): et dés lors son action sur ¢’ est aussi.



