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APPLICATION D’UN THEOREME DE JABOBI. 347

Application géométrique d’un théoreme de Jacobi ;

Par M. G. HUMBERT.

Le théoréme dont il s’agit, et dont nous empruntons I'énoncé a
Clebsch et Gordan ( Abelsche Functionen, p. 44), est le suivant (') :

S et F étant deux fonctions homogenes, de degrés m et n, en v, y, 3,
sotent

X=Af+BF =o,

Y=Cf+DF=0
les équations obtenues en eliminant successivement y et x entre les équa-
tions f= o, F = o; a le coefficient commun de la plus haute puissance de
x, ("), dans X et de y™ dans'Y;

A =AD — BC;

sout enfin U une fonction entiére quelconque de degré m + n — » en «x,
Yy 538ty les valeurs de A et U pour z=o;0na

(1) 2 (of oF Ul:)F o/) = (_1,2)»:» [(:}l)J'iJ,y

(") Jacomt, Theoremata nova algebraica (Journal de Crelle, 1. 14).
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Dans cette formule, la 3 s’étend aux mn points communs aux deux
courbes f= o et F = o; dans le second membre, I'expression

AU,
(2y)™n | s g

L. T 1 ,
désigne le coefficient du terme en e dans le développement de

:“L"
(;’-’:)Illll
Nous ferons, au sujet de la formule (1), les remarques suivantes.
Soient, d’aprés les notations de Clebsch,

. . . I I
suivant les puissances croissantes de - et -

[=T4 ) + L)% 4.0, Y
F=X,+ X,y +Xop"+.. .+ X, )"

On a (Ceesscn et Gorbax, loc. cit., p 4o0)

€Ty Xy Xy e I A . L0, &,

0O T, T, ... Y X, X, ... k o r,

0O 0 ry ... y2oo o x, ... 0 0 X,
, A= z B=

X, X, X, . o X, X, ... X, X,

o X, X, ... o X, X, ... y X, X,

et, en posant
S=Yo + V& +ya2? o+

F=Y,+ Y, + Y,x*+...+ Y, 2",

on a des expressions analogues pour Y, Cet 1),
Soient enfin f; et Fy les valeurs de Fet F pour 5 = o; on a

‘/1": ay" +ay'r +...+a,2"
Fo=boy"+ b, y" ' +. .+ bpa™
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@ a, a; ...
0o a, a, ...
o= : .
b, b, b, ...
o b, b, ...

Cela posé, remarquons que, dans le second membre de la rela-
tion (1), figure A,, c’est-a-dire la valeur de AD — BC pour z = o.

Faisons z = o dans I'expressionde A; x,, x,, ..., X4, X,y ..., qui
sont des fonctions de x et de z seuls, se réduiront i leurs termes de
degré le plus élevé en x, c’est-a-dire a leurs termes en 2/, 2*~', ...,
™, "', ... respectivement, et, par conséquent, la valeur A, de A
pour z = o ne dépend que des termes du degré le plus élevé en x et y
dans f et dans F. 1l en est de méme pour By, C,, D, et, par suite, pour
Ao: on peut done dire que A, ne dépend que des coefficients de f, et
deF,.

Il en est de méme de a, d’aprés 'expression méme de cette con-
stante, domnée plus haut, et par suite :

La valeur de !’expression
= mn

St
(‘_Q/_'dl*‘ oF oF

i=1

ne depend que des termes du degre le plus éleve en x et y dans les trois
fonctions f, ¥, U, de degres respectifs n, m, m + n — 2.

Ce resultat peut s'interpréter géométriquement dans un cas parti-
culier.
Faisons, en effet, z =1 et supposons les axes de coordonnées rec-
tangulaires.
Soit m un point commun aux courbes /' = o, F = o; nous appellerons
angle des deux tangentes aux denx courbes au point m I'angle aigu de
Journ, de Math. (4 sétie), tome 1. — Basc. 11, 1885, 45
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ces droites, que nous aftecterons d’un signe selon la convention sui-
vante :

Faisons tourner autour du point m la tangente i la courbe /= o, de
manic¢re a la faire coincider avee la tangente 4 la courbe F=o0 en
décrivant I'angle aigu que font les denx droites; si le sens de cette ro-
tation est le sens trigonométriue, angle aura le signe --, sinon il
aura le signe -,

D'apreés cette convention, on aura, pour la tangente de cet angle,

—dF o
—F
v dy
Jf dF
L o dx
af oF
dy dy

tang V =

ol

af OF oy oF
dr dxr " av Ay
af OF " TaF of

conV =

[.e numérateur de cotV est de degré m -+ n — 23 on peut done faire

dans la formule (1)
G
P oo oe T Ay Oy

et 'on aura

na

“ A . 1\mn
(2 2 oLV, =: 3-—'—,)-1-
o
i:1

La formule de Jacobi permet done de caleuler la somme des cotangentes
des mn angles d’intersection de deux courbes algcbriques quelconques,
ces angles ¢tant définis, comme on I'a fait plus haut,

Le second membre de - 2) ne dépend que des ermes du degré le
plus élevé en v el y dans /£, I et U, c'est-d-dire dans /et dans I; en
('antres termes, il ne dépend que des directions a-ymptotiques des
deux courbes /=0 et I' := 0; d’on cette proposition :

AU l .
‘('v.y)"“’ oy

TugoriMe 1. ~ La somme des colangentes des angles d'intersection
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de deux courbes algébriques est égale a la somme analogue pour deux
courbes quelconques, respectivement asymptotiques aux premieres.
in particulier :

CoroLraire. — La somme des cotangentes des angles d’tinterscction
de deux courbes algebriques est égale a la somme des cotangentes des
angles sous lesquels les asymptotes de Uune coupent les asymptotes de
lautre.

On peut faire de ces principes quelques applications intéressantes.

"

1" Lt courbe ¥ - - o est une droite. — La somme des cotangentes des
angles d'tntersection d’une droite et d'une courbe algébrigue reste fixe
quand la drotte se déplace parallélement a clle-méme.

Cette proposition revient au théoréme bien connu sur les diamétres;
prenons, en effet, la direction des séeantes pour celle de O et consi-
dérons denx séeantes situces i la distance dy 'une de P'autre. On a,
en chaque point d'intersection de F'une d'elles et de la courbe /= o,

dy = dx;tang\V ;
d’ou
dr,;
(‘Otvi = d—y‘ .

l.a relation 2cotV, = const. donne ainsi

2 dx,- = A dy,

d'oi
Ty Ty =y, .
; =ay+b;
en d'autres termes, le centre des moyennes distances des points com-
muns i une s¢cante et a une courbe algébrique décritune droite quand
la sécante se déplace parallclement a elle-méme : c’est le théoréme de

Newton.

2" La courbe T = o est un cercle. — Les asymptotes du cercle sont
paralléles aux droites y = iz, y = — (x; elles font, avec la droite

)y =max,
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des angles V' et V”, tels que

” P = .

cotV = —— =

m— ’

t— i .

otV'= . = — 1.
cot m -+

La somme de ces cotangentes est nulle, quel que soit m, saut
pour m= =i, une des cotangentes se présentant alors sous la forme -
)

Il en résulte que la somme des cotangentes des angles sous lesquels
les asymptotes du cercle conpent les asymptotes d'une courbe quel-
conque est nulle, & moins que cette courbe ne passe par un des points

circulaires a l'infini; et, par suite, d’aprés le corollaire du théo-
reme 1:

Tueorime 1. — Un cercle coupe, sous des ungles dont les cotan-
gentes ont une somme nulle, toute courbe algebrique ne passant par
aucun des points circulaires a Utnfini du plan.

Ainsi, ctant donnés sur un cercle 2n points appartenant 4 une
courbe algébrique d’ordre n, on ne peut se donner arbitrairement les
tangentes en ces points a la courbe algébrique, quel que soit le degré
de celle-ci : une des 2n tangentes est déterminée par les a2n -
autres.

Ce théoreme donne lien a quelques développements intéressants.
Soient

p le rayon du cercle considére ;

6., 6, ... les angles que font Oz, les 2n ravons allant du centre de ce
cercle aux 2n points dintersection du cercle et de la courbe f= 0}

V,. Vg, ... les angles d’intersection du cercle et de la courbe;

p +dp le rayon d’un cercle concentrique au premier et infiniment
voisin;

dj,, db,, ... les variations des angles 5., G, ..., quand on passe du
cercle p au cercle p -+ dp.

On a évidemment
db, .
cotVi=p39~ H=1,2,...,28).
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L.a relation
) cotV,-: 0
donne ainsi
2 d@, =0,
ou
5+, +...+ 9, = const.,

ce qu’on peut énoncer géométriquement.

Soient p points situés sur un cercle; §,, §,, ..., G, étant les angles
que font avec une droite fixe les rayons qui joignent le centre du cercle
a ces points, appelons centres des moyennes distances circalaires des
p points les p points du cercle qui correspondent aux p ravons faisant
avec la droite fixe des angles 8 donnés par la formule

6= 93?—0’—%'—:’:&' -+ 2/zl—’: h=o, 1, ...,p=1.

La relation §,+ G, +...=const. montre que les centres des
moyennes distances circulaires des 2n points communs i une courbe
algébrique ct 4 unc séric de cercles concentriques décrivent n droites
{ou 2n rayons).

Je dis que les directions de ces n droites ne dépendent que de celles
des asymptotes de la courbe considérée, et sont indépendantes de la
position du centre commun des cercles sécants.

Remarquons, en effet, que si le rayon du cercle sécant augmente
indéfiniment, son centre restant fixe, ses points d’intersection avec la
courbe s’éloignent a I'infini, et i la limite les 21 rayons qui joignent
ces points au centre du cercle coincident avec les n droites, formant
2n rayons, menées par le centre parallélement aux asymptotes de la
courbe. Soient §,, 0., ..., §, les angles que font ces droites avee O.r;
on a

Oy +0s+.. 0y =0,+(0,+r)+ 0, + (0,+7)+... c.Q.F.n.
Ona donc la proposition suivante :

TusoriMre 111, — Les centres des moyennes distances circulaires des
points communs a une courbe algébrique d’ordre n, ne passant par aucun
des points cycliques du plan et a un cercle deécrivent n droites quand le
rayon du cercle varie, son centre restant fixe.
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Ces n droites concourent au centre commun des cercles secants; leurs
directions sont indeépendantes e la position de ce point et ne dependent
que des directions des asvmptot:s de la courbe considerce.

Ces propositions correspondentiveelles de Newton sur les diamétres,
quand on considére des cercles concentriques au licu des droites pa-
alléles.

On peut donner au théoreme pré('(-dcnt une autre forme.

Appelons axes d’orientation de p rayons concourants, et faisant
avee O rdes angles,, ..., 7, les p ravons concourant au méme point,
et fasant avee Oz des angles 6, tels que

2l O s 2hI h=o,1,.... p—1'
r P

Les axes d’orientation des 2 n rayons qui joignent un point quelconque
aux points d'intersection d’un cercle, avant ce poind pour centre, et d’une
courbe algebrique, sont paralléles aux axes d’orientatien des n droites,
formant 2n rayvons, mences par un point du plan parallélement aux
asymploles de la courbe consideree.

Ou suppose toujours que cette courbe ne passe par aucun des points
circulaires 4 Vinfim.

Ainsi pour que 22 points donnés sur un premier cercle, et 2n points
situés sur un second, soient sur une courbe algébrique indécomposable
dordre n, il est nécessaire (mais non suffisant; que les axes d'orien-
tation des 272 rayons joignant le centre de chaque cercle aux 2r points
donnés sur ce cercle forment deux faisceanx de rayons paralléles
entre eux : cette condition détermine un des n points cn fonction des
qn — 1 autres.

De méme, on ne peut pas se donner arbitrairement les 2n points ou
un cercle est traversé par une courbe d'ordre n, et les directions
asymptotiques de cette courbe, c'est-a-dire les n points ou clle coupe
la droite de I'infini : un des 32 points dont il s’agit est déterminé par
les 3n — 1 autres, en vertu de la proposition précédente.

On peut déduire du théoréme 11 une formule simple relative aux

rayons de courbure d’une courbe algébrique en 27 points situés sur
un cercle.
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On a en cffet, en coordonnées polaires, pour I'expression du rayon

de courbure en un point.
3

. s\ H
AU 7’5)
T [dpY dp\? d’o
erEN@m) T
Si 9,. 9, ..., 9,, sont les angles que font avec I'axe polaire les

rayons vecteurs des 2n points de la courbe situés sur un cercle ayant
son centre au pole ct de rayon 3, on a

E !10, = ou

dd; désignant la variation de 9; quand on passe du cercle p an cercle
s + dpj; et, pav suite,

. . N /I’Q,' .
..‘\ ZTIE‘:‘ =0,
Orona
a0 drs 1
dzr T T \dot = ((l,:‘ 3’
(10)

dz
et, d'apris Uexpression de R, en posant ¢ == ¢,

>y
»

rl") 3 ) v )
i o 4 o'2)2:
2 cl‘ 9" ' Ta-’ N I{‘o’“('“ v ) *
ona, d(? plu*.
cotV =<,

(A

d'oul'on conclut, en vertu de (A), la relation

L -mn

N coldV; ) )mt\'
2 ( [ A ZH sinty

i=1
ou, plusquc 5 .
coty; =0

1\ 3 . "— l
;ZCO‘ Vi _E‘I{}sin"vi’

relation qui lie les angles sous lesquels une courbe est conpée par un

il reste
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cercle de rayon 3, et les rayons de courbure aux points d'intersection.

3> La courbe F == o, de degré 2m, a m points communs avec la
drotte de U'infini en chacun des deux points cycliques du plan. — les
termes du plus haut degré dans F sont alors (x? + y?)", et les asym-
ptotes de la courbe F = o sont paralléles deux a deux aux droites

v =iz, v=— iz :la démonstration du théoréme II subsiste évidem-
ment, et par saite :

TueowinEe IV, — Une courbe algebrique de degre o.m. ayant m points
communs avec la droite de I'infini en chacun des points cvcliques du plan,
coupe une courbe algébrique, ne passant par aucun de ces pownts, sous
des angles dont les cotangentes ont une somme nulle.

4" Application aux coniques. — Considérons denx coniques; lesaxes
de coordonnées étant paralléles aux axes de I'une d’elles, on aura, pour
leurs équations,

o==Az? +Cy*—.. .,

o=Axr?+ 2By +~Cy+. ..

l.a somme des cotangentes des angles V; sous lesquels elles se cou-
pent est égale 4 la somme correspondante pour leurs asymptotes,
somme que I'on calcule sans difficulté. On trouve ainsi

’E‘co,v, — WA BIAC - CA)
P (AT ZCA ) FACB™

(iette somme sera nulle dans trois cas :

1° SiA =(, c'est-a-dire si I'une des coniques est un cercle, ce que
nous savons déja;

2° Si B’ — o, c'est-a-dire si les deux coniques ont leurs axes paral-
léles, condition qui comprend la précédente;

3* 8i AC'+ CA’'= o, c'est-a-dire si les paralléles menées par l'ori-
gine aux asymptotes des deux coniques forment un faisceau harmo-
nique.



