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Application géométrique (Vun théorème de Jacohi ; 

PAR M. G. HUMBERT. 

Le théorème dont il s'agit, et dont nous empruntons l'énoncé à 
(llebsch et Gordan (Abelsche Funclionen, p. 41)» est le suivant ( ' ) : 

/et F étant deux fondions homogènes, de degrés m et η, en .r, ν, ζ, 
soient 

Y — A/+ BF = o, 
Y = C/4- L)F = Ο 

les équations obtenues en éliminant successivement y et χ entre les équa-
tions f =- o, F = ο ; α le coefficient commun de la plus haute puissance de 
χ, ( x'"" ), dans X et de y'n" dans Y ; 

Δ = AD - BC; 

soit enfin U une fonction entière quelconque de degré m -l· η — λ en χ, 
y, ζ; Δ

0
 et I

 0
 les valeurs de Δ et U pour 2 = 0; on a 

(') 

/ m η 
y Υ*. (-ρ"» r A

0

U
0

 ι 

'_1 \cU· ôy ùjc ùy) 

(') JACOBI, Thcoremata nova algebraica ( Journal de Creite, t. 14). 
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Dans cette formule, la I s'étend aux mn points communs aux deux 
courbes / = ο et F = o; dans le second membre, l'expression 

r_Mn_l 
(xy)mnx-1 y-1 

désigne le coefficient du terme en ~ dans le développement de 

^ suivant les puissances croissantes de j et |· 

Nous ferons, au sujet de la formule (i), les remarques suivantes. 
Soient, d'après les notations de Clebsch, 

/= χ
0
 -f- x

(
y 4- x.

j V
2 4-... -f. y\ 

b' = Xo 4- X
1(
y H- Xo^2 -+-··.·+■ X,«v"'. 

On a ( CLKBSCII et GOUDA Κ, loc. cit., Ρ 4°) 

.r„ xt
 x2 ... ι xt .r-2 ... ; ο .r, x., ... 

ο ,r„ x{ ... y x0 X\ ο .r0 xt 

ο ο .r0 ... ν2 ο x
tt
 ο ο χ0 

Χ —. .. ».·, ~~— .. .. ... , I i — , 

Χ. Χ, Χ, ... ο Χ, Χ., ... ι Χ, Χ, .. 

ο Χ
0
 Χ, ... ο Χ. Xj ... J ^ X

0
 \j ... 

et, en posant 
/ — ν ο -+■ vtx -h v

2
.ra + ...+ v„£r", 

l· — \ „ 4- X } X 4- 2a?" H-... 4- \ ,nx'", 

on a des expressions analogues pour Y, C et 1). 
Soient enfin f

0
 et F

0
 les valeurs de f et F pour 3 = 0; on a 

/« = «0y" H- ·*' 4-... H- a
lt
.r". 

F
0
 = h0y"" -+- bt

y'" " ' >f 4-. . -h b
rn
 x'" 
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<'t 
a, flj ... 

ο a0 at ... 

v. = 
b0 b, b% ... 

ο b9 b{ 

Cela posé, remarquons que, clans le second membre de la rela-
tion ( ι ), figure Δβ, c'est-à-dire la valeur de AD — BC pour ζ = ο. 

Faisons 5 = 0 dans l'expression de A ; o*0, x
t
, ..., X

0
, Xn ..., qui 

sont des fonctions de χ et de ζ seuls, se réduiront à leurs termes de 
degré le plus élevé en χ, c'est-à-dire à leurs termes en xJ\ χ*~*, ..., 
rw, ... respectivement, et, par conséquent, la valeur A0 de A 
pour î = one dépend que des termes du degré le plus élevé en χ et y 
dans Jet dans F. Il en est de même pour B0, C0, D„ et, par suite, pour 
A

0
; on peut donc dire que Δ0

 ne dépend que des coefficients de f
9
 et 

de F„. 
Il en est de même de a, d'après l'expression même de cette con-

stante, donnée plus haut, et par suite : 

La valeur de l'expression 

Δ ÎÉL ΐίΐϋ _ \ 
1-1 ν dx â v dx ~ây /,· 

ne dépend que des termes du degré le plus élevé en χ et y dans les trois 
fonctions/, F, U, de degrés respectifs n, m, m 4- η — ί. 

Ce résultat peut s'interpréter géométriquement dans un cas parti-
culier. 

Faisons, en effet, ζ =■■ ι et supposons les axes de coordonnées rec-
tangulaires. 

Soit m un point commun aux courbes/= o, F == o; nous appellerons 
angle des deux tangentes aux deux courbes au point m l'angle aigu de 

Journ. de Math. (4e mie), tome I. — FASC. Ill, 1885. 45 
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ces droites, que nous affecterons d'un signe selon la convention sui-
vante : 

Faisons tourner autour du point m la tangente à la courbe/— o, de 
manière à la faire coïncider avec la tangente à la courbe F = ο en 
décrivant Tangle aigu que font les deux droites; si le sens de cotte ro-
tation est le sens trigonométrique, l'angle aura le signe h, sinon il 
aura le signe 

D'après cette convention, on aura, pour la tangente de cet angle, 

~ôF è/ 
ô.r dv 

~~W~ ' ~ξ[ 

tang V = dv dy/ df dF 
ùjc ÔJC 

1+ df dF 
ôy ÔY 

ou 
ôf JF ôf ôV 

cot V = y ι)λ' ù.r r ôy ôy 

ô.c dy ô.i ôy 

i,c numérateur de cotV est de degré m -t- η — a; on peut donc faire 
dans la formule ι 0 

ôf ÔF . ôf ôF 
UJ ôv ô / ' ôy ôy 

et l'on aura 
Ml 

Y .η, ν · i::-l1"'I ' *·υ· 
Zi ' (r/)"'" . 
I ; 1 

La formule de Jacobi permet donc de calculer la somme dcscotangcnlcs 
des mn angles d'intersection de deux courbes algébriques quelconques, 
ces angles étant définis, comme on Ta fait plus haut. 

Le second membre de a) ne dépend que des termes du degré le 
plus élevé en ν et / dans/, Τ et li, c'est-à-dire dans f et dans F; en 
d'autres termes, il ne dépend (pur dos directions a vmplotiqucs des 
deux courbes/ = ο et F -= o; d'où cette proposition : 

THÉORÈME 1. - la somme des colangentes des angles d intersection 
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de deux courbes algébriques est égale à la somme analogue pour deux 
courbes quelconques, respectivement asymptotiques aux premières. 

Kn particulier : 

C.OROLLAIIII:. — La somme des cotangentes des angles d'intersection 
de deux courbes algébriques est égale à la somme des cotangentes des 
angles sous lesquels les asymptotes de l'une coupent les asymptotes de 
l'autre. 

On peut faire décos principes quelques applications intéressantes. 

ι " La courbe F ο est une droite. — La somme des cotangentes des 
angles d'intersection d 'une droite et d une courbe algébrique reste fixe 
quand la droite se déplace parallèlement à elle-même. 

( lotte proposition revient au théorème hion connu sur les diamètres; 
prenons, en effet, la direction des sécantes pour colle de O.r et consi-
dérons deux sécantes situées à la distance dy l'une de l'autre. On a, 
<n chaque point d'intersection de l'une d'elles et delà courbef= o, 

dy ----- dxttang Y, ; 
d'où 

cot V,= £. 

Fa relation IcotV, = const, donne ainsi 

Σ dxi = A dy, 
d'où 

x1 + x2 +..;. + xn/a + ay +b ; 

en d'autres termes, le centre des moyennes distances des points com-
muns à une sécante et à une courbe algébrique décriLune droite quand 
la sécante se déplace parallèlement à elle-même : c'est le théorème de 
Newton. 

2°La courbe V — ο est un cercle. — Les asymptotes du cercle sont 
parallèles aux droites / = ix, y = — ôr; elles font, avec la droite 

/ — mx, 
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des angles V et V", tels que 

i + mi cot V = ; — /, m — ι 

COTV = : = — /. m +-1 

ΙΛ somme de ces cotangentes est nulle, quel que soit m, sain 

pour 0i = :t:f, une des cotangentes se présent a ut alors sous la forme -· 

Il en résulte que la somme des cotangentes des angles sous lesquels 
les asymptotes du cercle coupent les asymptotes d'une courbe quel-
conque est nulle, à moins que cette courbe ne passe par un des points 
circulaires à l'infini; et, par suite, d'après le corollaire du théo-
rème 1 : 

THIORÈMI: II. — Un cercle coupe. sous des ongles dont les (Otan-
gentes ont une somme nulle, toute courbe algébrique ne passant par 
aucun des points circulaires à l'infini du plan. 

Ainsi, étant donnés sur un cercle in points appartenant à une 
courbe algébrique d'ordre n

t
 on ne peut se donner arbitrairement les 

tangentes en ces points à la courbe algébrique, quel que soit le degré 
de celle-ci : une des m tangentes est déterminée par les in ι 
autres. 

(Je théorème donne lieu à quelques développements intéressants. 
Soient 

ρ le rayon du cercle considéré ; 
0,, 02, ... les angles que font ().r, les m rayons allant du centre de ce 

cercle aux in points d'intersection du cercle et de la courbe/ = ο ; 
V,, Va, ... les angles d'intersection du cercle et de la courbe; 
ρ-{-dp le rayon d'un cercle concentrique au premier et infiniment 

voisin ; 
d$

n d$2i -·· les variations des angles 0,, 02» ··■» quand on passe du 
cercle ρ au cercle ρ -+- dp. 

On a évidemment 
C°tV,= ρ ~dp U = I, 2, .. ., 2 7L). 
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La relation 
2 cotV/ = ο 

donne ainsi 
ldûi = o, 

ou 
5,+5j + ...+ 5

/(
 = const., 

ce qu'on peut énoncer géométriquement. 
Soient ρ points situés sur un cercle; 0

n
 ô

9
, ..., 0p étant les angles 

que font avec une droite fixe les rayons qui joignent le centre du cercle 
à ces points, appelons centres des moyennes distances circulaires des 

points les ρ points du cercle qui correspondent aux gravons faisant 
avec la droite fixe des angles θ donnés par la formule 

β = - 4-2/ί- η = ο, ι, ...,/> — ι . 

Ιλ relation -Η 02 ■+■... = const, montre que les centres des 
moyennes distances circulaires des 2/1 points communs à une courbe 
algébrique et à une série de cercles concentriques décrivent η droites 
(ou in rayons). 

Je dis que les directions de ces η droites ne dépendent que de celles 
des asymptotes de la courbe considérée, et sont indépendantes de la 
position du centre commun des cercles sécants. 

Remarquons, en effet, que si le rayon du cercle sécant augmente 
indéfiniment, son centre restant fixe, ses points d'intersection avec la 
courbe s'éloignent à l'infini, et à la limite les in rayons qui joignent 
ces points au centre du cercle coïncident avec les η droites, formant 
•j,n rayons, menées par le centre parallèlement aux asymptotes de la 
courbe. Soient 0'

3
, ..&'

u
 les angles que font ces droites avec ().r; 

011 a 

0, 4- O.j -h. . . ~H @211 — 01[0
1

iz) 9-h [0
 3

-¥· It) -h . . . e.g. F. I). 

On a donc la proposition suivante : 

THÉORÈME III. — Les centres des moyennes dislances circulaires des 
points communs à une courbe algébrique d'ordre 11, ne passant par aucun 
des points cycliques du plan et à un cercle décrivent η droites quand le 
rayon du cercle varie, son centre restant fixe. 
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Ces n dtoiles concourent au centre commun des cercles sécants; leurs 
directions sont indépendantes de la position de ce point et ne dépendent 
que des directions des asymptotes de la courbe considérée. 

Os propositions correspondent à celles de Newton sur les diamètres, 
quand 011 considère des cercles concentriques au lieu des droites pa-
rallèles. 

On peut donner au théorème précédent une autre forme. 
Appelons aies d'orientation de ρ rayons concourants, et faisant 

avec Or des angles 5,, ..., 0p% les/? rayons concourant au même point, 
<*t faisant avec Ox des angles b, tels que 

ft - _ -... - - ' xti - 7/ — η, ιΓ. 

Les axes d'orientation des ίπ rayons quijoignent un point quelconque 
aux points d'intersection d'un cercle, ayant ce point pour centre, et d'une 
courbe algébrique, sont parallèles aux a res d'orientation des η droites, 
formant m rayons, menées par un point du plan parallèlement aux 
asymptotes de la courbe considérée. 

On suppose toujours que celte courbe ne passe par aucun des points 
circulaires à l'infini. 

Ainsi pour que -in points donnés sur un premier cercle, et 'in points 
situés sur un second, soient sur une courbe algébrique indécomposable 
d'ordre n, il est nécessaire (mais non suffisant) que les axes d'orien-
tation des 2η rayons joignant le centre de chaque cercle aux v.n points 
donnés sur ce cercle forment deux faisceaux de rayons parallèles 
entre eux : cette condition détermine un des \ n points en fonction des 
\n — ι autres. 

De même, on ne peut pas se donner arbitrairement les m points où 
un cercle est traversé par une courbe d'ordre n. et les directions 
asunptotiques de cette courbe, c'est-à-dire les n points où elle coupe 
la droite de l'infini : un des 3n points dont il s'agit est détermine par 
les 3n — \ autres, en vertu de la proposition précédente. 

On peut déduire du théorème 11 une formule simple relative aux 
rayons de courbure d'une courbe algébrique en 2n points situés sur 
un cercle. 
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On Λ en effet, en coordonnées polaires, pour l'expression du rayon 
de courbure en un point, 

». Mi>'ï». Mi>'ï». Mi>'ï 

Si 0,. rj
2

, 0
in

 sont les angles que font avec l'axe polaire les 
rayons vecteurs des 2η points de la courbe situés sur un cercle ayant 
son centre au pôle et de rayon 0, on a 

1(10,· = o, 

Si désignant la variation de 0, quand on passe du cercle ρ ail cercle 
β -h dp; et, par suite, 

' A ' EE d2 hi/dp2 = 0 

Or on a 

df " V/o* ) X /φy' 

V/0 j 

et, d'après l'expression de II, en posant^ p\ 

" d? ' p' Up'31· ^ ^ ' 

on a, de plus, 
cotV = 4' 

d'où l'un conclut, en vertu de (A), la relation 
1 - /il Λ 

Σ /rol' V,· ·.? cot VA Χ1 ιn3 Vi 

1=1 

ou, puisque 
2 cot Y, - ο. 

il reste 

p^cot'V/- -^
|
^

s
;--

3 V
 ' 

relation qui lie les angles sous lesquels une courbe est coupée par un 
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cercle de rayon o, et les rayons de courbure aux points d'intersection. 
3° La courbe F — o, de degré im, a m points communs avec la 

droite de l'infini en chacun des deux points cycliques du plan. — Les 
termes du plus haut degré dans F sont alors {x*-+- y*)m, et les asym-
ptotes de la courbe F = ο sont parallèles deux à deux aux droites 
ν = ix9y =■ — ix : la démonstration du théorème II subsiste évidem-
ment, et par suite : 

Théorème IV. — Une courbe algébrique de degré uni, ayant m points 
communs avec la droite de l'infini en chacun des points cycliques du plan, 
coupe une courbe algébrique, ne passant par aucun de ces points, sous 
des angles dont les cotangentes ont une somme nulle. 

4" Application aux coniques. — Considérons deux coniques; les axes 
de coordonnées étant parallèles aux axes de l'une d'elles, on aura, pour 
leurs équations, 

ο =- A Λ·* -f- Cy'J -τ-.·.» 

ο — A'x*-h 213'χγ -+■ C y2 -+-

ΙΛ somme des cotangentes des angles V, sous lesquels elles se cou-
pent est égale à la somme correspondante pour leurs asymptotes, 
somme que Γοιι calcule sans difficulté. On trouve ainsi 

Zé (AC-C.Vp^ACB7» 'Zé (AC-C.Vp^ACB7» ' 

Cette somme sera nulle dans trois cas : 
i° Si Λ = C, c'est-à-dire si l'une des coniques est un cercle, ce que 

nous savons déjà; 
a° Si H'rto, c'est-à-dire si les deux coniques ont leurs axes paral-

lèles, condition qui comprend la précédente; 
3° Si AC -+-CA'=o, c'est-à-dire si les parallèles menées par l'ori-

gine aux asymptotes des deux coniques forment un faisceau harmo-
nique. 


