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COI) RBFS DÉFINIES PAR UN Κ ÉQUATION I) IFFIF KM I Fill;. il); 

Sur h'.s courbes défi nies pur 1rs ήjnutions différentielles 

( TIKHSII.MK l> % κ 111 >: 

PAR 31. II. POINCARÉ. 

Les deux premieres Parties de ce travail ont paru dans ce Journal, 
la première aux mois de novembre et décembre 1881 ; V' série, I. VII 
et la deuxième au mois d'août 1882 ■ Ύ série, t. VIII . Dans ce qui va 
SIIÎMV, je conserverai, malgré les objections auxquelles elles peuvent 
donner lien, les dénominations employées dans les deux premieres 
Parties, afin de n'avoir pas à donner de définitions nouvelles. 

CÏIAPITIŒ X. 

STAIUF ITI: irr INSTABILITÉ. 

On n'a pu lire les deux premières Parties de ce .Mémoire sans être 
frappé de la ressemblance que présentent les diverses questions qui y 
sont traitées avec le grand problème astronomique de la stabilité du 
système solaire. Ce dernier problème est, bien entendu, beaucoup plus 
complique, puisque les équations différentielles du mouvement des 
corps célestes sont d'ordre très élevé. 11 y a même plus, on rencon-
trera, dans ce problème, line difficulté nouvelle, essentiellement diffé-
rente de celles que nous avons eu à surmonter dans l'étude du premier 
ordre, et j'ai l'intention de la faire ressortir, sinon dans cette troisième 
Partie, du moins dans la suite de ce travail. 
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Mais, quoi qu'il en soit, si la solution exige (Jo plus grands efforts et 
des procédés nouveaux, l'analogie des questions à résoudre n'en est pas 
moins évidente. Pour étudier l'équation différentielle 

,// <ly 
Y " t"' 

on peut poser 

dx/dt X, dy/fd = Y 

lleg.irdant ensuite τ et y eomine les coordonnées d'un point mobile, f 
eoiume le temps, on a à rechercher quel est le mouvement d un point 
dont 011 donne la vitesse en fonction de ses coordonnées, ('.'est ce mou-
vement que nous avons étudié, et nous avons cherché a résoudre des 
question**, telles que celles-ci ; le point mobile décrira-t-il une courbe 
fermée? ltestcra-t-il toujours à l'intérieur d'une certaine portion du 
plan? Kn <1 autres termes, et pour parler le langage astronomique, nous 
avons recherché si l'orbite de ce point était stable ou instable. 

Nous pourrons nous poser des questions analogues, lorsque \ et ^ 
ne seront plus des po1\nomes en .r et v, mais des fonctions algébriques 
de ces variables, ou bien encore lorsque l'équation différentielle sera 
«Tordre supérieur au premier. 

Mais auparavant il importe de définir exactement ce qu'on doit en-
tendre par stabilité ou instabilité. Tour cela, nous allons étudier les 
cinq équations qui suivenL et qui nous donneront des exemples de tous 
les ras qui peuvent se présenter : 

i" Soient d'abord 
t/.r rfy 
777 - v* ,// ,r' 

il vient, pour l'équation de? la trajectoire, 

a"-'H- y2 = const. 

Les trajectoires étant des courbes fermées, la stabilité est complete. 
2° Soient maintenant, en coordonnées polaires, 

Tt ''· 7Γ, = V 1 - ? - a ■''· 
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h étant une constante quelconque. Il serait aisé, «railleurs, de passer 
de cette équation en coordonnées polaires à l'équation correspondante 
en coordonnées rectangulaires, et l'on verrait que, si l'on met cette 
equation sous la Corme 

dr/dt = X dy/dt = Y 

X et V ne seront pins des polynômes entiers en χ el ν, mais des fonc-
tions algébriques de ces variables. L'équation différentielle sera encore 
du premier ordre, mais sera de degré supérieur. 

OII trouve immédiatement l'intégrale 

?
 = 2 + siii(^+Cj, 

('.étant une constante d'intégration. 
Si // est commensurable avec 27r, la trajectoire est une courbe fermée, 

et l'on retombe sur le cas précédent. Supposons qu'il n'eu soit pas 
ainsi. 

Il arrivera alors que la trajectoire ne sera pas une courbe fermée; 
mais néanmoins elle jouira d'une certaine stabilité : 011 peut même dire 
d'une certaine périodicité d'une nature particulière. En effet, soit M 
un point de la trajectoire, occupé un temps / par le point mobile. Dé-
crivons autour du point XI un cercle de rayon r aussi petit que nous 
voudrons. Le point mobile partant du point M sortira évidemment de 
ce cercle, mais il viendra traverser de nouveau ce petit cercle une infi-
nite dr. fois, et cela, quelque petit (pie soit r. En d'autres termes, le 
point mobile partant du point XI ne pourra jamais revuiiren ce point, 
mais il reviendra en des points infiniment voisins de XI. 

En second lieu, le point XI restera toujours à l'intérieur de la cou-
ronne limitée par les deux cercles 

ρ = 1 et ρ = 3. 

Mais sa trajectoire remplira entièrement cette couronne, sans laisser de 
lacune. Je veux dire «pie, dans toute aire plane, si petite qu'elle soit, 
située à l'intérieur de la couronne, il y a des points de la trajectoire. 

Jintr/i. de Math, ('j* série), tome I. — Faee. Il, iHH.j. 22 
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Les Allemands diraient que la Punkimenge, formée parles différents 
points de la trajectoire, est iibe/alldicht à l'intérieur de la couronne. 

Ce second cas ne peut pas se présenter pour les équations différen-
liellcsdu premier ordre et du premier degré. C'est pourquoi nous ne 
l'avons jamais rencontré jusqu'ici 

2n Soient maintenant, eu coordonnées polaires, 

fh fh» ι 
ΤΓι — 1 + ? » Τι ~ 7/ 

ou, en coordonnées rectangulaires, 

tl.r ι -h .r14- v* Y dy ι r./^-h »-i ^ r 
Ή ~~ v^TT2 ' ,u ~ v'^-'A2 * + ^ 

L'intégrale générale est 
: — tang h<» ■+■ (11, 

C étant une constante d'intégration. 
Ici encore, si Λ est incommensurable avec ar, le point mobile ne 

peut jamais revenir à son point de départ, mais il pent revenir on des 
points infiniment voisins. 

La différence avec le cas précédent, c'est que le point mobile n'est 
plus assujetti à rester dans une certaine région du plan, et que c'est le 
plan tout entier que la trajectoire remplit sans lacune {uleralldichl . 

(le troisième cas ne pent, pas plus que le deuxième, se présenter 
pour les équations du premier ordre et du premier degré 

4" Comme quatrième exemple, nous prendrons la spirale loga-
rithmique dont l'équation différentielle s'écrit 

dp/dw = mp 

ou bien 
d.r tiy -j- = mx — y, ~ = my -+· .»·. 

L'intégrale générale est, comme on sait, 

a = Ce"T ι 
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Soit M le point de départ du point mobile; si nous décrivons au-
tour du point M un cercle de rayon suffisamment petit, nous verrons 
le point mobile, partant de M, sortir de ce cercle, et, après en être 
sorti, n'y plus jamais rentrer. C'est le contraire de ce cpii se passait dans 
les trois cas examinés plus liant, et où le point mobile, après être sorti 
d'un cercle très petit, ν rentrait ensuite une infinité de fois. A ce point 
de vue, on peut dire que la trajectoire est instable. 

On sait que les cercles ρ = const, sont, pour nos trajectoires, des 
cycles sans contact. De plus, tout le plan est sillonné par ces cycles sans 
contact, sans qu'il y ait de cycles limites. C'est à la présence (le ces 
cycles sans contact qu'est due l'instabilité de la trajectoire. 

")° Soit enfin l'équation 

~f = (? — 1 )- s — 2 ). 

Les cercles ρ = const, sont encore des cycles sans contact, excepté les 
cercles 0—1 et ρ = 2, qui sont des cycles limites. L'intégrale générale 
étant 

p = Cew-2 Cew -1 

on voit aisément que la trajectoire est instable, c'est-à-dire que, après 
être sortie d'un cercle suffisamment petit décrit autour du point de 
départ, elle ne pourra plus y rentrer. 

La différence avec le cas précédent tient à l'existence des cycles 
limites. Il en résulte que, si le point de départ est à l'intérieur de la 
couronne limitée par les deux cercles ρ = ι et ρ = a, le point mobile 
restera toujours à l'intérieur de cette couronne. 

Nous pouvons maintenant, en nous référant aux exemples précé-
dents, donner une définition précise de la stabilité. Nous dirons que la 
trajectoire d'un point mobile est stable, lorsque, décrivant autour du 
point de départ 1111 cercle ou une sphère de rayon r, le point mobile, 
après être sorti de ce cercle 011 de cette sphère, y rentrera une infinité 
de fois, et cela, quelque petit que soit r. ('.'est ce qui arrive dans les 
trois premiers exemples. 

Llle sera instable si, après être sorti de ce cercle ou de cette sphère, 
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lepoint mobile n'y rentre plus. C'est ce qui arrive dans les deux der-
niers exemples. 

La stabilité ainsi définie n'a qu'une importance théorique, four la 
pratique, il faudrait déterminer une région de l'espace où le point mo-
bile reste constamment renfermé. Il arrive justement que la détermina-
tion d'une pareille région est beaucoup plus difficile dans le cas de la 
stabilité que dans le cas de l'instabilité. 11 y a là une difficulté, sur la-
quelle je ne veux pas insister dans ce moment, mais cpii fera, dans la 
suite de ce travail, l'objet d'assez longs développements. 

Dans les eas que nous avons étudiés jusqu'ici, c'est-à-dire pour les 
équations du premier ordre et du premier degré, les trajectoires sont 
des cycles, c'est-à-dire des courbes fermées ou des spirales (voir théo-
rème XII, t. VIII, p. 2 )"i). Dans le premier cas, elles sont stables; 
dans le second, instables. On ne peut donc jamais rencontrer rien de 
semblable à ce que nous venons d'observer dans les deuxième et troi-
sième exemples. 

Eu général, le plan est sillonné d'une infinité decvcles sans contai t 
et de cycles limites (théorème XV11I, t. VIII, p. 274 L Toutes les tra-
jectoires sont des spirales, excepte lesevcles limites. 

L'instabilité est donc la règle, et la stabilité l'exception. 
Il peut arriver aussi, dans des cas très exceptionnels, (pie le plan, 

an lieu d'être sillonné par une infinité de cvcles sans contact, est sil-
lonné par une infinité de courbes fennecs satisfaisant à l'équation diffé-
rentielle proposée et formant un de ces systèmes (pie nous avons ap-
pelés topo graphiques (t. VU, p. 383). Il y a alors stabilité, ('/est ce 
qui arrive en particulier dans le voi inage de ces points singuliers 
exceptionnels que j'ai appelés centres (t. VII, p. 3()i) et dont nous 
allons faire une étude plus approfondie. 

CHAPITRE XI. 

THÉORIE UKS CENTRES. 

Ecrivons notre équation différentielle sous la forme 

dx/dt = X dy/dt = Y 
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de manière à lui faire représenter le mouvement d'un point mobile. 
Supposons que X et Y sont des polynômes de degré η en χ et en y. 
Supposons de plus que nous ayons pris pour origine le point singulier 
(pie nous voulons étudier, de telle façon que X et Y s'annulent avec χ 
et y. Nous pourrons écrire alors 

X — Χ ι H- XH- . . . -h \
rt

, 
Y = Yf ~h Y.-K..+ Y,„ 

X, et Y, étant des polynômes homogènes de degré i en χ el en y. Cher-
chons maintenant si l'on peut former un polynôme Γ en χ et en y, de 
(elle façon que, dans l'expression 

Φ
=;-£

χ
+?

γ
· 

qui est aussi un polynôme entier en a? et en y, les termes de degré in-
férieur à ρ en χ et eu y soient tous nuls. 

Nous pourrons écrire 

F = F2 4- F3 -t- F, -κ .. 

F, étant homogène de degré i en .r et en y , en supposant, ce qui est 
nécessaire pour notre objet, que F ne contienne pas de terme de degré 
ο ou ι. 

Posons ensuite 

ψ'«- 777 + 777 U > 

Ψ# sera un polynôme homogène de degré i -h k — ι. 
Si nous écrivons que, dans<l>, tousles termes de degré inférieur àp 

sont nuls, il viendra 

(>) 

4>S1 = o, 

Φ.Ι Φ,,ί 

φ., = -φ.ΐ -φ,.. 

Φ5, = -Φ« -Φ.1 -Φ,.. 

Φ/>—11 — Φρ 22 Φρ-ί3 — · · · — Φίρ -U* 
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La première de ces équations nous donnera Fa, la deuxième l·',, ..et 
enfin la ρ — aÎrt,,e nous donnera , pourvu toutefois qu'il soit possible, 
d'y satisfaire. 

('.onsiderons d'abord la première équation. 
Soient 

F., — ax2 -h nbxy -h cvJ, 

\,^5i.ï+ /3v, Y, = y.r -+■ δν. 
il vient 

J<h, (ax -f- by) ax -h fry) -+- (bx -+■ cy)(yx -+- &y)
f 

de sorte que la première équation (i) entraîne les trois suivantes : 

7.) 

au -h by = ο. 

αβ + 6(« + i) + c'/ = o. 

bp -+- cà = o; 

ces équations ne sont compatibles que si Ton a 

3) 
« ο γ 

β u -t- δ γ = o. 

ο β a 

Nous supposerons de plus que les valeurs de a, b et c, (pie l'on tire des 
équations (a), sont telles que la forme F

2
 soit définie positive. 

Si ces deux conditions sont remplies, on retombera sur le quatrième 
ras subordonné dont nous avons dit quelques mots à la page Iqo du 
Tome VII, mais que nous n'avons pas encore étudié à fond. 

Si elles n'étaient pas remplies, au contraire, le point singulier serait 
un nœud, un foyer ou un col, et nous n'aurions rien à ajouter à ce que 
nous avons déjà dit au sujet de ces points. Nous supposerons donc ces 
deux conditions satisfaites. 

La forme l;a étant définie positive, nous pouvons toujours l'écrire 
sous la forme suivante : 

(\x 4- ρv 2 (Y'·** -+- fy "· 
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Si nous changeons ensuite de variables en posant 

χ' = (>.r 4- ;a/), y = (Wx -h |A' y), 
il viendra 

Fa
 = x,% -hy2. 

Mil conséquence, nous pouvons toujours supposer que 

Fa = χ* 4-/a ; 

car, si cela n'était pas, il suffirait d'un changement linéaire de variables 
pour ramener F

a
 à cette forme. Nous ferons désormais cette hypothèse. 

Quelles en sont les conséquences au sujet de X, et de Y,? 
Les équations (2) deviennent 

« = ο, d = ο, β 4- γ = ο ; 
d'où 

Χ, = /3/, Y| β OP. 

Les autres équations (1) s'écrivent alors 

■.4) y dFq/dx -x dFq/dy = Hq 

où F,, est un polynôme homogène de degré q qu'il s'agit de déterminer, 
pendant que II,/ est 1111 polynôme homogène de degré q qu'on peut con-
sidérer comme donné, puisqu'il ne dépend que des polynômes X et Y 
et des polynômes homogènes F

a
, F,, Fy_, que l'on a dû calculer 

avant F
(/

. 
Dans quel cas est-il possible de satisfaire à une équation de la 

forme ( 1)? 
Pour résoudre cette question, nous allons passer aux coordonnées 

polaires en posant 
χ ρ cosco, y = psinw. 

Il viendra 
dF dF dF 
^ tlx 1 dy tlta 

et 
Fq = pq cl(w)"?= ρ,Ήω)· 
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De plus, on aura 
ç(w) — lhkcosk(*> -+- SB* sin^w, 

ψ(ω) = lCk coskta -+■ 2DAsiti/'S). 

Dans ces expressions, k ne pourra prendre que tics valeurs inférieures 
ou au plus égales à y, et de même parité que η. En particulier, si η est 
impair, il ne pourra pas y avoir de terme tout connu (c'est-à-dire de 
terme où k = o), 

l/équation (/|) s'écrit alors 

dcl/dw = y(w) 

Pour qu'on puisse y satisfaire, il faut et il suffit (pie ψ(ω) ne contienne 
pas de terme tout connu, c'est-à-dire que l'on ait 

C„ = o. 

Cette condition est remplie d'elle-même, comme nous venons de le 
\oir, lorsque η est impair. Elle 11e l'est pas, au contraire, en général, 
lorsque q est pair. 

Si η est impair, il y a donc toujours une manière et une seule de sa-
tisfaire à l'équation ('|); il suffit de poser 

Ak = Dk/k, Bk = -Ck/k 

Si q est pair et si, cependant, C
0
 est nul, il y a une infinité de manières 

de satisfaire à notre équation; on fera encore, en effet. 

Ak = Dk/k, Bk = -Ck/k 

si / est différent de zéro, et l'on pourra choisir A„ arbitrairement. 
Qu'arrive-t-il enfin si η est pair et si C

0
 n'est pas nul? Dans ce cas, il 

est impossible de satisfaire à l'équation ( j), maison peut choisir Ε , 
de telle façon que 

y dFq/dx - x dfq/dy 

pour toutes les valeurs de ,r et dey si C
u
 est positif. 
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Αιι contraire, si C

0
 est négatif, on pourra choisir Fv, de telle façon 

cine l'on ait toujours 

y d.v X dy ^Ur 

Il suffit, pour cela, de faire 

Ak = Dk/k, Bk = - Ck 

pour toutes les valeurs de k différentes de zéro, A„ restant arbitraire. 
Il vient alors 

y(w)+" Γ/ω ~ C" 
ou bien 

<f -- 4. 1 lv — β-r4 — >. χχ%γ% -f- β γ4. 

Soient, par exemple, 

<f -- 4. 1 lv — β-r4 — >. χχ%γ% -f- β γ4. 
Il viendra 

M1 =p 3B-x/4 + x+B/4 

faisons alors 

F»= ? ( —ôt snl » *7 ~ —y-4,r" ~~y )·ν·γ-
Il viendra 

H4 = dF4/dx + dF4/ dy = 3B-x/4 x2+y2 

Si 3 fa = x, le premier membre de cette équation est nul, et l'on a sa-
tisfait à l'équation (\ ). Si 3β > *, le premier membre est positif, quels 
<pie soient χ etj. Si 3 β < «, le premier membre est négatif, quels que 
soient a? et v. 

C.ela posé, on voit aisément que l'on peut faire deux hypothèses: 
i" On peut supposer d'abord que l'on puisse déterminer F,, F

3
, ..., 

F, ,, de façon à satisfaire aux 7 — 2 premières équations ( 1 ) ; mais qu'il 
soit impossible ensuite de déterminer F

y
 de façon à satisfaire à la 

Jour», de Math. (/je série), Tome I. — Faso. Il, 188"). a 3 
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(f — i"n,t' équation (i). Dans ce cas, η est nécessairement pair, et nous 
déterminerons Fy, comme il vient d'être dit, de telle façon que 

Hq -y dFq/dx + x dfq/dy = C0 x2+y2 

Nous poserons ensuite 

l· L+ I' ;i H- ... H- l'
(/

 , -f- l'
(/

· 

Je dis que, si k est une constante positive suffisamment petite, léqua-
tion 

F = /' 

représentera une courbe fermée qui sera un cycle sans contact. 
En effet, si p est suffisamment petit ( plus pet it que p

0
, par exemple , 

la fonction F va en décroissant quand ρ décroit de p
0
 à zéro, ω restant 

constant; car, si p e*t très petit, c'est ~ — ap qui donne son signe 

à dF/dp 

Soit k
0
 la plus petite valeur que puisse prendre F le long du cercle 

? = p
0

, et soit k < /·„. 
Il est clair que F = k sera une courbe fermée, ou plutôt que, parmi 

les branches dont se compose cette courbe algébrique, il y en a une 
qui est fermée, qui enveloppe l'origine et qui est intérieure au cercle 
ρ-- :

0
. C'est cette brandie que nous envisagerons à l'exclusion de 

toutes les autres. 
Maintenant, pour qu'il y eut contact entre ce cycle et une de no> 

trajectoires, il faudrait que l'on eut 

q= X dF/dx + YdF/dy =0 

Or le polynôme Ψ, par hypothèse, n'a pas de terme de degré inférieur 
à <y, et ses termes de degré q se réduisent à 

- C0(x2+y2)p 
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Si ç> est inférieur à une certaine limite (et nous pourrons toujours sup-
poser que ρ

α
 v.bt inférieur à cette limite), ce sont ces termes de degré η 

qui donnent leur signe à Ψ, et, comme ils sont toujours de même signe, 
Ψ ne peut pas s'annuler. 

Il ne peut donc y avoir de contact entre nos deux courbes 
Ainsi l'intérieur de la courbe F = k0 est sillonné par une infinité de 

cwles sans contact s'envcloppant mutuellement et enveloppant l'ori-
gine. 

Supposons C0 négatif pour fixer les idées, on aura, il l'intérieur du 
cercle ρ — p

U9 

LÏÏ
 = (?!7"L" </Î7>0' 

Donc, lorsque t tendra vers + χ , le point mobile ira en s'éloignant 
de l'origine jusqu'à ce qu'il soit sorti de la courbe F = k0, et, une fois 
sorti de cette courbe, il n'y pourra plus rentrer. Lorsque t tendra vers 
— χ , le point mobile se rapprochera indéfiniment et asymptotique-
nient de l'origine en décrivant une infinité de spires autour de ce point. 
La trajectoire est donc une spirale. 

Lu d'autres termes, il y aura instabilité, et Γorigine sera un foyer. 
Si C

IP
 était positif, il suffirait de changer le signe de /, et l'on retom-

berait sur les mêmes résultats. 
Soient, par exemple, 

dv p.r3 dy i%x*y — 'ργ'Λ/ dt 2 dt 2 

Nous forons F·, — x* -h y2, F3 = o, et la troisième équation (i) s'écrira 

Λ'7/7 + βΥ = ».· 

Nous avons vu qu'il est impossible, en général, de satisfaire à cette 
équation. Nous prendrons 

F,= i±iÎ(y_#2)
ir

y, 
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et il viendra, comme nous l'avons vu, 

H4 -y dF4/dx +x dF4/dy = 3B-x/2 x2+y2 

D'après ce que nous venons de voir, si 5 fi — a n'est pas nul, les 
courbes 

F24-IV '· 

seront des cycles sans contact, pourvu que k soit suffisamment petit. 
Il \ aura instabilité, et l'origine sera un foyer. 

Supposons maintenant que 3fi - a, La troisième équation 1 sera 
alors satisfaite. Nous prendrons |·'. = 0, et la cinquième équation 1 
s'écrira 

ydF4/dx - x dF4/dv = H6 

On trouve, d'ailleurs, en faisant ^ = 1,2-· >. 

11,. J.r* y — (),r'v
:l
 H- v

5
.e, 

et l'on voit qu'il est possible de satisfaire à la cinquième équation (1 
en faisant 

l;« -- j .X11 -t- -r Ί .1·· v''. 

Nous prendrons ensuite F. — o, et la septième équation ; 1 ) s'écrira 

ydF4/dx - x fD4/dy = H4 

où 
811« Ιολ* — — /j2χ''γ* ■+■ ι a.r-y 

ou 
.J 1I

K
 — >,rH — ι()Λ0 ; - — 7^Λ„ν' -+■ aaO" 

Posons χ· ~ fi cosw, y - - ρ sin ω ; développons ensuite ll
K
 suivant les 

sinus (»1 cosinus des multiples de ω, et voyons si le terme tout connu 

3C0 08 
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est nul. ()n trouve 

-j ~ — lacos^ 4- /jcos^w — 13 cos1 ω 4- a cos2ω; 

don 
12 . :i, I . jj». η , 2 Hi :ι ο Van III i n 1 IJ 8 * 

Ainsi il est impossible de satisfaire à la septième équation (i); l'origine 
rsl donc encore un lover. 

On doit conclure de là que, si le mouvement d'un point mobile est 
défini par les équations 

ri.r '.·!>.ι·Λ ri γ ». %χ· γ — ï y* 
dt = y-2 dt = -x + 2 

la trajectoire de ce point sera toujours instable, quels que soient t. etB. 
Ainsi l'on eliereheraàrésoudresuccessivenicnt toutes leséquations(iJ, 

et, des qu'on se trouvera arrêté, on sera certain que la trajectoire 
est instable. 

2" Mais il peut arriver aussi qu'on ne soit jamais arrêté, ce qui exige 
une infinité de conditions. Ces conditions sont évidemment nécessaires, 
pour que la trajectoire soit stable, ou pour que l'origine soit un centre. 
Sont-elles suffisantes? C'est ce que nous allons examiner. 

Formons successivement, à l'aide des équations (C, les polynômes 
IÇ, F, Fy, et considérons la série infinie 

l· — F * 4- l·
 ;t
 4-... 4~ F,ι 4-.... 

Si elle est convergente, il n'y a pas de difficulté, car elle satisfera a 
I e< in at ion 

a x + Y = "■ 

Les courbes F = k seront donc les trajectoires du point mobile, et ce 
seront des courbes fermées si k est suffisamment pet it. 

Il reste à examiner si la série F converge. 
Posons 

X — It cos ο) — 'jQ sin ω, Y = R sin « 4- β 12 cos «. 
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L'équation précédente deviendra 

dF/dp R + dF/dw S=0 

Nous pourrons développer la fonction — suivant les puissances crois-

santes de ρ, le développement commençant par un ternie en p~\ nous 
écrirons 

~ U ~ ^1_κ ··· 

0 >, .. étant des fonctions de ω. L'équation précédente deviendra 

3C = ;ç(r».+ P'î.*·· 
cl, si Γ011 pose 

Fq =pq zq, z'q = dzz / dw 

les étant des fonctions de ω. 
Alors 011 déterminera successivement les z,

f
 à l'aide des équations 

suivantes qui remplaceront les équations ( 1) : 

( 1 bis) 

z2 =1 

v.j — 2 Z» 0■>* 

z1 =^3^a ~t~ 2G^ί3, 

S. — [\Z \ -+- 3Ζ-f- 2 C^ t * 

ζ·
(/
 — [q — 1 )z^

t
 0.,-h (q — 2)zv_20

3
 -I- 3s

;i
 ·5ν_2

 -h 2 5ai7_,, 

S'il est possible de satisfaire aux équations (1) avec des polynômes en-
tiers en .r et en y, il sera possible de satisfaire aux équations ( 1 bis) avec 
des fonctions purement trigonométriques de ω (c'est-à-dire avec des 
polynômes en cosw et sin ω). 

Si, au contraire, il n'est pas possible de satisfaire aux équations (1) 
(c'est-à-dire si les quantités C

0 ne sont pas toutes nulles), on pourra 
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néanmoins résoudre lus equations (ι bis) at calculer successivement les 
fonctions z'

t/
; mais ces fonctions, au lieu de ne contenir que des termes 

trigonométriques, contiendront des termes où o> entrera, endeliorsdes 
signes sinus et cosinus, soit à la première puissance, soit à une puis-
sance supérieure. 

Il est impossible de n'être pas frappé de l'analogie des termes ainsi 
introduits avec les termes que les astronomes appellent séculaires. Il y 
a, cependant, une différence essentielle qu'il importe de remarquer. 
Quand, dans les méthodes habituelles de la Mécanique céleste, on ren-
contre un terme séculaire, il n'est pas permis, pour cela, de conclure 
à l'instabilité de l'orbite; car il peut se faire, ou bien que la série soit 
divergente, ou bien que le ternie ainsi obtenu ne soit que le premier 
terme d'un développement dont la somme reste toujours finie. C.Vst 
ainsi que α ω peut être le premier terme du développement 

α® ω® χ'ι»/' 
sinaw — χω/ 120 

11 n'en est pas de même dans le cas qui nous occupe et avec la méthode 
que je viens d'exposer. Si, dans la suite des calculs, on rencontre un 
terme séculaire, 011 pourra conclure immédiatement à l'instabilité; il 
n'est pas même nécessaire, pour cela, que la série 

F - - ρ'1 s2
 H- ρ3 z

3+..; 

soit convergente. 
Nous pouvons poser la question de la convergence même dans le cas 

où les fonctions ^contiennent des termes séculaires; car, bien que 
cette question présente alors beaucoup moins d'intérêt, il est avanta-
geux, pour arriver plus facilement à la solution, de se débarrasser des 
restrictions inutiles. 

Commençons par dire quelques mots des trois cas simples suivants : 

-ϊ=Ρ·&·-R/q = p2+p3 dcl/dw, R/q = p2+p4 dcl/dw 

On trouve alors, pour les intégrales générales des équations du mouve-
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nient, (fii appelant k uni' constante d'intégration, 

' - ? - k, 7 -f- I, ο = 7 -h arc tangp — ο = /·. 

CJicrchons à former F. 
Dans le premier cas, on trouve aisément 

F = p2 
< I — y- .) -

Dans le troisième cas, si nous posons 

1-p p/ arc tangp = E 

le premier membre de cette égalité sera une fonction liolomorplie <le 
; (pour : — o) (pli s'annule avec s, mais dont la dérivée ne s'annule 
pas avec Ou en déduira, d'après un théorème connu. 

p = y E 

y étant une fonction liolomorplie de ζ. On aura alors 

f — ψ( )Γ· 

(icite fonction, comme dans le premier cas, est liolomorplie en t cl '
r

, 
pourvu (pie ces variables soient suffisamment petites. 

Dans le deuxième cas, on ne peut appliquer (te procédé, paire que 
la fonction 

1/1/p l 

ii est pas liolomorplie. Posons alors 

F ll<(-+ ΙΙ,ο -t- H 1— H 

en développant F non plus suivant les puissances de p
f
 mais suivant 
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celles de 9. On déterminera ensuite les fonctions H successivement a 
l'aide des équations suivantes : 

' 1 1er : 

H0 = P2 

Η„=(ί3+(.')'^. 

Η„=(ί3+(.')'^. 

Η„=(ί3+(.')'^. 

Les fonctions H ainsi définies sont des polynômes entiers en p, et il est 
aisé de voir que tous les coefficients sont positifs, que le degré de H„ 
est 2 η 1), et que ce polynôme H„ ne contient pas de terme de degré 
plus petit que η -h 2. 

Soient S„ la somme des coefficients de ΙΙ
Λ
 et S), celle des coefficients 

de sa dérivée e^~ ; ïi„ étant de degré a(/n-1) ; on aura 

s;,< 2S„(n-l· 1). 

D'ailleurs, les formules (1 ter) nous donnent 

S,,41 = as;,; 
«l'on 

V.<'»S„(/H-i) 
et 

S/,M<4/",(" + O'· 

Supposons ρ positif et plus petit que 1, et envisageons le terme gé-
néral de la série qui définit F ; on aura 

Hn cl''/n 4pcl 

Si donc p'f est positif et plus petit que la série est convergente et, 
comme tous ses termes sont positifs, absolument convergente. 

Jourti. de Math. (V série), tome I. — Faso. Il, i885. 24 
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La conclusion, c'est que F est une fonction holomorphc de ρ et de 
9, pourvti que 

If'K1* \P9\<\-

Il était aisé de prévoir ce résultat. Posons, en effet, 

(>) 1 p 1 c p ? + » S ζ-M 

Je disque ζ est une fonction holomorplie de ρ et de 9 dans le voisi-
nage du point ρ = γ = ο. Pour cela, il faut démontrer deux choses : 

i° Que ζ tend vers zéro, toutes les fois que ρ et 9 tendent simultané-
ment vers zéro. 

En effet, si ρ et 9 tendent vers zéro, les deux membres de l'équa-
tion (.)) croîtront indéfiniment. Or, pour que 

1/E+ LEE/ 

croisse indéfiniment, il faut que ζ tende vers zéro ou vers — 1. Mais, 
si la valeur initiale de ζ est suffisamment voisine de zéro, il faudra 
que ζ tende vers zéro et non pas vers — 1. Il suffira de le vérifier, ce 
qui est facile, lorsque, 9 et l'argument de ρ restant constants, le mo-
dule de ρ tend vers zéro. Cela sera suffisant, parce que nous allons voir 
un peu plus loin que ζ est une fonction uniforme de ρ et de 9. 

2° Il faut démontrer ensuite que ζ revient a la même valeur quand 
ρ décrit dans son plan, et ω dans le sien, un contour suffisamment petit 
enveloppant le point zéro. Or, dans ces conditions, le premier (il, par 
conséquent, le second membre de l'équation (.>) augmenteront d'un 
multiple de iin> ce qui fera décrire au point ζ un contour fermé enve-
loppant le point zéro. 

Donc ζ, et, par conséquent, 
F =E2 

sont une fonction holomorphe de ρ et de 9 si ces variables sont assez 
petites. 

Supposons maintenant 

- -j=p(?) ?s+β?+"?'·+·· · 
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P(p) étant une série ordonnée suivant les puissances de p et conver-
gente, pourvu que ρ soit suffisamment petit. 

f/intégrale générale des équations différentielles sera 

ω + //τ,r=fo,,s'' 

On trouvera, d'ailleurs, 

dp/P(p) = -1/p BLp Q 

Q(p) étant une tonction de ρ holomorplie pour ρ = ο. 
Posons maintenant 

) bis - 4- j&Lp 4- Qf 3) — ω — -
r
 ~ β\,ζ -r <);/). 

Nous considérerons, parmi les fonctions ζ qui satisfont à cette équa-
tion, celle qui se réduit à ρ pour ω = ο. Je dis que ce sera une fonction 
holomorplie de ρ et de ω, si ces variables sont suffisamment petites. 

Pour cela, il faut faire voir que, si ρ et w sont assez petits, ζ est une 
fonction uniforme de ρ et de ω qui tend vers zéro quand ces variables 
tendent simultanément vers zéro. Le raisonnement serait absolument 
le même que dans le cas précédent. Il en résulte que 

F = ξ9 

est une Jonction holomorplie de ρ et de ω. 
Il est, d'ailleurs, aisé de trouver les coefficients du développement 

de F suivant les puissances de ρ et de ω. Ecrivons, en effet, 

F = ]Ιυ4- IJ, ω H h... - — , 

Ι·(?) = 2α„-Λ 

Il = 2/l 5'' 

Nous supposerons, ce qui est utile pour notre objet, que tous les ap 
sont positifs, et nous pourrons trouver deux nombres μ et a, tels que 

αρ<μ a''. 



188 H. POINCARÉ. 

Les H nous seront donnés par les équations 

H0 = p2 

1l„M = P(p)^-"· 

1l„
M
 = P(p)^-"· 

Nous adopterons la notation suivante : l'inégalité 

/(/>)·" ?(/>)· 

avec un double signe d'inégalité, signifiera (lorsque les coefficient.s des 
fonctions/ et φ développées suivant les puissances de ρ sont positifs, 
ce que nous supposerons) que chaque coefficient de/est plus petit 
que le coefficient correspondant de φ. Nous pourrons écrire alors 

P(/o )—-— 

Je dis qu'on pourra toujours trouver un nombre M„, tel que 

Hnp < Mnn ! /(1-ap) 2n+1 

Supposons, en effet, que cela soit vrai pour H„, je dis que cela sera 
vrai pour Il viendra, dans cette hypothèse, 

dHnαη\(Ί η -+-1) . 2aM„(/Î + I)!
i 

dp " (ι — ftp)*"-1-* (ι — αρ)2"~*2 ' 
d'où 

« _Ti"11" .!ι«μΜΛ(« + ι)!ι dp "" o — ' 

d'où 
M

;îm
 = 2αμΜ

/(
, M„= M

0
(aap)". 

Il vient alors 

ρ __ V ω" V M0(aa|uo)" __ Mtf ~^ ni ^(i—ffp)2"fl ~~ ι — η ρ iniioj 
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On conclut de cette inégalité que la série F converge, pourvu que, par 
exemple, 

IH<,v M<si™ 

Mais il est aisé de voir que le développement de H
0
 commence par un 

terme en pa, celui de 11, par un terme en p·, ..celui de ll
M
 par un 

terme en p"fa. Donc la fonction F est une fonction holomorphe, non 
seulement de ρ et de ω, mais de ρ et de pu. La série F convergera donc, 
pourvu que 

tel<^> IH<î6^7/ 

Donc cette série sera convergente pour toutes les valeurs de ω com-
prises entre zéro et 2-, pourvu que 

^ I ̂  ·» a ' I ^ 3s a1 jxr 

Voici comment ce qui précède se rattache aux principes exposés 
par MM. Briot et Bouquet dans le XXXVIe Cahier du Journal de 
l'Ecole Polytechnique. 

Considérons ω comme une constante; nous aurons, entre ζ et p, 
l'équation différentielle 

dX. __ d? 
F(5) ~~ F(?) 

011 

ρ __ V ω" V M0(aa|uo)" __ Mtf ~^ ni ^(i—ffp)2"fl 

ψ représentant un ensemble de termes de degré au moins égal à 2 en 
ζ et en p. Posons 

ζ = ?(l + v). 
11 viendra 

p^r = υ -+- v2-h β(ί + υ)2ρυ -+- (ι -h υ)-'ψ, 

la fonction ψ contenant p2 en facteur. 
C'est là un type d'équations qui, d'après un théorème de MM. lîriot 
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et bouquet, admet une infinité d'intégrales holomorphes, s'annulant 
avec p. 

Donc ζ est fonction holomorplie de p. c. Q. r. r>. 
Passons maintenant au cas général. 
Il importe d'abord de rappeler et de préciser le sens de lanotation 

déjà employée plus haut. Quand j'écrirai dans ce qui va suivre : 

V(p,w) w cl(p,w) 

je regarderai les deux fonctions J et ? comme développées suivant les 
puissances croissantes de p. Les coefficients des deux développements 
seront des fonctions de o> que je regarderai momentanément comme 
une constante et que je supposerai réelle et comprise entre zéro et 2-. 

J .'inégalité signifiera alors que, pour toutes les valeurs réelles de ω 
comprises entre zéro et 27:, tous les coefficients du développement de z> 
sont positifs et plus grands en valeur absolue que les coefficients cor-
respondants du développement de/. 

Soient 
Rc = ι + £><? + ΐ>8?*-τ-...+ ί^?ν 

ii = ι + £>
<?

 + ΐ>
8?

*-τ-...+ ί^?ν 

Les coefficients 11, et Î2, des deux pohnùmes 11 et Î2 seront des (blu -
tions trigonométriques de ω. Supposons (pie toutes ces fonctions trigo-
noinétriques restent constamment inférieures en valeur absolue à une 
certaine quantité positive L II viendra 

(6) 
- U I — ( ρ 4- pâ —. . . -H- ) I. I ρ ( L -t- I ) 

U I — ( ρ 4- pâ —. . . -H- ) I. I ρ ( L -t- I ) 

La fonction - qui ne dépend que de ρ est développai de 

suivant les puissances de p, pourvu que ρ soit suffisamment petit. 
Il en résulte qu'il existe une série F, ordonnée suivant les puissances 

croissantes de ρ et de ω, convergente pour toutes les valeurs réelles 
de ω comprises entre zéro et 2/1, pourvu que ρ soit suffisamment petit, 
et satisfaisant à l'égalité 

*!L· - dh ?*L 
ί/ω dp 1 — ρ t L -f · 1 ) 
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De plus F, se réduit à pJ pour ω = ο. Posons, comme plus haut, 

F, = U2? -h Map* -h. . UHf-f-.. .. 

F, = U2? -h Map* -h. . UHf-f-.. .. 

Les fonctions zqseront définies par les équations ( ι bit) et les fonc-
tions uq par les équations analogues 

(7) 

« 2 = 1 f 

u'q =Ovi'i+lf- 2K Λ+··· + .· 

où 
VfM = (I' + i)*L. 

Cela posé, je dis qu'on aura constamment, ω étant réel et plus petit 
que 2π, 

(8) \SA< ur 

Pour cela, je vais supposer que l'inégalité (8) a lieu pour ζ
Λ 

s,M, et démontrer qu'elle a encore lieu pour sq. 
En effet, s'il en est ainsi, 011 a, en comparant les relations (1 bis), 

(G) et (7), 

ίο) Kl <«,· 

La fonction z
q
 n'est pas entièrement déterminée par les équations 

1 bis); ces équations ne nous donnent en effet que la dérivée de z
f/
 en 

fonction de z
2

, s
3

, ..., z
q
_
t
, 11 en résulte que zq n'est connue qu'à une 

constante d'intégration près. Nous disposerons de cette constante de 
telle façon que zq s'annule avec ω. 

Dans ces conditions, l'inégalité (9) entraine l'inégalité 

(8) Kl< uq* C. Q. F. I). 

Donc on a 
F < F,, 
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et, comme pour les petites valeurs de p, F, est convergent quand ω 
varie de zéro à 2π, il en sera de même de F. 

Mais, d'après la façon dont nous avons déterminé les zq, ce sont des 
fonctions trigonométriques de ω (dans le cas où tous lesC

0
 sont nuls). 

Si donc F converge pour les valeurs de ω comprises entre zéro et 27;, 
cette série devra converger pour toutes les valeurs réelles de ω. 

Il est à remarquer que, si, partant de la série F telle que nous venons 
de la définir, on repasse des coordonnées polaires p et ω aux coor-
données rectilignes χ et j, F ne sera plus une série ordonnée suivant 
les puissances croissantes de .r et de v. Cela tient à la façon dont nous 
avons disposé des constantes d'intégration, de façon que zq s'annule 
avec ω. 

Il pourra se faire alors, par exemple, que l'on ait 

I1 — p" -J- p'1 ( I ■— COS '*> J . . .. 
ce qui donne 

F = ,1·2 -fr. y- H- ( .r- -f- v* )- — χ{ χ- 1- y- ) 4-

En effet, si l'on tient à ce que F soit une fonction lioloinorphe de χ 
et de y, 011 peut disposer de la constante d'intégration (que nous avons 
appelée plus haut A0) lorsque q est pair, mais 011 n'en peut plus dis-
poser quand q est impair. Il 11e sera donc pas possible en général de 
s'arranger pour que zq s'annule avec ω 

Cela n'a d'ailleurs que peu d'importance au point de vue qui 
nous occupe, mais il est aisé de tourner la difficulté. On a 

(/V _ 1\dl 
/·/(»> Lï dp 

Soit F3
 ce que devient F quand 011 Y change p en — p, et ω en ω -h T.. 

On aura encore, connue il est aisé de le vérifier, 

rtTFs H riTF, 
tho l! (('■> 

car — 5 change de signe quand 011 y change p et — jo, et ω en ω Η- π. 
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On aura donc encore 

d(F + F,) __ R f/(F + F,) 
d(a 12 d? 

et la série F -f- F
2
 sera convergente pour toutes les valeurs réelles de 

ω, pourvu que ρ soit suffisamment petit. Si d'ailleurs on repasse aux. 
coordonnées rectilignes x et y, F -+- F;, sera une fonction holomorphe 
de a? et de y. On voit donc qu'il existe toujours, si tous les C

0
 sont 

nuls, une série F convergente, ordonnée suivant les puissances de χ 
et de ν et satisfaisant à l'équation 

X - - -h Y -J~ = o. 

Kn résumé, pour que Γ origine soit un centre, c'est-à-dire pour que la 
trajectoire du point mobile soit stable, il faut et il suffît que toutes les 
quantités que nous avons appelées C

0
 soient nulles à la fois. 

Toutefois, il sera souvent difficile de reconnaître si ces conditions, 
en nombre infini, sont remplies à la fois. Il y a donc intérêt à signaler 
des cas où l'on est certain d'avance que tous les C

0
 sont nuls. 

Je 11e signalerai que le plus simple d'entre eux. 
Supposons que, quand on change y en — y, sans changer χ, X se 

change en — X et que Y ne change pas. Je dis que les trajectoires du 
point mobile seront des courbes fermées symétriques par rapport à 
Taxe des x. 

Ln effet, partons, pour t = o, d'un point initial situé sur l'axe des 
r. La vitesse initiale du point mobile sera, d'après les hypothèses faites, 
perpendiculaire à cet axe. Si l'on change *en — yen — y, χ en —χ, 
les équations du mouvement et ses conditions initiales 11e changent 
pas. Donc le point mobile occupera aux temps / en — / deux points du 
plan symétrique, par rapport à l'axe des x. D'après la forme des 
équations, si le point de départ de notre mobile est suffisamment 
voisin de l'origine, il arrivera à une époque t

9
 où sa trajectoire viendra 

recouper l'axe des x. Ainsi, aux deux époques t
0
 et — i0, le point 

mobile occupera un même point de l'axe des x. Sa trajectoire sera 
donc une courbe fermée, et il résulte de ce qui précède qu'elle doit 

Journ. de Jluth. (4® tome 1. — Fasc. II, (883. 25 
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être symétrique par rapport à l'axe des Λ?. Done on est certain d'avance 
que tous lesC

0
 sont nuls. 

On rencontre un exemple du cas que nous venons de signaler dans 
un problème astronomique sur lequel M. Tisserand a bien voulu 
appeler mon attention. Delaunay a rencontré dans sa théorie de la 
Lune les équations suivantes : 

'jfj = M ( ι -f- M, c2 H- M-jc' ) sin S, 

d0/dt= Nil + N,e' + N,e' -r Ν) 4- --ί ι -t- l'.e» + 1',«·' γ.μ 

On suppose que, pour l — o. c est très petit et qw, le mrflicieul M 
étant de l'ordre du carré do cette petite quantité, les autres coeffirienl* 

sont finis [ Mémoires de l'Académie des Sciences, t. XXVIII, p. ι«>~ . 
Delaunay donne les expressions suivantes 

ccosG — ^ A, cos/(s/./ -h c , 

c sin# — iP, siur c/.l -e c i; 

mais il ne traite pas la question de la convergence et de la possdnliir 
du développement. 

Les équations sont de même forme cpie celles que nous eludiom 
l'osons, en effet, 

ecosO — .r, c sin S — y, 
il viendra 

'■£ = - I», -+- M,β" -p2c2 

— Ny(ι H- X, c- 4- IN,es H- N
:
,ea ) X, 

^ = M + M V
s(M, -I- M,e

s
) 

-4- M.ra(l\ -t-lbc2) -h"Nir(i +■ N,ea 4- Ny;'' -+- N.,e" 
ou 

c2 = x2 -+-y·; 

X et Y s'annulent, pour y = o, 

; ioj M ι -H Ρ|Λ·3 -h IL#4 ) 4-Na?(i 4- N,a·2 -h ^2a·4 h- IV, a'1 ) — ο. 
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En vertu des hypothèses faites sur les coefficients, l'équation (10) 

est satisfaite pour a? = a·,, xt étant tinc quantité très petite de l'ordre 
de M. 

Le point χ = ,τ,, y = ο est un centre; ear X change de signe et Y 
ne change pas quand on change y en —y. On est donc certain 
d'avance que toutes les quantités que nous avons appelées ('„ sont 
milles à la fois. 

Il en résulte que χ et y sont des fonctions périodiques du temps/, 
qui peuvent être représentées par des séries de la forme obtenue par 
l)elauna \. 

Si fou a reconnu d'une manière ou d'une autre que toutes les 
quantités C

0
 sont nulles, on est certain qu'il y a autour du centre line 

certaine région du plan R qui est sillonnée par des courbes fermées 
ou cycles enveloppant le centre et qui sont les trajectoires du point 
mobile dans la région considérée. Au delà de la région R, les trajec-
toires seront en général des spirales. Cette région sera limitée parmi 
certain cycle frontière qui sera la dernière trajectoire fermée. Je dis 
que ce cycle frontière doit passer par un point singulier. 

Ku effet nous pourrons toujours tracer 1111 arc sans contact venant 
couper ce cycle frontière, ainsi que les trajectoires fermées qui en 
sont très voisines et se prolongeant au delà de ce cycle frontière et 
en dehors de la région R. Nous définirons la position d'un point sur 
cet are à l'aide d'un paramètre / qui sera, par exemple, nul sur le cycle 
frontière, négatif à l'intérieur de la région R et positif à l'extérieur de 
cette région. 

Reportons-nous maintenant au Chapitre V (IIe Partie) et à ce que 
nous avons appelé la loi de conséquence 

/ | ^ \ ( /0 ) · 

Pour les valeurs négatives de Z0, on est à l'intérieur de R; les tra-
jectoires sont fermées et l'on a 

cl1(A) ) — '0· 

Au contraire, pour les valeurs positives de on est hors de R; les 
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trajectoires ne sont plus fermées, et l'on a 

?· (M <'θ· 

11 est donc impossible que la fonction p, soit holomorphe pour 
ι,, = o. Donc, en vertu du théorème XIII (p. 255), le cycle frontière 
doit aller passer par un point singulier. 

CHAPITRE XII. 

ÉQUATIONS DE DKGRT SUPERIEUR. 

Nous allons étudier maintenant les équations différentielles du 
premier ordre et de degrc supérieur, c'est-à-dire les équations de la 
forme 

(i) *
 (/

;
r

) — °» 

F étant un poly nôme entier en ce, y et ̂  · 

Voici le mode de représentation géométrique que nous adopterons. 
Nous pourrions d'abord envisager la surface 

w F(.r, y, ^ — o, 

et exprimer les équations du mouvement du point mobile sur cette 
surface, de la façon suivante 

( 2 bis ι 
dx dF dy dV </z r/F ( dV 
~dï~~~ li ~~~ z7h' dt ~ 7Π- z 7h·' 

de telle sorte que 'ij-, — sont égaux à des polynômes entiers en .r, 

y,Z' 

C'est là le mode de représentation le plus simple, toutes les fois 
que la surface F (a?, y, 2) n'a pas de nappes infinies ou de singularités 
gênantes Alais il peut être avantageux, dans certains cas, d'employer 
un mode de représentation plus général. 
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Posons 

■Ί) ξ = ?.(*. y. *), η = ?
2
(-r, J, z), Ç = *}. 

les fonctions φ,, φ2 et φ, étant rationnelles en χ, y, s. 
Sauf des cas exceptionnels que nous laisserons de coté, on déduira 

des équations (2) et (3) les équations 

"l F,(5,IQ,?) = O 

et 

5 * = 0,(2,1],?), ^ = 0,(5,η,?), 5 = 0
β
(ξ,η, ;), 

1;, étant un polynôme entier et 5,, 5
a

, 03
 des fonctions rationnelles. 

Les deux surfaces (2) et (4) se correspondront alors point par point 
par une transformation birationnellc, et l'on aura 

</; dt
k
 (Ιζ 

Ψι(5, η, ζ) ~ 'Μ;, γο ζ) ~~ τ» ζ)' 

les fonctions ψ,, ψ, et ψ
3 étant rationnelles. 

On pourra disposer de ce qu'il y a d'indéterminé dans la transfor-
mation birationnellc (3 / pour que la surface (4) n'ait pas de nappes 
infinies et aussi pour atteindre différents autres buts, par exemple 
pour faire disparaître des singularités gênantes. Voici donc comment 
nous nous poserons le problème des équations différentielles de degré 
supérieur. 

On donne une surface S ayant pour équation 

F(.r,7,5) = o 

et n'ayant pas de nappes infinies; et l'on demande d'étudier le mouve-
ment d'un point mobile sur celte surface, les équations du mouvement 
étant 

dï ' Tt" ' dï ~~Ly dï ' Tt" ' dï ~~Ly 
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où Χ, Y et Ζ sont des polynômes entiers en χ, y, ζ avec la condition 

dF/dx+ +^/ = MF-

Ktudions d'abord les trajectoires du point mobile dans le voisinage 
d'un point M de la surface. JNous distinguerons le cas où le point M 
est 1111 point ordinaire de la surface S ( tout en pouvant être un point 
singulier pour leséquations différentielles) et le cas où le point M esl 
nu point singulier de la surface S. 

Dans le premier cas, on pourra exprimer, dans le voisinage du point 
M, x, vet s par des fonctions bolomorplics de deux paramétrés // el e 
cl de telle façon que les trois déterminants fonctionnels 

()(./·. r ι <)( ν. ;· ) ^ <){. :■) 

<)( //. Γ ) #/( ft. C I '/( //. 4' I 

ne soient pas nuls à la fois. 
< )n pourra écrire alors 

'ht ■ γ 
777 ' Ttï 

l et V étant des fonctions holomorpbes en u et en c. On est abus 
ramené à l'étude des courbes planes définies par une équation diffé-
rentielle du premier ordre et du premier degré; car, dans le voisinage 
du point considéré, les fonctions [ et V ont tous les caractères des 
pulvnnmcs entiers. 

Si le point considéré est 1111 point ordinaire, il passe par et; point une 
trajectoire et une seule. 

Si c'est un point singulier de l'équation différentielle, c'est-à-dire si 
l, = Y = o, ce peut être un col, un foyer, un nœud ou un centre., pré-
sentant les mêmes propriétés que les points de même nom définis dans 
la I,e Partie. 

Dans le cas des équations (2) et (2 bis) les points singuliers sont 
donnés par les équations 

*=°' Tz=7t7+s,77 = 0· 
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Supposons maintenant cpie le point envisagé soit un point singulier 

pour la surface S elle-ménic, c'est-à-dire que Ton ait 

fE. — f!L — ίί!ί _0 
tlx tfy tlz 

(areas sir ramène au précédent. Supposons d'abord, par exemple, 
que la surface S présente une courbe double, que le point considéré 
soit un point de cette courbe double, et que les deux plans tangents 
en ci; point soient, distincts. Alors on pourra exprimer, dans le voisi-
nage du point envisage, x, y et s en fonctions liolomorplies de deux 
paramètres u et e, et cela de deux manières, l'une des manières se 
rapportant a l'une des nappes delà surface qui passent par la courbe 
double, et la seconde manière à l'autre nappe. On retombe donc sur 
le cas precedent. 

De même, supposons que le point considéré, que nous pourrons 
prendre pour origine des coordonnées, soit un point conique du second 
ordre. Soit, par exemple, 

l· — F4- l· 4-. .. -+- l·,,, 

F, étant nu polynôme homogène du degré i en χ·, y, z. Considérons la 
portion de cette surface qui est voisine de 1 origine, c'est-à-dire du 
point conique. Je dis que nous pourrons, par une transformation 
Irrationnelle, transformer cette portion de surface en une autre qui 
n'aura pas de point singulier. Il suffit pour cela de poser 

ξ — ^ ( I — - )» »J = ̂ (l-3), ζ = I - S, 

d'où 

x=\{I-Ç), 7=ί(ι-ζ), 5 = i-r. 

Cette transformation birationnelleest donc réciproque et elle a pour 
effet de transformer la surface F dans la suivante : 

sM_aF
3
 4- 5"-5(i - 2)F

3 H- 5λ *{ι - z)2l\ 4-.. .4- (ι - z)"Y
n
 = υ. 
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(.lette surface transformée est coupée par le plan ζ = ι suivant la co-
nique 

iy
v
.r, V, ι) = O, 

et elle ne présente pas de point singulier le long de cetle conique. 
D'ailleurs, la portion de la surface S, voisine du point conique, de-
vient, après la transformation, la portion de la surface transformée 
voisine de cette conique, c'est-à-dire une portion de surface dépourvue 
de point singulier. 

On est donc encore ramené ail cas précédent. D'ailleurs, nous sup-
poserons, dans ec qui va suivre, que la surface S ne présente pas de 
pareils points singuliers. 

D'après les hvpotlièses faites, la surface S qui est algébrique n'a pas 
de nappes infinies; elle se compose doue d'un certain nombre de 
nappes fermées S,, S., ..., Sy, séparées les nues des autres. \u point 
de vue qui nous occupe, il nous suffira d'étudier séparément la forme 
des trajectoires sur une de ces nappes, sur la nappe S, par exemple. 

11 est une notion qui va jouer un role fondamental dans ce qui va 
suivre, c'est le genre de la nappe S, au point de vue de la géométrie 
de situation. 

Voici la définition de ce genre. Si l'on peut tracer, sur la surface 
fermée S,, ρ cycles fermés n'avant aucun point commun, sans partager 
la surface en deux régions séparées, et si l'on n'en peut tracer da-
vantage, on dira que la surface S, est de genre/? 'ou ce qui revient au 
même qu'elle est ip 4- ι fois connexe). Ainsi la sphère est de genre o, 
parce qu'on ne peut y tracer de cycle fermé sans partager sa surface 
en deux régions. Le tore est de genre i, parce qu'un cercle méridien 
ou un cercle parallèle ne le divise pas en deux régions; et, si l'on a 
tracé sur la surface un cercle méridien, par exemple, 011 ne peut plus 
ν tracer un nouveau cycle fermé, ne rencontrant pas le premier, sans 
partager le tore en deux régions. 

Terminons ce Chapitre en étendant au ras qui nous occupe un théo-
rème important de la première Partie. 

Nous conserverons la convention faite au commencement de la 
deuxième Partie, c'est-à-dire que nous supposerons que toute trajec-
toire qui va passer par un nœud est arrêtée à ce nœud, et que toute 
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trajectoire qui va passer par un col est continuée soit à droite, soit à 
gauche, par l'une des branches de courbe qui vont passer par ce col. 

Cela posé, il est clair que les trajectoires peuvent se partager en 
quatre catégories : 

ι " Ces cycles ou courbes fermées ; 
•i" Les trajectoires qui sont arrêtées à un nœud; 
ί" Les trajectoires qui se terminent en tournant indéfiniment au-

tour d'un foyer dont elles si; rapprochent asyniptotiqiieinenl; 
4°Les trajectoires que l'on peut prolonger indéfiniment sans jamais 

revenir au point de départ, sans jamais rencontrer un nœud ou se 
rapprocher asyinptotiquement d'un foyer. 

Il est clair que la longueur de ces dernières est infinie, soit qu'on 
compte cette longueur d'arc sur la surface S, elle-même, soit qu'on la 
compte sur la projection de la courbe sur un plan quelconque. 

Considérons maintenant une trajectoire qui ne rencontre aucun 
cycle al gel iriqnc qu'en un nombre fini de points. Il est évident qu'elle 
ne pourra appartenir» la troisième catégorie, car tout arc algébrique 
passant par un foyer rencontre m une infinité de points toute trajec-
toire qui tourne indéfiniment autour de ce foyer. Je dis qu'elle ne 
pourra pas non plus appartenir à la quatrième catégorie. Pour cela, 
je vais faire voir que, en supposant qu'une trajec toire de cette caté-
gorie ne rencontre aucun cycle algébrique qu'en un nombre fini de 
points, on trouverait que la projection de cette trajectoire sur un cer-
tain plan devrait avoir line longueur finie, ce qui est contraire à ce 
que nous venons de voir. 

Kn effet, considérons la portion de la trajectoire décrite par le point 
mobile de; uis une certaine époque l —1

0
 que nous déterminerons da-

\antage pins loin, jusqu'à / = -+- c© . 
Nous partagerons la surface S, par lin certain nombre de cycles al-

gébriques en un certain nombre de régions, telles que? chacune d'elles 
ne puisse être rencontrée qu'en lin seul point par une j aralièle à l'axe 
des c. Ces cycles algébriques ne seront rencontrés par la trajectoire 
qu'eu un nombre fini de j oints. Donc nous pourrons prendre l

0
 assez 

grand pour que, à partir d.· l'époque i
0

, le point mobile in* rencontre 
plus aucun de ces cycles et reste, par conséquent, à l'intérieur d'une 
des régions que nous venons de définir. 

Journ. de Math. (4*· eerie), tome l. — Fasc. II, 1885 26 
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Il arrivera alors que, à partir de l'époque t
0f

 la projection du point 
mobile sur le plan des ay restera constamment à l'intérieur d'une cer-
taine région finie II de ce plan. 

Considérons sur la surface S, le lieu des points, tels (pie la projec-
tion sur le plan des iryde la trajectoire qui passe par ce point prés< nie 
un point d'inflexion. Ce lieu sera algébrique et, par conséquent, ne 
pourra être rencontre qu'en un nombre fini de points parla trajectoire 
que nous considérons. Nous pouvons donc prendre /„ assez grand 
pour (pie, à partir de celte époque /„, la projection de cette trajectoire 
sur le plan des xy ne présente plus de point d'inflexion et soit, | ur 
conséquent, une courbe convexe. 

Le lieu des points de la surface S, où l'on a ~ o, et celui des 

points où l'on = o, sont encore algébriques. UII peut en con-

clure, en raisonnant comme nous venons de le faire, (pie l'on peut 

prendre /„ assez grand pour que, à partir de cette époque, cl -

restent toujours de même signe, positifs par exemple. 
Soient maintenant ]\Ι

0
 la projection du point mobile au temps M, 

la projection de ce j oint au t» mps /, ri, ̂  t
0

). Par le point M
0
 je mène 

une parallèle à l'axe des x; par le point M, je mène une parallèle a 
l'axe des y rencontrant la première en P. 

Soit H' mi rectangle dont les côtés soient parallel· s aux deux axes 
et qui soit tel que la région H définie plus liant y soit située tout en-
tière. Le triangle curviligne M

0
M,P formé par l'arc de trajectoire M

n
M, 

et les deux droites M„P, M, Ρ sera convexe et situé tout entier a l'in-
tériuir de R'. Son périmètre sera donc plus petit que celui de R'. 

Done l'arc M
0

M, est toujours plus petit que le périmètre de R , et 
cela quel que soit le point ΛΙ,. Donc la longumr de la projection <lr 
notre trajectoire serait finie, ce qui est absurde et nous oblige a rejeter 
l'hypothèse que la trajectoire soit de la quatrième categoric. 

D'où la conclusion suivante : 
Toute trajectoire qui ne rencontre aucun cycle algébrique qu'en un 

nombre fini de points est un cycle fermé ou va aboutir à un nœud, ou 
l'on doit l'arrêter. 
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CHAPITRE XIII. 

DISTRIBUTION DES POINTS SINGULIERS. 

Ilcprcnons la nappe S, genre/;, et supposons que cette nappe ne 
présente ni point conique, ni courbe multiple. 

Soient (1 le nombre des cols situés sur cette nappe, Ν le nombre des 
IIOMUIS, F celui des fovers ; je dis qu'on aura la relation 

Ν -h F — (! = ·ι — 'ift. 

Traçons sur la surface S, un cycle quelconque. Ce cycle sera touché 
eu certains de ses points par diverses trajectoires, niais les unes le tou-
rlicinnt extérieurement, les autres intérieurement. Soient Ε le nom-
bre des contacts extérieurs, I celui des contacts intérieurs; le nombre 

J = E-1-2/2 

s'appellera Y indice du cycle. Si le cycle présente un point anguleux, il 
pourra arriver que la trajectoire qui passe par ce point traverse ce 
c\cle en passant de l'extérieur à l'intérieur, auquel cas ce point ne 
doit pas compter pour un contact. Il pourra arriver aussi que cet le tra-
jectoire in· passe pas de l'extérieur du cycle à l'intérieur, mais reste 
constamment à l'extérieur si le point anguleux est saillant, ou constam-
ment à l'intérieur si le point anguleux est rentrant. Alors le point an-
guleux devra compter pour un contact extérieur ou intérieur (voir la 
première Partie, p. /412). TVous supposerons que le cycle a été choisi, 
de façon à partager la nappe S, en deux régions dont une au moins 
simplement connexe. 

Si la nappe S, est de genre o, les deux régions sont toutes deux sim-
plement connexes, et il faudra une convention spéciale pour décider 
laquelle des deux doit être regardée comme l'intérieur du cycle. 

Si la nappe S, est de genre >0, l'une des régions sera simplement 
connexe, et l'autre multiplement connexe, et ce sera la première que 
l'on considérera comme l'intérieur du cycle. 
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Ola posé, joignons deux points A et IJ par trois arcs de courbe Λ Al Γ». 

Kijj. ι. 
Κ 

/■y-/ i 
» \ 

I 
! 

Β » 

ANU, A Pli ( fitf. ι . NOMS déterminerons ainsi trois c\cles 

C, - ΛΝΒΜΛ, 

i\t- ΑΡΓΛΑ, 

(l·, τ, ΑΡΒΜΛ. 

Le troisième pourra être regardé comme la somme des deux autres 

C3= <:, ■+· c:3. 
Je dis que l'on aura 

iiul.d, ind.d, f-ind (l·, 

ou, ee qui revient au même, 

1 Iî;| I.) ■ — K| -+- I| l'-J l > —2 

K|, E2
, E3 étant le nombre des contacts extérieurs, I,, d, I., celui des 

contacts intérieurs des tra jectoires avec les trois c\cles. 
(les contacts se diviseront en cinq catégories : 
i" deux qui ont lieu le longdeAMIi; 
2° deux qui ont lieu le long de API». 
des premiers n'appartiennent qu'aux cycles d, et d.,, les seconds 

n'appartiennent qu'aux cycles d2
 et C3. Un contact d'une de ces deux 

catégories entrera donc deux fois dans le premier membre de l'éga-
lité (i), une fois avec le signe ·+ , une fois avec le signe — ; les termes 
correspondants se détruiront. 

3° Ceux qui ont lieu le long de AN H. 
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Lu contact de cette catégorie est ext/rieur pour C, et intérieur pour 
L

2
,OII inversement. Il entrera donc deux fois dans le premier membre 

de l'égalité (i), une fois avec le signe 4- et une fois avec le signe ~. 
Les termes correspondants se détruiront. 

V deux cpii peuvent avoir lieu en Λ. 
Suivant la position de la trajectoire qui passe en A, 011 pourra avoir 
Ou bien un contact extérieur pour les trois cycles; 
Ou bien un contact extérieur pour le cycle (1, seulement ou pour 

le cycle C2 seulement; 
Ou bien (dans le cas seulement où le point A serait un angle ren-

trant du cycle Ca) un contact intérieur pour le cycle C
a

; 
Ou bien encore (dans le cas seulement où le point A serait un angle 

rentrant des deux cycles C, et C,) un contact intérieur pour les cycles 
(1, «t il, et un contact extérieur pour Ca 

Dans tous les cas, la somme des termes correspondants du premier 
membre de ( i ; se réduira à — ι. 

V* Les contacts qui ont lieu en 11. 
Pour la même raison, la somme des termes correspondants se ré-

duira à — i. 
Le premier membre de ( ι ) se réduit donc à — 2, de telle façon que 

cette égalité est vérifiée. 
Donc l'indice d'un cycle total est égal à la somme des indices des 

cycles partiels qui le composent. 
dherrhons maintenant à déterminer l'indice d'un cycle inliniineiit 

petit. 
Si le cycle infiniment petit n'enveloppe aucun point singulier, nous 

pourrons toujours supposer qu'il est convexe, car, s'il ne l'était pas, 
on pourrait le décomposer en plusieurs cycles plus petits encore et 
convexes. Alors la fig. 2 indique qui! le cycle a seulement deux con-
tacts extérieurs avec les trajectoires M/? et M"p". 

L'indice est donc égal à o. 
Si le cycle enveloppe un col, nous le supposerons encore convexe, 

et la fig. 3 montrera qu'il a quatre contacts extérieurs, et que son in-
dice est égal à ι. 

Si le cycle enveloppe un nœud ou un foyer, je dis que son indice 
est — ι. F.n effet, dans le voisinage d'un nœud ou d'un fover, on 
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pourra toujours mener un cycle sans contact (pic nous supposerons 
tout entier intérieur au cycle considéré, ('c cycle considéré pourra 
alors être décomposé en plusieurs autres, à savoir : le cycle sans con-
tact dont il vient d'être question et d'autres cycles convexes n'enve-

Πβ. "· 
M 

S 

\ 

/ "\ 

„ J r 
i· 

"v 

Ιίβ. i 

C ' ' 
ι A-*-' 

//^ 

' /
 t 

loppant pas le point singulier. L'indice du cycle sans contact sera <·μ;ιΙ 
a — ι; celui des autres cycles, à o. 

I/'indice du cycle total sera donc — i. 
Il résulte de tout ce qui précède que l'indice d'un cycle quelconque 

est égal au nombre des cols qu'il contient diminué du nombre des 
nu'iuls et de celui des foyers. 

Les centres qui sont des points singuliers exceptionnels rentreront, 
a ce point de vue, dans les foyers; en effet, autour d'un centre, on peut 
mener 1111 cycle fermé avec deux contacts intérieurs et deux contacts 
extérieurs; ce cycle aura alors pour indice — i. 

Nous allons maintenant partager la surface de la nappe S, en un 
certain nombre de régions simplement connexes en y traçant un certain 
nombre de cycles. 

La somme des indices de tous ces cycles sera évidemment 

C - Ι· - Ν. 

Pour évaluer, d'une autre manière, cette somme d'indices, nous as-
similerons à un polyèdre la figure formée par la nappe S, divisée en 
régions simplement connexes. 

Tout le monde connaît le théorème d'Euler, d'après lequel, si c/., fi, 

y sont le nombre des faces, des arêtes et des sommets d'un polyèdre 
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ronve.tr, on doit avoir 
</ fi » 7 -ι. 

l'.c théorème s'étend aisément au en* où le* polyèdre, ;ιιι lien d'être 
convexe, forme 1111«· surface de; genre />; ou trouve alms 

« - fi f 7 - 2 - >//. 

Mais, eu géométrie de situation, on n'a pas à s*inc|iiiô(«*r de la forme 
des faces et des arêtes; nous n'avons donc pas besoin de supposer (pie 
les faces du polyèdre sont planes, et ses arêtes rertilignes. Il en ré-
sulte «pie la ligure, formée par la nappe S, divisée en régions simple-
ment connexes, est un véritable polyèdre curviligne auquel s'applique 
le théorème d'Kulcr. J.cs faces sont alors les régions simplement con-
nexes elles-mêmes; uni· arête sera la portion du périmètre d'une de 
ces régions (pii lui sert de Irontière commune avec une région limi-
trophe; un sommet sera l'extrémité (Γιιιιη arête, c'est-à-dire un point 
commun an périmètre de trois ou de plusieurs régions. 

Supposons ψΓιιιι sommet soit eoniinun au périmètre de ν régions; 
il sera assimilable à un angle solide à ν faces d'un polyèdre reetiligne. 
()n aura, d'ailleurs, 

Σν ί fi. 

Nous pourrons, d'ailleurs, supposer ipie les angles, formés par les 

diverses arêtes <|iù aboutissent à un sommet, sont tous saillants. 
Nous cherchons à évaluer, pour l'ensemble de nos cycles, l'excès du 

nombre 1Κ des contacts extérieurs sur le nombre 11 des contacts in-
térieurs. 

D'abord nous n'aurons pas à nous préoccuper des contacts qui ont 
lieu en un point d'une arête; car, si un pareil contact est extérieur par 
rapport au cycle qui forme le pétri mètre d'une des deux régions aux-
quelles l'arête sert de frontière commune, il sera un contact intérieur 
pour le périmètre de la seconde· de ces régions, et réciproquement. 

Nous n'avons donc à considérer que les contacts qui peuvent avoir 
lieu aux sommets. Soit donc un sommet commun à e cycles. La tra-
jectoire qui passe en ce point traversent deux de ces cycles et aura un 
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t nliliirl extérieur a\e«- les» > autre* OII a donc 

IL - il ï i' ·' 1» a y >[' "y. 

I.a »111111" c I ii Tehee des indices isl, d'ail leurs, égalé .ι 

V 1 · 'ιVι. \Ί| , 

on a 
.'5-7-7 'ψ ~ 3· 

Il vient done 
C — L - Ν :>./> ?.. (.. g. ι. ι» 

Il résulte immédiatement de eette formule ijue les surfaces île 
genre ι sont les seules <|iii puissent ne présenter aueuu poini singulier. 

Cil Λ ΡΙΤΙΙΚ XIV. 

G ΙΪΓί Κ II ALISATIO M l)KS DIUX l»R KM I KM IS IMIUIIS. 

Nous allons reprendre maintenant cliacnn (les théorèmes des Cha-
pitres IV à VI pour voir s'ils s'étendent au cas qui nous occupe et 
dans quelle nu-sure ils doivent être modifiés. 

Le théorème VI, d'après lequel tout cycle algébrique a un nombre 
de contacts pair, est encore vrai, mais seulement des cycles qui divi-
sent la nappe S, en deux relions dont une au moins simplement con-
nexe. 

Lu effet, l'uuliee (l'un pareil cycle, qui dépend du nombre des points 
singuliers qui y sont contenus, est essentiellement cnlim·. Donc 
SIC — -1 et, par conséquent, 2K -l· - I, c'est-à-dire le nombre des cou-
tacts, sont toujours pairs. 

Le théorème VII d'après lequel, si l'on peut mener entre deux 
points un are que Icon que sans contact, on peut aussi mener entre ces 
deux points un arc algébrique sans contact, est encore vrai pour les 
équations de degré supérieur. Ou n'a pour s'en assurer qu'à se reporter 
a la démonstration de la page jit», I"' Partie. Nous aurons toutefois 
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ilIH* tinidifit iilion ι \ introduire; nom représenterons l'are sans contai I 
|»1Γ Ι«*Η ΙΜ|Ι|ίΐΐί(ΙΙΙΗ 

.r -y t , ν l; r, ν. ζ ο, 

1rs extrémités clr cet arc correspondant à I ο, I — π. La démonstra-
tion continuerait tlr la même façon que dans la !,c Partir. 

Il importe de remarquer que 1rs séries 

~r -- ±m\mcosmt sin H—* cos -, 

-j- = imlLcoswi/ — - sin - -+- — cos-

sont non seulement convergentes, mais uniformément convergentes, 
ce qui est nécessaire pour la suite de la démonstration; car la somme 
de la série 

Σηι\,„ cos mi, 

reprenant la même valeur pour t et pour arr — /, est une fonction con-
tinue de l quand cette variable croit de — oc à -t- αο . 

Le théorème VIII et sa démonstration subsistent aussi sans modifi-
cation. 

Si donc on peut joindre deux points A et β par un arc sans contact, 
et si V, et H, sont deux points des trajectoires qui passent par A et B, 
on pourra également joindre A, et B, par un arc sans contact. 

Le théorème IX s'énonce ainsi : 

Si AB et A, Β, sont deux arcs de trajectoires et si AA,, BB, sont des arcs 
algébriques ne coupant A Β et A, B, en aucun autre point que A, B, A, et 
Β,, les nombres des contacts de AA, et de BB, seront de même parité. 

C.e théorème subsistera encore dans le cas qui nous occupe, pourvu 
<pie le cycle ΑΒΛ,Β, partage la nappe S, en deux régions, dont une 
simplement connexe. 

TII KO η KM κ X. — Si un arc de trajectoire qui ne passe par aucun point 
singulier est sous-tendu par un arc de courbe, le nombre des contacts de 
cet arc de courbe est impair. 

Juuru. df .1 luth. ('i" série), tome I. — I-'Ast. Il, i88ô. 2η 
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Ce théorème sera encore vrai, si le cycle formé par les deux arcs 
divise la nappe S, 011 deux régions, dont une simplement connexe. 

Ainsi les théorèmes du Chap. IV, qui constituent ce que j'ai appelé 
la théorie des contacts, s'étendent avec quelques modifications au 
cas qui nous occupe. Je passe maintenant à la théorie des consé-
quents. 

Soient 
.r = o(/'

f
 r=v'/; 

un arc algébrique sans contact, et M
0

, M, deux points consécutifs 
d'intersection de cet arc avec une même trajectoire M, est le consé-
quent de M

0
, M,, l'antécédent de M,, et si /„ et sont les valeurs de / 

qui correspondent à ces deux points ΛΙ„ et M,, la relation qui lie /, et 
/„ est la loi de conséquence. 

I.es théorèmes XI et XII ne subsistent qu'avec d'importantes modi-
fications sur lesquelles nous reviendrons plus loin. 

Le théorème XIII, ail contraire, reste vrai pour les équations d'ordre 
supérieur. 

Si /, - ο, f
t>

) est la loi de conséquence, la fonction o, est holo-
morphe. Il n'y a d'exception que pour les valeurs de /

0
 qui corres-

pondent à une trajectoire allant aboutir à un point singulier avant 
d'avoir rencontré de nouveau l'arc sans contact, et pour les \aleurs 
de /„ ou de /, qui correspondent aux extrémités de cet are sans con-
tact. 

Le théorème XIV reste vrai également, mais la démonstration doit 
être modifiée, car le cycle Μ,,ΙΙΜ,Ν,,Μ,, dont il est question dans la 
démonstration donnée dans le Chap. V pourrait ne pas partager la 
nappe S, en deux régions. Mais soit l1,, un point situé sur l'arc sans 
contact entre 1\„ et M, voir//»·, ιο, p. :>*>7, 11e Partie; et à une dis-
tance finie de N«. Soit P, un point situé sur l'are sans contact à droite 
de M, et à une distance finie de ce point Joignons l'J', parmi ari-
de courbe ltd que le cycle fermé M

0
M, I', l'

0
 enferme une région sim-

plement connexe. La trajectoire N„Ν, ne pourrait sortir de cette région 
sans s'éloigner de la trajectoire M

0
!W, à une distance finie ou sans la 

traverser, ce qui est impossible. Doue le point N, doit être à droite du 
point M,. c. y. f. n. 
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Je dis qu'on peut toujours mener sur la nappe S, dos cycles sans 
eon tact, lin effet : 

i° Dans le voisinage des ineuds et des foyers, 011 peut tracer des 
cycles sans contact enveloppant des points singuliers. 

•λ" Si M„ et M, sont deux points d'intersection consécutifs d'une 
trajectoire Μ,,ΡΜ, et d'un arc sans contact M

0
QM,, le cycle 

MoOU.I'V,, 

pourra être regardé comme sans contact. Soient en effet N„ un point 
infiniment voisin de Mo et à droite de ce point comme dans la Jig. 10 
que nous venons de citer, N, Inconséquent du point NT

0
. Nous pour-

rons tracer dans la région infiniment mince comprise entre les deux 
trajectoires M,,M, et 1N0\, 1111 arc N„KM, ne coupant chaque trajec-
toire qu'une lois. Le cycle ]N

m
HM,QNt

0
, qui diffère infini 1111 lit peu de 

M
u
 PM

(
QM

0
, sera alors sans contact. 

Ainsi donc, si la nappe S, contient un nœud 011 un foyer, 011 sera 
certain de pouvoir tracer un cycle sans contact; si elle n'en contient 
pas, toute trajectoire devra couper au moins un cycle algébrique en 
une infinité de points ;à moins de se réduire à nu cvcle fermé, comme 
nous l'avons vu dans le Cliap. XII). (le cycle algébrique pourra être 
partagé en un nombre fini d'ares sans contact. Donc au moins 1111 de 
ces arcs sans contact sera coupé par la trajectoire en une infinité de 
points. Parmi ces points, nous retiendrons deux points consécutifs M„ 
et M, et ils nous donneront un cycle sans contact, ainsi qu'on vient de 
le voir. Il y a donc toujours des cycles sans contacts à moins que toutes les 
trajectoires ne se réduisent à des cycles fermés. 

Si nu cycle sans contact divise la nappe S, en deux régions dont une 
simplement connexe, cette dernière contient au moins un nœud ou 1111 
loyer. 

Jîn effet, l'indice du cycle sans contact est égal à — 1. Si donc N, 
I·' et Cl désignent le nombre des nœuds, des loyers et des cols contenus 
à l'intérieur de notre région simplement connexe, 011 aura 

Ν H- F — ( 1 I, 

ce qui démontre le théorème énoncé. 
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Supposons maintenant que le cycle sans contact divise la nappe S, 
en deux régions pouvant toutes deux être multiplenient connexes. 
Je dis qu'il y aura des points singuliers dans chacune de ces deux 
régions. 

Soit R l'une de ces régions que je supposerai //fois connexe. 11 s'agit 
de trouver l'indice du cycle sans contact C en considérant la région Κ 
comme l'intérieur de ce cycle. "Nous pourrons construire une calotte Jt, 
simplement connexe et admettant pour frontière le cycleC. L'ensemble 
des deux régions H et R, formera alors une surface fermée de genre 

q*-1/2ce qui prouve en passant que q doit être impair (cf. KILMAKN. 

(icsammelle 1 Verke. p. 12; Leipzig, Teuhner, 18-6. Posons doue 

q = 2 Λ -h 1. 

Si nous décomposons la région R en 1111 certain nombre de régions 
simplement connexes, la surface fermée R -H R, pourra être assimilée 
à 1111 polyèdre. K11 appliquant à ce polyèdre le théorème d'Ëulcr et en 
raisonnant comme dans le Chapitre précédent, on trouvera 

indice de C - lî— 'il·. 

£/désignant la somme des indices des cycles à l'aide desquels la région 
R a été partagée «m régions simplement connexes. Or, si N,LetC sont 
les nombres des nœuds, des foyers et des cols de la région R, on a 

li—C—S — F. 

De plus, le c\cle C étant sans contact, il vient 

indice de C = — 1 ; 
don 

Ο - Ν - F = 2//- 1 

Oil 

\ -+- F -f- C 1, mod. 1 , 

ce qui prouve que N, F et C 11e peuvent pas être nuls à la fois. 
Au point de vue qui nous occupe en ce moment, toute trajectoire 

fermée et ne passant par aucun point singulier pourra être assimilée 
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à un cycle sans contact, je veux dire que son indice sera égal à — i. 
Une trajectoire fermée 11'a pas d'indice à proprement parler, mais les 
cycles qui en diffèrent iuiiniment peu en auront lin, et je dis que cet 
indice sera — ι. 

En effet, il peut se présenter deux cas : 
Soit M

0 ΡΛ1β
 une trajectoire fermée, soit AM

0
B un arc sanscontact. 

soit l le paramètre qui délinit la position d'un point sur cet arc; soit 
Ο la valeur de t qui correspond à ΛΙ0. Soit 

h — ?. ('«) 

la loi de conséquence sur notre arc. On aura 

?,(<>) = o. 

Il pourra se faire d'abord que la fonction φ, ne soit pas identique-
ment nulle. Dans ee cas, soient /

0
 une valeur infiniment petite de /, N„ 

le point correspondant, N, son conséquent et /, la valeur infiniment 
petite correspondante de t. Soit N

0
QN, l'arc de trajectoire qui joint 

N
0
 à N, Le cycle N

u
O"N,N

()
 qui différera infiniment peu de M„PM

W 

pourra être assimilé, d'après ce qu'on a vu plus liant, à un cycle sans 
contact. Dans ce cas, la trajectoire fermée MoPM„ est un cycle limite et 
jouit des propriétés de ces cycles démontrées dans la IIe Partie. 

Il peut arriver aussi que la fonction soit identiquement nulle. 
Dans ee cas les trajectoires voisines de sont des cycles fermés 
s'en vol oppant mutuel lenient. 

Si alors on mène un cycle; infiniment peu dilferent de M
0
PM„ le 

nombre de ses contacts extérieurs sera le même que celui de ses con-
tacts intérieurs et son indice sera encore — I. c. Q. F. D. 

Si donc une trajectoire fermée partage la nappe S, en deux régions, 
il y aura des points singuliers dans chacune d'elles. 

Donc tout cycle algébrique qui passe par tous les points singuliers ren-
contre tous ceux des cycles sans contact et toutes celles des trajectoires 
fermées qui partagent la nappe S, en deux régions. 

C'est la généralisation du théorème XVI de la deuxième Partie. 
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l'assons maintenant à la généralisation du théorème Ν \ 111 qui est 
l'obji't ptineipal d<» co Chapitre. ('<· théorème généralisé s'énonce ainsi : 

On peut sillonner la nappe S, par une série île cycles et de pofycycles 
courbes fermées à point double , de telle façon que par chaque point, de 

celte nappe passe un de ces cycles et un seul, ι accepté pur les foyers et 
les nœuds qui seront regardés comme des cycles infiniment petits. Parmi 
ces cycles, les uns seront des cycles sans contact, les autres di s trajectoires 
fermées. 

Si le genre/xh? la nappe S, est égal à », la généralisation est imme-
diate. En effet, pour démontrer sur la sphère les tlnorêines X à XVII! 
des deux premières Parties, nous nous sommes apptixés seulement sur 
une propriété de la sphère, relie d'être simplement connexe ou «le 
genre o. 

Il est encore 1111 autre cas où celte généralisation peut se tain· im-
médiatement. Supposons qu'on ait découpé sur la nappe S, une region 
It doublement connexe et limitée par deux cycles sans contact ( '. «Ί (/. 
Supposons de plus «pie cette région It ne renferme aucun point singu-
lier. Je dis «pie le théorème Will s'appliquera à celte region. c'est-
à-dire qu'on pourra sillonner « ( Ile région par mie inlinit·'· de r\cles Κ 
< | ni seront tous des ryclrs sans eon tari ou des trajciïoins lèrnn''es. 

Il e>t clair d'ailleurs «pie ces ex « les Κ devront être disposés «le 
façon à partager la région 1« en deux autres, la premiere, limitée par 
les rxcles Iv et (!, la seconde par les ex clés Κ et (7. Eu d'antres termes, 
il n'est pas possible que le exele Κ forme a lui seul la ΙΓΟΙΙΙΙΥΠΜΓΙΙΙΗ' 

région 1Γ contenue toil! «'litière dans 1». En «'Met, l'indice de ce cxch· «-st 
égal à — î, tandis que 11, et par conséquent JE, m; renfermerait pas 
de point singulier. 

Dixisous maintenant, à l'aide d'un point M quelconque, toute tra-
jectoire en deux demi-trajectoire^ analogues aux demi-caractéristiques 
des deux premières parties. L'une de ces demi-trajectoires comprendra 
les points ou le point m obi h; passera après c'tre passé ail point M et 
l'autre les points où le point mobile était passé avant d'arriver au 
point M. 

Ees demi-trajectoires se diviseront alors en trois catégories : 
ι" Les trajectoires fermées qui resteront 1out entières à l'intérieur 

de II: 
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2" Les demi-trajectoires qui s'étendront indéfiniment sans jamais si· 
fermer, et sans jamais sortir de II ; 

\° Les demi-trajectoires qui sortent <Ι<· 11 par Γιιιι des cycles Let (7. 
Nous commencerons par entourer les trajectoires fermées dans des 

anneaux limites ainsi que lions l'avons fait dans la 11e Partie fp. 270 . 

Λ cet effet, joignons un point de Là un point de C par un arc algé-
brique quelconque. Cet arc algébrique pourra être décomposé en un 
nombre fini d'arcs sans contact. Par chacune des extrémités de ces 
divers arcs je fais passer un petit arc sans contact. J'ai ainsi tracé à l'in-
térieur de It un certain nombre d'arcs sans contact et je suis certain 
que toute demi-trajectoire de la première catégorie rencontrera au 
moins un d'entre eux. 

Lonsideroiis 1111 quelconque de ces arcs sans contact et cherchons 
quels sont ceux des points de cet arc qui ont un conséquent. Nous 
convenons pour cela que, si la trajectoire qui passe par un point >I„ 
de l'arc sans contact sort delà région R ou si elle ne vient plus couper 
de nouveau Parc sans contact, le point M„ sera regardé comme sans 
conséquent. Si, ail contraire, la trajectoire qui passe par M„ vient 
couper de nouveau l'arc sans contact en nn point M,, sans être sortie 
de |{, le point ΛΙ, sera le conséquent de M0. 

Parmi les arcs sans contact, en nombre fini, que j'ai tracés dans la 
légion 11, les uns ne seront rencontrés par aucune trajectoire fermée 
de la première catégorie et devront être rejetés, les autres seront ren-
contrés par au moins une trajectoire fermée; je les appellerai arcs 
auxiliaires. 

Lonsidcrons un arc auxiliaire quelconque; sur cet are on pourra 
toujours trouver des points admettant UII conséquent; car le point ou 
il est coupé par line trajectoire fermée est son propre conséquent. l)e 
plus aucune tra jectoire issue d'un ρ hit de l'arc auxiliaire n'ira passer 
par un col, puisque la région II n'en renferme pas. La courbe de con-
séquence affectera doue l'une des formes indiquées sur la fig. 1 1 
'11e Partie, p. 2>S,. 

Nous avons vu que, si l'on joint un point M0 d'un arc sans contact a 
son conséquent M, par un arc de trajectoire M0PM,, le cvcle 

M, I'M, M· 
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peut être regardé comme un cycle sans contact. Il y aur.iit exception, 
bien entendu, si les deux points M„ et M, se confondaient, auquel ras 
le cycle sans contact se réduirait à une trajectoire fermée. Nous traçons 
les cycles sans contact ainsi obtenus pour tous les points de l'arc auxi-
liaire qui admettent un conséquent. L'ensemble de ces cycles formera 
alors un anneau limite comme ceux que nous avons envisages dans la 
IIe Partie. 

Cet anneau limite sera sillonné par une série de cycles sans contact 
dont quelques-uns se réduiront à des trajectoires fermées. De plus cet 
anneau limite partagera la région R en deux autres régions analogues 
IV et R", ne renfermant plus qu'un nombre moindre d'arcs auxiliaires. 

Kn continuant de la sorte sur les deux régions IV et R", 011 arrivera 
à partager la région R en un certain nombre d'anneaux limites et en un 
certain nombre de régions interannulaires à l'intérieur desquelles ou 
ne pourra plus tracer aucune trajectoire fermée r/. IV Partie, p. 272^. 

(Considérons une de ces régions interannulaires; elle sera tout à fait 
analogue à la légion R; seulement 01111'v pourra pas tracer de demi-
trajectoires de la première cat gorie. Je dis qu'on n'en pourra pas non 
plus tracer de la deuxième. 

En effet, toute demi-trajectoire de la deuxième catégorie admet un 
cycle limite qui 11c pourrait être qu'une demi-trajectoire delà première; 
car, dans l'intérieur do la région R, les théorèmes du Chapitre V s'ap-
pliquent sans restriction; donc une demi-trajectoire ne peut restcrcon-
stamment à l'intérieur de la région iiilerannulairc qui n'est traversée 
par aucune trajectoire de la première c atégorie. 

Ainsi une région interammlaire ne peut renfermer que des demi-
trajectoires de la troisième catégorie; d'où il suit que toute trajectoire 
qui traverse cette région va aboutir de part et d'autre à deux extré-
mités situées sur les deux cycles y et y' cpii limitent la region. Il n'est 
pas possible que? les deux extrémités soient sur un même cycle y; car 
un arc sans contact ne peut sous-tendre un arc de trajectoire. 

Donc toute trajectoire tracée dans la région interannulaire va d'un 
point du cycle y à un point du cycle y'; ce qui démontre la possibilité 
de sillonner cette région de cycles sans contact. 

Le théorème XVIII est donc démontré pour la région R. 
IJ11 cas particulier digne d'intérêt est celui où la loi de conséquence 
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sur un des arcs auxiliaires s'écrit /, = /„. On reconnaîtrait alors par 
un raisonnement analogue à celui que nous avons employé à la (in du 
CJiap. XI en remarquant que la région R ne renferme aucun point 
singulier et que toutes les trajectoires qui traversent celte région sont 
fermées. 

Si 011 laisse de coté ce cas particulier, toutes les trajectoires fermées 
sont des cycles limites; et le théorème XVII, d'après lequel ces cycles 
limites sont en nombre fini, se généralise aisément. (Il ne s'agit jus-
qu'ici, bien entendu, que des cycles limites et trajectoires fermées 
situés tout entiers à l'intérieur de R.) 

Les théorèmes XVII et XVII1 sont encore vrais quand un des cycles 
L et C'qui limitent la région H, au lieu d'être un cycle sans contact, 
devient une trajectoire fermée. Il y aurait exception toutefois pour le 
théorème XVII si le cycle C se réduisait à une trajectoire fermée allant 
passer par un col. 

Il me reste, pour démontrer les théorème» XVII et XVIII dans 
toute leur généralité, à faire voir la possibilité de décomposer la 
nappe S, en 1111 certain nombre de régions telles que R. 

l'our cela, nous allons d'aliord faire quelques remarques prélimi-
naires. 

Nous avons vu que si Pou joint deux points M
0
 et M, d'un arc sans 

contact par 1111 arc de trajectoire ΜβΡΜ,, le cycle peut être 
regardé comme sans contact, c'est-à-dire que par chacun de ses points 
on peut mener 1111 cycle sans contact qui diffère inliniment peu du 
cycle M.M,I'M.. 

De même, supposonsqu'un arc de trajectoire vienne aboutir 
en M, a 1111 cycle sans contact Μ,ΡΜ,. Je dis que le cycle 

M.I'M.QM.QM, 

pourra être regardé comme sans contact. 
E11 effet, soient Μ,,ί/.ΛΓ,, , ..., MJQMI* des arcs de tra-

jectoire infiniment peu différents de Nous pourrons toujours 
tracer un arc de courbe, quittant le cycle sans contact M, I'M, en M', 
coupant chacun de ces arcs de trajectoire en un seul point, allant 
passer par le point M

e
 et venant rejoindre le cycle sans contact en Mj. 

Jour a. de Math. ' ;, tomti |. — Fas#·. Il,1885. 2« 
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I.e cycle fermé <|tiî diffère iiifiniment peu tie 

M.VM.QM.QM,. 

sera alors sans contact. 
Imaginons maintenant qu'on ait tracé sur la nappe S, un rertain 

nombre de cycles sans contact nu de trajectoires fermées;, et qu'on 
ait déterminé ainsi sur cette nappe une certaine région Ρ limitée par ces 
divers cycles sans contact. (\\ peut se faire que la région Ρ contienne 
la nappe S, tout entière; ainsi supposons que S, soit un tore, et qu'on 
ail tracé sur ce tore un cercle méridien (! qui soit un cycle sans contact, 
ϋι nappe S, forme alors tout entière une région Ρ limitée par deiw 
eveles, car on devra distinguer les deu\ lèvres de la coupure que l'on 
a faite sur le tore. 

Ola posé, je dis que par tout point >l
n
 de la region Ρ on peut 

tracer à Γ intérieur de cette région un cvrle sans contact. Considérons, 
en effet, la demi-trajectoire qui passe par M

0
. Voici les cas qui pour-

ront se présenter : 
ι" Il pourra arriver que la demi-trajectoire se ferme sans être sortie 

de la région P. C.'esl le seul cas d'exception; on ne pourra pas lain' 
passer par le point M

0
 de cycle sans contact, mais seulement line tra-

jectoire fermée. 
•Λ" Oil bien que la demi-trajectoire M

0
(

V
)M, sorte de la région Ρ 

en M, par un des cycles sans contact qui la imitent, par exemple par 
le cycle M, Il M,. Dans ce cas, le cycle \l, Il M,O\1

0
QM, peut être re-

gardé comme sans contact, ainsi qu'on vient de le voir 
3°Ou bien que la dciiii-trajertoiiv aboutisse à un ixeud ou à un 

foyer. Ce cas se ramène au précédent, car on peut entourer le mcinl 
ou le fover d'un petit cycle sans contact, que la trajectoire est obligee 
de traverser pour aboutir au mi'tid ou ail fo\cr. 

\° Ou bien que la demi-trajectoire s'étende iudéiiiiimenL, sans se 
fermer, sans aboutira un metid on â un foyer, et sans sorlirde la 
région P. On pourra alors trouver, dans la région P, un arc sans contact 
qui coupe la demi trajectoire en deux points N„ el Ν,. Il s'ensuit, 
d'après le tliéorèni VIII, qu'on pourra joindre M„ à un autre point \l, 
de la demi-trajectoire par un arc sans contact. Dans ce cas, le cycle 
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formé par l'air sans contact M
0
M, et par l'arc tic trajectoire M

0
M, 

pourra être regarde comme sans contact. 
Ainsi l'on pourra toujours mener, parle point M, et dans la région l\ 

un cvcle sans contact cpii pourra, dans certains cas, se réduire à une 
trajectoire fermée. 

Si le point Λ1
0 est un col, il aboutit à ce col, non par deux, mais par 

quatre demi-trajectoires. On peut alors mener par le point M
0
 deux 

cycles sans contact formant, par leur ensemble, une courbe fermée à 
point double. 

Oela posé, voici comment nous opérerons pour partager la nappe S, 
en régions analogues à R. Nous commencerons par envelopper tous 
les nœuds et tous les foyers par des cycles infiniment petits sans con-
tact Soit dans la région Ρ ainsi déterminée un col quelconque; par ce 
col, je pourrai faire passer deux cycles sans contact; j'aurai alors divisé 
la nappe S, en régions Ρ plus petites; j'opérerai de même sur chacun 
des cols, et j'aurai finalement partagé la nappe S, en un certain nombre 
de régions Κ limitées par des cycles sans contact cl ne contenant aucun 
point singulier. 

Je dis que chacune de ces régions est doublement connexe et limitée 
par deux cycles seulement. 

Supposons, en effet, que la région R soit q fois connexe et limitée 
par /t cycles. 

Nous aurons d'abord (voir RIEMANN, loc. cit., p. II>J. 

y>n>o, q~n (mod. 2;. 

De plus, chacun des cycles a pour indice — 1, et il n'y a pas de point 
singulier dans la région. Si nous fermons la région R en construisant, 
sur chacun des cycles ('. qui la limitent, une calotte simplement con-
nexe, puis <pie nous divisions la région elle-même en domaines simple-
ment connexes par des cycles C, nous obtiendrons une sorte de po-

lyèdre curviligne qui sera de genre —7—· théorème d'Euler nous 

donnera donc 
li -+- li'=q — η — 2, 

si l'on désigne par li la somme des indices des cycles C et par li' 



220 II. PO IΝ C Λ H Κ · 

la somme des indices des cycles (Y. Or on a 

li = — fi, 2i'— o, 
d'où 

q =2η — ι. c. Q. F. I). 

Ainsi toutes nos régions sont doublement connexes et limitées par 
deux cycles : nous pouvons donc sillonner chacune d'elles de cycles 
sans contact, ce qui démontre le théorème XVIII dans toute sa géné-
ralité. 

Quand on aura construit sur la nappe S, une série de cycles sans 
contact et de cycles limites s'cnvcloppant mutuellement, on pourra 
s'en servir pour construire les trajectoires elles-mêmes. 

Si un cycle sans contact divise S, en deux régions, il ne pourra être 
coupé en plus d'un point pur une même trajectoire. 

Cela n<* sera plus vrai, au contraire, si le cycle sans contact ne par-
tage pas S, en deux régions; mais, même dans ce cas, la considé-
ration des cycles sans contact n'en conserve pas moins une importance 
capitale. (Vest ce* que l'on comprendra mieux par les exemples que je 
vais donner dans le Chapitre suivant. 

C1IAPITKK XV. 

κτηυκ ιάιι tic (infini·: du toiik. 

Les surfaces de genre ι sont, comme on l'a vu, les seules sur les-
quelles il puisse n'exister aucun point singulier. Après le cas des sur-
faces de genre zéro, qui ne diffère pas en réalité de ceux qui ont été 
traités dans les deux premières parties, le cas le plus simple qui puisse 
se présenter est celui des surfaces de genre ι sans point singulier. 
(Vest donc celui que nous allons étudier en détail. 

Pour fixer davantage encore les idées, je supposerai que la sur-
face S, se réduit au tore 

z2 4- ( Κ — \!.v2 -4- y· )î — r2. 

Mais tout ce que nous dirons du tore s'appliquera à une surlace 
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quelconque du genre i, qui n'en diffère pas au point de vue de la géo-
métrie de situation. 

Nous poserons 
χ = (R H-rcos<o)cos?, 

y = ( H ■+· rcosto) sin?, 

5 = r sill ω. 

Nous mettrons les équations différentielles sous la forme 

dw/dt = 0 dcl/dt = 0 

12 et Φ devront être des polynômes entiers en cos ω, sin y, οοπφ et 
sincl 

On trouve, d'ailleurs, 

x x2 + y2 + z2 + R2 - r2 / cos? = a'H(.r'+,r') siny = cosç-> 

z rose. 4- γ sin ο — U 
suiy = -> coso> = !—: ! j 

/· /· 

ce qui montre que si 12 et Φ sont des polynômes entiers en cosw, siiiu>, 

eos^ et siu9, ^ et ^ seront des fonctions rationnelles en x
%

 y 

et z. 
Pour bien saisir la suite de la discussion, il faut se reporter aux 

Chapitres VIII et IX (IIe Farde). Nous allons, en effet, appliquer les 
mêmes méthodes et partager le tore en régions acycliqucs (sillonnées 
par des cycles sans contact, parmi lesquels il n'y a aucun cycle limite), 
en régions cycliques (sillonnées par des cycles sans contact, parmi les-
quels il y a certainement des cycles limites), eu régions monocycliques 
(où il ν a un cycle limite et un seul), et en régions douteuses (où l'on 
ne saurait affirmer qu'il y ait ni qu'il n'y ait pas de cycle limite). La 
discussion sera terminée lorsqu'il 11e restera plus que des régions acv-
eliques et monocycliques. 

Le problème revient donc à savoir si une région est cyclique, et si 
elle est monocyclique. Voici les règles que nous appliquerons pour le 



τη II. POINCARt:. 

reconnaître, et qui ne seront autre chose que celles que lions avons 
exposées dans le Chapitre Mil. 

ιυ Soit une région II doublement connexe limitée par deux ru les 
sans contact C et C, et soit ΑΛΙ Π un arc algébrique quelconque cou-
pant ces deux cycles en A et en H. Considérons un observateur suivant 
cet arc et pénétrant dans la région R par le point A S'il a à sa droite 
la demi-trajectoire qui s'étend dans la région R ÎI partir du point A. 
nous dirons que le cycle L est positif, il sera négatif' dans le cas con-
traire. Supposons maintenant que l'observateur, eu suivant eel arc, 
sorte de la région R par le point IL De ce point It partiront deux demi-
trajectoires, 1 une s'étendant à l'intérieur de R, l'autre à l'extérieur de 
celte région. C'est celte dernière que nous considérerons. Si elle est a 
la droite de l'observateur, le cycle C/ sera positif (cf. Chap. Mil, 
p.286). 

Si les deux cycles sont de même signe, le nombre des cyeles limites 
contenus dans la région R est de même parité que le nombre des 
contacts de l'are AMR; il est de parité différente dans le eas con-
traire. 

lin particulier, supposons que les deux cycles C et (/ soient deux 
cercles méridiens ο = et ç, = Supposons que. dans la légion I! 
et sur sa frontière, 12 soit constamment de mémo signe; supposons 
que le long du cydc C. ou ait 

dcl/dt <0 

et que le long du cycle (7 on ait 

dl/dtw0 

Prenons pour l'arc AMR l'arc de parallèle ω =- ο, qui est sans con-
tact. Les deux cycles seront de signe contraire. Le nombre des cycles 
limites contenus dans R sera donc impair. Donc cette région est cer-
tainement cyclique. 

2° Soient ρ et 0 les coordonnées polaires d'un point dans un plan; 
supposons qu'on établisse entre ω et ο d'une part, ο et 0 d'autre part, 
une relation telle que la région II du tore et une certaine région R, 
doublement connexe du plan se correspondent point par point et 
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d'une façon uniforme. Supposons que, toutes transformations faites, 

lYquation différentielle proposée s'écrive 

a-KM)· 

Si dans la région R il y a plus de deux cycles limites, il y aura forcé-
ment dans la région des points où 

i = ο ou bien ο = ac 

■ cf. Chap. XIII, théorème XIX). 
Soient, en particulier, 

5 — a, ο — φ -4- Κ, 

Κ étant une constante quelconque. 
Si dans la région R la fonction il ne s'annule pas, ni non plus la fonc-

tion la région R est certainement acyclique ou inonocvcliqiie. 

Nous étudierons d'abord l'exemple suivant 

ti = a + b cos,.,-.-os?, ^=Γ. 

a, />, c étant des constantes telles que 

« > > ο, a -+- b < ι, (: > o. 

Nous poserons 

a -h = cos^n, a — éscoso,, 

les angles et o, étant compris entre ο etu/3 

I a valeur de ̂  ne s'annulant jamais, tous les parallèles ω = const. 

sont des cycles sans contact. Voilà donc un premier-système de cycles 
sans contact parmi lesquels il n'y a aucun cycle limite. 

Maintenant, on voit aisément que,si φ est compris entre φ, et ίκ — φ,, 
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'ίή est positif, et que, si φ est compris entre — o
0
 et -Ηφ

0
*
 est négatif. 

Le tore se trouve ainsi partagé en quatre régions, les régions 

?. < ? < - ?«< ? < ?«♦ 

où tous les méridiens sont des cycles sans contact (ce sont des régions 
acycliques), et les régions Jl(rp„ < 9< φ,) et H'(— ?,<?< — o„) qui 
sont douteuses. 

Considérons, eu particulier, la région II. Je dis d'abord qu'elle est 
cyclique, car on a 

^ > ο pour le cycle 9 = 91, 

^ < ο pour le cycle 9 =cl0 

et, de plus, 
//M . 

tlf ^0. 

Les deux cycles sans contact ? = o, et 0 = o
w
 <|iit liniitent la re-

gion It sont donc de signe contraire, si l'on prend pour l'arc Λ Mit. 
dont il a été question plus liant, l'arc sans contact « = o. Donc la ré-
gion It contient au moins un cycle limite. 

De plus, (die n'en peut contenir plus d'un; car, si (>lle en contenait 

deux, on devrait avoir à l'intérieur de It soit il = o, soit ~ = o. 

Or iJ ne s'annule jamais, et — = siu^ ne peut s'annuler que pour 

0 = mn, c'est-à-dire en dehors de II. 
Donc dans la région It on peut tracer un cycle limite et un seul, (pie 

j'appelle (λ 
Pour la même raison, dans la région IP, ou peut tracer un cvclc 

limite et 1111 seul que j'appelle C. 
Nous sommes donc conduits à un second système de cycles sans 

contact parmi lesquels il y a deux cycles limites Cet C et une infinité 
de méridiens. 

Les deux cycles C et C' partagent le tore en deux régions Ρ et P\ 
toutes deux sillonnées de cycles sans contact. Considérons le point 
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mobile dont le mouvement est défini par nos équations différentielles. 
Si, îi l'origine du temps, ce point mobile est dans une des deux régions Ρ 
ou P', il n'en pourra jamais sortir. Si donc sa coordonnée 9 esta l'ori-
gine du temps comprise entre 9, et 271 — 9,, elle restera toujours com-
prise entre o0 et 2 π — y

0
. 

l)e plus, dés que le point mobile aura franchi un des cycles sans 
contact du second système, il ne pourra plus le franchir de nouveau. 
Ouand le temps croîtra indéfiniment, le point mobile se rapprochera 
asymptotiquement de l'un des deux cycles limites (1 et C. 

En d'autres termes, et pour reprendre le langage du Chapitre X, l'or-
bite du point mobile sera instable. 

Le second exemple que nous traiterons sera encore plus simple que 
le précédent. 

l'écrirai simplement 
f/t>) rh , 
dt r= "· Tic =b, 

a et h étant deux constantes positives. On voit immédiatement (pu-
ions les parallèles et tous les méridiens sont des cycles sans contact, 
et (pie l'intégrale générale s'écrit 

w = cl = constant 
a υ 

Si le rapport ^ est commensurable, toutes les trajectoires sont 

fermées; il y a donc stabilité. 

Supposons maintenant que le rapport - soit incommensurable; il y 

aura encore stabilité en ce sens, que si l'on considère une portion/»du 
tore, si petite qu'elle soit, cette portion sera traversée une infinité de 
fois par une quelconque des trajectoires. Si le point mobile occupe à 
l'origine des temps 1111 certain point A, il ne viendra pas repasser en ce 
point, mais il viendra une infinité de fois passer en des points infini-
ment voisins. 

Considérons la courbe 
ω = C9 -h r/, 

c étant une constante commensurable et cl une constante quelconque. 

Journ. de Math. (/,* série,) tome I. — Fasc. Il, 1885. 29 
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Cette courbe s>era un cvcle fermé, et il est aise de voir que ce sera tou-
jours un cycle sans contact 

On peut donc tracer sur le tore une infinité de systèmes de cycles 
sans contact, parmi lesquels il n'y a aucun cycle limite. 

Les deux exemples qui precedent suffisent déjà pour faire com-
prendre que la présence d'un cycle limite est un signe; d'instabilité, cl 
l'absence d'un pareil cycle, un signe de stabilité. Mais, pour mieux s»· 
rendre compte de celait important, il est indispensable de pénétrer 
plus avant dans la question. 

Nous supposerons, dans ce qui Ν a sui\re, que ω et φ vont eonstam-
ment en croissant avec le temps, c'est-à-dire que il et Φ sont toujours 
positifs, et de plus qu'il n'y a sur le tore aucun point singulier. 

(Considérons le méridien o ~ o, qui sera un evele sans eoulael. 
Soit M(o) un point de c méridien où si; trouve le point mobile à 
l'origine des temps. (Ce point aura pour coordonnées 

0 ■ ο, <·> . 

Si l'on fait croître le temps, w et o croîtront également, de sorte que -j 
fitiira par devenir égal à ?.~i le point mobile sera venu alors eu un 
point M'i. q>'i sera situé sur le evele sans routait ^ -o d'où nous 
sommes partis, qui sera le conséquent du point Mfo) et qui aura pour 
coordonnées 

o ÎT, '») - - 'ù | j. 

Les deux quantités o>
0
 et <w, seront liées par une certaine relation 

qui n'est autre chose que la loi de conséquence du Chapitre V. J'écrirai 
cette loi sous la double l'orme 

'"ι — V r,)n '''il—0 w1 

Les hypotheses laites permettent d'énoncer au sujet de cette loi de 
conséquence les principes suivants : 

Premier principe. — La fonction ψ est continue. 
Deuxième principe. — La fonction ψ croit constamment avec <·>„, de 

telle sorte nue 
'
/w

· . 

dw0 
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el, tic phis, on a 
ύ ( 2 π ι -- i ( '*)„ J : IT. 

Troisième principe. — La fonction y est holoniorphc pour toutes les 
valeurs réelles de w„. 

D'ailleurs il est clair que la fonction rj jouit des mêmes propriétés 
que la fonction ψ. 

Soient maintenant Al Ί \ M a M(0 Ï(S conséquents successifs 
et M — ι , M — w. . M( — i) les antécédents successifs tie M (ο,. 
Leurs coordonnées ω,, ω

2
, ... el ,, o>_.

2
, ... nous seront données 

par les équations 

CJ, ·> <·>„ , ('Jo '/y <>)„ , < ) , y y y <·>„ 

ω , 0 <·>„ , ο 00 f c»
(l

 x·, <·> . 000 <·)„ , .... 

Les points Al forment un ensemble de points que j'appellerai 1', d'après 
la notation adoptée par M. Cantor. J'appellerai P' l'ensemble dérivé 
de P. c'est-à-dire l'ensemble des points dans It; voisinage desquels il 
\ a une infinité de points appartenant à l'< ns< mble P. l'.niin je dé-
signerai par 

DIM); 

l'ensemble des points communs à deux ensembles Ρ etQ. Je renverrai, 
pour plus de détails sur les ensembles de points et l'emploi des nota-
tions qui précèdent, à divers Mémoires de M. Cantor, parus en alle-
mand dans les Mat/iematischc Annalen et en français dans les Acta 
mat h( malien. 

Je puis alors me poser les questions suivantes : 
i" Quelles sont les propriétés de l'ensemble Ρ des points Al et de 

ses dérivés? 
2°Dans quel ordre circulaire sont distribués les points Al sur le 

cercle méridien φ o? 
le vais démontrer d'abord (pie l'on a 

l)(P, P') - ::(> 
on bien 

l)(P,P ) - P. 
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En d'autres termes, si l'ensemble Ρ a un point commun avec son dé-
rive P', tous ses points feront partie de cet ensemble dérivé. 

En effet, soit M (r) un point de Ρ appartenant à P'; d'après la défini-
tion de P', il y aura, dans le voisinage de M(f ), une infinité de points 
appartenant à P. Nous pourrons donc trouver une série de points 

M'*,}, M (&,), M (/y, · · 

appartenant à P, et tels que 

lim M(Xy = M(i) pour p — oc . 

Cela posé, soit M(v) UII point quelconque de P. Considérons les points 

1M f Χ* ι — ι -t- ν j, INI ( X'
a
 — î -r ν

 /
, ..., M ft j, — t -·- ν . .. 

Eu vertu de la continuité île la fonction y, on aura 

lim — / -f- ν j =- INI ν pour ρ χ . 

Donc M(v), et, par conséquent, tout point de P appartient à P'. 
<:. Q. F. I>. 

La condition J)(P, P') =■-- o, traduite dans le langage du Chapitre \. 
signifie que la trajectoire est instable. En effet, le point XKo; n'appar-
tenant pas à P', le point mobile ne reviendra jamais dans le voisinage 
de son point de départ. Il y a exception toutefois lorsque la trajectoire 
est fermée. 

TiiKontMi: XX.. — Si l'on a pour toutes les trajectoires 1)(P, P' ... o. 
il y a certainement un cycle limite, à moins que toutes les trajectoires ne 
soient fermées. 

Soit, en effet, N(o) un point de P', dans le voisinage duquel se trouve 
par définition une infinité de points de P. Soit Q l'ensemble des points 
N(i), c'est-à-dire des antécédents et des conséquents successifs de 
N(o). 

(I n'est pas possible que. dans tout intervalle compris entre deux 
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points quelconques de P, il y ait un point de Q; car, dans le voisinage 
de N(o), il ν a une infinité de pareils intervalles : il y aurait donc une 
infinité de points de Q, ce qui est impossible en vertu de l'hypothèse 

I) Q,Q y
 ^ ». 

Soient donc M(o) et Mv7j deux points de Ρ entre lesquels il n'y ait 
aucun point de Q. Il n'y en aura pas non plus entre Mil) et MÎ21";; 
car, si le point Ν (/·} se trouvait entre M(7) et M(2i), le point Ν'ά — i 
serait entre M(o) et M(/

;
, puisque la fonction ψ est constamment crois-

sante. II n'y en aura pas non plus dans l'intervalle compris entre 
M pi ! et M (pi -f-ι ). De plus, si le point M (7; est à droite du point 
M(o), par exemple, le point W pi-\- i, sera à droite de M (/)/). Lorsque 
ρ croîtra, la seconde coordonnée r>) du point Ml (pi) variera donc tou-
jours dans le même sens; elle ira, par exemple, toujours eu croissant, 
mais elle ne pourra croître indéfiniment, sans quoi N(o) se trouverait 
dans un des intervalles, Cette coordonnée ta tendra donc vers une 
certaine limite qui correspondra à un point P(o) du cercle méridien: 
on aura donc 

lim M1 pi, P7>) pour ρ -- -Λ . 
On en déduit 

lim \\( jn /·, Ρ / ), 

lim AI (pi -·- i) — P7 ), 

1·'«, - !'(.·). 

Ainsi le consé(|uent du point Ρίο), est ce point lui-même. Doue 
la trajectoire qui passe par ce point est fermée, et il est aisé de voir 
qucc;'t?i>t un cycle limite. 

La condition I)(P, P'j - Ρ signifie que la trajectoire est stable?. JÀn 
effet, dire que le point de départ ΛΙ7») appartient à P', c'est dire que 
le point mobile reviendra une infinité de fois dans le voisinage dans 
ce point. 

Si donc on a, pour toutes les trajectoires D(P, P'j ~ P, la stabilité est 
certaine. C'est ce qui arrive, par exemple, dans le second des exemples 
cités plus liant. 

Mais on peut se demander s'il n'arrive pas aussi que l'on ait 
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1) Ρ, p' ; r= ο pour certaines trajectoires el ])■ Ρ, Ρ'j ~ Ρ pourcTniitres ; 
ce sera là l'origine de toutes les difficultés que nous rencontrerons dans 
la suite. 

Avant d'aller plus loin, je vais établir le lcinme suivant : 

Soient AI -o) ci N(oj deux points quelconques, M i j et Ν ii) (ears i'""" 
consequents. Si ces (leur derniers sont contenus tous deux dans Γ inter-
cade AI · ο), Κ <>;, /c dis qu il y aura un cycle limite. 

Kn effet, s'il en est ainsi, les deux points AI ι ·ιί
 /
 et Αϊ ( 2/) seront com-

pris tous deux dans l'intervalle Al 7;Ae/;, les deux points Alflé et 
Ν(3Γ·, clans l'intervalle Al (2/;Tî(ai\ Donc, lorsque ρ croîtra, la 
seconde coordonnée ω du point Al·'pivariera toujours dans le même 
sens, sans pouvoir pourtant dépasser une certaine limite. On en con-
clut, comme plus liant, l'existence d'un point P(o\ tel ijue 

liin M [pi P(o; pour ρ ά., 

et, par conséquent, celle d'un evcle limite. 
Occupons-nous maintenant de déterminer l'ordre circulaire dans 

lequel sont disposés les points Al i , en laissant de coté le cas où il ν 
a un cvele limite <1 où cet ordre se détermine aisément. 

Soient a„ la longueur de l'are ΑΙ(ο;Α1(ι , a, celle de l'an 
M(i)AI(a), ... et, en général, α, celle de l'arc AI '(jM'i-r- 1;. .le dis 
que le rapport 

Ί-i " · ·*/ 1 1 . . · '*ι .. n 
n 

tendra, quand on fera croître n indéfiniment, vers une limite finie, dé-
terminée, indépendante de/, mais incommensurable avec iv.r. 

Prenons, à partir du point M(o), un arc I. <lu cercle méridien, égal 
à k circonférences entières, c'est-à-dire à j.kr.r, et supposons 

; 1 y,
t
-i ■ t· y.,< 2 /;:/·" x„ ?- *, -i- *

v 

D'après celle inégalité, il y a, sur l'arc L, ν H- 2 points de P, à savoir : 
Alio), Λ1 ( 1 j, .ΛΙ(y H- 1), et il n'v en a pas davantage. 
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Pour bien entendrecelle proposition et pour éviter toute ronfusion. 
il importe do faire la remarque suivante : 

La seconde coordonnée a d'un point M du cercle méridien ο = ο 
n'est pas entièrement déterminée; car on retrouve le même point en 
augmentant ω d'un multiple de ζπ. S· toutefois 011 se donne o>

#
, les 

coordonnées M,· des conséquents successifs M(/) sera entièrement dé-
terminée par les équations 

ω, y ω
β

 <·>, i ω,., . 

Nous supposerons donc que nous nous sommes donné o„, et nous 
pourrons regarder ω,· comme complètement déterminé. 

Il pourra être avantageux, dans certains cas, d'envisager non pas la 
coordonnée w, elle-même, mais une quantité congrue à ω

(
· suivant le 

module1 z~ et comprise entre y. et y. -+- zn y. étant la seconde coor-
donnée (P1111 certain point Ν du cercle méridien). Nous désignerons 
cette' quantité par la notation (ω,-,χ), e't nous rappellerons coordonnée 
élu point M' /) réduite* par rapport au point N. 

Ainsi, elans la de monstration du théorème XX, nous avons dit que, 
quand e>n faisait croître/?, la seconde coordonnée t»pi du point Mi/?/ 
variait toujours dans le même sens, sans jamais dépasser une certaine-
limite. Il s'agissait, non de la quantité o>pi elle-même, telle que nous 
venons el<» la définir, mais de celte coordonnée réduite par rapport au 
point N(e>;. 

Vu contraire, dans tout ce; qui va suivre, il s'agira toujours, sauf 
avis contraire, de la coordonnée ω,· elle-même. 

Ainsi, quand je dis que l'arc L contient les y 2 conséquents suc-
cessifs M(e>), M(i) Al ν -+■ i),je· veux dire que les coordonnéeswn 
<·>,, ·... W

V
Iι sont comprises entre ιυ„ et ω

0
-H zkz. 

Lu écrivant les inégalités (1 j'ai supposé que tous les arcs *
β

, α,,..., 
a, étaient positifs. C'est, en effet, ce qui arrive. Je puis toujours sup-
poser que 

<->, <·>υ, 

car nous ne pouvons avoir ω, — ω
0

, sans quoi nous aurions affaire a 
une trajectoire fermée, ce que nous ne supposons pas, et, si nous 
avions o>, < ω

0
, nous compterions les arcs ω en sens contraire. 
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Le deuxième principe donne alors 

<"/> <·>/ 

on 
7.,>Π. Γ.. Ο. I. D. 

Soient maintenant TsT (o) un point quelconque contenu entre M ο el 
Μί ι ), ο/

β
 sa Coordonnée, de telle sorte cjuc 

<"«. <%<W|· 

Soit ω) la coordonnée de son ii,,|De conséquent IS / j. Je dis (pie 

<·>/ < <·>[ < <·>, . ^ 

ear, si l'on avait 
*'>, < W/. 

les deux points Τί (ο j et N(« ) seraient compris entre les points M [ ο y et 
M(i), et si l'on avait 

(·>,· !> °>i ■ ι » 

les deux points M(i) et seraient compris entre les points 
N'O) et K(')· ^

ans 'cs deux cas, en vertu d'un Icinme démontré plus 
liant, il γ aurait un cycle limite, ce que nous ne supposons pas. 

De même, si nous avions 

wk< w„ < ωΛ l » 
nous en déduirions 

<·>/*<<·>/ < «/ ■*+.· 

D'ailleurs, nous avons, par l'inégalité (i), 

Wy-J- | (l)Q f- 2 h 71 0)y , 2 , 
et puisque 

cj, -f- 'ikn = <j/(w
0
 -f- 'j.krt , 

w1^ w Ι *+· - k 7Γ . 

Si donc nous prenons, à partir du point M(i), un arc égal à ?.kr,r^ c'est-
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a-dire à L, il y aura sur cet are ν -f 2 points de P, à savoir : Μ(ι , 
M λ M (ν -h 2). 

Eu raisonnant de même, 011 verrait que, si l'on prend, à partir d'un 
point de P, un arc égal à L, il ν aura sur cet arc ν H- 2 points de P. 

Si maintenant on prend un point Ή sur l'are a
0

, puis, à partir de ce 
point X, un arc égal à L, cet arc contiendra certainement les points 
M 1 , M 2), .. , M (y 4-1;, il contiendra ou 11e contiendra pas le point 
M(v -r- 2et il ne contiendra certainement pas M(v -l- 3,. 

On raisonnerait de même si le point Ν était sur un arc quelconque a„ 
(l'on la conclusion suivante : 

Le nombre des points de Ρ situés sur 1111 arc quelconque égal a 
a/'ffrest égal à ν -f- 1 ou à y 2. 

Si l'on donne à k line valeur différente k\ il en résultera pour ν une 
\aleur différente y'. Je considère les deux intervalles compris, d'une 

part, ciitn —£ - et - j et, cl autre part, rntro - et -j-r-· Je «lis 

que ces deux intervalles auront une partie commune. Considérons, en 
effet, un arc égal à •ikk'r.rvt sur lequel il y ait M points de P. Il 
viendra 

ν -f- \k'· M < ν -9.)k\ 

y ·+■ 1 k - M y' 2;/', 

ce qui démontre la proposition énoncée. Il en serait encore de même 
si, au lieu de considérer seulement deux valeurs de k et deux inter-
valles, nous en avions considéré trois ou plusieurs. 

Ainsi, si l'on donne a k toutes les valeurs entières positives, tous les 

intervalles ' f
 1 » auront une partie commune, et, de plus, l'éten-

due de l'intervalle tendra vers zéro. 

Donc -/--cl ' "t*λ tendront vers une limite commune, finie et dé-

terminée que j'appelle ;A. 

Le nombre ;A ne peut pas être commensurable. 
En effet, s'il était égal à 2 par exe mple, il faudrait que nous eussions 

ν -4- 1 — 9.k ou ν -h 2 ■ 2/·. 

Soient, pour k ----- 1, y ■+■ 1 — 2, ν -h 2 - L 
Jour η. de Math. ('je série), tome I. — Ease. Il, iS*j. 3o 
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Οιι aura, pour k > ι, 
ν -4- 2 > 2k -+- ι ; 

d'où 
ν 2 = ik h- ι. 

On en déduit aisément que l'ordre circulaire des points M(i
;
, où l'in-

dice ι est positif, est rinverse du suivant : 

[M(o), M(a),M(.i ad inf.; λ1(ι ;,Μί». ad inf. , 

ce qui impliquerait l'existence d'un cycle limite. 
Si l'on avait, au contraire, pour k — ι, ν -+- 2 = α, il viendrait, pour 

/·> i. 
ν -+- 2^'ik; 

d'où 
ν —H 2 = 2 A*. 

L'ordre circulaire serait alors l'ordre inverse du précédent, et il \ 
aurait encore un cvcle limite. ν 

Donc \J. est incommensurable. 
On aura évidemment 

lim lini- — — pour η χ , 

ce que nous avions annoncé. 
Nous pouvons donc dire que l'ordre circulaire des points de V est 

caractérisé par un certain nombre incommensurable «/., et c'est ce ré-
sultat que nous allons chercher maintenant à énoncer d'une façon plus 
précise. 

Pour mettre en évidence ce fait que ν est fonction de k, j'écrirai 
ν (k), au lieu dev. J'envisagerai ensuite les v[k) -f- 2 points : 

(2) M(o), M(ι), M(2j, ...,Mv(k) +1 

et cherchons dans quel ordre circulaire ils sont placés. 
Il faudra d'abord placer M(o), M(i), ..1V1 [V(Ι) H- Ι) sur le cercle 

méridien dans l'ordre de leurs indices. Ensuite M !Vi ) 4- 2 viendra se 
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placer entre M(o) et Μ(ι), M[v(i) 4- 3] entre M(i) et M(2), et ainsi 
île suite jusqu'à M [v(a) 4-1] qui viendra se placer entre M [v( 1 ) 4-1 ' 

et M ι o). Le point suivant M [v( 2) 4- 2] sera placé entre JVI (o) et M( 1 ) ; 
il reste à savoir s'il sera avant 1V1 [v(i) 4- 2] ou après ce point. 11 sera 
avant si 

v(a) 4- 2 = 2v(l) 4- 3 
cl après s 

v(2) 4- 2 = 2v(l) 4- /|
f 

ce qui sont les deux seuls cas possibles. 
On continuera de la sorte, et l'on ne sera jamais embarrassé pour 

placer un nouveau point si l'on connait les k nombres 

v(i), v(2), vf£). 

Ainsi l'ordre circulaire des points (2) ne dépend que de ces k nombres, 
c'est-à-dire de u, et il est le même que celui des quantités y.i — E(;AI). 

Mais h peut être pris aussi grand que l'on veut. 
Donc l'ordre circulaire des points M (i) ne dépend que du nombre in-

commensurable ;A, et il est le même que celui des quantités JAI — E(;AI ). 

K x) désignant, suivant la coutume, le plus grand entier contenu 
dans .r ] 

Il résulte immédiatement de ce théorème qu'entre deux points quel-
conques de Ρ il y en a une infinité d'autres; donc, entre deux points 
quelconques de P, il y aura toujours des points de P'. 

Soit Ν un point quelconque de P#. Dans le voisinage de ce point, il y 
aura, par définition, une infinité de points de P ; entre deux quelconques 
de ceux-ci, il y aura toujours un point de P'. Donc, dans le voisinage de 
N, il y a une infinité de points de P', c'est-à-dire que Ν appartient à 
P", ensemble dérivé de P'. On peut donc écrire 

D(P',P") = P'. 

D'autre part, un théorème de la théorie générale des ensembles 
donne 

D(P'
f
 P") = P"; 

d'où 
P'=P". 
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Ainsi P' se confond avec son dérive ; c'est donc un de ces ensembles que 
M. Cantor appelle parfaits. 

Maison sait que M. Cantor distingue les ensemble» parfaits linéaires 
en deux classes : ceux qui ne sont condensés dans aucun intervalle et 
ceux qui sont condensés dans certains intervalles. 

Nous pouvons donc faire trois hypothèses dans l'énoncé desquelles 
nous reprendrons le langage ordinaire. 

i° Nous pouvons supposer que tous les points de la circonférence 
méridienne ο ---- ο appartiennent à P'. 

2" Nous pouvons supposer ensuite qu'il ν a sur celle circonférence 
certains ares dont tous les points appartiennent à P', sans que, cepen-
dant, il eu soit de inéme de tous les points de cette circonférence. 

3° Nous pouvons supposer enfin qu'il n'y a sur celte circonférence 
aucun arc dont tous les points appartiennent à P . 

Je vais commencer par faire voir que In deuxième lupothése doit être 
rejetée. Si on l'adoptait, en effet, on pourrait trouver sur la circonfé-
rence un arc All dont tous les points appartiennent à IJ/; mais tel que, 
si on le prolonge au del \ de A ou au delà deB, tous les points du pro-
longement n'appartiennent pus à P'. 

Soient A, et H, les ii,,,ue* conséquents de A et I»; les conséquents 
des différents points de l'arc Ail seront lcsdiflérents points de l'are A/B,·. 
et ils devront évidemment faire tous partie de I1'. 

Je dis (pie les deux ares Ail et A,·II/ ne peuvent avoir aucune partie 
commune; car, si A et 11 étaient situés sur l'are Λ/Β/Oii si A, et B, 
étaient situés sur l'arc AB, il y aurait un cycle limite, ce que nous ne 
supposons pas. Si maintenant le point A, était situé sur l'arc AI» et B, 
eu dehors de cet arc ou si B/ était situé sur l'are AU et A/ en dehors 
de cet are , tous les points de l'arc BJI/ ; ou tous ceux de l'arc A A/} qui 
forme un prolongement de l'arc AB au delà du point B (ou du point A 
appartiendraient à P', ce qui est contraire à l'hv pothése faite plus haut. 

Soit M'o) un point de Ρ situé sur l'arc Ail, le point M(ij sera sur 
l'arc A/11/ et par conséquent en dehors de AB. Mais, comme le nombre 
i est quelconque, il n'y aurait sur l'arc AB aucun conséquent ou anté-
cédent de M(o), c'est-à-dire aucun point de Ρ à l'exception de M(oj. 
Mais, pour que tous les points de l'arc AH appartiennent à P', il faut 
qu'il y ait sur cet arc une infinité de points de P. 
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La seconde hypothèse doit donc être rejetée et il nous reste à exa-
miner la première et la troisième. 

La première hypothèse peut certainement être réalisée; car nous 
avons reconnu qu'elle l'est en effet par les équations 

,n T a· 7k = ''· 

lorsque le rapport j est incoiiitneiisurahle. 

.le dis d'abord (pie, si tous les points de la circonférence appartien-
nent à P', cela sera vrai, quelle que soit la trajectoire à l'aide de 
laquelle 011 ait formé les ensembles Ρ et P'. Considérons en effet une 
autre trajectoire coupant le cercle méridien en un certain nombre de 
points formant un ensemble Q. 

Je dis (pu· le dérivé Q' de Q se composera comme P' de tousles 
points de la circonférence. En effet soit N(o) un point quelconque de 
cette circonférence, N(#) son i,ème conséquent, Q l'ensemble des points 
Ν i . Dans le voisinage de N(o) il y a par hypothèse line infinité de 
points de Ρ, M'/,), ..., Μ(Λ

Λ
). 

Lorsque η croit indéfiniment, l'expression p.k
n
 — Ε(μί„) tend vers 

une certaine limite h. Cette limite caractérise la position du point N(o) 
sur la circonférence. 

Je veux dire que les trois points M (y), ) et Ν (ο) se présenteront 
dans le même ordre circulaire que les trois nombres, py — Ε(ρ/ , 
y.k — VJ \ik) et //, quels que soient les indices y et k. 

On verrait aisément que la position de N(t) est caractérisée de la 
même façon par le nombre k -H pi — K(/i -+- pi), et l'on en conclurait 
que sur tout arc de la circonférence il y a une infinité de points deQ, 
ce qui revient à dire que tous les points de la circonférence appartien-
nent à Q'. 

Lu point quelconque de la circonférence est caractérisé comme on 
vient de le voir, par un certain nombre h. Ce nombre h se réduit à 
pe —E(pt), lorsqu'il s'agit d'un point M (i) appartenant à P et ayant 
pour coordonnée ω,·. Il se réduit à zéro pour le point M(o) dont la 
coordonnée est ω

0
. De plus, lorsque ω, varie de ω0 à o>0 H- 27r, h va 

constamment en croissant depuis zéro jusqu'à i. Cela résulte de ce que 
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les j)oints de la circonférence se succèdent dans le même ordre circu-
laire que leurs nombres caractéristiques. 

Donc h est une fonction croissante de ω, entre les limites ω„ et 
<·>„ -h 2ÏÏ: on peut donc écrire, en série trigonométrique convergente, 

'irth = l.\
m

<'osmo> -h 2b/nsin/κω 
ou bien 

(2) ir.h — ω = Σ A'
w

 cos/Ηω -h ΣΒ„, sinmw = 0[to . 

l>a fonction 5(ω) représentée parla série (2) sera une fonction con-
tinue et périodique de ω. La loi de conséquence pourra alors s'écrire 

to, -f- 0 ( ω, ) — o>
0
 H- 0 ( w0 ) -h 2 . 

Soit un point N(o) du cercle méridien ayant pour nombre caracté-
ristique h\ construisons la trajectoire qui passe par N(o) et prolon-
geons-la jusqu'à ce qu'elle rencontre de nouveau en N(i) le cercle 
méridien. Si nous attachons à chacun des points de cet arc de trajec-
toire N(o), Ν(ij [à l'exception du point N(i)j, le nombre caractéris-
tique λ, tous les points du tore auront un nombre caractéristique et 
1111 seul. L'expression 

Ίr.h — ω v.y 

sera une fonction continue et périodique de <« et de 9, exprimable par 
une série trigonométrique de la forme suivante : 

(3) H (ω, i A
/w/J

 cos[//2(»> -f- ny -4-}·ιηη)· 

L'intégrale générale des équations proposées s'écrira alors 

oj = ;//p -H II(ω, φ) -4- Const. 

On est donc certain d'avance que cette intégrale générale peut s'ex-
primer à l'aide d'une série trigonométrique, mais nous n'avons aucune 
méthode pour calculer les coefficients de cette série. 
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Dans le cas qui nous occupe, on a évidemment 

1)(P, P') = P 

pour toutes les trajectoires et l'on ne peut tracer sur le tore de région 
si petite qu'elle ne soit traversée une infinité de fois par toutes les tra-
jectoires. 

Venons maintenant à la troisième hypothèse, ce qui revient à sup-
poser, comme on le verra, que D(P, P') = P pour certaines trajec-
toires, et que D(P, Ρ') = ο pour d'autres. 

Imaginons donc que ly forme un ensemble parfait qui n'est con-
densé dans aucun intervalle ou, pour parler le langage ordinaire, que 
l'on ne puisse trouver sur la circonférence aucun arc dont tous les 
points appartiennent à P'. Comme P' est un ensemble parfait, 011 
pourra certainement trouver sur la circonférence un arc A(o)B(o

; 

dont les extrémités appartiennent à F, et dont aucun autre point n'ap-
partient à P' [cf. CANTOR, Acta mathematica, t. IV, fasc. 4). 

Il arrivera alors que tous les arcs A (ι)Β(ι) jouiront de la même pro-
priété; d'où il résultera que deux arcs A(I)B(Î) et Α^)ΙΪ(Ά) n'auront 
aucune partie commune. 

Cuitor a démontré que, si l'on a sur une circonférence, par exemple, 
1111 ensemble parfait de points qui n'est condensé dans aucun inter-
valle (loc. cit.). les points de la circonférence se partageront en trois 
catégories : 

i° Les points de certains arcs dont aucun point n'appartient à Γ en-
semble ; 

2" Les extrémités de ces arcs qui appartiennent évidemment à l'en-
semble ; 

'1° Enfin les points de l'ensemble qui ne sont pas les extrémités de 
pareils arcs. 

Dans le cas qui nous occupe, les arcs dont les points sont en dehors 
de l'ensemble sont les arcs A(f)B(/), les extrémités de ces arcs>eront 
les points A(i) et B(/) eux-mêmes ; enfin les autres points de l'ensemble 
P' s'obtiendront en cherchant les points dans le voisinage desquels il 
y a une infinité de points A(i) et Β[i). 
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(I \ aura donc aussi trois espèces de trajectoires : 
i° Je citerai en premier lieu les deux trajectoires cpii passent, l'une 

par le point A(o), l'autre par Il(o) et que j'appellerai les deux trajec-
toires A et 15. Pour ces deux trajectoires, on a évidemment 

Π(Ι\ P' - I». 

9.° Viennent ensuite les trajectoires qui rencontrent un des ares 
Α(ι)Β(ι) et qui par conséquent les rencontrent tous. Si le point C(o) 
d'une de ces trajectoires est sur l'arc A(o)B(o), son «,,n,e conséquent 
C(i) sera sur l'arc A(/) 11^). Dans le voisinage d'un point quelconque 
de P', il y a une infinité de points Ai) et il y aura donc aussi une 
infinité de points G(t\ Si donc Q désigne l'ensemble des points C/f'-
et Q' son dérivé, on aura 

<)'= P'. 
Il est clair d'ailleurs que 

I) O, (Y o. 

3· II y η enfin des trajectoires qui passent par les points de la troi-
sième catégorie et qui, par conséquent, ne rencontrent aucun des ares 
A(i)B(/j. Pour ces trajectoires, l'ensemble P' est encore le même et 
l'on a d'ailleurs 

D P, P']=. p. 

Ainsi l'ensemble P' est le même pour toutes les trajectoires, et 
l'on a 

D P, P'; P ou o, 

suivant la trajectoire considérée. 
Les ares A(ï)li(i) se succèdent dans le même ordre circulaire que 

les nombres μi — YA*>.i . 
Les formules 

ω< "+~ 0(c>, j — ω
0
 0 <»

υ
 j -+- 'Λ-μ, 

ω = >J.y -f- llfw, φ) -+- COIlSt., 
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où &(ω) el II(ω, φ) désignent des séries trigonométriques représentant 
des fonctions continues et périodiques, subsistent encore ici, mais elles 
n'ont plus la même portée. En effet, la fonction ω -f- θ(ω) reste constante 
tout le long de l'arc A(/)B(i), et l'on trouverait de même sur le tore 
des régions où la fonction H (ω, φ) -+- JAO — ω conserve une valeur 
constante. 

Il resterait à voir si celte troisième livpothèse, dont nous venons de 
développer quelques conséquences, peut se réaliser, ou, en d'autres 
ternies, si elle est compatible avec les trois principes que nous avons 
énoncés plus haut au sujet de la loi de conséquence, 

ω, = ψ(ω
0

) 

et avec la forme particulière des équations différentielles considérées. 
.le puis affirmer qu'elle est compatible avec les deux premiers prin-

cipes, en vertu desquels la fonction ·} est continue et croissante. 
Est-elle également compatible avec le troisième principe, en vertu 

duquel la fonction ψ est liolomorphe? C'est ce qui resterait à examiner. 
Il faudrait, ou bien trouver un exemple où la troisième hypothèse 

soit réalisée, ce que je n'ai pu faire jusqu'ici, ou bien en démontrer 
l'impossibilité dans tous les cas. 

.le n'ai pu non plus arrivera ce résultat, et je crois, d'ailleurs, que 
Hypothèse est effectivement réalisable, mais il y a des cas particuliers 
où l'on peut démontrer qu'il n'en est pas ainsi et qu'on doit s'en tenir 
à la première hypothèse. 

Soient C(o) un point de la circonférence méridienne, C(i), C( 2), .... 
C i) ses i,,,,ies premiers conséquents; on s'arrêtera lorsqu'on arrivera 
à 1111 (1 -+-1 )in,,e conséquent situé sur l'arc A (ο) A(i). Soient maintenant 
M

u
 et tw„, M, et w,, ..., M/_, et m,

 n
 M, et m, la plus grande et la plus 

petite valeur que peut prendre la dérivée respectivement sur l'arc 

C(o)(i), sur l'arc C(i)C(2), ..., sur l'arc C(i— I)C(I) et enfin sur 
l'arc C(i)C(o). Si 

M0 M1 M3... Mi-1 Miet M0M,M2...Μ,·_, < ι 
Journ. de Math. (4* »érie), tome 1. — Fuse. II, 1885. 3I 
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ou bien encore si 

w0w, fit.,.. Mi ,W/> ι et . .m^t > i, 

on e.st certain que la troisième hypothèse doit être rejetée. 
l'ar le même procédé on peut trouver, dans tous les cas, la limite 

supérieure de Γιιιι quelconque des arcs A(i)b(f), définis plus haut. Si 

M est le maximum et m le minimum de la dérivée tous les arcs 

A f ι') BC/1 sont plus petits que 
9. T. 

1 I 

ι ι — m 
1-M 

On peut faire encore une remarque; reprenons le point A'o) et la tra-
jectoire A qui passe parce point. Soient Οίο) et J)(o) deux points très 
voisins de A(o), mais situés l'un à droite et l'autre à gauche de ce 
point; soient C et 1) les trajectoires qui passent par ces points. "Nous 
pouvons imaginer trois points mobiles a, c, cl décrivant ces trois tra-
jectoires simultanément, de façon à se trouver toujours tous les trois 
sur le même cercle méridien. Lorsque le temps croîtra, il arrivera alors 
que la distance ne tendra vers zéro, et quo la distance ar/ ne tendra pas 
vers zéro, et cela, quelque voisins que soient de A(o) les points (1 ο 
el 1 )(<>3. Dans la première hypothèse, au contraire, il est impossible 
cpie la distance de deux points mobiles a et c décrivant deux trajec-
toires différentes tende vers zéro, .le ne doute pas qu'on ne puisse se 
servir utilement de cette remarque, bien que je n'en aie pu moi-même 
tirer aucun parti. 

Toutes ces considérations n'ont pu encore me conduire à la solution 
de la question principale et ne m'ont pas permis de démontrer rigou-
reusement (pie la troisième hypothèse peut effectivement être réalisée 

liien d'autres questions se posent d'ailleurs, qui sont intimement 
liées avec la précédente. C'est ainsi qu'on peut se demander comment 
varie le nombre caractéristique défini plus haut, quand on fait varier 
les coefficients des équations différentielles. On peut démontrer quecet te 
variation est continue. Mais nous pouvons supposer que, pour certaines 
valeurs de ces coefficients, il y ait un cycle limite; le nombre ρ peut 



COURBES DÉFI NIES PAR UNE ÉQUATION DIFFÉRENTIELLE. 243 

alors être regardé comme commensurable. Si, pour d'autres valeurs 
des coefficients, le nombre α est incommensurable (ou commensurable 
sans qu'il y ait de cycle limite) et si l'on fait varier ces coefficients 
d'une manière continue et de façon à passer par les valeurs qui don-
nent un cycle limite, le nombre ;a présentera toujours, pour ces valeurs, 
soit un maximum, soit un minimum. 11 y η là certainement le point de 
départ d'une série d'études qui seront *ans doute fécondes, et (pie je 
crois devoir signaler aux travailleurs. 

J'espère, d'ailleurs, pouvoir, dans mi Chapitre ultérieur de ce Mé-
moire, donner sur ces questions des résultats plus complets. J'y revien-
drai, en effet, après avoir posé, dans la suite de ce travail, une série 
de problèmes, fort analogues au précédent, mais plus délicats encore, 
et qui sont liés intimement avec l'importante question de la conver-
gence des séries trigonométriques et, en particulier, des séries em-
ployées en Mécanique céleste. 

Avant de terminer, je voudrais montrer, en quelques mots, en quoi 
consiste le lieu que je viens de signaler entre le problème qui vient de 
nous occuper et les méthodes de la 'Mécanique céleste. 

Nous avons vu que l'intégrale générale des équations proposées pou-
vait se mettre sous la forme 

ω — |AO -- Il('»>,o) const., 

It étant une série trigouométrique. Supposons que notre équation dif-
férentielle s'écrive 

λ =,*.+ **. 

uoétant une constante, * un coefficient très petit et F un polynôme en 
coso> sinw, eoso, sino, ou plutôt encore une série trigouométrique 

F r : ï\
mu

c.os1 mi» -f- n*t 4-ymn) 
Il viendra 

(:'·»+r; :λ + 7/,· 

Supposons que u et H puissent se développer suivant les puissances de 
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a, de telle sorte que 

;Λ-"=;'·ο+[>·ι*-+-;λ2α24-..., 
ïl = 11,* + II,*3-4- Ua7.3 -h.... 

Il viendra 

."·» ΛΓ + W = '· -1u 

."·» ΛΓ + W = '· -1u 

."·» ΛΓ + W = '· -1u 

On choisira les constantes ;Λ,, >j.
2
, ;A

3
, ... de façon que les seconds 

membres des égalités précédentes soient des séries trigonométriques 
débarrassées de leur terme tout connu. 11 sera alors possible (si ;A

0 

est incommensurable) de trouver des séries trigonométriques 11,, 
II,, ... satisfaisant formellement aux équations précédentes. 

Il est impossible de n'être pas Frappé de l'analogie de ce procédé 
d'approximation avec la méthode de M. I.indstedt en Mécanique cé-
leste, et de ne pas comprendre que la question de la convergence du 
procédé (pie je viens d'exposer est intimement liée à celle de la con-
vergence des séries employées par le savant astronome de Dorpat. Mais 
le problème que nous traitons ici est évidemment beaucoup plus simple 
que les questions analogues de la Mécanique céleste, et, si les diffi-
cultés sont de même nature, elles sont moins nombreuses et sans doute 
plus aisées à surmonter. C'est cette considération qui 111'a engagé à 
insister sur la question qui a fait l'objet de ce Chapitre, et qui m'v /era 
sans doute revenir à mesure que je trouverai des résultats nouveaux. 

Dans la quatrième Partie de ce travail, j'aborderai l'étude des équa-
tions différentielles du second ordre. J'abandonne doue momentané-
ment les équations du premier ordre, en me réservant de revenir dans 
la suite sur les problèmes relatifs à ces équations et restés encore 
sans solution, en les rapprochant des problèmes analogues qui se po-
seront au sujet des équations d'ordre supérieur. 

Paris, i5 janvier i885. 


