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FONCTIONS HYPERGEOMETRIQUES DE DEUX VARIABLES, 4oy

Sur une formule de M. Tisserand et sur les fonctions
hypergéométriques de dewx variables ;

Par M. P. APPELL.

1. Dans denx Communications faites &4 I’Académie des Sciences les
15 et 22 octobre 1883, M. Tisserand a été conduit a la question sui-
vante (') :

Soit P¥(p, z) le polynéome de degré N en z qui forme le coefficient
de 9" dans le développement

N=w
1

(1) == 6 PY(p, 3),

(1— 2603 +0=)T N=o

effectué suivant les puissances positives de §; il s’agit de trouver une
formule générale donnant le développement du polynéme P (p, z)
suivant les cosinus des multiples de = et y quand on pose

(2) % = J COSX —+ V COSY.

Ce développement est de la forme

(3) P™(p, z) =42B§‘;;”cosixcosjy,

(*) Voir a ce sujet un Mémoirede M. Rabau Sur le développement de ’expres-
sion (1— 223+ o?)~% (Annales de I’ Observatoire, Mémoires, v. XVIII, 1884).
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le signe 2 s'éteridant & toutes les valeurs entiéres positives de ¢ et j pour
lesquelles la différence

Nei—j

est un nombre positif pair, avec cette convention qu'il faut remplacer
le facteur 4 par 2 lorsque 'un des indices ¢ ou j est nul, et par 1 quand
ils sont nuls tous les deux. La question proposée est alors de trouver
Pexpression générale de B/ en fonction de N, p, 7, j, X et u.. Comme
le montre M. Tisserand (loc. cit.), ce probléme est complétement ré-
solu pour les valeurs

et de plus, dans le cas ot p est de la forme 2¢ + 3, ¢ entier, le coef-
ficient Bj';” s'exprime & I'aide d’'un polyndéme hypergéométrique du
second ordre.

En calculant directement le coefficient général B}, jai fait voir
(Comptes rendus des séances de I'Académie des Sciences, 12 novem-
bre 1883) que, quels que soient le nombre p et les variables p. etv, ce
coefficient peut étre exprimé 4 I'aide d'une des fonctions hypergéo-
métriques de deux variables dont j’ai fait une étude détaillée dans le
Journal de Mathématiques pures et appliquées, année 1882. D’aprés les

notations employées dans ce Mémoire, désignons par (3, r) le produit
AA+1)(A+2). . (A +n—1),

ol n est un entier positif, en convenant que (2, o)est égal & I'unité,
el posons

mn=o

(2, m+n)Bm=+a) .,
e m) (L myam (G m Y

F‘(G(, @’ 7 7’) w»‘)’)z

mynh=
L’expression du coefticient B)? est alors

. N
(4) By =Gy’ -

. . N i i—
p.'v’F,,(pn 1+ +;+J’t+,/2

) i-l—l,j+t,p.2,v2>,
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ou le coefficient G/ est indépendant de p et v, et a pour valeur

‘p—1t N+i+
( 2 2 )

Nei=/\ .
('s "——t_l\)“")“e_/)
2 7/

Le développement de la fonction F,, qui ﬁgure dans I’expression (4),

J/—N
est un entier

négatif, comme il résulte de ce que nous avons dit a propos de
la formule (3).

Dans la séance du 19 novembre 1883, M Radau a communiqué a
I’Académie des Sciences une méthode permettant d’établir rapidement
la formule (4).

En considérant p. et v comme deux variables indépendantes, on
conclut des formules précédentes une propriété des coefficients B}
qui me parait digne d’étre signalée.

D’aprés les propositions démontrées dans le Chapitre IV de mon
Mémoire Sur les séries hypergéométriques de deux variables précédem-
ment cité ('), les deux fonctions

s'arréte de lui-méme, car le second élément

z:F,,(a,\ /,/,7;—"),
z,=F, (a—)\ S+, 7,/.1 %)

2

possédent cette propriété que l'intégrale double

(') On peut remarquer que I'équation (34) de ce Chapitre IV est vériliée non
seulement par
Y —— a - ! .l‘ “"
,..-_F,,<u, Sy )

mais encore par
nl ~
=F,(%,8,1,Y, az, by),

les constantes a et b étant assujetties & la seule condition

a+b=r.

Ot
[&]

Journ. de Math. (3° série ), tome X, — Decensre 1384,
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étendue aux valeurs réelles de x et y pour lesquelles

x>0, )20, I—@~ y2o0,

est nudle lorsqu’elle est fivie, a condition que le produit A{(3 - 2+
soit différent de zéro. Faisant alors
) — Nt-i+j i+ j—N
x=2p!, y=o22, a=L"1_4 S, 3=

2 2 B

P=i41, Y=+, A= —

ou N, est un entier positif de méme parité que N, on a

0
l
——

; (p-——: N+i+j (+j—N
4 T > ’ ;

s L0, J 41, ot

— Ny+i+j i4+j—N
Y e R

-~ s L1, J 41, u2, v,

etl'intégrale double précédente devient

Pt

— —2

(5) /j p.-z,.u\,-.'ju(l _ ,_,:}‘2__ 2v2) 2 zz,dp. dv,
P'intégration étant étendue aux valeurs de p. et v pour lesquelles
(5 pZo, v2o, 1 —2p— av*>o.

Comme s et z, sont des polynémes, cette intégrale est finie quand

/—'L;—l — 1 est positif, et par suite elle est nulle quand N—N, est diffé-

2

, .. — N =N
rent de zéro, car le facteur (8 — « -+ 1)) est ici -—<p - L+ - ')

P

et ne peut pas s’annuler. Donc, en vertu de 'expression (4) du coeffi-
cient B}?, I'intégrale double

ill 4
p—1

f | / .:l.v( 1 — 22— oy?) T BY Bl dy dy

1)

(oﬁ = > o) étendue aux limites (5'), est nulle tant que N est
2

Z

différentde N,.
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La formule (4) donne I'expression générale du coefficient B} quelles
que soient les constantes p et v; mais, dans l'application a la Méca-
nique céleste que M. Tisserand avait en vue, p.etv ne sont pas inde-
pendantes et 'on a

> l o +) .I
I
(6) po==costsy v == sints,
d’ou
((")") [}. 4 v=Tl,

1l est donc important de rechercher quelles simplifications cette re-
lation cntre p et v apporte 4 I'expression du coefficient B,

Dans lgs cas signalés par M. Tisserand, cette relation permet de
réduire le coefficient BY” 2 un polynéme hypergéométrique d'une
seule variable du premier ou du second ordre, et, dans ces cas, le
coefficient B considéré comme fonction de J satisfait & une équation
différentielle linéaire du deuxiéme ou du troisiéme ordre. M. Callan-
dreau a montré (Comptes rendus, séance du 2t novembre 1883) que,
dans le cas général, le coefficient B}, considéré comme fonction de J,
vérifie une équation différentielle linéaire du troisi¢me ordre qu'il n’a
d’ailleurs pas formée complétement. Au moment ou M. Callandreau a
publié cette Note, j’étais de mon cOté, en suivant les conseils de
M. Tisserand, arrivé a ce méme résultat. Je vais reprendre ici le calcul
de M. Callandreau et former cette équation du troisi¢me ordre, aprés
avoir fait quelques réflexions générales sur les équations linéaires
simultanées aux dérivées partielles.

2. Soit z une fonction des deux variables indépendantes « et y sa-
tisfaisant 4 deux équations différentielles linéaires simultanées aux
dérivées partielles de la forme

(7) ) =S Qyp - a,q 4 a,c,
7

( l = b,s—!— [)g,) -+ [);;([+ [)‘5;’

qui admettent quatre intégrales communes linéairement indépen-
dantes; dans ces équations p, ¢, 7, s, ¢ désignent les dérivées partielles
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premiéres et secondes de z et les coefficients a,, a,, a,,a,, b,, by, b,, b,
sont des fonctions de x ety ('). Les équations (7) ayant quatre inté-
grales communes, le déterminant 1 — @, &, n’est pas nul identique-
ment; alors, en dérivant la premiére de ces équations par rapport & y,

la deuxiéme par rapport i x et remplacant I o Ot pard—s et 2, on
dy dr de 7y

obtient deux équations du premier degré en 9s ct —dj: d’ou I'on peut
dx =" dy

tirer ces deux quantités, car le déterminant des inconnues est 1 — a, b,,
que l'on suppose différent de zéro. A 'aide des équations (7), on

. , ds , Os
pourra mettre les expressions trouvées pour — et = sous la forme
oz~ dy

ds
sa;:a|3+7-2p+‘¢3(]+a45, .

XL
-~

| 0
| 5 =Bus+p + Bag +Pu,

u; et f3; étant des fonctions connues de x et y. La condition d’intégra-
bilité

d (;‘;—}) B d (23)

de T Qe

est supposée remplie identiquement, quels que soient x, y,z,p, ¢, s.
Sil'on établit une relation entre y et

(9) y=/(x),

I'intégrale générale zdes équations (7) devient une fonction de x seu-
lement, et cette fonction z de x satisfait en général a4 une équation
différentielle linéaire du quatriéme ordre; mais, pour certaines déter-
minations spéciales de la fonction f(x), cette fonction z de « pourra
satisfaire & une équation différentielle dn troisiéme ou méme du second
ordre.

(VY Journal de Mathématiques, p. 182, année 1882.
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L]

Voici comment on obtiendra ces déterminations de f(x). On a,
puisque 5 dépend de x directement et par I'intermédiaire de y, d’aprés

larelation (g),

ds ,
= =p+qy,

2z , ’a ”
T =r+25y +diy +qy,

1

Y et 3" désignant les dérivées de y par rapport i  tirées de la rela-
tion (9); en vertu des équations (7), ces deux expressions deviennent

ds ,
dv P T9Y5

2 -
-~

g+ by + )+ 5@+ by,

Donc la fonction z de x vérifiera nne équation différentielle linéaire
du second ordre, si 'on peut trouver une fonction y de = remplissant
les deux conditions

10) (@ +2y+byi=o,
10
\ro. ( az -+ b,y + v =(a,+ byy?)y.

1l pourra ne pas exister de fonction y vérifiant ces deux équations;
on s'en assurera de la facon suivamte : En résolvant ces équa-
tions (10) par rapport a y' et y”, on obtient des expressions de la
forme

(10) Y=9(z,y), v'=1d¥=xy)
d’ou I'on tire I'équation

" ) d%
(10") =+ 5te(@y)=4(x, y)

Cette équation (10”) définit ¥ comme fonction de x; pour que cette
fonction satisfasse & la question, il faudra et il suffira que sa dérivée
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soit ¢ (@,y). 1l peut arriver que cette équation (10”) soit identique
en x ety; dans ce cas toute intégrale de la premiére des équations(10)
sera une solution du probléme.

Voici maintenant comment on obtiendra les déterminations de la
fonction f(x), équation (g), pour lesquelles z vérifie une équation du
troisi¢cme ordre. Nous avons trouvé

- 2 .

« d? 5
(_t;:p—{-—q)/', a—/’—“l;.:z(.'is"i_(»‘ﬂp‘*'C:;(l-ll”c.izs
ol ¢y, €3, Cy, ¢, sont des coefficients qui viennent d’etre calculés et qui
contiennent ' et y’. En prenant encore une fois la dérivée par rapport
4 2, on aura

s ds ds , de, dey o, Oy,
ﬁuc,(m+d)y)+s(dL+$.\ +‘).—’—") 4+,

et, a laide des équations (7) et (8), on pourra mettre celte expression

sous la forme
d?s

TA =SS+ P+ 8aq + gt

les coefficients g,, g,, 83, g; contenant y’, y” et y".
Pour qu'il existe une équation linéaire de troisiéme ordre & laquelle

satisfasse z, il faut et il suffit que I'on puisse éliminer p, ¢, s entre ces

. . ds d*s d*s . . .
trois relations donnant T ETI’ ;I—B—, ; par suite, il faut et il suffit que

I'on ait
g B2 8s
¢, ¢ . | = u;
0 ] 3

ce qui est une équation différentielle du troisiéme ordre donmant
yena.

3. Revenons maintenant au probléme particulier qui nous occupe,
La fonction

32F4(“9 ﬁ0797’9 ‘Tiy)
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vérifie les deux équations différentielles simultanées

(x—axt)r—yt—oxys+[y—(a+F+1)x]p
—(a-+f+1)yq —afiz=o,

(re)
( (y =yt —atr—2ays+ [y — (2 +E+1)y]g

—(a+F+1)xp — afz =0,
dans lesquelles nous ferons, pour abréger,

a+f+1=A, af=D0.

D’aprés les relations (6), on voit que la fonction F,, qui figure dans
I’expression (4) du coefficient B}?, est de la forme

R S |
(12) 2 = F.i (“1{‘3’79 '/9 COS&;" Sln‘; )
on

(13) U_:/)—l+\+l+_/’ 5 i+/—N
P 9 P

Y=L, Y=g+,
et, par suite,

(13) A:-’-’-}f—'-{—i-ﬁ—j, ll:(":'+l\+,f+")<‘+’2_’\)~

b

Nous allons donc faire, dans les équations précédentes (11),
J T NI Y
A — 4 — ain? 2 .
(14) =cos'>, y=sin'>, sin’-=y,

et en déduire une équation différentielle linéaire a laquelle satisfait =
considéré comme fonction de J d’aprés I'équation (r2).

Si I'on remplace, dans les équations (11), les variables « et y par
leurs expressions (14), ces équations deviennent

J , g .Y J J .
cos"§<1 - cos'%) r—sin®-1—2sin'-cos'=s + (7-——A c05"5>p— Asm“%q —Bz=y,

2

(15)

W . J L C e J A
sin* 5(1 — sin ;)t — cos*~r—2sin S cos'=s +<‘y —A sm‘5>q-Ac05‘5p—— Bz=o,
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On en conclut, en retranchant membre 4 membre,

" J .4
[ 39 Ay .
(16) reos’~ — ¢sin' == 4'q — yp;

puis, multipliant la premiére par et

» la deuxiéme par
sin? = cos? =
2

£~

ajoutant,

’ J NP | wd o d
rcos' - — 25sin®=cos*- 4 {sin‘ =
2 2 2 2

17 . & 3z
(17) :—’)—<Aco~,£—7) qJ(A51112%—°/’)+—1——~—»1-

L) .
sin? — cos? — sin? - cos? -
2 2 9

W X . . 9d
Ceci posé, on a, puisque sm2; =y,

{(18) . Z:~_(qsm~{—pcos J—)
s W S I | L
(19) = |<rcos 5 — 28sin®~cos®~ + ¢sin ;)+2(p+(]),

et, par conséquent, d’aprés I'équation (17,

[, d LT dis
S —COS - =
2 2 dv?

l

(19) { =/4pcos® J(A cos21 -+ sm-J>
+ 4 sm-— Asm*J '—i—lcosd + 4Bz
iq v +5cos' )+ Bz
Pour simpliﬁer, introduisons la somme et la différence des coefti-
: J e )
2 / 27
cients de 4p cos ~ et fgsin®~

(20)

2 J 1., e NS S N
4 = A cos S — 7+ sn a—l—Asm = — v+ cos S—A" | =Y+

/= Acos’%—— 7 +-;sin21;- —A sin%-f—‘y' —cosz‘: (A — -)cosl -7+
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Alors
. : , + 0
Acos’l—'y-e-—l-sm’il- =2t
2 2 2 2
. .4 1 J _ n—0
2L __ o - 2! 1
Asin? - — 3"+ ~cos® - = ——)
et I'équation (19') devient
. 9d J ds J . oJ
29 nos?l Y5y, 22 2d
] ‘sm 5 00T~ oo = ar,<pco> =+ gsin 2)
(19") ' ] i
2d _ _iaed
| +29<pcos =~ —¢sin 2>+4Bz
ou enfin, d’apres (18),
d*s ds

(21) v —v) m+or—4Bz= zn(pcos%ﬂ—qsin’%)

Le facteur » quifigure dans le second membre est une constante (20);
si les éléments «, 3, v, ¥’ de la fonction F, satisfont a la relation 4 = o,
le second membre de I’équation (21) est nul; dans ce cas, la fonction
F, de v satisfait donc a une équation linéaire du second ordre intégrable
4 "aide de la série de Gauss. Cette condition se trouve remplie pour la
fonction F, qui figure dansle coefficient B} lorsque p = 2. On retrouve

ainsi le résultat indiqué pour ce cas par M. Tisserand.
Supposons maintenant 1 203 nous avons, en posant, pour abréger,

2 -
(22) P:v(l—-v)%;:— @%—«41&,
la relation
(21) P =2y (pcoszé—hqsin“g);
dou
dr J <
(23) o =2n(q —p)—4n <rcos"-2- — tsin' ;);

Journ. de Math. (3¢ série), tome X. — DecemBre 188, 53
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done, d’aprés (16),
dp /
(24) = aug(1—ay)— 2up(1 — 27),

ot I'on peut remarquer que le deuxiéme membre est nul si

de sorte que, dans ce cas, P est indépendant de y. Dans le cas général,
on peut éliminer p et ¢ entre les équations (18), (21") et (24), et 'on
obtient ainsi I’équation cherchée

d , .
— 1=y —1+42y
o : J
P sin?® = cos? O
ds N | 2 dJ
o, Sin° -  — cos® -
l,[" R 2

ou P a la valeur (22). Cette équation simplifiée s’écvit de la facon sui-
vante, toutes réductions faites :

1

7 +(V =) [A—y+2y —v(2Ad +7+ )] ok

U

[A

nqus
)

(v —v*)?
(35 B (24 — v+ 9]
20 d=
s

\ +2Bs{t — oy —2v(1 —y—)]=o.

—avlaB+ (2 —1)] — v — a2y A — )l

Telle est I'équation du troisicme ordre (') & laquelle satisfait la
fonction (12), c’est-a-dire

z=F, [z B,y ¥, (1 —v)} ]

(') En se placant dans le cas ol les coefficients ont les valeurs (13), M. Ra-
dau a formé directement cette équation [ Arnales de I’Obsercatoire, 1884, Sur
le développement, etc., équation (19)].
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Dans le cas particulier qui nous intéresse plus spécialement, ou ¢,
2.7, ¥ ont les valeurs (13), cette fonction est un polynome du degre

N—i—yj,

en v, ct, si I'on fait alors
5= MV A DV Ay VT

la substitution de cette expression dans I'équation différentielle (25)
fournira une relation récurrente entre trois des coefficients consé-
cutifs %,.,,%,, %,_,, permettant de les calculer tous quand on connait
les deux premiers, 2, et (voir p. 426). Or ces deux coefficients s'ob-
tiennent de la facon suivante. D'abord on a, en faisant v = o,

)~o - F.q(a, ‘9, T T’v I, 0) = F(“, ]3) T [>7
F(x, #,v, x) désignant la série hypergéométrique de Gauss; puis, en
.. , ., ds
faisant v = o dans la dérivée —sona

d

JF, oF,”
)“ = [—- 2([ — ‘l)-(-)-;' + 2y —(-)—).-Jv:”

¢est-i-dive, d’aprés la relation

(,F; 2, ’ ha,y ol !
( ﬁ,d»’Yr“r, ,))=$F4(a+.,l’;+|,7+l,y,x,y)g
223 1
== 2 a1, By 1 0)
1
223

:—-—TF(a—-}-—[,ﬁ—i-I,'y-{—l,l).

Ces deux coefficients 2, et ), peuvent donc étre exprimés a I'aide des
fonctions I'. L’expression générale du coefficient ), a été indiquée par
M. Radau (Comptes rendus, séance du 3 décembre 1383).

L'équation différentielle (25) peut étre intégrée 4 I'aide de la série
hypergéométrique du second ordre

a, b c| \ _ \Cla,n)(b,n)(e,n)
F(d, e, ‘”) —E(d,n)(e, IR
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dans le cas particulier oli y =y'. En effet, siI'on suppose y = 1’ et si
L'on fait un changement de variable en posant

p=sin*) ={fv(1 —v),
I'équation (25) devient, aprés suppression du facteur (1 — 2v),

Bs

|t —p) dp; +9[A+7—~P(A +/+i)J§—;
(26) - +L(27—~ (A — ) — <B+A7 +%A> 9]%‘
'\
-—B(/— 5)0::0,

ce qui est I'équation a laquelle satisfait la fonction

() o ).

L'intégrale qui nous occupe dans le cas particulier (13) est celle qui
se réduit & \, pour y = o, c’est-a-dire pour p = o; elle est donc

WG )

|

Ce résultat est d’accord avec celui de M. Tisserand, quia montré que
le coefficient B} peut étre exprimé a l'aide d’un polynéme hyper-
géométrique du second ordre lorsque i = j, ce qui, d’aprés les expres-
sions (13), revienta y =1y’

Enfin, on peut chercher, d’aprés les résultats donnés par Clausen
(Journal de Crelle, t. 3, p. 8g), dans quels cas ce coefficient (27) est
le carré d’une fonction hypergéométrique de Gauss

(27') F(aty, Bisvrsp)-

Rappelons-nous pour cela que, pour que la fonction

F(a, b,c :v)

d,e
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soit le carré d'une fonction de Gauss, il faut et il suffit que ses éléments
a, b, ¢, d, eremplissent les conditions suivantes :

= —)

(28) c a—+b d:a—i-l)-i-l
2% 2

y e=a+l).

et alors on a

' a,b,c
(28') F((Le

N b
x>=:p-<§,é,§;t:;t1,x§,

2 2

On obtient ainsi six cas dans lesquels le coefficient (27) est le carré
«(’une fonction de Gauss, en appelant successivement ¢ chacun des élé-

ments supérieurs

Xy ﬁo Y ""-.T,

et d chacun des éléments inférieurs
A—v, 27—1.
Le plus intéressant de ces cas est celui ott I'on ferait
a=«, b=§, c=y—3, d=A—7, e=2y—1;
alors les conditions (28) se réduisent i une seule

(29) y—i=2EF

et, lorsque cette condition (29) est remplie, on a

(Wl = Grdne)

En supposant que «, {3, 7 aient les valeurs particuliéres (13) avec
v =7, c'est-a-dire { = J, la condition (29) donne

p—1 . .
T+21=2Z+I,

c’est-a-dire

p=3.
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Done, lovsque p = 3,L—1L —— =1, le coefficient B s'exprime a I'aide

ducarré d’'une fonction de Gauss, et I'on retrouve ainsi un résultat in-
diqué par M. Tisserand.

4. Pour faire une autre application des considérations générales dé-
veloppées dans le n° 2, prenous la founction

(B0) s =Ful, o B 700,
qui satisfait aux équations simultanées

0,

i

31) x—a)r—xys+[7—(a+ L +1)x]p —fyg —afiz
(31)

’

[
[ (y—p2)t —ays+ [y — (a+ P +1)y]g—Frp—ofs=o,
et faisons

(32) rY=1—uwx;

alors z devient une fonction de x seul, et cette fonction vérifie une
équation différentielle du troisiéme ordre qu’on peut former de la fagoun
suivante,

En additionnant, puis retranchant membre & membre les équations
:31), dans lesquelles on remplace y par 1 — , on a les deux relations

s (@ — ax?)( r——zs+t)_-s(p+q)+X(p—q)+a.(,’3+,’5’):.
(x—x*)(r—t)=~=[y—(a+B—F+1)x|p
( + 7= (e+F —f+1)ylg+alf—F)s

dans la premiére desquelles on a posé, pour simplifier,

s By —Y
e = )
2

(3%)
( X=(e+f+f+nNw—g(a+f+F+1+7—7)

Ceci posé, I'on a, en vertu de la relation (32),

ds diz

;i.;:p—q, z;:r—zs-%—t,
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et la premiére des équations (33) donne

as ds

(31) (o—a) XL (g B)i=c(ptq).

1l résulte de i que, si la constante ¢ est nulle, la fonction
s=To(e, B, sy 7oy 1 — @)

vérifie I'équation du second ordre

: , 1z
] (7_ “+f+‘+l) ]Zl'l

—a(f+ )z =0,

qui admet pour intégrales les deux fonctions

'\l

=Fea,f+f 72
=" TF(la+1—7, [‘3 + =0 — );

'l

on aura donc, dans ce cas,
3=0(,5,+ C,5,,

., ct G, désignant des constantes.
Revenons maintenant au cas général ou : est différent de zéro, ot
désignons par P le premier membre de I'équation {34)

dz ds

(34") P=(x—xﬂ)m—xm —a(f+ f)s;s

cette équation s’écrit _
=e(p+9)

’on, en différentiant par rapport a x,



h24 APPELL,
et en remplacant (7 — ¢) par sa valeur tirée de la seconde des équa-
tions (33),

N A T VR CRN R R
o

+[y—(e+f —f+1)ylg+a(f—[)s

Des relations
P ds

/)+'q=—3—) I)—-q:;n_s

P dsz 1 (P ds
r=i(;+%) 1=:G-%)

et, en portant ces valeurs dans I'équation (35), on obtient enfin I'équa-
tion différentielle du troisi¢éme ordre

on tire

|- N — x’)—+—[/—7—p+ﬁ (@ +1)(22 —1)]
(36)

-+ -

| oy a1 — (f= ) (2o =1} — el ~ )5 =

Cette équation différentielle (36), ainsi que I'équation (25), est de
la forme

| (@ — ) 22 1 (2 — 2%)(az + b) 3
(37) © ds .
[ +(cx’+fw+g)-(ﬁ+(/zw+/t)z=n,

les constantes a, b, ¢, f, g, &, % étant des fonctions des cinq constantes
a3 B

Cette équation (37) peut étre intégrée i I’aide de séries hypergéomé-
triques du second ordre toutes les fois que les constantes qui figurent
dans les coefficients vérifient les trois relations

(38) a+2b=o0, c+f=o0, h+2k=0.

En effet, si ces conditions sont remplies, on pourra, en faisant le
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changement de variable
y=4x(1—x),

et prenant y pour nouvelle variable indépendante, ramener cette équa-
tion & la forme

ru—ngs+r|b-r(b+3) |5
(f— g):; +kz=o,

qui est celle de I'équation différentielle a laquelle satisfait la fonc-

tion
y)-

Enfin P'équation (37) se réduit immédiatement a I'équation de la
série hypergéométrique du second ordre (39) dans I'un et I'autre des
deux cas

(39) | r(* 5

(40) c+f+g=o0, h+k=o,

ou bien

(_/w') . g=o, k=o,

a condition de changer, dans ce dernier cas, z en 1 — .

5. Dans I'équation (37), supposons les coefficients quelconques et
admettons que |'équation

(41) p(r)=Fr—1)r—2)+(r—1b+g=o0
wait aucune racine entiere positive. Alors 1'équation différentielle

linéaire (37) posséde, dans le domaine du point 2 = o, une intégrale

Journ. de Math. (3¢ nérie), tome X. — Decemune 1884, 4
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holomorphe de la forme
(42) zon+A|x+ A2x2+t0o+A”w”+-"'

En substituant cette série dans I'équation (37) et égalant 4 zéro le
coefficient de z", on trouve entre trois coefficients consécutifs A, ,,
A,, A,_, la relation récurrente

(n+1)[n*—n(1 —b)+ g] A,
(43){ =[2nr*—n*(@a—b+06)+n(a—b—f+4)—k]A,
—[n*—n*a+6)+nBa+c+r11)—(2a+c—h+06)]A,_,,

qui permet de calculer tous les coefficients en fonction de A,; en effet,
en égalant a zéro le terme constant aprés la substitution de la
série (42) dans I’équation différentielle, on trouve d’abord

puis ’équation (43), ou I'on fait successivementn =1, 2, 3, ..., donne
les coefficients suivants : le coefficient de A,.,, dans la relation (43),
n’est nul pour aucune valeur de P'entier n, car nous avons supposé
que l'équation (41) n’a aucune racine entiére positive. On trouve
ainsi une intégrale holomorphe que nous écrirons, en supposant
A, =1,

(44) | z,=5(a, b,C,f, & h,]"9m)-
Si I'on fait ensuite la substitution
s=x"7,

et si 'on suppose r égal 4 I'une des racines de I'équation (41), on
trouve pour 5’ une équation de la forme (37), dans laquelle les coef-
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ficients a, b, ¢, f, g, &, % sout remplacés par les suivants :

a=a—73r,

b =b+3r,

¢ =c—2ar+3r(r--1),
(=f+2r(a—b)—6r(r—r),
g=g-+2br+3r(r—m),

kK =h+c¢r+r(r—r1)(r—2),
K=k+fr+r(r—1)a—ar(r—1)(r—a2a),

de sorte que I'équation proposée (37) admet pour intégrale la fonc-
tion

(45) & 3d, b\ ) g kK, ).

Si I'équation (41) a deux racines distinctes dont la différence n’est pas
entiére, on aura, en supposant r successivement égal & ces deux
racincs, deux expressions, telles que (45), qui seront des intégrales de-
I'équation différentielle. On sera donc en possession d’un systéme fon-
damental dans le domaine du point = o.

On obtiendra de méme un systéme fondamental d’intégrales dans
le domaine du point & =1, car I'équation (37) garde la.méme forme
quand on change x en 1 — x. Enfin on obtiendra un systéme fonda-
mental dans le domaine du point © en remarquant que, par la sub-
stitution

on peut, aprés une détermination convenable de p, ramener I'équation
différentielle que vérifie la fonction 2’ de 2’ 4 la forme (37).

Je ne m’arréte pas aux cas ou l'une des équations déterminantes re-
lative 4 'un des trois points singuliers o, 1, % aurait des racines en-
tiéres, ou a différences entiéres, ces cas pouvant étre traités facilement
par les méthodes de M. Fuchs.
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En terminant, je remarque que la relation récurrente (43), dans
laquelle n a des valeurs trés grandes, se rapproche de plus en plus de
la relation
By =2B,— By,
qui donne, pour B, la valeur

B,=2n4yu,

X et p. désignant denx constantes arbitraires.




