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IW RKGRATION D'ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES. 38
7 

Intégration d'un système d'équations aux différentielles 

totales ; 

PAR M. SAUVAGE, 
Professeur à lu Faculté des Sciences <le .Montpellier. 

1. Ou peut étendre les procédés d'intégration qui conviennent aux 
équations différentielles linéaires et homogènes à coefficients constants 
à des systèmes d'équations à une ou plusieurs variables indépendantes. 
(Test ce que je me propose de montrer en m'appuyant sur les prin-
cipes généraux de la théorie des équations linéaires aux différentielles 
totales (Annales de Γ Ecole Normale supérieure, février 1882. ) 

îi. Considérons d'abord le système 

ctyi~(ai\y \ + ('= 1,2,. 

dont l'intégration est bien connue, lorsqu'on suppose constants les 
coefficients ah, ..., ain. 

On pose 
Ji = A, 

r satisfait k l'équation algébrique de degré η 

1 r û12 ... a 1 

F,(r) = =0. 
.............. 

au 1 a,t2 · · · ann r 

appelée équation caractéristique. 
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Si les η racines sont distinctes, les coefficients A,, A
2

, k
H
 sont 

déterminés pour chaque racine (à un facteur constant près), et l'on 
peut former un système fondamental de solutions. 

Supposons que r soit une racine multiple d'ordre k de l'équation 
Fy (;*) = o; on démontre que la racine r fournit les k solutions 

( Ae'"J" ), £(A ,î") ^r(A,e"). 

où l'on considère A,, A2, A« comme des fonctions de r. Soient 
o, (r), y3(r), 9 „(r) ces fonctions; on peut encore former un sys-
tème fondamental de solutions. 

5. Cette dernière règle peut se trouver en défaut. Considérons les 
équations linéaires et homogènes auxquelles doivent satisfaire les 
quantités A,, A2, ..., A„, qui correspondent à une même racine r de 
l'équation caractéristique. 

On a 

A, (a
u

 — r ) -f- A ο β ι ο H- ... -f- \
η
α

ιη
 — o, 

~F~ A2 (®22 T") . . . + = O, 

• · * 

A { t ~f~ A 2 -4- ·.. A
 n

 ( a
nn

 τ ) — o. 

Si r est une racine simple de l'équation caractéristique, tous les 
mineurs du premier ordre de Fr(r)ne sont pas nuls en même temps. 
En effet, la dérivée 

ι a (2 ·«· a,tn fl,i r o ai 3 ... aifl 

p' ® ^22 r ··* ^2« 1 ^33 ··· ^2II 

.... ..... .... 
O &W2 · · · @iin ^ O*,/1 Ο &ιΐ3 · ' · &nn ^ 

se compose linéairement au moyen des déterminants mineurs qui 
ojit la diagonale commune avec le déterminant principal. Or F'r(r) 
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n'est pas nul; donc tons ces déterminants ne peuvent être nuls à la 
fois. Soit 

an-r ... ain_t 

...... ..... 

1,1 ··· 0>n— i,n—\ 

un de ces déterminants non nul; le système d'équations correspondant 
permettra de déterminer les valeurs proportionnelles des quantités 
A,, Aj, ..., A

n
 d'une seule manière. 

Supposons que tous les mineurs soient nuls jusqu'à ceux de 
l'ordre £ exclusivement. L'un de ces déterminants d'ordre k non nul 
correspondra par exemple aux inconnues A,, A

2
,.. , A

rt
_*. Pour sa-

tisfaire au système d'équations du premier degré, 011 prendra arbitrai-
rement Α

λ
_^

+)
 , Ay;_A+2> · · ·» An

 et ensuite les η — k équations corres-
pondant au déterminant considéré détermineront les quantités A,, 
A Ο · . ·. » A/{.-.£· 

En prenant la valeur de r qui annule F7(r) et ses déterminants mi-
neurs jusqu'à ceux de l'ordre k, nous aurons pour toutes les valeurs 
de A inférieures à k 

ff'(r) = o, <f'!""(r) = o, <fi(r)=o, fi(r)= o, 

c'est-à-dire que l'application de la règle deviendra illusoire. 
Pour h == k on aura une solution 

8 d^_ ôrk (À ierx)=erx^\r) 

Si r est une racine multiple d'ordre k"> k, on aura les£' — k solu-
tions linéairement indépendantes 

j0f~"(r)x +... + . 

[A = £, k-h 1, (A'— 1)], 

On peut en outre former k groupes de valeurs cle A„_*
+l

, ...,A
rt 

telles que les k solutions yia = Ainerx correspondantes soient linéaire-



39° SÀUVAT.E. 

ment indépendantes. On aura donc un ensemble de k solutions linéai-
rement indépendantes correspondant à la racine rd'un ordre k de mul-
tiplicité, et l'on pourra former un système fondamental de solutions. 

Nous dirons que nous sommes dans le cns d'exception lorsque les 
singularités précédentes se présenteront. 

On voit que les k solutions correspondant à une racine multiple r 
d'ordre k n'ont pas leurs formes toutes distinctes dans le cas d'exception. 

I. Il sera utile pour la suite d'étudier l'intégration du système pro-
posé en ramenant ce système à d'autres systèmes de plus en plus 
simples, comme nous allons lé montrer. D'abord tout système de la 
forme 

dYi -■ ( ah
 y, 4- ... -e a

in
y

n
 ) dx 

admet au moins une solution de la forme y,· = Α/β'·* , et r satisfait à 
l'équation caractéristique Fy(r) = o, 

Supposons trouvée une solution A,-er'x, (Î = I, 2,..., Λ). 

Supposons que les coefficients différents de zéro soient A,, A2,..., A
s

; 
par conséquent A

J+
,, A

s+2
,..., A

n
 sont nuls. 

Posons ui=A
l
-er'j:

t
 en convenant de remplacer Α

ί+Ι
, . ...A„ par 

l'unité, et = a,-gr
4
·, , <7,,..q

n
 étant de nouvelles inconnues. Nous 

aurons 

Ui~L· = *·· ~h\aiiUi~7û
:
)Cl'~h

 *·· •+-ai>*u»V>r 

Or on a 

1 diii , 

Le système d'équation devient donc 

Tlx ~ a'1 TTt + r )^'a'n TTi 9"' 

Ce système admet la solution 

qx = q2 = ... = qs = r, 

Çs+ι — Qs+-2 — · · · — (fn — 
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Ο11 a donc 

aH ~ + ... 4-Λί,77 = Ο. 

En tenant compte de ces relations, nous aurons 

s = «« T„(?, - ?.) + · · · + a
is
-[q, - q

t
 ) 

+ β/,ί4-Ι ""77" ■+· · · · +λ<Λ ~ Ça-

Retranchons la première de ces équations des s — 1 suivantes. Posons 

tfh Ç i — et (Js+k — ^s-t-kt 

nous aurons 

~dx -\α"·'ΰ
η
-α"·ΰ

ι
}"·+ •■■

 +
 \

ah
"~

r
 ~

 a'kT,)Si+
■■■ 

\
ah

'
s+{

 U
h
 a,

'
î+1

 U
t
 ) ***

 + + \aàn
 Uh

 «II» „ J *«> 

(h = 2,3, ···, ί)» 
et 

-jT" = *W,2 7Γ-1" «a H" · · · + ( β
ί4

-Λ,ί4-Α ~ 0*«-* "H · · · + 0>s+k,n T 

S -f- k = S -+- I, S 2, . . ., H J. 

Pour intégrer les systèmes en q
n

 q>, .q
n
 et en 5

2
, s,, 5„, 

nous formerons leurs équations caractéristiquesFy(r) = 0 etF
z

(r) = o, 
car ces systèmes sont de même nature que le système proposé. 

On a, pour le système en q
x

> </
2

, ..q
n

, 

a,, —r r e,2((| ··· 

w= -"· 

^«1 "77" ^W2 /7" " ' ^ ^ 
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Or ̂  = —■· On a donc 

Aj («Il Γ ρ) A
2
# 12 · · · A

rt
fl

|ft 

Ff(/,)= = 0< 
Α,β/n A

2
#

/î2
 ... A

rt
(û

rtW
 r Γ) 

ou simplement 
α,, — r — r ανι ... α„4 

F*M = =°· 
«ni «/ι3 · · · «Λ/Ζ ^ ^ 

C'est l'équation caractéristique du système primitif où r est remplacé 
par r 4- r'. 

Prenons le système en z3t z3, ..., z„. Son équation caractéristique 
F«(r) = ο peut s'écrire en introduisant immédiatement une nouvelle 
ligne et une nouvelle colonne 

Mj lis #5+1 Un 

ο aii /' #127 '' ··» ®2ίτ" «ι*7~ #2,ί+ι ~ #i,s+i~~ ··· αΐη~ λΙΛ — 
..................... 

/·Γ-(/')— Ο #,(2 ~ #12 77" ·«· «55 ^ «*,*+1 ~"7 «1,5+1 ~~ ··· «5/t ~ «1«~7~ - - 9' 

0 «5+1,27 ··· «5+1,5 - #5+1,5+1 r Γ ··· #5+1,« -

......................... 

° ^ns ii ««,5+1 ··· #«» ' ' 

Ajoutons la première ligne horizontale à chacune des s — 1 pre-
mières, il viendra 

r a,
S(Ii

 ··· a„
t

-

..... ..... 

rFz(r)= "s Us =0. 

.......... 

Ο ««2 7Γ~ ' ' " «n« Γ — Γ 
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:i 

Remarquons maintenant que l'on a identiquement 

(«Il Ο + β|2~"+"···"+"ΛΙίΤ" °» 
........................ 

as>J
<
+---+(as'-'J) = 0> 

"s-H U-S 4-1 
................... 

itri ι ~ dus ~7Γ — ® » 

et ajoutons les s premières colonnes en tenant compte de ces relations, 
nous aurons 

*11 Γ Γ ®I2
 #/ ^tN it 

rF
s
(r)= =o. 

"««« a 7Γ ann~r~r 

C'est l'équation caractéristique du système en qit q2
,..q

n
. Donc, 

quand on introduit la solution r—o dans l'équation F
e
(r) = o, on 

obtient l'équation F?(r) — o, c'est-à-dire que, lorsqu'on connaît les 
racines de l'équation Fy(r) = o

f
 on a, par un calcul très simple, les 

racines des équations Ffl(r) = ο et F
z
 (r) = o. 

Ajoutons que, si r' est une racine multiple d'ordre k de Fy(r) = o, 
zéro sera une racine multiple d'ordre k — ι de F

z
(r) = o. 

Aux équations en z
it

 zit
 ..z

n
 il faut joindre l'équation 

— _α
12
^32-Η...Η-(3

)Λ
-ζ

Λ
. 

Cela posé, le système en JS
2

, s3, ..z
n
 admet au moins une solution 

constante si /·' est une racine multiple de Fy(/*) = o, car l'équation 
F,(r) = o admettra alors la racine zéro. 

On aura donc 

Îll—r 

Journ. de Math. (3' série), tome X. — NOVEMBRE 1884. 5o 
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Cl étant une constante déterminée; on tire de là 

= Ca?H- C,, 

C, étant une constante arbitraire. On peut remonter aux inconnues 
primitives et l'on aura 

g Λ -à + qi — Cl.* +- C;
t
 (Λ = 1, 2, . . .. S ) 

et 
r/s+k — *î+A — f'î+-A (s -r- k — S -l·- I , S -F- 2, . . ., Π 

les quantités CA— G, étant des constantes dont les valeurs proportion-
nelles sont déterminées. On aura ensuite 

Yi — lkqi - Α,·β''Λ'(Cx -h C,·), 

en supposant maintenant A
îm

, A
54

..>, ..A
rt
 identiquement nulles. 

Supposons que l'on forme le système différentiel qui est au système 
en s,,:,, s

s
ce que celui-ci est au système primitif. Soit k le degré 

de multiplicité de la racine r', et soit k>3. La nouvelle équation ca-
ractéristique admettra encore la racine zéro. 

On en tirera pour le système en s2» · · ·» zn "Ne relation de la 
forme 

ζ ι — D, -f- D; a?, 

D, et D· représentant des constantes. 
Si nous convenons de représenter par P*(a?) un polvnome entier et 

rationnel de degré k en x, nous aurons, après avoir intégré, 

<lx = PFF®). 
d'où 

+ zu=Vl[x) (/i = ι,-j, 
et 

qt**=· **+* = K+A*) (s +■ k = s -h ι, .v -h *j, 

d'où enfin 
m,·?,·—. Α,^Ρ;(^), 

A,...,, A,
t2

 A„ étant supposées identiquement nulles. 
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Le raisonnement se continuera de la même manière tant qu'on 

n'aura pas épuisé le degré k de la racine r'. Nous retrouvons donc les 
formes des intégrales données par la première méthode d'intégration. 

Ajoutons une remarque importante. Soit 

fi = Aie?x («'
0
xm 4- a\ a?'"-' 4-... H- a'

/M
 ) 

une solution; j, = Α,-α^ est aussi une solution. Il en résulte que 
clans les solutions successives correspondant à une racine multiple r', 
les coefficients des plus hautes puissances sont différents de zéro en 
même temps. On remarque ce fait également dans la premiere mé-
thode. 

Il est évident qu'en ramenant le système en y, ...,ya
 à des sys-

tèmes de plus en plus simples par le procédé que nous venons d'in-
diquer, on arrivera à construire η solutions du système primitif en y,, 
y

a
, ..y

n
. Ces η solutions formeront un système fondamental de solu-

tions. 

5. Il peut être utile de changer l'équation caractéristique en une 
autre. On emploiera la substitution yt — u

4
·βλτ, λ étant une constante 

arbitraire. On aura 

u{ 4-.. .H- ( a κ— λ ) ut- +.. 4- αΊ·„ιιη. 

L'équation caractéristique F
w
(r) = o a pour racines les racines de 

F
r
(r) = ο diminuées de λ. 
On remarquera que, si la racine r' correspond à un cas d'exception, 

la racine r'—λ correspondra aussi à un cas d'exception, et récipro-
quement. 

(>. Pour que le système en z.,, z
3t
 ..., z

n
 présente le cas d'exception 

pour La racine zéro, il faut que le système en y,, y
2
 y

n
 présente le 

cas d'exception pour la racine r'. 
En effet, supposons que le système en z

2
, s

3
, ..z

u
 offre le cas 

d'exception pour la racine zéro. Il existera au moins deux solutions 
linéairement indépendantes dont les éléments seront constants. Entre 
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ces deux solutions 

z
(
=xit ζ\ — χ. (Ι = 1,2 η) 

il ne pourra exister aucune relation à coefficients constants cle la 
forme 

ω a,· 4- ω'α|. = ο. 

Introduisons les deux symboles xK et a\ en leur donnant pour va-
leur zéro, Aux deux solutions considérées correspondent deux solu-
tions dans le système en qxtq^ et deux solutions dans le 
système en yity3f..., y„. Nous aurons 

qi = txχ 4- a,· 4- C, q. = x'x 4- a, -+- C', 

Aië,lc\oLX «/-+- C), y\ = A^ix'x 4- a) 4- (/), 

C et G' étant deux constantes arbitraires. 
Choisissons deux nombres /3 et β', tels que αβ -+- χ'β'= ο. La solu-

tion βγ{ 4- β'y. — β'οί'ι 4- Cj3 -+- C'(3') sera de la même forme 
que la solution Α/β'**. Il n'y aura entre ces deux solutions aucune 
relation linéaire à coefficients constants; car les quantités 

β^-h β % -4- C/3 4- Ο'β' 

devraient être loutes égales. On aurait 

|3«/ 4- (3'«; 4-
 V

C|3 4- Οβ'= βχ, 4- β'χ\ 4- G/3 4" C'(5'= C/3 4- C/,V 

et par suite 
β «/4- /3'«; = ο, 

ce qui est impossible par hypothèse. 
Donc le système enylfy2, . . admettrait au inoins deux solu-

tions linéairement indépendantes de la forme //=Α/βΓ'*,^= A;.er'*, 
c'est-à-dire que la racine f correspondrait à un cas d'exception. 

7. S'il n'y a pas exception pour la racine r' de Fy(r) = o, la con-

stante C = ~ ne sera pas nulle. En effet, on aurait la solution 
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Yî = k
l
Cie

T'x
i
 si G était nul. Elle ne se confondra avec la solution 

yi = \(βΓ'* que si l'on a 
G, = C: = ...= C4. 

On aurait alors 

q | · (J2 · · . (j
s
 C, — G.j — . . . — C4 Ct — Çs+-2 — · · — (Jη — Q 

comme solution du système en qx, q>,. . , qir
 On en tirerait 

Ζ j — i>3 —,. . — zs — o et +-1 — · · · — >t — ο 

comme solution du système en z
n

. Or on n'a pas pris une 
solution en a

3î
 ..., z

ni
 dont tous les éléments soient nuls pour former la 

solution y\. Donc cette solution y,, devant être linéairement indépen-
dante de la solution //, ne peut exister, puisqu'il n'y a pas exception, 
et C n'est pas nul. 

8. Considérons maintenant le système d'équations aux différentielles 
totales 

- » i fyi — y, + amYn}dx\ -f-...-h (//,/, -K li„yH)da.'p 
( \J> I, 2, . . . , Il y, 

où les lettres a, b, ..., / représentent des constantes. Nous supposons 
les conditions d'intégrabilité identiquement satisfaites en vertu des 
équations proposées. 

Si les variables indépendantes a?,, a?
a

, ..cc
p se déplacent respecti-

vement dans leurs plans, il existe des fonctions intégrales y,, y*» · « 
uniformes dans tout le plan, satisfaisant aux équations proposées. Ima-
ginons un système fondamental de solutions. Il suffit, pour le déter-
miner, de fixer un déterminant de valeurs initiales différent de zéro. 
Pour avoir les valeurs des solutions en un point (a?,a?

2
... xp) quel-

conque, on pourra arriver en ce point avec un choix de chemins et de 
marches absolument arbitraires. Supposons donc que la variable x

x 

décrive son chemin, les autres variables indépendantes a?
2

, ..., x
p 

restant à leurs positions initiales. Les éléments d'une solution quel-
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conque satisferont, dans cette hypothèse, aux équations 

12) dyi^aily,+...-haiflyu
, 

à une seule variable indépendante. 
Soitr, une racine de l'équation caractéristique F, (/·,) — ο relative 

aux équations (2). On aura une solution de la forme 

yi — A?
/
(r'

1
)e,,'cr· (1 = ■, 2, ..n ,; 

5/(/'',j est un nombre que donne le calcul quand 011 connaît r',; A est 
une quantité indépendante de x

t
. Si maintenant on fait varier les autres 

variables x
3

, ...,ocp, A variera seule et sera une fonction de ces 
variables. 

Exprimons alors que y(— Λç,·(/·',)(?''«·'"' satisfait aux équations (2). 
Nous aurons 

<b'i = Ar\ φ/(r\)e'".dx, -h ç,(r\)er'.u'.r/α»,~ r/a?,,) 

= A<?'·;·'■■ ίΓα.
(?

,(/·',) -h... + a
in

<p
/l
(r\)]dx

i 

+ [ bh ? I ( Λ )+·■·-+- ^·,ι ?// ( '*'ι ) j · · · 

+ [ bh ? I ( Λ )+·?·-+- ^·,ι ?// ( '*'ι ) j · · · 

Ces équations se ramènent, à cause du choix de r\ , à la forme 

10, « 9i\r I cLr.t -t- « • • “f~ d\ôx dx /> 

= A ! [ bi, 5, ί /q ) -H... -h £,·„ φ„ ( /, )] dx., -t-... 

(Y/« ? < (** l ) ' · · ~i~ /r'/iÇ/j ( ̂  1 )] y» j » 

et, comme la fonction A doit exister, on aura 

S (Ê +
 ' · ·

+
 S

 dXp
) =

 r'*dx*+--- + ΓΡ ώι'ι-

/'
2

, ..., r'
p étant des constantes déterminées par le calcul précédent, 

d'où l'on tirera 
¥ = Ber~i'h'" F*/'* 

Β étant une constante arbitraire. 



INTÉGRATION D ÉQUATIONS AUX DIFFÉRENTIELLES TOTALES. J99 
Ainsi les équations (i) admettent au moins une solulion de la forme 

V,= A/e'Vv'VV—'V /'1 

Ai, A
a

, A
m
 étant des constantes dont les rapports sont donnés 

par le calcul. 
En exprimant ce fait, nous trouverons les relations qui doivent né-

cessairement exister entre r\, r\
%
 ..rp. Nous aurons 

dr, ·■·''"/)■ !r\ d.r
(
 4-.. .4- r'pdjpp) 

1 A
R
I7/

(
 4- A1-11 'i-Jvdx{ H-.. . 

(A ,/,·| -+--A ji /,„) 6 Ι I " I' 1 L'DXμ, 

équations qui entraînent les suivantes : 

A Ι O-H H-... 4- A/FFL/,· — /·, ) 4-... 4- Α,,α,·,, — Ο ! 
» (/ = ι, 2 η). 

Λ , //, Η- ... 4- Α,(/,,· — rp) 4-·... -4- A,JIN — Ο ) 

De ces équations du premier degré, il résulte d'abord que chaqi 
nombre r'A doit satisfaire à une équation de la forme 

Sl l 1 k Si- ' ' ' Sin 1 

F»(r») = s'-[ g"~^ ;;; s>" =o, 
............. .. 

S'H S" - ' ' ' S'" ι ' A 

que nous appellerons une équation caractéristique. 
Ensuite ces systèmes doivent être satisfaits par un même système île 

valeurs proportionnelles de A,, A
a

, ..A
n

. Supposons expressément 
quer'

t
, Κ, . rp

 n'annulent pas respectivement tous les mineurs du 
premier ordre de F,(r, ), F

2
(r

2
), ..F/,(rp). Alors les équations du 

premier degré admettront un système unique de solutions communes 
A ι » A ο, · · · * Aw · 

En comparant ces équations, on en tirera 

AI dix 4-... 4- A,, (iin A| bu 4-. ·. 4- A;, bjn A, 4-... 4- ART /,·„ 
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On peut toujours supposer qu'aucun des nombres r\
t
 r.[, ..., rp

 n'est 
nul; car, si l'on pose = ΐίί«

λι*ι+···+ν*/», le système (i) deviendra 

dui~ [au u{ +·...+ {au — Λ
4
)Ι/,·4-.. .-h ainu„}dx

{ -Κ .. 

4- [^·( M, 4-. . . 4- (/,·<· — 4-... 4- li,
t
u

n
] dx

py 

et les équations caractéristiques de ce nouveau système n'admettront 
plus de racines nulles, si l'on choisit convenablement λ,, λ

2
, ..., *kp. 

La racine r[ n'étant pas nulle, on peut toujours trouver une quan-
tité À,4-.. ,4- Anailt = k(r\ différente de zéro, car tous les nombres 
A,, Ao, .. ., A„ ne sont pas nuls à cause des premières hypothèses. On 
voit alors que, r'

2
, rj, ..., r'p n'étant pas nuls non plus, on aura, à 

cause des équations précédentes, 

A Ι bîi 4-... 4~ A
 n

 h i
n
 jé. ο, ..., A ι /j) ... 4~ Α,/din ̂  o. 

Donc à une racine r[ correspondent des racines r.>, r3, ..., rp déter-
minées. Réciproquement, à l'une quelconque de ces racines corres-
pondent toutes les autres et seulement celles-là. 

Parla transformation inverse à celle qu'on a faite, on peut rétablir 
les racines nulles qu'on avait écartées, et le théorème est vrai, même 
dans le cas où les équations caractéristiques admettent des racines 
nulles. Mais, si l'on a F, (ο) = o, Fa(o) = ο, ..., F^o) = o, il faut 
que les mineurs du premier ordre de chaque déterminant F,(o), 
F

a
(o), ..., Fj,(o) ne soient pas tous nuls à la fois. 
Quand les conditions précédentes seront réalisées, nous dirons que 

les nombres r\, r'
2

, ..., rp se correspondent. 
Lorsque les mineurs du premier ordre peuvent être tous nuls à la 

fois, le théorème peut n'être plus vrai. En voici un exemple simple : 
prenons le système 

= ay
x
 dx

K
 4- (ù,,y, 4- b

i2
y

2
)dx

2
, 

dy2 = ay2dx
t 4~{b2iy{ 4- b22

y.
2
)dx

2
. 

Les conditions d intégrabilité sont identiquement satisfaites. Si l'on 
pose 

y
t
 = A,ea*>, y

2
 — A

2
ena\ 
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A, et A 2 seront déterminées parles équations 

c^~· = b
l{
 A, H- £

12
A

2
, 

, A < 4-^22^2· 

On en tirera deux solutions linéairement indépendantes 

A
N
 = B„^., 

2 IB 21 

A12 V I 2 er"îx• w 

A 02= Β*
3
βΚχ*, 

et, pour le système primitif, on aura les intégrales générales 

y, = eaxi (λ Β H
 e'J*x* -+- μ Β,

 2
 e'"> x>. ), 

y, = x"-H- μΒ22<^) ; 

or la même racine a se trouve ainsi associée à deux racines différentes 
r'.

À
 et r*. Mais, si l'on considère l'équation caractéristique 

CL — rt Ο 
= Υ, 

Ο a — Ί\ 

la racine r\ = α annule tous les mineurs du premier ordre. 
Dès maintenant on peut donner la règle pour intégrer le système (i) 

clans le cas où les équations caractéristiques ont toutes leurs racines 
distinctes. 

On déterminera les racines de l'une des équations caractéristiques 

g\\-rk ... glH 

• ··· =O. 

gn\ · · · gnn Γ* 

Les équations du premier degré 

+ · * · + K[gii ~ rk Kl g in = Ο 
Jour ά. de Math. (3E série), tome X. — DÉ<XUI»RE 1884. 0 I 
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admettront une solution déterminée pour les valeurs proportionnelles 
<le A,, A2 A„. 

Les racines des autres équations caractéristiques seront déterminées 
successivement par l'une des séries de rapports 

A ι t//i -+-. . . -+- \n din Ai H-... 4- λ-n g m Ax /(14~ . ·. -4- A„ /,·„ 

où r'k représente successivement toutes les racines de F*(/>) = o. On 
pourra former ainsi η solutions 

yik = A
ik

er'>*x>+·· ( A = ι, 2, ..., λ ), 

r\k% r'
îk

, ..., r' k étant des racines correspondantes, et ces η solutions 
formeront un système fondamental. 

9. Considérons maintenant le cas le plus général. Nous pourrons 
toujours former une première solution ιι(~ Α,·β'"'Λ''++Γ'ι>·χι> des équa-
tions (i). 

l'osons yt — Uiq^ nous aurons 

ctyi— ~ (fa ~ Çi ) + · · · 

^ (Λ« ~ ir
t
 ) to ~ ?1 )+· ■ ·+-'» ir

t
 ( ι* ~~ ?11 ) ^· + ■ · · 

"+" [Α·2·^(^2 — 9,) 

+ (Îu~ ûi 4~··· + hu^qn — q\)\dxp> 

et, en posant zh = qh — qit nous aurons 

'
l

"< ~~ [Y0'2 aiï
u
|)2I + ··· 

+ (a" ~ «i 351— n
" «ï)

z
'
 +

 " '
+(β,,,«7 ~~ + 

4- [(*■2-4.2)*+... 

+ (/ii- ι"τ)ζ'+· ·+ (''«sf -
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Ce système en ζ2, s3, .zn est de même forme que le système (i). 
11 «admettra donc au moins une solution de la forme Β/βΡ»*»4"· ·+ρΛ'. 
Cette solution permettra de trouver une solution du système en 
<h' · · ·» <7" Par suite, une solution du système en y

{
, y

2
, ..·♦/«· 

En considérant le système qui est au système en s2, s3 ce que 
celui-ci est au système (i), on formera, en remontant encore dans les 
calculs, une troisième solution du système en y,, y.,, y

u>
 et ainsi 

de suite. 
On peut démontrer que les η solutions qu'on obtiendra pour le sys-

tème primitif formeront un système Fondamental de solutions. Pour 
cela, on appliquera le raisonnement des nos 16 et 17 de la théorie 
générale. 

Nous «avons donc là une méthode générale d'intégration. 

10. 11 est intéressant de considérer les solutions qui correspondent 
à un groupe de racines correspondantes, lorsque l'une des racines, 
r\ par exemple, est une racine multiple. 

Formons le système en s2,..., z
n

, et soient 

) = ο, F2z(/2) = o, ..., ¥ps(rp) = ο 

ses équations caractéristiques ; r\ étant racine multiple de F,-(r,) = o, 
zéro sera racine cle F

u
(r,) = o. On aura donc une solution de la 

forme 
r> λΓ''Χ,+ . ·+ι·''χ 

d'où l'on tirera 

dq
s
 — e'">XK- "+'"fvp ( α dx{ -K .. 4- λ dxp), 

a, [h,..., λ étant des constantes, et par suite 

y, = a «Ή-
d'où 

7l. = iflH-Sf.= 
et 

yi = ui q. — A i e'Ff > ̂  Η'Ρ·1!
4

+· · · , 
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Or à la racine /q ne peuvent correspondre que /
2

, r
3

, ..rp: donc 
011 a 

r, = r. = ...= r =o, 
c'est-à-dire que l'on a 

Fa*(o) = o, F,
s
(o) = o, ..., F^fo) = o. 

Il faut donc que r\,r
3

, ..., r
p soient au moins racines doubles de 

Fai(r
2

) — o, ..., Fρ
z

{rp^j — o. 

En passant au système auxiliaire qui vient après le système en 
z.

2
, .. ., z

n)
 on verrait de même que, r\ étant racine triple, r2, r'z, ..., r , 

sont de même racines triples de leurs équations respectives. 
En général, soit k le degré de multiplicité de la racine on dé-

montrera que les racines correspondantes r
2

, r
3

, . .., f sont des racines 
du même ordre k de multiplicité de leurs équations caractéristiques 
respectives. 

Il résulte de là que le système ena„2„ ..., z
n
 et les k — 2 systèmes 

auxiliaires suivants admettront des solutions à éléments constants. 
Soit d'abord 

dcjj — H, dx, -f- ÎJ2
 dx2 .. -f- dXp, 

H,, H
2

, ..., Hp
 seront des constantes. 

On tirera de là 

— A
01

 ■+- A
H
x

{
 + k2{x2 H-... 4- Aptxp, 

d'où 
1!î — <Ι\ ■+* si — A

0
/+ A

pi
x

p 
et, par suite, 

y.= Uiqi — (A0i--f- Atixt -f-...+ A.pixp)Aier'*x*+-r'p*t. 

Ensuite, si r\, r
2

, ..., r'
p
 sont au moins des racines triples, le sys-

tème auxiliaire qui vient après le système en z
at
 z

3
,..., z

n
 donnera 

st-=PÎ(a?„ x2, . . 
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en représentant parPA un polynôme de degré k en ..., xp. On 
tirera de là 

qi— ?:(χ
η

χ.,, ...,οβρ), 
yi = V2

i(x
l
,x

2
,...,xp)er'^-+r'r«p. 

Le raisonnement se continue de la même manière tant qu'on 11'a 
pas épuisé le degré k de multiplicité des racines r\, r[

2
, ...,r des 

équations caractéristiques. 
Donc, lorsque des racines r'p τ·'2, ..., r se correspondent, elles sont 

racines de leurs équations caractéristiques respectives au même de-
gré k de multiplicité, et l'on peut former un groupe de k solutions 
linéairement indépendantes de la forme 

Jhn= x
p

)er'T<+-^rxP 

(m = i, 2, ..k\ h = ο, ι, 2, ..., k — i), 

où Pj
w

(a?
|f

aj
2

, ...,xp
) représente un polynôme entier de degré hk 

coefficients constants. 

11. L'intégration du système d'équations (i) conduit facilement à 
l'intégration du système d'équations 

(3 ) + + 1" ( k\ J \ H" · · · "H hnyη ) 

l ( I — 1,2, . . ., Λ), 

CL, b,l représentant toujours des constantes. 
Posons en effet 

xk= e\ 
nous aurons 

dxh"=xhdzh, 
d'où 

dfi _ dyj_ dxh _ χ dfj 
Nous aurons donc 

dyt = [a^y
{
 .. + β,·,,/,, )ώ,+. + + + ô«y«) àzp, 

équation du genre de celles que nous venons d'étudier. 
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Les solutions seront ici de la forme 

ρμ(^.> lg*i igœ/t)x';\x?t . 

ρμ· représentant un polynôme entier et rationnel de degré μ. 
Plusieurs systèmes se ramènent au précédent. Par exemple, on dé-

duit un système intéressant du système (3) en posant y, = Μ,.ΖΑ, et 
l'on peut réciproquement passer de ce système au système (3). 

12. En résumé, l'intégration des systèmes d'équations de la forme 

(lYi — [a i\ ft -+~ · · · -+■ atn y η ) ~K ·. H- )— _Γ ' 

où a, ft,λ, »λ représentent des constantes, se ramène toujours à 
l'intégration d'un système de la forme 

djj — ( ai, y, ... H- (ti„yn ) d ν, -h. · +· {bixy^ -κ .. -h l
lu

 y„ ) doc]t. 

L'intégration de ce système dépend essentiellement dans la pratique 
de la résolution d'une seule équation algébrique de degré n. 


