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INFTEGRATION D EQUATIONS AUX DIFFERENTIELLES TOTALES. 387

Intégration d’un systeme d’équations aux différentielles
totales ;

Pir M. SAUVAGE,

Professcur i ka Faculte des Seiences de Montpellier.

1. On peut étendre les procédés d’intégration qui conviennent aux
¢équations différentielles linéaires et homogeénes i coefficients constants
a des systémes d’équations & une ou plusieurs variables indépendantes.
Cest ce que je me propose de montrer en m’appuyant sur les prin-
cipes généraux de la théorie des équations linéaires aux différentielles
totales ( Annales de I Ecole Normale superieure, février 1882.)

2. Considérons d’abord le systéme
dy;=(a;y, + ... +a,y,)dr, (i=1,2,...,n),

dont l'intégration est bien connue, lorsqu’on suppose constants les
coefficients a;,, ..., @,
On pose
yi=A "

r satisfait & I'équation algébrique de degré n

a,—r a, . a,
s, Aoy — 1T ... Ay i
Fr(r) = . =0,
a,, Ay L dpy— T

a ppelee €quation caracteristique.
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Si les » racines sont distinctes, les coefficients A,, A,, ..., A, sont
déterminés pour chaque racine (& un facteur constant prés ), et Von
peut former un systéme fondamental de solutions.

Supposons que 7 soit une racine multiple d'ordre Z de I'équation
F,(7)=o0; on démontre que la racine r fournit les % solutions

. d o 9k~1 .
(Aie™), GrlAe™)e o G (Ase™),

ou Von considére A,, A,, ..., A, comme des fonctions de r. Soient
2,(r), 95(7), ..., 9,(r) ces fonctions; on peut encore former un sys-
téme fondamental de solutions.

3. Cette derniére reégle peut se trouver en défaut. Considérons les
équations linéaires et homogénes auxquelles doivent satisfaire les
quantités A,, Ay, ..., A,, qui correspondent 4 une méme racine r de
I’équation caractéristique.

On a

Aya, +Asa, -+-...+A,,(a,m-—r)= 0.

Si r est une racine simple de I'équation caractéristique, tous les
mineurs du premier ordre de F,(r)ne sont pas nuls en méme temps.
En effet, la dérivée

— I a,l “ e a‘" a“—-l‘ 0 a‘a ) a‘”
(0] Qog— T ... a,, + a,, — 1 Q ... a,,
0 Ay e Qup— r a,, o Ayg oo Qup—T

se compose linéairement au moyen des déterminants mineurs qui
ont la diagonale commune avec le déterminant principal. Or F(r)
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n’est pas nul; donc tous ces déterminants ne peuvent étre nuls & la
fois. Soit
(l“—f' o a‘,”_.‘

e e . e e e

Q) cer Qpoy gy

un de ces déterminants non nul; le systéme d’équations correspondant
permettra de déterminer les valeurs proportionnelles des quantités
Ay, A,, ..., A, d’'une seule maniére.

Supposons que tous les mineurs soient nuls jusqu'a ceux de
I'ordre % exclusivement. I,’'un de ces déterminants d’ordre £ non nul
correspondra par exemple aux inconnues A,,A,, ..., A,_;. Pour sa-
tisfaire au systéme d’équations du premier degré, on prendra arbitrai-
rement A, 4., A, ke, ..., A, et ensuite les n — £ équations corres-
pondant au déterminant considéré détermineront les quantités A,
Age Ay e

En prenant la valeur de r qui annule [,(r) et ses déterminants mi-
neurs jusqu’a ceux de P'ordre £, nous aurons pour toutes les valeurs
de A inférieures a £

o' (=0, ¢/ (N=o0. ..., gr)=0, qr)=o,

c'est-a-dire que V'application de la régle deviendra illusoire.
Pour /& =k on aura une solution

9% ro
gz (Aie™) =€9" ().

Si r est une racine multiple d’ordre #' > £, on aura les £ — £ solu-
tions linéairement indépendantes

Pe L ‘}')(l‘) (h «)( )x+ o h(:l.zl‘)_.(.h'(_k;l)Qf(’)x"'k],

[k:hk+u‘~JH*UL

On peut en outre former % groupes de valeurs de A,_.,, ..., A,
telles que les £ solutions y;, = A;,¢"* correspondantes soient linéaire-
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ment indépendantes. On aura doncun ensemble de & solutions linéai-
rement indépendantes correspondant a la racine rd'un ordre £ de mul-
tiplicité, et I'on pourra former un systeme fondamental de solutions.
Nous dirons que nous sommes dans le cas d’exception lorsque les
singularités précédentes se présenteront.
On voit que les £ solutions correspondant 4 une racine multiple »
’ordre kn'ont pas leurs formes toutes distinctes dans le cas d’exception.

&. 1l sera utile pour la suite d’étudier l'intégration du systeme pro-
posé en ramenant ce systéme 4 d’autres systémes de plus en plus
simples, comme nous allons lé montrer. D’abord tout systéme de la
forme

dyi={ay,y, + ... + auy,)dx

admet au moins une solution de la forme v; = A;e™, et r satisfait i
I'équation caractéristique F,(r) = o,

Supposons trouvée une solution A;¢"'%, (i =1, 2,...,n).

Supposons que les coefficients différents de zéro soient A, A,, ..., A
par conséquent A, Ag,,,..., A, sont nuls.

Posons u;= A;¢"*, en convenant de remplacer A,,,,....A, par
Vunité, et y; = ;9 ¢,,¢a, - . -, 9, €tant de nouvelles inconnues. Nous
aurons

dq, duy
Uigr = @G, + ..+ (a,-,u[— m—’) Gi+ oo AU, G,

Orona
v do;

i, _(TJZ' -
Le systeme d’équation devient donc

dy; - u,
e —aumq,-f— +(a,-,-——r)q,-+ —’r‘(lmmq".

Ce systéme admet la solution

9 =4, =...=4;=1,

Isri = Gse2=+.. = ¢, = 0.
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On adonc

i
a; -+ ... @;;— = 0,
i ul + ts ui

En tenant compte de ces relations, nous aurons

dg; Us u
az :aml_,i(%- 7|)+ +a1’si(9s“ 9.)
Usg Uy
-+ Ajysiy ’_:f"l qs+| + ... +ain 'u_: %-

Retranchons la premiére de ces équations des s — 1 suivantes. Posons

Gn— G =234 € Guy=3Zsy,
nous aurons

dsy, u, Uy , u;,
—_ = a D —— a 0 zo oo ll i r - et e
dx ( R 0 124, ) "2 + + (@ G i, s

Uy 7 i, Uy
+ | a — —Qa — 15 + ...+ ay,— —a,,— 13
Rrs+1 U 1y8+1 uy s+4 hn Uy tn u, Sus

(}l =A2,3, ceey S),

et

L )
Ad3sg iy Uy
dr = A5y ko E:l: Zat .o+ (_as+-k;s+k — 7")53.,_1‘—1— con T Aoy ?‘:-_l. Sns

S+hk=s+1, s+2, ..., n).

Pour intégrer les systémes en ¢,, ., ..., g, et en z,, 35, .... 5,
nous formerons leurs équations caractéristiques F,(r) =o etF,(r) = o,
car ces systémes sont de méme nature que le systéme proposé.

On a, pour le systéme en g,, ¢35 .. .5 ¢,

! iy 1
@, —Tr—Tr Q.- n
Fq()‘) = e 6 eeaee vee eses we taraen = O.
i, u,
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u A
Or -2 = —£. On a donc
I A,
Afayy—r—r) Aa, ... A,a,,
P‘q(r): eeecae s eve  saesss =O,
/
Aqam Aaanﬁ [ An(alm" r— P)

ou simplement

/
Ay—r—r a,

Fo(r) =

@y,

Pt eese sy oo

Qpa

a,,

DI _—:0.

!
vee Qu—T—r

Cest I'équation caractéristique du systéme primitif ot r est remplacé

parr-+r.

Prenons le systéme en 3z,, 35, ..., 5,. Son équation caractéristique
F.(r) = o peut s’écrire en introduisant immédiatement une nouvelle
ligne et une nouvelle colonne

u
’ a e hat
2
0 Qyy—r'—ayp——1
U,y
U, iy
rF.(r)=1o a.c*z'l""‘ 12"
s 1
A
o @sr1,2 .
lsyy
Uy
(o] Apo —
n2 ©,

Us
Qs —
U

U U

Qg5 — — Qys —
2Su2 ”u,

et ere e

...............

Uiy Uy
Qs+ —
ALY %
Mgy Ug U, W,
Qa,5+1 — Q541 vor Qop— —Qn —
uy 473 t,
Uor T u, 1,
As,s5+1 Qs T e Ay — — @y —
S U S Ty ",
]
! n
Qsyy, 54— ' — 1T . Agi1yn
Us+y
u$+1 !
Ap, s+1 Qup— 1" — 1

Ajoutons la premiére ligne horizontale 4 chacune des s — 1 pre-

miéres, il viendra

rF.(r)=

u,

r —
127,

Uy

r dw -
Us
is

0 G2y,

$

Uy

o Apy 7~

u,

o
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Remarquons maintenant que I’on a identiquement

etajoutons les s premiéres colonnes en tenant compte de ces relations,
nous aurons

ity Up
a,—Tr—~r a,— .
IE] |2“1 Y,
er(">_—: eseesssariees  sew e ete seteseeseens = 0.
iy Uq
a — a,,—nr—r
ni un nn

C'est I'équation caractéristique du systéme en ¢, ¢,, ..., g,. Donc,
quand on introduit la solution r=o dans I'équation F,(r) = o, on
obtient I'équation F,(r) = o, c’est-a-dire que, lorsqu'on connait les
racines de I'équation F,(r)=o, on a, par un calcul trés simple, les
racines des équations Fy(r) = o0 et F,(r) = o.

Ajoutons que, si 7 est une racine multiple d’ordre % de F,(r) = o,
zéro sera une racine multiple d’ordre £ — 1 de F,(r) = o.

Aux équations en z,, 3, . . ., 3, il faut joindre I'équation

Cela posé, le systeme en z,, 3, .. ., 3, admet au moins une solution
constante si 7' est une racine multiple de F,(r) = o, car I'équation
F,(r) = o admettra alors la racine zéro.

On aura donc

dz

Journ. de Math. (3 série), tome X.—~ Novemsre 1884. . 50

dg, =C,
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(; étant une constante déterminée; on tire de la
¢,= Cx+-C,,

C, étant une constante arbitraire. On peut remonter aux inconnues
primitives et 'on aura

gr==3+q=0r +C, (h=1,2,....5)
et
Gk =3k =Cop (s+k=5s+1,8+2,...,n,

les quantités C, — C, étant des constantes cdont les valeurs proportion-
nelles sont déterminées. On aura ensuite

Yi=uq;= Mg (Cx -+ C,;),

en supposant maintenant Ag,, Ag,, ..., A, identiquement nuiles.
Supposons que l'on forme le systeme différentiel qui est an systéme
€N 3y, %3, - . ., 3, C€ que celui-ci est au systeme primitif, Soit k le degré
de multiplicité de la racine r, et soit £23. La nouvelle équation ca-
ractéristique admettra encore la racine zéro.
On en tirera pour le systéme en z,, 3, ..., 5, une relation de la

forme
1
5;,=D,;+ D, x,

D; et D; représentant des constantes.
Si nous convenons de représenter par P*(x) un polynome entier et
rationnel de degré £ en , nous aurons, aprés avoir intégré,

‘ 9, =P} (=),
d'ou
=g, +3="P(x) (h=1,2,...5,
et
gor= Zes = Ph(@) (s+h=s+ 1,5+ .. .0}
d'ot enfin
yi= w;q; = NP} (),

Aoy Agesy - -0 A, Gtant supposées identiquement nulles.
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Le raisonnement se continuera de la méme maniére tant qu’on
w'aura pas épuisé le degré £ de la racine 7. Nous retrouvons donc les
formes des intégrales données par la premiére méthode d’intégration.

Ajoutons une remarque importante, Soit

yi= A,-e"”(af,a:’” + a.‘; 2" 4 +al)
une solution; y;= A;c ¢’* est aussi une solution. 11 en résulte que
dans les solutions successives correspondant 4 une racine multiple 7,
les coefficients des plus hautes puissances sont différents de zéro en
méme temps. On remarque ce fait également dans la premiére mé-
thode.

Il est évident qu'en ramenant le syst*me en y,, y., ..., ¥, 4 des sys-
témes de plus en plus simples par le procédé que nous venons d'in-
diquer, on arrivera a construire n solutions du systéeme primitif en y,,
Yar -+ -» ¥ar Ces n solutions formeront un systéme fondamental de solu-
lions.

5. Il peut étre utile de changer I'équation caractéristique en une
autre. On emploiera la substitution y; = u;€, % étant une constante
arbitraire. On aura

du;
o= QA (@i —Nu;+.. +au,.

I.’équation caractéristique F,(r) = o0 a pour racines les racines de
F,(r) = odiminuées de ).

Onremarquera que, si la racine #’ correspond 4 un cas d’exception,
la racine r— X correspondra aussi a un cas d’exception, et récipro-
quement.

6. Pour que le systéme en z,, z,, ..., 3, présente le cas d’exception
pour la racine zéro, il faut quele systeme en y,, y., ..., y, présente le
cas d'exception pour la racine 7°.

En effet, supposons que le systéme en z,, 3,, ..., z, offre le cas
d’exception pour la racine zéro. 1l existera au moins deux solutions
linéairement indépendantes dont les éléments seront constants. Entre
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ces deux solutions
=y 5,=0; (L=1,2,...,n)

il ne pourra exister aucune relation a coefficients constants de la

forme
Qo+ w'e; = o.

Introduisons les deux symboles «, et ¢, en leur donnant pour va-
leur zéro. Aux deux solutions considérées correspondent deux solu-
tions dans le systéme en ¢,, ¢,, ..., ¢, €t deux solutions dans le
systeme en y,,¥,, - . ., ¥,. NOus aurons

g:=ax + u;+ C, 7. =z + u + C,
yi=Ae"(ax +a;+C), yi=Ae"(dx+ o2, + (),
G et C' étant deux constantes arbitraires.
Choisissons deux nombres 3 et {3, tels que «f8 + '8'= 0. La solu-
tionBy;+ 'y, = Ae™(Bo;+ B'a; + CR + Cf') serade la méme forme

que la solution A;¢”*. 1l n’y aura entre ces deux solutions aucune
relation linéaire a coefficients constants; car les quantilés

Ba;+ Ba, +CB + Cf’
devraient étre loutes égales. On aurait
Ba;+ B'u; + CR +Cf'=fa,+ fa, +C+ CF=Ch+ ('Y

et par suite
Bui+ o, =o,

ce qui est impossible par hypothése.

Donc le systéme en y,, y,, . .,y, admettrait au moins deux solu-
tions linéairement indépendantes de la forme y,=A;e™,y, = A e,
¢’est-a-dire que la racine 7 correspondrait 4 un cas d’exception.

7. §’li n’y a pas exception pour la racine # de F,(r) = o, la con-

stante C = f{%‘ ne sera pas nulle. En effet, on vaurait la solution
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y;=A;C;¢'", si C était nul. Elle ne se confondra avec la solution
yi= A Cquesilona
C,=Ch=...=0(C,.
Ou aurait alors

G=¢=...=q¢=0=0C=...=C; ¢t ¢, =¢q.= o =Gp=0
comme solution du systéme engq,, ¢,, .. ,¢,. On cn tirerait
Z,=3%3=,..=%=0 et 3, ,=...=3,=0

comme solution du systéme en z,, z,, ..., z,. Or on n’a pas pris une,
solution en z,, ..., z,, dont tous les éléments soient nuls pour former la
solution y;. Donc cette solution y;, devant étre linéairementindépen-
dante de la solution y;, ne peut exister, puisqu'il n’y a pas exception,
et G n’est pas nul.

8. Considérous maintenant le systéme d’équations aux différentielles
totales

(l) s d)/l": (a["yl et ai”y")d‘vi +e - ([ilyl ...+ lin.)'lz)de‘l'h
(

(==1,2,...,n),

ou les lettres @, b, ..., { représentent des constantes. Nous supposons
les conditions d’intégrabilité identiquement satisfaites en vertu des
équations proposeées.

Si les variables indépendantes z,, x,, ..., x, se déplacent respecti-
vement dansleurs plans, il existe des fonctions intégrales y,, ¥,, . .., Yu.
uniformes dans tout le plan, satisfaisant aux équations proposées. Ima-
ginons un systéme fondamental de solutions. 11 suffit, pour le déter-
miner, de fixer un déterminant de valeurs initiales différent de zéro.
Pour avoir les valeurs des solutions en un point (x,,...z,) quel-
conque, on pourra arriver-en ce point avec un choix de chemins et de
marches absolument arbitraires. Supposons donc que la variable x,
décrive son chemin, les autres vaviables indépendantes x,, ..., z,
restant a leurs positions iniliales. Les éléments d’une solution quel-
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conque satisferont, dans cette hypothese, aux équations

(2) dy,=auyi+...4 @y V,s

\

a une seule variable indépendante.
Soit 7, une racine de I'équation caractéristique F, (r,)} = o relative
aux équations (2). On aura une solution de la forme

P AR (=

-3

z;r',] estun nombre que donne le calcul quand on connait 7';; A est
une quantité indépendante de x,. Si maintenant on fait varier les autres
ariables @, @;, ..., ,, A variera seule et sera une fonction de ces
variables. .

Exprimons alors que y;= Az;(+,)¢"+" satisfait aux cquations (2).
Nousaurons

» ’ o . £ oy WA . (}.’\ A
dy;= Ar,o;(r',)e""dx, + ¢,(r'))e :“:(5}—2(1.1._. Rl vy /x,,)

v,
=AW ang, (F) +.  +aps,(r), de,

-+ [-bil',%(rln) +ot bin?n(’ja)j d‘x:’ +..

+ (Lo (1)) + oo Lo, (r) doy L

Ces équations se raménent, 4 cause du choix de 7, & la forme
]

.t ‘:\ ()\
p,-;r,)(f; de,~+...+ ma’x‘,,)

= A0 2 () oo+ by, (r,) ] dee, +. .
+ [l (F) + oo+ b (7)) Ay ),

et, comme la fonction A doit exister, on aura

'/ 0A oA ., o
X(——;ﬂdw._,-%—...—i—D;_{;a’x,,)_‘r2dx=_,+...+rpd.z.l,.

T'ys « vy Ty étant des constantes déterminées par le calcul précédent,
d’ou l'on tirera

A=DB er; .«'2+...+-r,‘, T,

B étant une constante arbitraire.
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Ainsi les équations (1) admettent au moins une solution de la forme
Viz= AT,

Ay, Ay, .., A, étant des constantes dont les rapports sont donnés
par le calcul.

En exprimant ce fait, nous trouverons les relations qui doivent né-
cessairement exister entre r',, 7'y, . .., r,. Nous aurons

./

(/')'1 o :\iel"‘;x'l+. B . I"l (1.[', R |

du,)

== A @+ Aa,) e i edr -
[} n-rin i

:
(Al e AL Td,,

équations qui entrainent les suivantes :

De ces équations du premier degré, il résulte d’abord que chaque
nombre r), doit satisfaire & une équation de la forme

1

gu i Sie Sin 1|

- 2, I . 2, i
l‘k("l;) — o2l g.- din ‘ =0,

[ g/u gu‘z A gnn‘ Ty l

que nous appellerons une équation caractéristique.

Ensuite ces systémes doivent étre satisfaits par un méme systéme de
valeurs proportionnelles de A,, A,, ..., A,. Supposons expressément
quer,, ry, ..., I, n’annulent pas respectivement tous les mineurs du
premier ordre de F (r,), F,(r,), ..., Fy(r,). Alors les équations du
premier degré admettront un systéme unique de solutions communes
. - VA

En comparant ces équations, on en tirera

.

' — ‘1, — ry
AAl(Z“—I—. ..-—f—A”(lm J\ll)“-’r.. .+A,, bin ~'\llil+-°-+ A,,[,',,
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On peut toujours supposer qu'aucun des nombres 7}, r,, ..., r, n’est
nul; car, si l'on pose y; = u;e@*+%%, le systéme (1) deviendra

du;= [as uy +. .o+ (@ — AU+ o+ Ay, |de, + .
+ [lau +. oo (lg=2)u 4.+ Lu,) doy,

et les équations caractéristiques de ce nouveau systéme n’admettront
plus de racines nulles, si I'on choisit convenablement 2, Ay, ..., %,.

La racine r, n’étant pas nulle, on peut toujours trouver une quan-
tité A a@;, +...+ A,a;= A;r, différente de zéro, car tous les nombres
A, A, ..., A, ne sont pas nuls a cause des premiéres hypothéses. On
voit alors que, r,, 7, ..., r;, n’étant pas nuls non plus, on aura, a
cause des équations précédentes,

A4b,'| +. o+ Anbin¢09 cony A.l,‘, S NN -f-A,,[m;é o.

Donc 4 une racine r, correspondent des racines r,, ry, ..., r, déler-
minges. Réciproquement, & I'une quelconque de ces racines corres-
pondent toutes les autres et sculement celles-la.

Par la transformation inverse & celle qu'on a faite, on peut rétablir
les racines nulles qu'on avait écartées, et le théoréme est vrai, méme
dans le cas ou les équations caractéristiques admettent des racines
nulles. Mais, si I'on a F,(0)=o0, F,(0)=o0,..., F,(0) =0, il faut
que les wineurs du premier ordre de chaque déterminant F, (o),
¥;(0), ..., F,(0) nesoient pas tous nuls & la fois.

Quand les conditions précédentes seront réalisées, nous dirons que
les nombresr), r,, ..., r, se correspondent.

Lorsque les mineurs du premier ordre peuvent étre tous nuls a la
fois, le théoréme peut n’étre plus vrai. En voici un exemple simple :
prenons le systéme

d)’l =ay, dxl + (bl WY+ b|2y2)da’2’
dy,=ay,dx,+ (b, y, + by, ) dx,.
Les conditions dintégrabilité sont identiquement satisfaites. Si I'on

pose
= A‘e“‘”x) Y= A2g““’2,
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A, et A, seront déterminées par les équations

dA
’gale' = bHAl + b, A,,
dA,
d—’T?; = b2| A|+ bzzAg-

On en lirera deux solutions linéairement indépendantes

'

— rle,
A =B,

et, pour le systéme primitif, on aura les intégrales générales
y‘ — eaxl()\B“er;.rt—}_ p‘l,;wer';.v,:)’
Y= € (ABy €+ pB,, €

or la méme racine a se trouve ainsi associce a deux racines différentes
r, et r,. Mais, sil’on considére I'équation caractéristique
a _ 7‘, 0

'::(_),
(s} a-—l‘,l

la racine r, = a annule tous les mineurs du premier ordre.

Dés maintenant on peut donner la régle pour intégrer le systéme (1)
dans le cas ol les équations caractéristiques ont toutes leurs racines
distinctes. _

On déterminera les racines de I'une des équations caractéristiques

Eu—Tx .o 8in
gm s gn/z'_rlc
Les équations du premier degré

Aga+  +A(gui— i)+ .+ A.gin=0

Journ. de Math, (3¢ série), tome X. — Diceushe 1884. I
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admettront une solution déterminée pour les valeurs proportionnellos
de A, A, .. A,

Les racines des autres équations caractéristiques seront déterminées
successivement par 1"une des séries de rapports

o

r N ry o r, ,
Mujp+. o+ Ay ag, Alé."i]"'- AL gm A+ o+ Ayl

ou r; représente successivement toutes les racines de F,(7,) =o0. On
pourra former ainsi # solutions

Yik= Au = (k=1,2,..., n),

' '

Ty Tags «+ s Ty 6tant des racines correspondantes, et ces n solutions
formeront un systéme fondamental.

9. Considérons maintenant le cas le plus général. Nous pourrons
toujours former une premiére solution w;= A, %+ *4% des équa-
tions (1).

Posons y;= u;q;, nous aurons

dg;= {%‘2%(72— g.)+...

1 0u;

+’<ail’_ -l;; E)(%—q|)+--~+0m%(7u—‘7|)]dxn+-~-

L]

~+ [lig‘l;%(qz‘—q|)+....

d i n
+ (lii“' ;I;l d—;‘;)(qf— 1) +-“+l¢'uﬁ‘<qn_ql)](’xl”

u;

ct, en posant z, = ¢, — ¢,, nous aurons

S Ug Uy
(l.v(-— [((I,gb—l— —~a,2z—‘>z2+...

1 du; u;

; U, U,
@ — — — — — )T e o e— — —_ |z e
+<,. e “1zu‘> i+ +(amui a.,,,“) ,,]dx.+
' Ug l Uy
-+ 9 — — — 13yt
[(l) u; 12u‘> 2

1 du; u; u, w,\
+<lu l“.(_)}—p""lliz)zi'*”w"‘*‘ <lin;;‘i‘ _llnz ~”n» dx,,.

P
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Ce systéme en z,, 33, ..., 3, est de méme forme que le systéme (1).
Il admettra donc au moins une solution de la forme B;ef:®+ +8,7,,
Cette solution permettra de trouver une solution du systéme en ¢,
Jas -+ -5 4, €, par suite, une solution du systeme en v, y2, ..., ¥

En considérant le systéme qui est au systéme en z,, z4, ..., 5, ce que
celui-ci est au systéme (1), on formera, en remontant encore dans les
calculs, une troisieme solution du systéme en y,, ¥s, ..., ¥, et ainsi
de suite.

On peut démontrer que les n solutions qu’on obtiendra pour le sys-
teme primitif formeront un systeme fondamental de solutions. Pour
cela, on appliquera le raisonnement des n° 16 et 17 de la théorie
générale.

Nous avons donc 1h une méthode genérale d’intégration.

10. 1] est intéressant de considérer les solutions qui correspondent

& un groupe de racines correspondantes, lorsque 'nne des racines,
r, par exemple, est une racine multiple.
Formons le systéme en 3, ..., 3, et soient

F.(r))=o0, Fyln)=o, ..., Fuir,)=0
ses équations caractéristiques ; 7 étant racine multiplede I',.(r,) = o,

zéro sera racine de F,,(r,) =o0. On aura donc une solution de la
forme

5= B( er';.r:-i. ..+r""r’,,
d’ott 'on tirera
([q' = g/ it Y, (a (lab‘, +.oo+ (pr),
Dy 5y v en ) étant des constantes, et par suite
({l — A eﬂ,';r,.‘.+r;',xp,
§i = ¢, + 5= A ez

)’i = (ll' = A ; er:.-v. SR R 4.(:';'.,.r;“)m/‘.
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Or a la racine 7, ne peuvent correspondre que 7,, 7y, . .., r"p: done
on a

c’est-a-dire que I'on a
F.(0) =0, F,(o)=o0, ..., Fylo)=o.
Il faut donc que 7y, 7, ..., 7, soient au moins racines doubles de
F,.(ry) =0, ..., Fp(r,)=o0.

En passant au systéme auxiliaire qui vient aprés le systéme en
Zy «. .y By on verraitde méme que, 7| étant racine triple, 1y, 'y, . . ., r;,,
sont de méme racines triples de leurs équations respectives.

En général, soit £ le degré de multiplicité de la racine 7,; on dé-
moutrera que les racines correspondantes 'y, 'y, . . ., r;, sontdes racines
du méme ordre £ de multiplicité de leurs équations caractéristiques

respectives.
Il résulte de la que le systéme en z,, z, .. ., z, et les £ — 2 systémes
auxilhaires suivants admettront des solutions a éléments constants.

Soit d’abord

dg,=H,dx,+ Hydx,+. ..+ H,dx,,

H,, H,, ..., H, seront des constantes.
On tirera de la

gi=Aq+ A, x,+ Ay 4.+ Ay,
d’'ou

gi=q+ 3= A+ Ay, +. o+ Apx,
et, par suite,

Yi=uqi= (Ao,'—f— A, +...+ Ap,-xp) Aie";x-"‘""','r”],'

Ensuite, si 7, 7y, ..., ', sont au moins des racines triples, le sys-
teme auxiliaire qui vient aprés le systéme en z,, 3, ..., 2, donnera

5=P/(x, %, ..., 2,),
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en représentant par P* un polynéme de degré £ en z,, @, ..., «,. On
tirera de la ;
2
ql= Pl (xi,xg, Ve vy xp)y

Yi=Pl (@, Xy ..., @,) €,

Le raisonnement se continue de la méme maniére tant qu'on n’a
pas épuisé le degré £ de multiplicité des vacines r,, 7, ...,r'p des
équations caractéristiques.

Donc, lorsque des racines r,, 7,, ..., r'P se correspondent, elles sont
racines de leurs équations caractéristiques respectives au méme de-
gré k de multiplicité, et 'on peut former un groupe de £ solutions
linéairement indépendantes de la forme

h P e E
Vin=Pi (2, Zay ..., 2p) €5

(m=1,2,...,k; h=o0,1,2,...,k—1),
ou P} (®,,%,, ..., x,) représente un polyndme entier de degré & a
coefficients constants.

11. L’intégration du systéme d’équations (1) conduit facilement &
I'intégration du systéme d’équations

drx dr,
‘ dyz= (ailyc +.. +ainyn)—‘,l:l' +ee (li|y|+° . '+li'zylz)7;£

(3) ?

(t=1,2,...,n),

a, b, ..., l représentant toujours des constantes.
Posous en effet
&= €%,
nous aurons
dx,, =, dz,,,

d'ou

9y _ Oy Oxn _ . Oyi
dz,, — d‘l‘h ()3/, - ”dx,,
Nous aurons donc

dyi“_" (ai|y| “+.. '+ain.yn)dzl +. (lil)ﬂ—l“' Tt linyn)dzp,

équation du genre de celles que nous venons d’étudier.
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I.es solutions seront ici de la forme
Pr(lgax,, lgx,, .... lgx,)x >y, ..., 2,

P¥ représentant un polynome entier et rationnel de degré p.

Plusieurs systemes se raménent au précédent. Par exemple, on dé-
duit un systéme intéressant du systéme (3) en posant y; = w;z%, et
I'on peut réciproquement passer de ce systeme au systéme (3).

12. En résumé, Iintégration des systémes d’équations de Ja forme

v — (a. v , d.r, ([ oy Ly) der,
dvi=(any,+...+ am)")m el et i, gL+

oua,b,..., ), preprésentent des constantes, se raméne toujours a
l'intégration d'un systéme de la forme

({"i: (ailys +eat ain.yu)(l‘vt +. .+ (bil.vl +.. + lin.,vn) (pr'

L'intégration de ce sy-téeme dépend essentiellement dans Ia pratique
de la résolution d’une seule équation algébrique de degré n.



